ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LYON
L3 ANALYSE COMPLEXE 2013-2014
DEVOIR DE CONTROLE CONTINU 1, OCTOBRE 2013

Les réponses données doivent étre soigneusement justifiées. Des coquilles pouvant
étre présentes dans I’'énoncé, n’hésitez pas en cas de doute a adresser une question a
philippe.eyssidieux@ujf-grenoble.fr.

Probleme

(1) Soit U un ouvert de C et f holomorphe sur U. Soit D = D(zy,r) un disque
fermé contenu dans U dont I'intérieur sera noté D. Montrer que

Vze D f®(z)= ﬁ/ J()dt
P

271 Jop (6 — 2)kH1

(2) Soit v : [0,1] — C un chemin C' par morceaux d’image I = ([0, 1]) et
¢ : I — C une fonction continue. Montrer que (z — fv ¢(t)72L) est une
fonction holomorphe sur C\[.

(3) Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes sur U convergeant uniformément
sur les compacts de U. Montrer que la limite de (f,,) est holomorphe et que
pour tout k un entier positif la suite ( f,gk)) des dérivées k-emes converge
uniformément sur les compacts.

(4) Soient (a,) (b,) deux suites de nombres complexes. Posons:

n=p n=m/'
App = E an S = E anby,.
n=m n=m

Montrer que

n=m’'—1
Sm,m’ - Z Am,n(bn - bn—i—l) + Am,m’bm’-

(5) Soient a < § deux nombres réels, z € C et x = Re (z). Montrer que

|6—ozz o e—ﬁz| S |3|(€—am o €_ﬂ$).
X

On pourra utiliser la relation e=%% — ¢75% = » ff etz dt.

(6) Soit (A,) une suite strictement croissante de réels tendant vers +oo. Mon-
trer que, si la série f(z) = Y a,e ** converge pour z = z, elle con-
verge uniformément dans tout domaine A(zp, ) de la forme {Re (z — 29) >
0, |arg(z — 2z)| < a} pour 0 < a < 7.
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Indication: on se ramenera a zy, = 0. Ensuite on étudiera le critere de
Cauchy pour la série f(z) en utilisant la question (4) avec b, = e~

(7) Déduire que f(z) tend vers f(z9) quand z — 2 en restant dans le domaine
A(ZO, Oé) .

(8) On appelle p(f) = inf{Re (20)|f(z0) converge.} € [—o0,+00] 'abscisse de
convergence de f(z). Montrer que la série f(z) converge sur {Re (z) > p(f)}
et y définit une fonction holomorphe qu’on notera encore f.

(9) Supposons que p(f) < +oo. Etudier la limite de e*” f(z) quand z € R tend
vers +o0o. Déduire que la fonction (z — f(z)) est nulle si et seulement si la
suite (a,) est nulle.

(10) Supposons dans cette question seulement que a, > 0. Soit p € R tel que f
converge pour Re (z) > p et que la fonction f qu’elle définit sur ce demi plan
peut étre prolongée holomorphiquement a un voisinage de z = p.

Montrer qu’il existe € > 0 telle que f est holomorphe sur le disque D(1 +
p, 1+ ¢€). Calculer les coefficients de Taylor de f en 1+ p. En utilisant la
représentation de f(p—¢€') pour € < e comme une somme de la série de Taylor
de f en 1+ p, montrer que f(z) converge en zyg = p — €.

(11) Restreignons désormais notre attention au cas des séries de Dirichlet classiques
ou \, = log(n). Montrer que si (a,) est bornée p(f) < 1. Puis que si les

sommes partielles A,,, = >/~ a, sont bornées (i.e.: sup,,, |4, < +00)
on a p(f) <0 (Indication: utiliser la méthode de la question (4)).

(12) Supposons que a, = ©(n) avec b : N — C bornée et multiplicative, c.a.d.
w(mn) = Y(m)w(n). Montrer que p(f) < 1 et que pour tout s tel que

Re(s) > 1 f(s) = [[ep(l - %)*1, P désignant I’ensemble des nombres

premiers L.
(13) Si a, = 1 la fonction f se note (. On a ((s) = > »°; . En utilisant la
représentation

1 1 n+1
= — - todt
C(s)=—+ Z - / ,

qu’on justifiera, montrer que ((s) = :11 + ¢(s) ou ¢ est holomorphe sur le
demi-plan Re (s) > 0.

(14) Montrer que ¢ se prolonge a une fonction méromorphe sur le demi-plan
Re (s) > 0 ayant un pole simple en 1.

(15) Etablir quil existe une branche du logarithme de ¢ tel que log(((s)) =
D k>1pep %p% pour Re (s) > 1. En déduire que pour o € R tel que a > 1

1
Zp’a ~ log(—l) quand o — 17,
peEP a -

Etablir également que > k2P pF < +o0.
(16) Soit m un entier strictement positif. Un caractére modulo m est un morphisme
du groupe (Z/mZ)* des inversibles de Z/mZ dans C*. Soit y un tel caractere

IDans la théorie des séries de Dirichlet, la variable complexe se note s par tradition.
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modulo m et Y son extension & Z/mZ obtenue en posant Y(k) = 0si k & (Z/
mZ)*. Montrer que la fonction (N — C,k — x(k mod m)) définit une
fonction multiplicative bornée qu’on notera également y par abus de langage.
(17) On pose L(s,x) = 3, X2 Montrer que, si x # 1, p(L( . ,x)) < 0.

neN ps
Montrer que si Re (s) > 1

L(s,x) = H #

sop L x(ep

(18) Montrer que L(s, 1) = ((s) H (1—=p~°) et que p(L(.,1))=1.
p|lm,peP
(19) Montrer que les caractéres modulo m forment un ensemble fini de cardinal
¢(m), ou ¢(m) est I'indicatrice d’Euler de m, c.a.d. le cardinal de (Z/mZ)*.
(20) Soit p un nombre premier ne divisant pas m. Montrer que Hx(l —x(p)T) =

(1 — T7®)9®) on le produit est étendu & tous les caracteres modulo m avec
f(p) Vordre de p mod m dans (Z/mZ)* et g(p) = ¢(m)/f(p).
(21) Posons ¢ (s) =[], L(s, x). Montrer que

1
Cm(s) = pr (1 — p=f@s)9@)
est une série de Dirichlet a coefficients positifs d’abscisse de convergence < 1.
(22) Montrer que si il existe x # 1 tel que L(1,x) = 0 la série de Dirichlet ¢, a
abscisse de convergence < 0 (on pourra utiliser la question (10)).

(23) Montrer que la série de Dirichlet (,, diverge a s = @ et conclure que

L(1, x) # 0 pour tout caractere y # 1.

(24) Posons fy(s) = > cp Xlgf). Montrer que si x = 1 f (@) ~ log =5 quand
a— 17, aeR.

(25) Supposons x # 1. En décomposant log(L(s, x)) = fy(s) + F\(s) avec F, une
série de Dirichlet qu’'on déterminera montrer que f,(c) reste borné quand
a— 17, aeR.

(26) Soit a premier avec m et posons P, = {p € P, p = a mod m}. Notons
ga(8) = ZPEP -s. Montrer que

ZX fx

la somme étant étendue a tous les caracteres modulo m.
(27) Montrer que g,(a) ~ @ log -~ quand o — 17, a € R.

(28) En déduire que P, est infini, en d’autres termes que toute progression arithmétique

de la forme a+mZ avec a, m premiers entre eux contient une infinité de nom-
bres premiers (théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet).



