MMO022 Géométrie différentielle 2016-2017

Feuille 5

Exercice 0. Produit extérieur. Soit £ un espace vectoriel. Pour tous entiers positifs
k,l et toutes formes o € A(F) et f € A/(E), on définit

aAB:(vr,. .. vp) € B s % Z €(0)a(Vo1), - - > Vo)) BValht1)s - - - Vo kti))-
oG4
1. Que donne cette formule dans le cas ot av et § € E* ?
2. Montrer que a A B € Apy(E).
3. Vérifier que I'application (o, 8) — a A [3 est bilinéaire et que
Y(a,B) € Ap(E) x A(E), BAa=(—1FanB.

4. On note &y, 'ensemble des éléments 0 € S, satisfaisant o(1) < -+ < o(k) et
olk+1)<---<o(k+1). Vérifier que

a A @(’Ul, e 7Uk+l> = Z E(U)Oz(vg(l), e ,Ua(k))ﬁ(va(k+1), Ce >Ua(k+l))-

0€6y

On vérifie également que pour toutes formes multilinéaires alternées «, 8 et v, (a A ) A
v =aA (B A7). On notera donc simplement o A 3 A~y cette forme. Plus généralement,
étant données n formes multilinéaires alternées oy, ..., a,, on peut définir sans ambiguité
QLA A .

Exercice 1. Premiers calculs. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et [y, ..., [, €
E*.

1. Montrer que pour tout (vy,...,v) € EF,

ll VANPIRVAN lk(?}h cee ,Uk) = det(lj(vi))lgi’jgk.

2. On note (dz!,...,dz™) (resp. (dx,dy,dz)) la base duale de la base canonique de R”"
(resp. R?). Soit I = {iy,..., i} avec 1 < iy < -+ < i, < n des entiers. Vérifier que
la forme k-linéaire alternée da! définie en cours n’est autre que dz® A --- A dx'*.

3. Calculer dans R?:

dx Ndx, (dx+dy) Ndx, (dx+dy) Ndz, (dx Ndy+dyNdz+dz Ndx) Ndz.

4. Soient o = 3dx + bdy, f =dx Ndy + dy Ndz + dz A dx, v; = (1,0,0), vy = (1,2,0)
et v3 = (1,2,3). Calculer (a A B)(vy, va, v3).

5. Comment interprétez-vous en termes de déterminants de matrices les égalités suiv-
antes dans R" :

d.fCl""’n — dl’l A d$2""’n, d.Tl""’n — dxl,...,nfl A dxn7

dzbm = dgbF A dg e 1< k<



6. Montrer qu'une famille de formes linéaires (1, ...,l;) d’'un espace vectoriel E est
libre si et seulement si I3 A ... Al # 0. Montrer que des vecteurs zq,...,x; de F
sont linéairement dépendants si et seulement si «(zy,...,x;) = 0 pour toute forme
alternée a de degré k.

Exercice 2 (produit vectoriel). Rappelons que le produit vectoriel v X w de deux vecteurs
v = (v1,v9,v3) et w = (wy, wy, w3) dans R3 est défini formellement en développant selon
la premiere ligne le déterminant

€1 €9 €3

U1 V2 U3 )

wp Wy ws
avec (ey, es, €3) la base canonique de R3. Ainsi
V2 U3
Wa W3

U1 U3
w, w3

U1 V2
w1, W

VX W= —

62—% €3.

(i) Montrer que le produit vectoriel définit une application bilinéaire antisymétrique
R3 x R® — R3.
Exprimer les coordonnées du produit vectoriel en tant que formes bilinéaires alternées en
v et w a laide de la base canonique de A(R?).

[L’on pourra vérifier, quoique ceci est hors-sujet dans le contexte que nous étudions,
que le produit vectoriel définit une structure d’algebre de Lie sur R3.]
(ii) Montrer que
vXw L, vXw L w.

(iii) Montrer que v x w = 0 si et seulement si les vecteurs v et w sont linéairement
dépendants.
(iv) Montrer l'identité
lv x w||* = det(v|w|v x w).

En déduire que, si v et w sont linéairement indépendants, alors (v, w,v X w) est une
base de R3.

(v) Soient vy, vy, v3 € R3. Vérifier que l'aire du parallélogramme construit sur vy, vy
est égale a
|hﬁ X Ugw

Vérifier que le volume du parallélépipede P(vq, vy, v3) construit sur vy, ve, v3 est égal a
det((v;, ;).
(vi) Soit u € R®. Montrer que
det(v|w|u) = (v X w, u).

(vii) Etant donnés n — 1 vecteurs V1,...,0,—1 € R" T'on définit leur produit vectoriel
vy X -+ - X v,_1 en développant formellement selon la premiere ligne le déterminant

€1 c. €n
0

Un—1

Que deviennent les propriétés du produit vectoriel dans R? dans ce cadre ?



