MAT402 Année 2017-2018
Feuille d’exercices 3

Exercice 1. Etudier la convergence simple, normale, et uniforme des séries de fonctions ) ., u,
de terme général défini par :

1o uy(z) =™, zeR,.
2. uy(z) =2", x€[0,1].
1
3. up(z) = on sin(3"x), © € R.
1
4 up(t)= ——  z€R
un () [ x €

Exercice 2. Mémes questions pour les séries de terme général :

1. uy(z) =n", 2 €R

2. up(z) = (=1)"n", z € R

3. up(z) = e 2 e R

4. up(z) = +arctan(), z € R

z € R.

Exercice 4. On considere la suite (uy,),>1 de fonctions u, : Ry — R définies par

1

1. Déterminer le domaine de convergence simple D C R de la série de fonctions ) -, u,.

2. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Y nsq U sur D, puis sur [a, +00]
pour tout réel a > 0.

3. La série de fonctions ) ., u, converge-t-elle uniformément sur D ?
4. La fonction f = 37 u, est-elle dérivable sur R* ?

5. Montrer que f est intégrable sur [1, 2] et exprimer ff f(t)dt comme la somme d’une série
numeérique.

Exercice 5. Etudier la série de fonctions de terme général suivant :

1

m, ’I’LZ].,Q]GR

Uy T

La somme est-elle continue sur R 7 dérivable sur R 7

Exercice 6. Mémes questions pour la série de terme général

1

m, nZl,xGR

Up T +—



Exercice 7. Montrer que la série de fonctions de terme général

—1)»
un:mv—>¥, n>1xelR,
2y/n+ cosz

converge uniformément sur R. Etudier la convergence normale.

Exercice 8. On se propose de montrer que la série de terme général

cos(nz)

\/n—l—x’

Up @ T > n>1xekR,

converge uniformément sur U'intervalle I = [o, 21 — o, o1 0 < v < .

On se donne = € R et n,p,q € N*, avec n > p. On note S, ,(x 5 cos(kx).
1. Mont tilisant 1(m+ iy i & # 2k, alors |S,,(x)] < L
. Montrer en utilisant cosa = —(e" +e ue si 7, alors |S,,(7)] < ————
2 q ’ P | sin(z/2)]
pt+q p+g—1
1 1 Spptq(T)
2. Vérifier que v (x) = Synl(x [ — } R i .
b nzzp (@) nzzp pn(®) vnt+x  n+l+w vpt+q+zx
p+q
- 1 1 L1 .
3. En déduire que pour tout x € I, | g vn ()| < - En déduire le résultat.

~ VPt x|sin(3)|

n=p

Exercice 9. Pour n € N* et > 0, on pose

me—i—l (x+n)’

n=0

Montrer que la somme ci-dessus définit une application continue f : R} — R%.
Exprimer f(z + 1) en fonction de f(x) pour tout z > 0.
Etudier la dérivabilité de f sur R7.

Montrer que la fonction f est monotone, et donner un équivalent de f(z) lorsque z — 0,
ainsi que lorsque x — +o0.

=W o

5. Tracer le graphe de f.

Exercice 10. On considere la suite (uy,)nen de fonctions u, : [0,1] — R définies par uy(z) = 1

et,

sin>1,
(=1)"

up(z) = n!

(x In(z))"” siz€]0,1],
0 six=0.
1. Pour tout n € N, vérifier que u, est continue sur [0, 1].

2. En intégrant par parties, calculer fol up, () dz pour tout n € N.

3. Montrer que la série de fonctions ) _ u, converge normalement sur [0, 1], et calculer sa
somme.

4. En déduire que



