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Exercice 1.— (3 points) On considere Iapplication R — R2,

Mt et <C°S<t> - sin(t))

sin(t)  cos(t)

1. Exprimer M(t + s) a 'aide de M (t) et de M (s).
2. Pour une matrice A quelconque, que vaut la dérivée en t = 0 de 'application t — 4 ?

3. De quelle équation différentielle I’application M est-elle le flot 7

Exercice 2.— (4 points) On se place dans le plan R?.

1. Qu’obtient-on en conjuguant 'homothétie linéaire fo de rapport 2 par la transformation ®
du plan donnée, en coordonnées polaires, par

(r,0) — (r,0 +log(r)) ?

n pourr mmencer par exprimer ' en rdonné ires).
On pourra commencer par e er fo et ! en coordonnées polaires

2. Montrer que toute homothétie dilatante du plan,
(v,y) = (kz, ky),  (k>1)

est topologiquement conjuguée & fo. On donnera une formule pour la conjugaison. (On pourra
commencer par résoudre le probleme en dimension un). En déduire que toutes le homothéties
dilatantes sont topologiquement conjuguées.

3. Montrer plus généralement que toutes les similitudes dilatantes

(0) () i) () eoroeem

sont topologiquement conjuguées (comme avant, on donnera une formule, ou au moins on expli-
quera précisément comment en trouver une).

4. A quelles conditions sur k et k' les homothéties de rapports respectifs k et k' sont-elles
différentiablement conjuguées sur R? ?

Exercice 3.— (5 points)

1. Résoudre I’équation ' = 2™ avec la condition initiale 2(0) = 1, ot n est un entier > 2.
2. Que pouvait-on dire a priori de la régularité de la solution ?

3. Que vaut l'intervalle de vie de la solution ?

4. Soit z la solution maximale de 1’équation 2’ = 2% + cos?’(z) avec condition initiale z(0) = 1.
Montrer que z n’est pas définie sur R. (On pourra utiliser le lemme sur les sous-solutions, qui
apparait dans la preuve du lemme de Gronwall).




Exercice 4.— (8 points) On considére une fonction r : R — R. Soit z une solution de I’équation
différentielle
2 +r(x)z=0.

On suppose que z n’est pas la fonction nulle. Chaque fois que nécessaire, on pourra supposer la
fonction r aussi réguliere qu’on veut, en précisant ou est utilisée la régularité.

1. Montrer que les zéros de z sont isolés.

On considere également une solution y de y” + g(z)y = 0 ou ¢ est définie sur R, et on suppose
que pour tout z, g(x) > r(x).
2. Soient g < x1 deux zéros successifs de z. On suppose que pour tout x €|xoz1], z(z) et y(z)
sont strictement positifs. Trouver une contradiction en étudiant les variations de la fonction
W =14z — 2'y entre xg et x1.
3. En déduire que si xg < x1 sont deux zéros successifs quelconque de z, la fonction y s’annule
sur |zoxy|.
4. On suppose qu'il existe m et M strictement positifs tels que m? < g(z) < M? pour tout
x € R. Montrer que deux zéros successifs xg et x1 de y vérifient

v <| |<7T
-— xr1T — X —.
M =200

On suppose maintenant que g est une fonction strictement positive, de classe C*°, et on
s’intéresse aux solutions de I’équation

Y+ Ag(z)y =0,

ol A est un parametre réel. Soit yy la solution vérifiant y,(0) = 0, ¥4 (0) = 1.
5. Que peut-on dire de 'application (z,\) — yx(z)?
6. (optionnelle) On note x} le premier zéro strictement positif de yy. Montrer que I'application

A — z} est continue. On pourra considérer yA(xiO —¢) et y,\(xio +¢) pour un € > 0 assez petit.

7. (optionnelle) Montrer que l'application A x}\ est de classe C° (on pourra utiliser le

théoreme des fonctions implicites).

8. Montrer qu’il existe A\; > 0 tel que xil = 1. On pourra utiliser les questions 4 et 6.

9. Expliquer rapidement comment montrer qu’il existe un nombre A\, tel que le n°™° zéro de la
fonction y,, soit égal a 1.




