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Examen Final

Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits.

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’évaluation.
Durée de ’épreuve : 2 heures. Les exercices sont indépendants.
Baréme approximatif : exercice 1 sur 2 points; exercice 2 sur 5 points;
exercice 3 sur 5 points; exercice 4 sur 6 points.

Exercice 1. On considére la suite de fonctions (f,)ney définie par f,(z) = nax?e .

1. Etudier sa convergence (simple, uniforme) sur R, .

2. La série de fonctions (), fn) converge-t-elle normalement sur Ry ? Sur [3, +o0|?

Exercice 2. On considére la série de fonctions (), ., u,) avec u, définie sur l'intervalle I =
] — 1, +o00] par
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1. Montrer que sa somme S : x > Z <— — ) est bien définie sur I.

n n+ax
n=1

2. Soit [a,b] un intervalle contenu dans . Justifier qu’il existe C' > 0 tel que

C

* < S —
Vn € N*, Vx € [a,b], |u,(z)] < "t a)

En déduire que S est continue sur [a, b, puis sur /.

3. En énoncant le théoréme utilisé, exprimer fo S(z)dxr comme la somme d’une série numérique.
Montrer que

/1 S(x)dr = 7}1_)1{)10( Y % — ln(n)).
0 k=1

Cette derniére limite s’appelle la constante v d’Euler.
4. Calculer S(x + 1) — S(z) pour tout = € I.

5. Donner un équivalent de S en (—1)*.

Exercice 3. Soit a un réel fixé.
Z'fl
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E —.

n

n>1
+00 g
2. Justifier par un résultat du cours que I'on énoncera, que 'application L, : x +> g — est Cc*>
n
n=1

sur | —1,1].

3. Montrer que
Vo €] —1,1[, Lo(—2) + Lo(z) = 21 Lo (2?).



4. Pour tout = €]—1, 1], établir une relation entre L, ,(x) et L,(x) (en justifiant soigneusement),

puis exprimer L,.;(x) a aide de L, et d’une intégrale.

5. Pour x €]—1, 1], exprimer simplement L, (x) en fonction de x (sans signe > ) lorsque o = 0, —1
et 1.

Exercice 4. On rappelle les expressions des coefficients de Fourier d’une fonction f continue par
morceaux et 2m-périodique sur R :

1
o

VneN, a,(f) ' f(t)cos(nt)dt et by(f)= %/W f(t) sin(nt)dt.

On considére la fonction f, 2r-périodique et impaire, définie par

Ve €)0,7], f(z) =m—a et f(0)=0.

1. Tracer le graphe de f. Quelle est la valeur de f en 07
2. Calculer les coefficients de Fourier de f et écrire la série de Fourier de f.

3. Quelle est la limite simple de la série de Fourier de f sur R? Justifier. Cette limite est-elle
uniforme ?
4. En appliquant des théorémes du cours (dont on énoncera soigneusement les hypothéses et
+oo +oo (_1)k
dont on justifiera qu’elles sont satisfaites ici) calculer — et .
J b ) ; n? kz; 2k + 1




