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1 Introduction

La notion de A.-algébre a été inventé dans les années 1960 par Stasheff pour étudier des groupes intervenant dans
les espaces topologiques. Ce concept provient initialement de la généralisation de groupe topologique appelé
H-espace dont la propriété principale est I'existence d'une application continue i : X x X — X et d'un élément
neutre e € X tel que u(—,¢e) et u(e, —) soit homotope a I'identité. Les exemples les plus simples de H-espaces sont
les spheres S°, 51,53 et S7. Un théoréme célébre dut a Adams montre que les espaces précédents sont les seules
sphéres qui portent/possédent une structure de H-espace. D'un point de vue de la théorie de I'homotopie, ce qui
rend ces espaces importants, ce n'est pas |'existence d'un inverse continu, mais plutét I'associativité de la
multiplication. L'existence de certain espace projectifs repose sur I'associativité d'opérations qui interviennent dans

ces H-espaces d'oll I'importance d'étudier ce mécanisme d’associativiteé.

En 1953, Milnor a réussi & construire un espace projectif pour un groupe topologique quelconque puis cela a été
généralisé pour un H-espace associative arbitraire en 1956 par Dold et Lashof. Mais, en 1957 Sugawara a montré
qu’on pouvait faire la construction de Milnor pour un H-espace dont la multiplication n’est pas exactement
associative mais associative 3 homotopie prés. C'est cette idée de ne plus regarder des opérations associatives mais

associatives a homotopie prés qui est |'essence de la définition d'une structure d' A,.-algébre.

Dans ce mémoire, on commencera par deux parties ol on fera des rappels sur le produit tensoriel et I'homologie.
Dans une troisiéme partie, on verra ce qu'est exactement une A,-algébre puis on définira des outils qui nous
permettrons de prouver le théoréme de Kadeishvili et on finira cette partie sur la construction de Merkulov pour une
dg-algébre. Dans la quatriéme partie, on sort du cadre purement théorique pour donner quelques exemples généraux
d"A,.-algébres. Dans les deux derniéres parties, on utilisera les parties précédentes pour montrer qu'on peut mettre
une structure d' A..-algébre sur I'algébre Ext et on introduira la théorie de Morse dans une optique de |'appliquer

sur un exemple en vu de calculer une telle structure sur un exemple concret.



2 Rappel sur le produit tensoriel

Dans cette section, on rappel la notion de produit tensoriel que nous utiliserons constamment par la suite. Pour voir

des démonstrations des propositions énoncés, voir [1J].
Soit A un anneau commutatif.

Définition 2.1. Un produit tensoriel des A-modules Mj,--- , M,, est un couple (T, 7), ot T est un A-module

et 7: My X .-+ x M, = T est une application n-linéaire satisfaisant le propriété universelle suivante :

pour tout A-module N et tout ¢ € Mult,, (M, -+, M,; N), il existe une unique application linéiare f : T — N

telle que le diagramme

M1><~-~><MTLL>)N

‘rl ,/’///
Ay
T-
commute, c’est-a-dire que ¢ = forT.

Définition 2.2. Deux produit tensoriels (11, 7) et (T2, 72) de My,--- , M, sont dit isomorphes s’il existe un

isomorphisme de A-modules f : T7 — T» tel que le diagramme

My x---M, -2 T,

o

15
commute.

Proposition 2.3. Soient (Ty,71) et (Tz, 72) deux produit tensoriels de My, --- , M,. Alors il existe un unique

isomorphisme de produits tensoriels f : Ty — Ts.
On notera M ® - -- ® M,, ce produit tensoriels.

Proposition 2.4. Soient My, Mj,--- ,M,, M, des A-modules. Pour toute application linéaire f; : M; — M},

il existe une unique application linéaire
f1®"'fn1M1®"'®Mn—>M{®"'®Mrll

vériﬁant (fl Q- ®fn)(x1 & ®mn) = fl(xl) Q- ® fn(xn) pour tout x; € M;.

Remarque. Dans la suite, nous utiliserons une convention de signe qui imposera des signes lorsque 1’on ferra

le produit tensoriel d’application.

Proposition 2.5. Soient My, -- , M, M des A-modules, et supposons que M = @ N;. Alors, a isomorphisme
i€l
pres, on a :
M@ - oM,oM=FPM®e &M, aN,
i€l

Proposition 2.6. Soient M = @Ml et N = EDNi deur A-modules. Alors, & isomorphisme prés, on a :
i€Z i€z

M®N=MeaN),
neZ

ot (M@ N), =P M & N,_;.
i€ZL



Définition 2.7. Soit M un A-module. Une algebre tensorielle sur M est un couple (7,8), ot T est une A-
algébre associative unitaire et 6 : M — T est une application linéaire vérifiant la propriété universelle suivante :
pour toute A-algébre associative unitaire B, et pour toute application linéaire f : M — B, il existe un unique

morphisme de A-algébres ¢ : T — B tel que le diagramme

M%B

/7!
|
=

T
commute.

Définition 2.8. Deux algeébres tensorielles (77, 61) et (72,602) sur M sont dite isomorphes s'il existe un isomor-

phisme d’algebres f : 71 — T3 tel que le diagramme

M- T
QQJ/ /
f
T2
commute.

Proposition 2.9. Soient deux algébres tensorielles (T1,01) et (Ta,02) sur M. Alors, il existe un unique iso-
morphisme d’algébre tensorielles
fiT—=Ts.
On notera T'(M) = @M®”, avec M®° = A.
neN

Proposition 2.10. Soit M un A-module. On peut munir T(M) d’une structure de A-algébre vérifiant
(x1®"'$p)’(xp+1®"'®1'p+n) :x1®...®xp+n

pour tout T, -, Tppn € M.
De plus, (T(M),inr) est une algébre tensorielle sur M ot iy est Uinclusion de M dans T(M).

3 Homologie
Dans cette section, on définit les bases de I'algébre homologique dont nous aurons besoin par la suite.

Définition 3.1. Soit A un anneau, {M;};cz une famille de A-module et {0; };cz une famille de homomorphisme
8i : Ml — Mi—l- Alors

0; i
M. e — Mi+1 i> Ml L) Mi—l —_— ...
est appelé un complexe si 9; o 9,41 = 0 pour tout 7. On utilisera la notation M, pour désigner un complexe et
par abus de notation que 8% = 0. On notera aussi H;(M,) = ker 0;/im ;41 qui est en particulier un A-module
bien définie appelé i-éme holomogie de M,. Enfin, on pose H(M,) = @ H;(M,).
i€z
Définition 3.2. Soit M,, M, deux complexes. Une application 1) : M, — M, est la donnée d’homomorphisme

(0;) tel que v : M; — M et le diagramme suivant commute.

Oit1 0;

Mi Mifl —_— ...

MiJrl




Proposition 3.3. Soit M,, M. deux complexes. Alors une application ¥ : My — M. induit une application
YL Hy(Mg) — H;(M]) donné par y’(a+ im diy1) = ¥i(a) +im 9, ;.

Démonstration. En utilisant les relation t; 0 ;11 = 9; | © 1; 41, on voit que Papplication est bien définie. [

Définition 3.4. Soit M,, M. deux complexes et 1) : M, — M.. 1) est un quasi-isomorphisme si 1’ est un

isomorphisme pour tout .

Définition 3.5. Soit M,, M, deux complexes et ¢, : M, — M. Une homotopie entre ¢ et 9 est une famille
d’homomorphisme s; : M; — M{_l tel que ¥; — @; = 8i—1 0 0; + 0iy1 0 8;.

Dans ce cas, on dira que ¢ et ¥ sont équivalent ( & homotopie preés).

Proposition 3.6. Si p,v : M, — M, sont équivalent alors elles induisent les mémes applications sur I’homo-

logie.
Démonstration. 11 suffit de I’écrire et voir qu’en passant aux classes les termes de droites s’annulent. O
Remarque. On utilisera le terme co- - -, lorsqu’on retournera le sens des fléches . Par exemple, un cocomplexe

noté M?® sera la donnée 0; : M;_1 — M,;. On notera aussi Hi(M') la i-éme coholomogie du cocomplexe. Les

propositions faites pour les complexes s’adapte aux cocomplexes de fagon évidente.

4 A, Algébre

Dans cette section, on va définir ce qu'est une Ao, Algébre puis on va définir la construction bar pour ensuite

prouvé le théoréme de Kadeishvili. On concluera sur la construction de Merkulov. On s’est appuyé sur [2, (3, [4]

4.1 Deéfinition

Définition 4.1. Soit I un ensemble. Un espace vectoriel I-gradué est un espace vectoriel V' qui peut s’écrire

V=

iel

sous la forme

ou V; est un espace vectoriel. On appellera un élément v € V;, un élément homogéne de degré i et on notera

|v] = 1.

Définition 4.2. Soit V = @ Vi, V! = @ V! des espaces vectoriels Z-gradué et f : V — V' une application
i€Z i€z

linéaire. On dira que f est gradué de degré ¢ si |f(v)| = |v| + ¢ pour tout v € V homogéne. On notera |f| sont

degré.
Définition 4.3. Soit k£ un corps. Une A, .-algébre sur k est un espace vectoriel Z-gradué
A=A,
ne”Z

avec des applications
my : A®" — A

de degré 2 — n vérifiant les relations
e mymy = 0.

e mymo =ma(m @1+ 1®mq).



emy(l®@me—ma®1)=mms+m3(mM @1R®1+10m 1+1®110m).

e Plus généralement, pour n > 1 :

Stpe o > (=) meg (197 @ my @ 197) = 0.

r4+s+t=n
r,t>0
s>1

Remarque. On utilisera la régle de Koszul pour les signes :

(feg)(zey) = (- @) g(y)

ou f et g sont gradué.

Remarque. Si on prend fi, g1, f2, g2 des applications graduées et sous réserve que les compositions ont un

sens, la régle de Koszul donne

(f1®g1) 0 (fo®g2) = (—1)P191(f10 f2) ® (g1 0 go)

Proposition 4.4. Soit M,, M. deux complexes de k-espace vectoriels. On note M = @Mi, M = @M{,
i€Z €L

Oy © M — M Uapplication qui vaut 8; sur M; et Oy @ M — M’ Uapplication qui vaut 9. sur M]. On a

que M @ M’ est Z-gradué, Oy, 0n sont de degré -1 et (M @ M'), est un complere munit de ’application

0=0yR1+1Q 0
Démonstration. On a

5% = 812\/[ ® 1+ 0pm @0 + (—1)‘6M||6M/‘3M KO +1® 8%/[/
=0

car |Oyr| = |Oa| = —1 et 93, = 03y = 0.
Les autres points sont direct. O

Remarque. D’apreés la proposition précédente, on peut écrire la régle de Koszul pour n fonctions :

(@ Qf)(1® @z, = (_1>\xll(lfz\+'~~+|fn|)+~~-+\:wmIIfn\(fl(ml) @+ frlxn))-

En particulier, f; ® -+ ® f,, est de degré |fi| + -+ + | fnl-
Proposition 4.5. Soit A une Aoo-algébre. Alors la cohomologie H(A®) = @Hi(A') est une algebre graduée
1€Z

associative. Si A; = 0 pour i # 0 alors A est une algébre associative.

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que mo munit A d’une structure d’algébreﬂ dont le défaut d’asso-

ciativité est mesuré par St3'. Comme m; est 1-gradué et m% = 0 on a le cocomplexe suivant.
A —— Ai,1 L Az L} Ai+1 —_— ...
On note Mg : H(A®) x H(A®) — H(A®) lapplication tel que
mz(a,b) = ma(a ® b)

ot on a appliqué les classes aux début et a 'arrivée. Montrons que cette application est bien déﬁnieﬂ et vérifie

les propriétés voulues.

1. L’application évidente A x A - A ® A — A donne cette structure.
2. On vérifie la définition sur les différentes composantes de H(A®) et on la prolonge par bi-linéarité a H(A®)



Soit a = ml(z) S Im(Ai,1 — Al), b= ml(z/) S Im(Aj,1 — AJ)
On a d’apres St]" et St5' que

ma(my(z) @ mi(z')) = mi(ma(z @ m1(2")) € Im(Aiyj—1 — Aiyj)

donc 'application passe bien aux classes et est bi-linéaire car ms et la projection sont linéaire. Donc (H(A®),mz)
est une algébre Z-graduée. L’associativité découle de St5" car en passant aux classes, le terme de droite s’annule.
O

Définition 4.6. Une algébre différentielle graduée (ou dg algebre) est un triplet (A, 9, u) tel que (A, ) est une
k-algébre associative avec 0 gradué de degré 1 satisfaisant :

¢ 92 =0,

edop=po(@®1)+po(1®0).

Remarque. Le point 1 signifie que A peut étre vu comme un cocomplexe.

Le point 2 nous dit que p respecte le régle de dérivation de Leibniz.

Proposition 4.7. Soit A une A -algébre. Si m,, est nul pour n > 2, alors A est une dg algébre associative. Et

réciproquement, toute dg algébre associative posséde une structure de Aso-algébre trivial. (m,, =0 pour n > 2)
Démonstration. 1l est clair que (A, m1, m2) convient. O

Exemple. Le premier exemple de dg algébre gradué que 'on peut rencontrer est celle des formes multilinéaires

alternées noté Q°(R¥) = @ Q' (R*) dont le produit p est celui usuel sur le produit de forme et d correspond a
=

la dérivée usuelle de forme. On voit assez facilement que H(Q®(R¥)) = R.

Définition 4.8. Un morphisme f : A — B de Ay-algébre est une famille {f,}>2,; d’applications telles que les

fn € Hom(A®"™, A) sont de degrés 1 —n et vérifient pour tout n I'identité suivante :

Sta(f): S () (1 em 0129 =3 Y () Oml(f, @@ fi)

r+s+t=n q=li1+Fig=n
r,t>0
s>1

ol E(l) = (iq—l — 1) + 2(7:q_2 — 1) —+ -+ (q — 1)(11 — 1)

Remarque. On définit aussi des A,,-algébres et des morphismes d’A,-algébres en imposant les relations St
et St;(f) pour i < n. Si f; = 0 pour i # 1, f est dit strict et si f; est un isomorphisme alors f est un strict

isomorphisme.

Définition 4.9. Soit A = @ A; une A.-algébre. A est dite unitaire s’il existe n4 : K — A de degré 0 tel que
i€z
1. mio (19" ®@na®1%") =0 pour i # 2 et tout 7,¢ >0 tel que r + 1+t =1
2. ma(n®1a)=ma(la®n) =14
On notera n4(1;) = 14 € Ag appelé unité de A (ou élément neutre).

Remarque. On voit dans la définition qu'une unité de A est unique.

Un morphisme d’A,.-algébre unitaire vérifiera en plus les conditions
fn(a1®...®an) :O

pour n > 2sia; =14 et
fi(la) =1p



4.2 La construction Bar

On va construire un objet qui va nous permettre de mieux comprendre la structure de A..-algébre. C'est une

technique basique qui est utilisé pour étudier les dg algebre.

Définition 4.10. Soit k un corps. Une cogébre graduée sur k est un k-espace vectoriel Z-gradué C' munit d’une

application linéaire A : C' — C' ® C appelé comultiplication qui vérifie :
(Ilc®@A)oA=(A®1g)o A
Remarque. On rajoute souvent dans la définition d’une coalgébre, une application linéaire € : C' — k vérifiant
(e®1pg)oA=1c=(1lcg®e)o A

appelé counité. On précisera dans la suite quand C' en admettra une.
On remarque que T'(V') posséde deux graduations, sauf mention du contraire on considéra la graduation induite
par celle de V.E|

Proposition 4.11. Soit k un corps et V un k-espace vectoriel . On peut définir une structure de cogébre sur

Ualgeébre tensorielle T(V) avec la comultiplication A vérifiant

n—1

A(U1®"'®Un):1®(U1®"'®Un)+Z(U1®"'®Ui)®(vi+1®"'®Un)+(vl,"'7Un)®1
=1

pourv; € M et A(1)=1®1.
On peut la munir d’une counité définie pare : T(V) — k qui vaut Uidentité sur k et nul sur les autres composantes
de T(V).

Démonstration. On peut définir A, : V" — T(V) ® T(V) par la formule de la proposition et prolonger par
linéarité pour avoir A : T(V) — T(V) ® T(V) vérifiant la relation. On remarque que A est de degré 0 et on a
pour vy, -+ ,v, € M et n >3

n—1
(L) @A) AW @+ ®0,) =121 @ (11 @ @vp) + Y 1@ W1 @+ D) ® (V341 ® - ® vy)
i=1
n—1
+ 1R @)1 + Y (1 ®v)QL8 (v ®- - ®uy)
=1
n—2 n—1
+ Z Z (M® @)@ Vi1 ® - ®vj)®(v; ® - @ Vy)
i=1 j=i+1
n—1
+ Z(v1®~~~®vi)®(vi+1®~~~®vn)®1 + (1N® - Qu,)R®1®1.
i=1

3. Siona M=) M; et N=DN, alors M + N = (M + N); avec (M + N); = @ Mi—pn + Nn
i€EZL i€EZL 1€EZL nez



n—1
(A®1T(V))(A(v1®~--®vn)):1®1®(v1®~-~®vn)+21®(vl®~-®vi)®(vi+1®~'®vn)
=1

n—1
1R @)1 + > (1@ ®0)®1® (Vg1 @ @ vy)
i=1
n—117—1
Y D (0@ @)@ (Vi1 @ D Vy) D (0 D - D V)
i=2 j=1
n—1
+ Y 0@ @)@ W@ Q) @1 + (1@ Bu) @1 L
i=1

d’ou I’égalité. Pour n < 3, on vérifie facilement & la main. La vérification que € est une counité est simple. [

Remarque. On commence & manipuler plusieurs produits tensoriels, pour rendre les notations plus clairs, un

élément vy ® - - - v, de VO™ sera noté (v1| - |vy,).
On notera I'algébre tensorielle réduite T(V) = @ yen
n>1

Proposition 4.12. Soit V' un k-espace vectoriel. On peut définir une structure de cogébre sur l’algébre tenso-

rielle réduite T(V) avec la comultiplication A vérifiant

n—1

Avr] -+ fon) = Y (vi] -+ [03) @ (viga] - vn)

i=1
pour v; € V.
En particulier, A(v) =0 et A(vy|ve) = v1 @ vo pour v,v1,ve € V.

Démonstration. La vérification est la méme que dans la propriété 3.11. O

Définition 4.13. Soit (C,A) une cogébre sur un corps k. Une codérivation sur C' est une application linéaire
graduée b : C' — C tel que
Aob=(bR1lc+1c®b) oA

Une différentielle sur C' est une codérivation b de degré 1 tel que b* = 0.

Définition 4.14. Soit (A, p) une algébre Z-gradué sur un corps k. Une dérivation sur A est une application
linéaire gradué 0 : A — A tel que
Odop=p0@1+1®0)

Une différentielle sur A est une dérivation b de degré 1 tel que b* = 0.
On notera j,, : V" = T(V) et m, : T(V) — V" I'injection et la projection canonique.

Pour une multiplication 1 (resp. comultiplication A), on note p™ = (1 ® ") (resp.
AM = (18772 g A) o AlP~D),

On note C[n] = kerA"+1)

Remarque. On remarque que les C[n] sont des sous-cogebres de C croissantes pour I'inclusion.

Pour le cas (T'(V),A), on a

AP (py] - |v,) =0sip<n
:Ul®...®vp57:p:n

_ 3 (1] - |vi,) ® (Vi 41| -+ Vi) ® -+ @ (vi,_ 11| -+~ |vp) siMON
1<i1 <ip <+ <ip—_1<p—1



On en déduit que T'(V)[n] = @ Ve

i=1
Définition 4.15. Soit F : C — C’ une application linéaire graduée entre deux cogébres. On dit que F' est un

morphisme de cogébre si elle vérifie en plus la relation
(FRF)oA=AoF
Proposition 4.16. L’application
¢ : Coder(T(V), T(V)) — Hom(T(V),V),

qui associe a chaque codérivation b € Coder(T(V),T(V)), la composition ¢(b) = 71 ob est une bijection dont la
réciproque est donné par
Y Hom(T(V),V) — Coder(T(V),T(V))

qui associe a chaque b € Hom(T(V),V), la codérivation

ZZ ]l®z ®b®]l®? )z I)OA[n]

n>1 1=0

On considérera que T(V)®"™ C T(V) wvia l’inclusion qui consiste G concaténer les tenseurs dans la définition de

.
Démonstration. Montrons que 1 est bien définie. Soit b € Hom(T(V),V), vy, ,v, € V.
p n—1
O [o) = 3 AL, @b 12T 0 AV (|- |u,)
n=1 j=0
p n—1
=2 > (12, @b@ 12T ) (vl [0i) @ -+ @ (Vi ] -+ 1))
n=1 j=0 1<i; <iz < <ip-1<p—1
n—1

I
M@
M

1< <ig < <ip_1<p—1

3

Il

-
SQ
[

I
M=

>, (=1 (wr] - foi |- iy ya |- 103, 1B 41 ] i D] - [0i, ] -+ [0p)
175=01<i1<i2< - <ip—1<p—1

3
Il

ot €(;) = [bl(Jor] + - - + |vi,])-

Donc,
p—1
(¥ (0) ® Iy + Iy @ Y(b)) 0 A(vr| - |vp) = (¥(b) ® Ly + Lg(yy @ 9(D)) © Z vi] - fok) ® (V] [vp)
k=1
p—1
=Y ®) (1] o) © (vega| -+ [op) + (=) FED (o) @ 4 (0) (vrsa] -+ [0p)
k=1
p—1 k n-—1

Il
i

Z Z (_1)|b|(|v1|+~~+|vijI)(U1| (] o)) Joe) @ (Vg - [vp)

1n=1 1<i1<ig< - <in—_1<k—1

Il
»—‘o

3 u

1p—k

"3 L

+

Z (=1)lelualtF1o D 0 | og) @ (vpga] - - (v, 1] o, 2] -+ [vp)
k=1n=1j=0 k+1<i1 <is<-<in_1<p—1

10

Z (71)6(ij)('l)1| |vi1) ® ® (Ui_7_1+1| |Uij) ®b(vij+l| |vij+1) ® ® (vin_1+l|

vp)



Or,

p n—1

Aodp(d)(vr] - lop) =D > > (=P D - o) @ (g |-+ [B(vi,1 ]+ o, o)

n=1j=0 1<i; <iz<--<ip_1<p—1

1<k<i;
p n—1
+) > (=) Pttt D oy | (i, g o )] [ok) © Uk |-+ p)
n=1j=01<11<i2< - <ip—1<p—1
ij+1<k<p—1

Grace a une manipulations fastidieuses sur les indices, on en déduit 1’égalité.
On voit facilement que ¢ o 1 (b) = b avec la derniére écriture de 1 (b).
Soit B € Coder(T(V),T(V)),

On remarque par récurrence

n—1
Z(]l@)i ®B® ]1®n—i—1) oA[n] — A[n] o B
i=0
n—1
Mais vu que kerAl = @ V® on en tire B @ Ve ¢ @ Vel
i>1 i>1 i>1
On notera B = Zb” ou " =, o B/*
n>1
p n—1
Ao B(ur]--Jup) =Y Y (bl [00) @ Byl -+ 1))
n=2 i=1

(Be@1+1®B)oA(vy]--[vp) = Zzb” il [00) @ (Vi |-+ vp) + (= 1)PIE 0D (o o) @ 0% (0iga |- - o)

i=1n=1
En identifiant les tenseurs d’ordre 2, on obtient
p—1
B2 (v1] -+ Jop) = Y (0" (0a] -+ [vi) viga] -+ - [wp) + (= D)EIFF0D (o [ [ (0344 -+ )

=1

qui vaut précisément la deuxiéme coordonné de ¢ (71 o B). On va & présent déterminer les autres par récurrence.
En identifiant les tenseurs d’ordre k + 1, on obtient

1 k nt+p—k—1 k k+1—n
Pl o) =52 Gl el )+ E ST (P o (a2)

n=11i=p—n

Lorsqu’on remplace les " par leur expression, une analyse fastidieuse montre que les termes de ¢ (w o B)
apparaissent k fois et on a I'égalité.

Finalement, ¢ (7; o B) = B et on a la bijection voulue. O

Proposition 4.17. L’application
0 Homeog(T(V),T(V)) — Homy(T(V),V)

qui associe a chaque F € Homeog(T(V),T(V)), la composition w1 o F est une bijection dont la réciproque est

donné par
Q:Homp(T(V),V) — Homeog(T(V), T(V))
4. On utilisera la notation suivante : b = b(1)| - |b?n) qui est formellement une somme de n tenseurs. On a que b™ (v1] - - |vp) =0
pour p > n.
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qui associe & chaque f € Homy(T(V),V), Uapplication

Z f®” o Al

n>1

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme. La bonne définition de € résultat d’'un changement

d’indice et pour montrer la bijection, on procéde de fagon identique en établissant
For o Al = APl o F

O

Remarque. On peut généraliser les deux propositions précédente et écrire la propriété universelle de la cogébre

tensorielle. Voir [2], Lemme 1.1.2.2.

Définition 4.18. Soit A un espace vectoriel Z-gradué. On définit le shift de A par

Al =@ An,

i€l
ou A[l]; = A;11. On notera sy : A — A[l] le morphisme canonique de degré —1. Pour une application

my, : A" — A de degré 2 — n, on définit b, : A[1]®" — A[1] de degré 1 par b, = —s4 0m, o (sG")"" .

Pour une application f, : A" — A’ de degré 1 —n ot A’ est un autres espace vectoriel Z-gradué, on définit

F, =50 f,0 (sf”)*l qui est de degré 0.

Remarque. D’aprés les proposition précédente, ces applications peuvent étre prolongé en une codérivation de
degré 1 sur T(A[1]) dont on notera B leur somme qui reste une codérivation de degré 1 et en un morphisme de

cogebre dont on notera F' leur somme.lﬂ

n

On a donc muni T(A[1]) d'une codérivation B. De facon identique, on peut munir T(A[1])[n] = @A[l}@’i d’'une
i=1

codérivation Bn.ﬂ L'intérét de cette construction vient avec les propositions suivantes.

L’analogue pour les fonctions sera noté F,.
Proposition 4.19. Soit A un espace vectoriel Z-gradué, {my,}1<n<n une famille d’applications comme définit
précédemment. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

1. Les applications m,, munissent A d’une structure d’An-algébre.

2. La codérivation By est une différentiel i.e By o By =0

3. Pour n > 1, les applications {bs} satisfont

> b (1% @b, @ 191) =0
r4+s+t=n

r,t>0

s>1
Démonstration. On voit que By oBy est encore une codérivation car By est de degré impair. Donc ByoBy = 0
est équivalent & 7 o By o By = 0. Pour avoir 2 équivalent a 3 , il suffit d’écrire m o By o By et de garder les
termes qui mangent un n-tenseurs.

L’équivalence de 1 et 2 vient de la relation suivante :

brpite 0 (1% @by @ 1%Y) = (=1)" 54 0 myy140 0 (1% @My © 1%) o (5377

5. On suppose ici que l'on a la donné d’une famille d’applications {my} et {fn} pour que cela est un sens.
6. On fait la méme construction mais on se restreint aux n premiéres applications m;

12



Proposition 4.20. Soit A, A" deux An-algebre, {fn}1<n<n une famille d’applications comme définit précé-

demment. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :
1. Les application f, sont des morphismes d’Apn-algébre.

2. La relation de commutation swivante est vérifié : By o Fy = Fy o By

Démonstration. La propriété universelle de la cogébre tensorielle permet de dire que By o Fy — Fy o By =0
est équivalent & m; o (By o Fy — Fy o By) = 0 car By o Fy — Fy o By est une (Fy, Fy)-codérivation. On

conclut en écrivant la relation. O

Proposition 4.21. Soit A une An-algébre, {my}1<n<n+1 une famille d’application comme définit précédem-

ment tel que (A, (mp)i<n<n) correspondent d la structure de An-algébre. Alors on a la factorisation suivante
Bynyi1oBNy19JN+1 =710 BNny1 0 Byy1 0N+

Démonstration. On notera B?V_H = Bny1 0 Byy1. On sait que sz\,+1 est une codérivation et que 'image de
Ao jny1 est incluse dans T(V)[N] @ T(V)[N]. On a aussi que By t1l7(yy v = Bw et avec la proposition 3.19,
on obtient

Ao By 0Nt = (1@ By + By ®@1)oAojni =0

Donc BJQVH o0jny1 C kerA = A, d’ou la factorisation par . O

Proposition 4.22. Soit A, A" deur Any1-algébre, {fn}1<n<n+1 une famille de morphisme comme définit
précédemment tel que f soit un morphisme de An-algebre. Alors on a la factorisation suwante (By 0 Fyi1—
Fny10Bny1)ojnsr =m0 (Byyy 0 Fyp1r — Fny1 0 Bygi) © vyt

Démonstration. La preuve est identique. On a encore que I'image de Aojy 1 est incluse dans T'(V)[N]@T(V)[N]

et un simple calcul montre que

Ao (Byiy 0 Fni1 — Fny10Byii) o jngr = Fny1 @ (Bygg 0 Fyy1 — Fyp10 Byyi) o Ao jng
+ (Byy1 9 Fng1 — Fny10Byg1) @ Fnypr 0 Ao jng
=0

car (By,q 0 Fni1 — Fnyi 0 By 11)lroy v = (By o Fy — Fx o By) = 0 d’apreés la proposition 3.20. Le méme

argument fonctionne pour conclure. O

4.3 Le théoréme de Kadeishvili

L'objectif de cette section est de montrer un théoréme fondamentale qui motive I'utilisation des A,.-algébre.

Théoréme (Kadeishvili). Soit A une Ao-algébre. Il existe sur H(A®) une structure de Aso-algébre et un
morphisme d’As-algébre f : H(A*) — A tel que f1 soit un quasi-isomorphisme, iy = 0 et Ty est induite par
la multiplication dans A.

De plus, la structure résultante est unique a isomorphisme prés et si A posséde une unité, alors la structure et
le quasi-isomorphisme peuvent étre choisie tel que : VYa; € H(A®), fr(a1, -+ ,ai—1,1m(a%), Giz1,ax) = 0 pour

k=2 et fiongae) =na.

Lemme 4.23. Soit N € N, (A, {mi}icq1,n+1))) une Anyi-algebre et (A’ {mi};c1,ny) une An-algébre satis-

faisant m’ = 0. Supposons qu’on a f : A" — A un morphisme d’An-algebre tel que fi induise une application
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injective en cohomologie. Alors Uapplication de (A")®NT1 dans A donné par

Uvir= > (=) frp1p0 (1% @m @ 197

r+s+t=N+1
1<s<N+1

> > ) Imgo(fy @@ f,)

4>2 i1+ tig=N
ot (i) = (ig—1 — 1) + 2(ig—2 — 1) + -+ - + (¢ — 1) (i1 — 1), vérifie m1 o Un41.

Démonstration Lemme 3.23. On va essentiellement appliquer les propositions de la section précédente sur la

construction de Bar. On définit UN+1 =s40Un410 (s‘f,NH)*l. On voit que

Uny1 = Z FN7r+1+t0(]1®T®b;®]1®t)*z Z bgo (FNni, ® - @ Fni,)
r4s4+t=N+1 q>2 01+ +ig=N
1<s<N+1

ot on a noté Fiy ; la i-éme application sous-jacente & la construction de Fyy. Il suffit de montrer que byoUpny1 =0

pour avoir le lemme. Ainsi,

7 / -/ /
UN+1 =710 (FN+1 OBN+1 7BN+1 OFN+1) OJN+1 *FN+1,1 ObN+1 +b1 OFN+1,N+1-

Donc,
bioUny1 =biom o (Fyyi0 By — Byyro Fnii) o iy (1)
= Bn+10 (Fnt10Byyy — Byy1 o Fyi) 0 v (2)
:BN+1OFN+1OB§V+IOj§V+1 (3)

ot (1) est justifié par by oby = 0 et by 0o Fyy11 = 0 car my omq = 0 et mq o f; = 0, (2) est justifié par la
proposition 3.22 et que By41]|A[l] = b;. Dans la derniére égalité, on a utilisé Byi1 0 By41 = 0 d’aprés la
proposition 3.19. Comme b} = 0, Pimage de By © jy, est incluse dans By (A’) donc d’aprés la proposition

3.20, by o 0N+1 coincide avec
FyoByoByyi N1 =Fnt10Byi1 0By oing
Enfin, grace a la proposition 3.21, b; o UN+1 coincide avec
Fnti10(m o Byyy o Byyg 0dng1)

Finalement, soit w € (A'[1])®N™, on pose a’ = (71 0 By, 1 © Biy41 0 jiN41)(w). Comme b} = 0, b;(a’) = 0 et on
a Fnyi1,1 = s4 0 fi 054 induit une injection en cohomologie par hypothése. Donc, FNH’l(a') =b;oUny1(w)
est nulle en passant au classe car Fiy.11(a’) est dans I'image de b, ainsi par injectivité a’ est dans 'image de

b} qui est nulle. Ce qui prouve le résultat. O

Démonstration Théoréeme. On pose m; = 0 et ms la multiplication induite par la Proposition 2.6. On définit
f1: H(A®*) — A comme étant une section de ker m; — H(A®*). On a mj o f; = f; oy = 0 donc Stq(f)
est vérifié. Si A est unitaire, on pose 1p(4e) la classe de 14 et il est possible de choisir f; de fagon a avoir

f1onmae) = na. On suppose que f; et m; déja construite pour ¢ < N|Z| et on pose

N
Uviii=Y . . (D)Omg(fi @ fi)— > (D)oo (15, 0m a1 ,)

q=2i1++ig=N r+s+t=N
1<s<N

7. vérifiant St;(f) et StT"
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Par le lemme précédent, mq o Uny1 = 0 et on définit My comme étant moins la projection de Uy dans

H(A®). On a alors que Uny1 + f1 omin41 est dans I'image de my, d’ou lexistence de fN+1E| tel que

Unt1+ fiomynyr =mio fvs

qui est précisément St 41 (f). Si A est unitaire, une vérification montre qu’on peut bien définir f ;1 comme dans
I’énoncé. Il est évident que f; est un quasi-isomorphisme, il reste a voir que My vérifie St +1- En reprenant

les notations du lemme, comme f; est injective, on a F41 injectiveﬂ et on conclut grace au diagramme suivant :

By 41 (H(A%)) —2 s Byyi(A)

J,EN+1 J/BN+1

By (H(A®) —2 By i1(A)

lENJrl J/BNJrl

Bu11(H(A%) —2 By y(A)

dont la commutativité a deja été prouvé. En effet, par hypothése Byy1 0 Byy11 = 0 et donc §N+1 O§N+1 =0.

On admet 'unicité dans le mesure ol on sait en donner un sens. O

Remarque. Dans la preuve du théoréme, on utilise constamment [’existence de section dans un espace vectoriel
pour construire les f;. Une "généralisation" possible est de considérer le cadre minimale ot les sections existe
i.e donc de supposer que la cohomologie soit un modules projectifs. Une A.-algébre tel que m; = 0 est appelé
minimal. Donc d’apreés le théoréme de Kadeishvili, H(A®) posséde une structure d’A..-algébre minimal aussi
appelé modeéle minimal de A.

Une application d’Ay.-algébre tel que fi soit un quasi-isomorphisme sera aussi appelé un quasi-isomorphisme.
On va conclure cette section avec une remarque sur la question d’une unité pour une A..-algébre.

Définition 4.24. Une A,-algébre sera dite augmentée s’il existe f: A — k tel que

f(mz(a1 ® az)) = f(a1)f(az2)

et
fimp(a1 ® -+ ®ay,)) =0, pour tout n # 2

Remarque. Comme dans un anneau, une A,.-algébre peut étre munit d’un élément neutre. Si B est une A.-
algébre sans unité alors il existe une unique fagon d’étendre le structure de B en une A..-algébre sur A = k® B
tel que A posséde un élément neutre. A est clairement augmenté. Réciproquement, si A est une A..-algébre

augmentée unitaire alors A = k @ B avec B = ker f qui est une A.-algébre sans unité.

4.4 La construction de Merkulov

On va voir comment a l'aide d’une dg algébre, on peut construire une A..-algébre en utilisant la méthode de
Merkulov. Cette construction nous permettra de donner une "autre" démonstration du théoréme de Kadeishvili

dans le cas d’'une dg algébre. On s'est grandement inspiré de [5]

Soit (A, 0, -) une dg algebre et W un sous complexe de A.

8. On voit facilement que My et fy41 ont les bons degrés
9. Il suffit de regarder m1 o Fiy41
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Définition 4.25. Pour z,y € A homogeéne et ¢, ¢ € Hom(A) gradué, on définit leur supercommutateur par

[I, y] =y — (,1)\w\|y|yx
o, 8] = ¢ — (—1)1¥1¥1 g

Dans tout le long, on va supposer |'existence d'une application @) : A — A de degré —1 tel que I'image de
(1 -10,Q)]) soit dans W.

On définit par récurrence des application linéaire gradué. On notera formellement \; tel que QA1 = —1 pour

simplifier les expressions, Ao sera donné par la multiplication dans A et pour n > 3, \,, vérifie la relation

Ap = Z (—1)* X [QAs @ QA

s+t=n
s,t>1

Remarque. Par récurrence, on voit que A, est de degré 2 — n.
Proposition 4.26. On définit ¢, : A®™ — A par

Z Z J(I=1)+(k—1)1 & (]]_®j QN® ]]_®n*j*l)

k+l=n+1j=0
k,1>2

Alors ¢, =0 pour n > 3.

Démonstration. On va montrer la formule suivante

bn= Y (1) Q@ QN) — > Ma(Q\ ® Q)

k+l=n k+l=n
k>3 k>1
>1 >3

ce qui nous permettra de conclure par récurrence en calculant ¢3. En substituant ¢, on obtient

s—1
DD D (FFHEIEEDG QA @ A\ @ 1PFTT) @ Q)

k+l=n s+t=k+1 =0
k>3 $,t>2
>1

- > Z HEDHEDL QA © QAL © Ay © 127971))

k+l=n s+t=I1+1 =0
k>1 s,t>2
1>3

= Y S ()R QA (19T @ A @ 1) © QA

s+t+l=n+1 j=0
t,s>2
>1

+ Z Z J(t 1)+(s— 1)t+1>\ (QAe ® Qs (1@] ®)\t®1®s Jj— 1))

k+s+t=n+1 j=0

s,t>

k>1

— Z i(_1)s+t71+j(t71)+(sfl)t+(l71)t/\2(Q/\s ® Q>\l) ° (]l®j ® /\t ® ]]_nftfj)
s+t+=n+1j=0
t,s>2
I>1
k+s—1 ) ‘ -
4 Z Z (_1)(jfk)(t71)+(sfl)t+1)\2(Q}\k ® Q)\s) o (]]_®j R\ ® ]]_®n7t7j)
s+t+k=n+1 j=k

t,s>2
>1

16



Et on a pour ¢, :

k—1
by = Z Z(—l)j(l71)+(k71)l)\k ° (]]_®j QN® ]]_®nfjfl)
k+i=n+1 j=0
ki>2

k-1
= D DD (1 DRI QA @ QA) 0 (197 @ N @ 197797

k+l=n+1 j=0 s+t=k
1>2 s,t>1

)

On voit facilement que les deux sommes sont égales.

Finalement,

d3=X(1®A) — A(A®1)=0
car Ay est associative. O
Remarque. On voit que ¢,, est de degré 1 — n.

Proposition 4.27. On définit 6,, : A°™ — A par

n—1
On = ONn + > (1) N (1¥ @ 0@ 1977 71)
j=0
k-1
_ Z (_1)j(l—1)+(k71)l)\k(1®j ® [a’ QP\Z ® ]]_®nfj7l)
k+l=n+1 j=0
k,0>2

Alors, 0, =0 pour n > 2

Démonstration. En faisant le méme calcul que dans la proposition précédente, on montre :

b= > (=1)"2(Q0 @ QN) — Y Xa(QN ® Q)

k+l=n k+l=n
E>2 k>1
1>1 1>2
Et on a
O =0Aa —X2(0®@ 1)+ X(1l®0)=0
par définition d’une dg algébre. O

Remarque. On voit que 6, est degré 3 — n.

Théoréme. On définit m,, : W™ — W par

mlia

my, = (1—10,Q) A\ pour n > 2

Alors (W, mq, ma, mg,--) est une A-algébre.

Démonstration. Par hypothése sur @, les m,, sont bien définies et de degré 2 — n. St7* est vérifie car W est un

sous complexe et St5" s’écrit

(1 —10,QNA2 = (1 -1[0,QN)A2(0® 1+ 1®0)
Un simple calcul montre

AL —1[0,Q)A2 = (1 —-[0,Q])0 (4)
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d’ott St5" car O est une différentielle. Pour n > 3,

Z ( 1)r+9t(]1®7 @ ms ® ]1®t Z Z =1+ (k—1)1 mk(]1®] @m® ]1®n i— l)
r+s+t=n k4+l=n+1 5=0
>0 ki>1
s>1
n—1
=mi(mp) + Y _(—1)" ', (1% @my @ 1877971
§=0

+ Z Z j(l 1)+ (k— l)lmk(]_@J ®ml®l®n J— l)
k41 >r7,2+1] =0

b2

n—1

=0(1—-[0,Q)A .+ (1—[0,Q)) Z(—l)”*l)\n(]l‘@j ®0® 1971

=0

+(1-00,Q) > Z YADHE=DLN (199 @ (1 - [9, Q)N ® 19779 )

k4+l=n+1 5=0
1>2
= (]1 - [(9, Q])(en + (bn)
=0
d’apres les propositions précédentes. On note qu’on a utilisé (4) pour écrire ’avant derniére ligne. O

Application. On va appliquer le théoréme précédent a la cohomologie de A pour démontrer le théoréme de
Kadeishvili.

Ona A= @ A; eton pose Z; = ker 0;, B; = im 0;_1, H; un supplémentaire de B; dans Z; et C; un supplémentaire
=y
de Z; dans A;. On a donc
Ai=2;0Ci=B;oH; ®C;
On peut donc identifier de facon naturelle H(A®) avec @Hl De plus, par théoréme d’isomorphisme, C; ~ im 0;.

i€Z,
Donc, ;|c, posséde un inverse (0;|c,) ™" : Biy1 — CL[T_U] En fin, on définit Q) par

7 Bile;) !
Q : Ai+1 Bi+1 ° A;

On étend @ par linéarité a A, I'application obtenue est bien de degré —1. |l reste & vérifier que I'image de 1 — [0, Q]
est dans H. Soit v; = (abi,hi,ci)[ﬂe A;, alors dv; = (9¢;,0,0) et Qu; = (0,0,b;). Donc

(1 — [67 QD'UZ = (561, hi,Ci) — 8(0,0, bz) — Q(aCZ‘, 0, 0)
= (abi, hi,Ci) — (8[)1‘,0, 0) — (0, 0, Ci)
= (O,hi,O) € H;

On peut donc munir H(A®) d'une structure d"A.-algébre. Cette construction est dit a Merkulov.

5 Divers calcul d’A-algébre

Dans cette section, on va s'intéresser au calcul de structure d’A..-algebre. Tout ce qui est raconté ici est

grandement inspiré de [4]

10. La définition de I'application est évidente mais pour étre rigoureux, il faudrait composer par I’isormorphisme d’avant.
11. on utilise la notation en coordonnée.
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5.1 Les algébres B(p), D()\) et C(«, )

On dira qu'une algébre de la forme A =k & A; & As est cubique connectée. Si elle est munit d'une structure

d"A,.-algébre, on supposera qu'elle respecte I'unité. Si Ay = k, on dira que A est connecté.

Proposition 5.1. Soit A une cubique connectée Ay.-algébre, alors
1. Sin# 2, alors mp(a1 @ - ®ay,) =0 si Ja; ¢ Ay
2. Sin # 2, alors l’image de m,, est dans As

3. (A,;my) est une algébre associative. L’ensemble des applications k-linéaire my : (A1)®? — Ay est en

bijection avec ’ensemble des multiplication associative mo sur A. (de degré 0)

Démonstration. 1). Si a; € k, mp(a1 ® -+ ®@ a,,) = 0 car A est unitaire. Si a; € Ay, pour des raisons de degrés
Mmp(a1 ® - ®ap) =0.
2). m,, est non nulle seulement sur (A;)®" qui est donc a valeur dans Ay pour des raisons de degrés.

3). Soit my : (A1)®? — Ay k-linéaire, on étend my en un application A%? — A par

ma(1,a) =ma(a,1) =a pour a € A (5)
mz(a,b) =0 siaoube Ay (6)

On vérifie facilement que ms est une multiplication associative. La réciproque est claire. Avec les deux équations

écrite, on voit que (A, ms) est associative. O

Proposition 5.2. Soit (A, ms) une cubique connectée algébre Z-gradué. Pour tout n # 2, soit m, : (A;)%™ —

Ay une application k-linéaire. On définit m, = 0 sur A®™\(A1)®". Alors, (A, my,ma,---) est une As-algébre.

Démonstration. Les identités St7* et Sth' sont clairs. Comme (A, mg) est associative d’aprés la proposition

précédente St3' est équivalent a
mimg+ms(m@LRL+13dm L+11®m;)=0

Ce qui est vrai car mg et my sont & valeur dans A, d’aprés la proposition 4.1. Pour n > 3, I'identité a vérifier

est

Z (1) "y g1 (1%7 @ my © 1%%) = 0.

r+s+t=n
r,t>0
s>1

Si s,u # 2, le méme argument est valable pour justifier m, (1%" ® m, ® 1%*) = 0. L’identité devient

n—2
D (1) M 1 (1% @me @ 1877772) = my(1 @ mp 1) + (1) 'ma(mp—1 ® 1) = 0
r=0

On remarque que des termes a priori non nuls apparaissent uniquement si on évalue I’identité en des permutations
de (a1 ® - ®an—1 ®1) avec a; € A;. On peut vérifier chaque cas a la main, on fait ici le cas (a; ® --- ® 1). On
obtient

mQ(mn_l (2] ]]_)(al (SRR 1) = (71)n71mn_1(a1 R R an_l)
ma(l®@mp_1)(a1 ®---®1) =
(—1)"mp 1 (1%" @me @ 19" " ) (a1 ®---® 1) = sir#n—2
=(-1)"""mp_1(a1 Q-+ an_1) sinon
d’ou le résultat. O
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Remarque. La proposition précédente permet de construire des A..-algébre avec des multiplications m,, a
priori non nul. Dans la proposition suivante, on va étudier la cas ou quasiment toutes les multiplications sont

nulles.

Proposition 5.3. Soit (A, ma,m,) une As-algébre avec p > 2 (p =1 correspond & une dg algébre). Alors les

identités de Stacheff sont automatiquement vérifié sauf pour Sty', St} 1, Sty, ;.
Démonstration. 1l suffit de garder les identités ol p et 2 apparaissent. Le résultat est direct. O

Remarque. Dans la proposition précédente, on peut préciser les 3 identités de stacheff simplifié :
St5' i ma(ma @ 1) — ma(1 ® me) =0,

p—1
Sty : Z(_l)imp(]l@ @ma @171 —my(1@ mp) + (—=1)Pma(m, ® 1) = 0,
=0
p—1
Stop1: (=), (17 @ m, @ 1%77177) = 0
r=0

Exemple. Soit B 'algébre gradué associative suivante k[x1,xs]/(x3) avec 1, ry algébriquement indépendant,

|| =1 et |zo| = 2.|E| Soit p > 3, on définit m, en utilisant une base de B comme suit. Pour s > 0, on pose

x;/2 si s est pair
T (s=1)/2
T1T5 si s est impair
On voit facilement que {z,}scy est une base de B. Pour 41, - ,4, € N, on définit

x; si tout ¢; est impair
my(Ti, ® -+ @ x,) = _
0 sinon

ouj=1i1+--+1ip,—p+2
Comme B est associative Sty" est vérifié, il reste a vérifier Sty et Sts, ;. Sty, ; est automatiquement vérifié
car 'image de m,, dans la formule précédente donne un élément de la forme x5 avec s pair ( car j pair) et m, =0

si un des éléments en entrée est de la forme x; avec s pair par définition, ensuite il suffit d’utiliser la formule de

la remarque. Il faut vérifier St , soit a = (@, ,2;,,,). Si is est pair pour un s €][1,p + 1], alors

—ma(l@my)(a) =0
(=1)Pma(mp ® 1)(a) =0
(=1)'mp (1% @ ma @ 19771 7")(a) = 0

pour i # s — 2,5 — 1. On voit que les deux termes restant (pour i = s — 2 et ¢ = s — 1) s’annulent entre eux en

écrivant x; ;. ., = T, yi, ., et en distinguant pair et impair. Si i, est impair pour tout 1 < s < p+1 et 4; pair,

s+1
alors les termes non nuls sont

mpy(ma @ 1%P71) et — mo(1 @ m,) (7)
qui s’annulent entre eux. Si i, est impair pour tout 1 < s < p + 1, alors les termes non nuls sont

(_1)p_1mp<1®p_1 ®mgz) et (—1)Pma(m, @ 1) (8)

12. La graduation est donné par By = k, B; = Vect(:vlwé_l)
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qui s’annulent entre eux. Enfin, si tout les is sont impairs, les termes non nuls sont
—my(1 ®myp) et (—1)Pma(m, ® 1) (9)
qui s’annulent entre eux.

On notera par la suite B(p), la A-algébre obtenue par la proposition précédente.

Définition 5.4. Soit A une algébre bigraduée i.e une algébre gradué par Z?. On a A = @ Anp = @fln
n,pEZ neZ
ou A, @ Ay p. La graduation selon n est appelé graduation cohomologique et la graduation selon p est appelé

PEZ
graduation de Adams. Le degré d’un élément « € A, , sera le couple |z| = (n,p). Une application graduée f

entre A et une autre algébre bigraduée préserve le degré d’Adams si |f(z)| = (n + |f],p) pour = € A"ap'lﬂ

Exemple. Dans l'exemple précédent, a 'aide de la base {xs}, on peut définir une bigraduation dont la multi-
plication préserve le degré d’Adams en donnant le degré de x; et x5 et de prolonger les degré par multiplication.

On voit aussi que si on prend |z1]| = (1,1) et |z2| = (1,p), m, préserve aussi le degré d’Adams.

Proposition 5.5. Soit B la dg algébre de l’exemple précédent et p > 3. On suppose que x1 et xo ont respec-
tivement un degré d’Adams de 1 et p. Soit A une A -algébre avec (A,ms) = B tel que m,, préserve le degré

d’Adams. Alors aprés un changement de bases A est soit B(p) ou soit B avec my, = 0 pour n # 2.

Démonstration. Par définition, |zory1| = (2k + 1,kp + 1) et |zox| = (2k, kp) pour k > 0.
Soit zog, 41, s T2k 415 T2k s " > T2k, T éléments de la base dont on a explicité les indice pairs et impairs.

On a pour n’importe quelle permutation de a = (g, -+, Tk, ) :
Imp(a)] = (2(ky + -+ kn) + kp +2—n,p(ky + -+ kn) + kp)

Sin # 2,p, on voit que m,, = 0 par définition de la graduations et m,(a) = 0sip # p'.

On a aussi que

|mp(x17"' 7I1)| = (Zap)

Donc my(z1,--- ,21) = cxy pour un certain ¢ € k. Si ¢ = 0, on peut montrer que m, = 0 en utilisant Sty
sinon en effectuant le changement de base x5, = ¢ 'y on peut supposer ¢ = 1 et en appliquant encore Sty on
trouve la formule de 'exemple. On remarque que la graduation nous dit déja que my(zor, 41, T2k, +1) est

proportionnel & x; avec j définit dans I’exemple. O

Remarque. La proposition précédente nous dit que B(p) est la seul structure d’A..-algébre sur B qui respecte
le degré d’Adams. (A multiplication prés) On voit que le degré d’Adams permet de limiter les structures possibles

et de simplifier les m,,.

Proposition 5.6. Soit B(p) I’Ax-algébre définit précédemment. Alors B(p) et B(q) ne sont pas quasi isomorphe
pour p # q.

Démonstration. Soit f un quasi isomorphisme entre B(q) et B(p). Comme m; = 0, f est un isomorphisme. En
utilisant la graduation, fi(z1) = azq et f1(z2) = bxy pour a,b € k et fi(x1, -+ ,21) = a;z1. On suppose ¢ > p,
Sty (f) devient

p—1

Zimz(fi ® fp—i) (@1, @) +mp(fr®@--® fi)(z1, - ,21) =0

i=1
ol on a noté =+ le signe car il n’a pas d’importance ici. En évaluant, on trouve a’xy = 0 car ma(z1,21) = 0.

D’ou a = 0, ce qui contredit le fait que f1 soit un isomorphisme.

13. Ici, il y a deux degré qui interviennent dans I’écriture de celui de f.
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Si g <p, St;'(f) devient

q—2
Ziqul(]léw ®me @ 121727 (@, -+ 20) + fimg(@1,--- ,21) =0
r=0

et on trouve b = 0 en remplagant, d’ott 'absurdité. O

Remarque. On a considéré l'algébre comme étant commutative mais on aurait put considérer une algébre
polynomiale non commutative. De plus, on peut montrer que B(p) ne peut étre quasi-isomorphe & une DGA
algébrelﬂ en considérant le dual de Koszul de B(p) qui n’est pas une algébre de Hopf tant dit que le dual de
Koszul d’'une DGA algébre est une algébre de Hopf.

Proposition 5.7. Soit (A, m1,ma,--) une Ax-algébre et w,z des entiers.

1. Soit m,, = (—=1)*"*"m,,. Alors A = (A, T, --) est un Ay -algébre. (d’unité (—1)" quitte a augmenter

A)
2. Soit fi(a) = (—1)*+CETWNalg pour a € A homogene et f; = 0 pouri > 2. Alors f : A — A est un strict
isomorphisme.
Démonstration. Les vérifications sont directes. O

On continue sur des exemples d' A.-algébre.

Exemple. Soit D l'algébre associative gradué suivante

Dy ® D,

k0 0 k
ou Dy = (0 k) et D; = <0 0) On notera p = ez et e = €11 —egs. On a ey + €90 = Io, ep = p = —pe

et ¢ = I,. On munit Dy de la base {I,e} et Dy de {p}. On voit que D n’est pas connecté et on définit une

structure d’A,.-algébre en posant m,, = 0 pour n # 2,3, mo la multiplication matricielle et ms comme suit
ms(p,e,p) = Ap et ms(autre) =0

pour A € k. On notera D(\) = (D, mz, mg3)

Proposition 5.8. Soit D(\) comme précédemment.
1. D()\) est une Ao-algébre
2. Si X #£0, D(X) est strictement isomorphe o D(1).

3. Il n’y a pas de strict isomorphisme entre D(0) et D(1).

Démonstration. On montre que D(1) est une A,.-algébre. La preuve est la méme pour D()).
On a uniquement besoin de vérifier St)" et Stg* d’aprés la proposition 4.3.
Pour StI*, on remarque que m3(l ® m3 ® 1) = 0 par définition de m3. Soit x = (z1,--- ,z5) € D% avec
z; € {I5, e, p}, pour que mz(msz ® 1%?) ou m3(1%? ® ms3) soit non nul, = doit étre égal a (p, e, p,e,p). Dans ce
cas,
m3(1%% @ mg)(x) = —(p, e,p) et ma(mz © 1%%)(x) = (p, e,p)
d’on St
Pour St}*, on vérifie a la main tous les cas possible pour « qui sont (e, p, p, p), (p, p, p, ), (P, 0, P, €), (D, €,0,D), (D, P, €,D),
(e,e,p,p), (p,p,e,€),(e,p,p,€),(p,e,e,p), (e,p,e,p), (p,e,p,e) et il y a 3 e dans z.

14. C’est une dg algébre augmentée

22



Le strict est définit par f1(1) =1, f(e) = e et f(p) = Ap.

La dernier provient du fait qu’un strict isomorphisme vérifie

fimp =my (fL®--- @ f1)

pour n > 1 et que mg = 0 tant dit que mj # 0. On obtient une contradiction sur le fait que f; soit un

isomorphisme. O
On va tout de méme montrer qu'il existe un quasi isomorphisme entre D(0) et D(1).

Lemme 5.9. Soit B une Ay, -algébre avec m, = 0 pour n # 2,3 et A une algébre associative. Soit f une famille

d’application gradué

fn:B®" = A
de degré 1 — n. L’identité St (f) devient
n—2 n—3 n—1
Z(_l)rfnfl(]]-@T ®@my ® ]]_n—r—2) _ (_1)71 Z fniz(]_@s ®ms3 ® ]]_®n—s—3) _ Z(_l)z—lmQ(fi ® fnfz)
r=0 s=0 i=1
Démonstration. La vérification est immeédiate. O

Proposition 5.10. On suppose que car(k) # 2 et on définit f : D(1) — D(0) par
i=1

et

1
Inpy o op) = =MV p et fulautre) = 0

Alors f est un quasi isormorphisme d’A~-algébre.

Démonstration. f, est bien de degré 1 — n. On vérifie d’abord St,,(f) lorsqu’on V'applique & un élément x

contenant I5. Il y a 3 cas a considérer,

1. z = (I3, a2, - ,a,), on vérifie que les 2 termes du Lemme 4.9 valent f,_1(az, -+, an).
2. x = (ay,---,I), on vérifie que les 2 termes du Lemme 4.9 valent (—1)" "2, _1(ay, - ,an_1)-
3. x= (a1, - ,a,) avec a; = Iy pour un 1 < ¢ < n, on vérifie que les 2 termes du Lemme 4.9 sont nuls.

Maintenant on suppose que a; = e ou p.
my = 0 donc St1(f) est direct. Comme f; est U'identité, Sto(f) est vérifie. Stz3(f) est équivalente a

fama @ 1T =1 ®@ma) + fimz = ma(f1 ® fo — fo® f1).

Si z = (e, a,b), alors le terme de droite est efa(a,b) et celui de gauche est fo(ea,b). Les deux sont nuls sauf si
a = b= p, et dans ce cas, ils sont égaux. Si z = (p,p,b), le terme de droite est —pfa(p,b) — f2(p,p)b et celui
de gauche est — fa(p, pb), qui sont égaux. Si x = (p,e,b), on vérifie qu’on a bien I'égalité. Maintenant, il faut
vérifier St,,(f) pour n > 3. Le terme de gauche peut se simplifier en ma(f1 ® fn-1) + (=) Zmy(fno1 @ f1) .

1. Siz = (a1, - ,an) et au moins deux a; sont égaux a e, les deux cotés sont nuls
2. Siz=(e,p, - ,p), le terme de droite est f,_1(p,---,p) et de méme pour celui de gauche.

3. Six=(p,---,p,e), le terme de droite vaut

(1) 2ma(fu_i(p,-,p) @ f1(e)) = (=) fu1(p,--- , D)

Et celui de gauche
(_1)n_2fn71(p, s ,p,pe) = (—1)”_1fn71(p’ .. ,p)
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4. Siz=(p,---,e,---,p) ol e est la i-éme position, le terme de droite est nul et celui de gauche est

(71)i72f71—1(p7 e 7p 6D, 7p) + (71)i71f71—1(p7 Ty Ps€ep, ap) - (71)n+i72fn—2(p7 e 5p)
= (_l)i_l(2fnfl(pv e 7p) + (_1)nfn72(p7 T 7]7)) =0

Enfin, comme f; est I'identité et m; = 0, f est un quasi isomorphisme. On a pas fait le cas x = (p,--- ,p) car
il est direct. O

On va donné un dernier exemple d' A..-algébre qui est différente des deux exemples précédent

Exemple. Soit a # 0,8 € k. On commence par définir une algébre graduée associative C'(«) par
C=Co@C1®Cy®C3 =kl @ (ka® kb) ® (kc® kd) ® ke

La multiplication ms est donné par les régles suivantes :
1. 1 est 'identité
2. ac=¢e,ad =0,bc=0, bd = ae
3. ca=ae,da=0,cb=0,db=¢e
4. les autres produits sont nuls

On peut vérifier que la loi est bien associative. On pose m,, = 0 pour n # 2,3 et m3 est définie comme suit
ms(a,b,b) = ¢, ms(b,b,a) = ac, ms(b,a,b) = Be

ms(a,a,b) =d, ms(b,a,a) = ad, ms(a,b,a) = pd
ma(autres) =0

D’aprés la proposition 4.3 il suffit de vérifier St)" et Stz'. Mais StL" est évident car chaque terme qui apparaissent

sont nuls. Pour St}’, on vérifie a la main les cas ¢ = (a, a, b, b), (a,b, b, a), (a,b,a,b), (b,b,a,a), (b,a,b,a), (b,a,a,b).
On note C(a, B) I’ Axs-algébre obtenu.

Remarque. On peut modifier la construction de C'(a, 8) en changeant la condition ca = «e en ca = ye avec
v # a. Lors de la vérification de St,', la condition 8 = 0, v = —« et m3(b,b,a) = —ac apparait et en faisant
ces changements, on obtient une autre A,,-algébre. On voit que ¢a demande pas mal de travail pour construire

des exemples d’A.-algébre et encore plus de morphisme d’A,.-algébre.

6 L’Algébre Ext et théorie de Morse

Dans cette section, on va introduire I'algebre Ext et la munir d’une structure d’A..-algébre. En suite, on utilisera la

théorie de Morse pour en calculer quelques unes.

6.1 Algébre Ext
Soit M, N des A-modules avec A un anneau.

Définition 6.1. Une résolution projective/libre Fy de A est une suite exact longue de la forme

F,: -- F, Fy M 0
ot les F,, sont des A modules projectif/libre .

Remarque. De tel résolution existe tout le temps, il suffit de voir que M s’écrit comme un quotient d’un
module libre disons Fy/F}. En itérant a Fy, on a F| = Fy/Fj, ainsi de suite on a une résolution F, de M qui

est libre/projectif.
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Dans toute la suite, on se donne une résolution libre de M, F, dont on notera d; : F; — F;_1 sa différentielle.

Définition 6.2. On définit Hom 4 (F,, N) la complexe suivant :

Homa(Fa,N) : Homa(Fy, N) {240,

HomA(F1,N) —_—
Définition 6.3. On définit Ext! (M, N) =: H?(Homa(F., N)).

Remarque. A priori Ext dépend de la résolution Fy mais on peut montrer qu’en fait, elle est indépendante
de celle choisie. Voir Lemme 2.43 de [6] pour une preuve. Lorsque M = N, on peut la munir d’une structure

d’anneau qui sera préciser dans la proposition suivante mais sans démonstration.

Définition 6.4. On définit la dg algebre Hom 4 (F,, F,) par
Hom! (Fe, Fo) = {(fn)nez, fn: Fn — Fn—p A-linéaire}
. La différentielle est donné par d(f,) = (gn) ou (f,) € Hom" (F,, F,) et g, : Fy, = F,_,_1 est donné par
dn—po fn—(=1)Pfn10d,
Le produit est (g,) - (fn) = (hn) € Hom" (F,, F,) avec
hn = gn—p© fn

Remarque. On vérifie facilement les points de la définition d’une dg algébre, la preuve est laissé au lecteur.

On notera F,, =0sin <0.
Proposition 6.5. On a H*(Homa(F,, F,)) ~ Ext% (M, M) en tant que A-algébre.
Remarque. Pour une preuve, voir [6]

D’aprés la proposition 5.5 et le théoréme de Kadeishvili, on peut munir Ext% (M, M) d'une structure d'A.-algébre

si on suppose A un k espace vectoriel.

Proposition 6.6. Supposons A = @An avec Ao = k une algébre connectée. Alors Ext® (k,k) est une A -
€N
algeébre.

Démonstration. La preuve découle de la remarque précédente en munissant k& d’une structure de A-module via

la projection sur Ag. O
Remarque. Pour pouvoir continuer sur le calcul de Ext% (k, k) dans le cadre de la proposition 5.6, il nous faut
un moyen de calculer une résolution libre de k.

6.2 La résolution Bar et théorie de Morse

Dans cette section, on suppose qu’on est dans le cadre d’une k-algebre augmenté (A, €) et on va donner un premier

exemple de résolution de k.

Définition 6.7. On pose I = ker(e) et B(k, A),, = I®" ®; A. On munit cet espace de I'action suivante
(1 ® Qa,®a) b=a1® - Ra, ®ab

On définit une application A-linéaire d,, : B(k, A),, — B(k, A),,_1 par
n—1

do(a1® - ®a, @1) = (1)1 @ Qa1 @ Qap @1+ (-1)"01 @+ @ an_1 D ap

i=1
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Proposition 6.8. La suite

dy

B(k,A) : .. —— B(k,A), — 2 Bk, A)p_s A—sk 0
est evact. En particulier B(k, A) est une résolution libre de A.
Démonstration. On définit s,, : B(k, A), — B(k, A),,1 par :
S ® a,®a)=a1 Q- Ra,®a®1 sia, €1
=0 sinon
et s_1:k— A par:
871()\) = )\.lA
On voit facilement que d,, vérifie la relation
dn+1 08y —Sp—-10° dn = (_]—)n+1]]-Bar(k,A)n
De plus,
dp o dpyr(ar] - lania1) =D D> (1) Hay|-+|ajaj | laiaic| a1 (10)
i=1j<i—2
n .
+Y (=D ag] - laioraiaiga ] - angall (11)
i=1
+ > (=1)%a1] - |aigitraiga| - - lansa|1 (12)
i=1
Y () ] faiai| - lajagia ] Jansa |1 (13)
i=1 j=i+2
+ (D™D (=D'ar| - laigisr| - anta (14)
i=1
n—1
+ (=)™ (=D)'a] - lajajial - lans (15)
i=1
()P ay] - fanans (16)

On facilement que (10) et (13), (11) et (12), (14) et (15), (16) s’annulent entre eux donc d,, o d,,+1 = 0 et avec

la relation précédente, on en déduit la proposition. O

Remarque. Dans la suite on utilisera la description B(k, A), = A" @ Aou A= A/k.14 en identifiant I avec

A.
On va définir la théorie de Morse pour |'appliquer a la résolution Bar de k pour obtenir la résolution d’Anick.

Définition 6.9. Soit R un anneau. On complexe basée de R-modules est un complexe K de R-module qui

(n

posséde une décomposition K,, = @ K, ou I,, est un ensemble d’indice. La notation a(™ signifie que a™ e,

a€cl,
Pour f: K — K une application gradué, on notera f3 , la composante de f allant de K, vers Kg.

Pour un complexe basé K, on construit un digraphe G i ot 'ensemble des sommets est V = U I,, et ’ensemble

neZ
des arétes est tel que a — 3 si dg o # 0 oi1 d est la différentielle du complexe K.

Un partial matching sur un digraphe D = (V, E) est un sous ensemble A d’aréte de E tel que chaque sommet

de V est a au plus une extrémité d'une aréte de E. Dans ce cas on notera D le graphe obtenue en inversant
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les arétes de A.
Enfin, un morse matching M sur le digraphe Gk est un partial matching sur Gx tel que pour « — 3 € M on
a dg o est un isomorphisme et il y a un ordre partiel bien fondélﬂ sur chaque I, tel que v < « si il existe un
chemin a™ — g — 4 ¢ G%. On notera MY les sommets qui ne sont pas sur des arétes de M, on définit
M~ et M par

M- ={a | B—oacMpeV}

Mt={a | BoyEM~yeV}
On notera aussi M? = M° N1,

Remarque. Comme la différentielle est de degré —1, les seuls arétes possible de G% partant d’un élément de

I,, tombent dans I,,_; ou I,,41.

Proposition 6.10. Soit K un compleze basé tel que G est finie et M un partial matching sur G tel que dg.q
est un isomorphisme quand o — B € M. Alors M est un morse matching si et seulement si G% ne possédent

pas de cycles.
Démonstration. Supponson que G% ne possédent pas de cycles. Pour un sommet u(”), on note

I(u) = maz(s | u™ = u(()n)uluén) -—-u{™ un chemin € G¥)
comme il n'y a pas de cycles, I(u) est bien définie. On pose u™ < v™ si I(u) < I(v). Cest facile de voir que
c’est un ordre partiel bien fondé et que les conditions du morse matching sont vérifié. (Pour la derniére, il suffit
de composer les chemins). Pour 'autre sens, on suppose qu’il y a un cycle ug - - u,, avec u; = u,. D’apreés la
remarque, pour tout ¢, on a soit u;u; 1 est U'inverse d’une aréte de M ou bien c’est u;11u;4+2 et en utilisant la
derniére condition sur la morse matching, on obtient u,, < wu; ce qui est absurde. (on a uz < uy et ainsi de
suite) O

Définition 6.11. Soit M un morse matching sur un complexe basé K. On définit un application gradué

¢ : K — K de degré 1 par induction. Si « est minimal pour 'ordre < et x € K, on pose

o(z) = dyfs(x) sif—-aeM

0 sinon

Si a n’est pas minimal et = € K, on pose

dyl(x) = Y bdypd ly(x) siB—aeM
¢(z) = o

0 sinon

La derniére somme est bien définie car il y a que des termes avec v < .

Proposition 6.12. L’application ¢ vérifie les relations suivantes :
1. ¢* =0 et pdop = ¢
2. Pour xo € K,

xa—&—Zylg st e M~
d¢($a) = B<a
0 sinon

ot yg € Kg

15. Cela veut dire qu’il n’y a pas de chaine descendante infini
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3. Pour xo € K,
To Sta€MT

$d(wa) = Z yg sinon

B<a

ot yg € Kg
Démonstration. ¢*> = 0 provient uniquement du fait que M est un partial matching. Pour la 2¢éme relation, on

va la prouver par induction. Supposons « minimal, si « ¢ M, alors pour x € K,

¢do(z) = 0 = ¢(z)

Siae M~ avec 8 — a € M, alors
¢do(x) = pdd 5 (x) = ¢(x)
Maintenant, supposons « qui n’est plus minimal. Si o ¢ M~ alors on a toujours x € K,

bdo(x) = 0 = §(x)

donc on suppose a« € M~ avec 8 — o € M et on alors

¢dp(z) = ¢d(dy () — Y ¢dy ad, ls(x))

B—y
YFo
= ¢dd s (x) = Y ¢ded, pd, 5(x)
B—ry
yFa
= ¢dapd, 5(x) + Y bdypdy () = Y ddy pd s (x)
By B—y
yH£a VFa

= ¢(x)

Pour 2. on va faire par induction aussi. Supposons « minimal, si « ¢ M ™, on voit que d¢(z,) = 0, supposons

que « € M~ avec f§ — a € M. On a alors
d¢(xa) = Ta

Dans le cas « non minimal, si & ¢ M ™, dé(x,) = 0 donc supposons « € M~ avec f — o € M et on a

dp(xa) = d(dy 5 (1a) = Y ddy pd, 5(2a))
B—y
Rkt
=T+ Y dypdy(xa) —de > dypd (2a)
B—v B;w
YFo

REal

Pour 3. on raisonne encore de la méme maniére. Supposons a minimal, si « € M avec a — 3 € M alors

¢d(xa) = (ybdﬁ,oz(xa) + Z ¢d'y,a(xo¢) = ¢dﬁ,a(1’o¢) = Tq

a—y

a#p

car a minimal. Si o ¢ M, on a
pd(za) = ( Z dga(Ta) =0

a—f
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car a minimal. Maintenant, supposons « non minimal. Si « € M ™" avec o — 3 € M,

¢pd(za) = ¢dp,a(Ta) + Z ¢dy,a(Ta)

a—y
af
=dy L dsa(xa) = Y ¢dyalra) + Y ¢dyalra) =14
a—ry a—y
a#B a#fB

Sia¢ MT,

90d(za) =6 D dsalza) = Y, dildpal@a) =6 3, > dsadsidpala)
a—f a—f a—fB y—9
y—=BeEM y—=BEM 0#B

O

Proposition 6.13. Soit M un morse matching sur un complexe basé K. Alors les complexes K et w(K) sont

homotopes ot m = id —(¢pd + dp). De plus, pour tout n on a un isomorphisme

m(Ky) ~ @ K,

aeM?

Démonstration. On voit facilement que m7d = dr donc 7 est une application de complexe et 7(K) est un
complexe munit de la méme différentiel. De plus, 7 est clairement homotopique & I'identité et induit donc un
quasi isomorphisme entre les deux complexes. Les deux complexes sont donc équivalents.

Pour la 2éme partie, on va commencer par montrer que

n(K)==( P K,)

~yeEMPO

On va faire par induction sur < en montrant que 7(K,) C 7( @ K.). Si o est minimal et a € M°, il n’y a
yEMPO
rien a faire donc on suppose a ¢ M et dans ce cas m(xz) = 0 pour x € K, d’aprés la proposition précédente.

Si « n’est pas minimal et o ¢ M Vet x € K,, d’aprés la proposition précédente on peut trouver un ensemble J

w(@) =7} py) = D wly)+ D wyy)

jedJ yeJ yedJ
yeMP® yg¢MO

avec 7y < a pour y € J et

Pour conclure, il suffit de montrer que
T @ K, — K,
ae M
est injective. Pour z € K, on a que

W(x):x—i—Zyw

yeJ

ot y, € K, et v < a pour v € J ce qui prouve l'injectivité. O

Proposition 6.14. Dans le cadre de la proposition précédente, on définit C,, = @ Ky etd= p(d — dod) ou
aeM?P
p: EBKQ — @ K, est la projection. Alors (C, J) est un complexe équivalent a (K, d)
o a€eMO
Démonstration. D’aprés la proposition 5.12 et en particulier la preuve de 3., on a pr est I'identité sur C' car
les termes qui interviennent dans la somme de 3. ne sont pas dans M. Soit y € 7(K), d’aprés la proposition
précédente y = 7(x) avec x € @ K, et mp(y) = mpr(x) = n(x) =y, donc p et w sont des inverses entre 7(K)
aeMO B
et C. On peut donc définir une différentiel sur C' par d = pdr et si on remplace 7 par son expression, on a bien
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la méme expression que dans la proposition. Les complexes C' et 7(K) sont équivalents de fagon évidente et on

conclut avec la proposition précédente. O

La derniére proposition nous permet de réduire un complexe sans perdre d'information ce qui permet grandement
de faciliter des calculs. On va appliquer cette méthode a la résolution Bar mais il faut savoir quand générale le fait

qu’un complexe soit basé n'est pas tout le temps le cas.

Proposition 6.15. Soit Gk le digraphe du complexe basé K et soit ~ une relation d’équivalence sur V' tel qu’il
y a un ordre bien fondé < sur les classes d’équivalence satisfaisant [o] < [B] quand f — «. On suppose que l'on
a un morse matcihng M) sur G| pour tout [a] € V/ ~ alors UM[Q] est un morse matching sur G .

[a]
Démonstration. Pour chaque classe [a], on a un ordre <, par hypothése. On définit un ordre partiel sur V' par
a < Bsifa] < [B] oua] =[f] et @ <, B. Supposons qu’on a une (a;) décroissante, comme < est bien fondé, on
a ([a;]) est stationnaire de rang N et on conclut en utilisant que <, est bien fondé pour montrer que < est

bien fondé. Les autres propriétés sont directs & vérifier. O

6.3 Reésolution d’Anick

Cette section est un peu technique, on suppose connu les bases de Grébner. Pour un référence voir [7], on va tout

de méme rappeler le théoréme principal.

Soit k un corps, X un ensemble fini qui génére le monoide libre S et k(.S) I'algébre polynomiale non commutative
engendré par S. k(S) posséde une structure d'algébre gradué dont k(.S),, est engendré par les mots de longueurs n
dans S. Soit I un idéal bilatére de k(S) et on considére A = k(S)/I, comme X est fini on peut le munir d'un ordre
qu’on étend a S (c'est I'orde lexicographique). On pose W comme étant une liste minimal de générateur de in(I)
I'idéal initial de I. On notera A le conoyau de I'application évidente k — A et € : A — k I'augmentation de A.

On peut écrire I comme engendré des éléments de la forme
u(wy — fo)v, 0 €Y, ws €8, fo €k(S), u,ves

et L sera le k-espace vectoriel engendré par les mots ne contenant aucun mot w,, o € X. Quitte a changer les
générateurs, on peut supposer que w, < f, et on dira que le PBW théoréme est valide si k(S) =L @ I.

Théoréme. Le PBW théoreme est valide si et seulement si toutes les ambiguités sont résolvables

Remarque. Nous sommes dans le cas X fini et on peut montrer que le PBW théoréme est bien valide. De fagcon
générale le théoréme précédant s’énonce avec X quelconque sous réserve d’avoir un ordre qui vérifie certaines
conditions dont par exemple la multiplicativité et la condition de chaine descendante. Pour la suite, il n’est pas
nécessaire de savoir ce que sont les "ambiguités", pour plus de détail voir [7]. Dans la suite, on décrit L a l’aide

de l'idéal initial qui correspond & l'idéal bilatére engendré par les w,, o € 3.

Définition 6.16. On définit un graphe G = (V, &) avec V C S par
V={1}UXU{u €S | uest un facteur propre a droite d'un v W}
et
E={l-z|zeX}U{u—v]|uwe (W), w¢ (W) pour tout facteur propre w a gauche de uv}

ou (W) est I'idéal bilatére engendré par W.
On définit W D’ensemble des i-chaine pour i > —1 qui consiste en les suites (vy, - ,v;41) € S tel que

Vg - -+ Vi+1 est un chemin dans G avec vy = 1.
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En utilisant un théoréme fondamentale sur les bases de Grobner, on peut écrire

Bk,Aw= P wie--ew,-A
(wy,- ,wn)651
w;¢in(l)
ol l'action a droite 3 déja était donné dans la partie sur la resolution Bar et S désigne les mots différents du
neutre. GE(hA) désignera le graphe introduit dans la partie précédente, on pose pour w € S, V,,; les sommets
(wy, - ,wy) € GE(k,A) tel que w = wy - - - wy, et i est le plus grand entier i > —1 tel que (wq, -+ ,w;y1) est une

i-chaine, on pose aussi V,, = U Vo i-

Finalement, on définit un partigl matching M., sur (G5 a))w = (GHx, 4))v., qui prennent les arétes qui vérifient
(W, Wl @hgy e ) = (Wi, wy)

quand (w1, --- ,wy,) € V,,; tel que wi 5w,y = wito et (w1, ,wit1,w) o) est une (i + 1)-chaine.

Proposition 6.17. L’ensemble M = UMW est un morse matching sur Gy, ) avec MO = w1

w
Démonstration. On va montrer que M, est un partial matching sur (GE(k A))uw
La situation
(wlv' te ,OJ;+2,W£/+2,' o awn) — (wla e awn) S Mw

et

/ 1 " / 12
(W1, Wiga, Wika, Wit Wn) = (W1, Wio, Wik, »Wn) € My

n’apparait pas car sinon wits = wj owi owii, € in(I). Les deux autres cas se traitent en utilisant que par

définition on a une i-chaine avec ¢ maximal, les détails sont laissés au lecteur. On remarque que V,, est fini donc

il suffit de montrer qu’il n’y a pas de cycle dans (G%[(k A))w.
. 1
Soit v = (w1, ,wn) € Vi1 et 0™ — v£"+ N vén) € (G%I(k A))w. On a donc
(n+1) _ / "
Uy = (w1, y Wi 1, Wig 17 , W)
avec wi wyiy = wit1 et (w1, -+ ,w;,wj 1) une i-chaine. De plus, o§™ doit etre égal a
/ 1

(Wh Wi, Wi Wik 2, ’Wn)

ou bien,
!/
(wla"’ y Wiy ,ijj+1,wn)

avec j > i + 2 par la condition de chaine. Dans les deux cas vén) € V,,; donc il ne peut pas y avoir de cycles.

En analysant la différentiel, on voit facilement que la condition d’isomorphisme est vérifier et que pour v — v
avec u € V,, et v € V,,, on a ws < w; . On peut donc appliquer le proposition 5.16 pour conclure.

Il nous reste & determiner M°. Supposons que (w1, -+ ,w,) € M, alors on sait que (wy,---,w;;1) est une
i-chaine.

Supposons @ < n —1 et (w1, -+ ,wy) € Vi avec wipiwiro € in(I). On peut donc factoriser wits = wi owy, o

avec wj, , minimal tel que w;1w;,, € in(I). Comme (wq, -+ ,w;t2) n'est pas une (i + 1)-chaine on a
!/ 1
Wi, Wigg,Wiggs s Wn) = (W1, ,wp) €M

donc (wr, -+ ,wy,) ¢ M°.
Si wip1wise ¢ in(I), on a directement (wi,--- ,wp) = (W1, ,Wiit1, - swn) € M donc (wy,--- ,wp) & M°.

On voit facilement que (w1, -+ ,wn11) € Vi est dans MO, on conclut que M2+1 est 'ensemble des n-chaine. [
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Proposition 6.18. Soit F, =W VoA, i: W HDgA— B(k, A),, Uinclusion et p : B(k,A), — w1

vérifiant p(wy, -+ ,wn, 1) = (w1, ,wn) @1 si (w1, -+ ,wy,) est une n-chaine, 0 sinon. On pose
dn = p(d - d¢Md)Z

et on a que F est une résolution libre de k
Démonstration. 1l suffit d’appliquer les propositions 5.18 et 5.15. O

Remarque. Dans ce qui précéde, on a appliqué la théorie de morse a la résolution Bar de k qui est a priori

grosse, ce qui nous a permit de la réduire pour obtenir une résolution appelé résolution d’Anick.

7 Calcul d’une résolution d’Anick

Dans cette section, on se propose d’appliquer la théorie de morse & une algébre associé & un carquoi. Nous
sommes pas exactement dans les mémes conditions que ce qui précede mais les constructions et les techniques
développées se généralise bien a notre exemple ot on ne travail plus avec un corps k mais avec un anneau K

commutatif.

7.1 Algeébre associé 4 un carquoi

Définition 7.1. Un carquoi est la donné d’un 4-uplet Q = (Qo, @1, $,t) ot Qo désigne un ensemble de sommet,
Q1 désigne un ensemble de fleches sur Qq, s,t : Q1 — Qo désigne la source et le but des fleches. On définit un
chemin comme étant un mot «aj - - - ay, sur I'ensemble @1 vérifiant ¢(«;) = s(a;41) et on considére les éléments

de Qo comme les chemins de longueur zéro. On notera C' I’ensemble des chemins de longueurs non nul.

Définition 7.2. L’algébre associé & un carquoi Q = (Qo, @1, s, t) et un corps K est 'ensemble K@ désignant
I’espace vectoriel engendré par tous les chemins du carquoi. On munit cette ensemble du produit suivant :
Pour e, f € Qo,

0 sie
ef = #f
e sinon
Pour e € Qp, a1 - v, € C,
0 sie# s(a)
e.q
-, sinon
0 sie#tlay)
CQp.e =
-, sinon
Pour ay -+ ap, B+ B € C,
si t(an) # s(B1)
Q. ﬂl ﬂm - "
- apP1- - By sinon

On vérifie bien que (KQ,+,.) est une algébre.

Exemple. Dans la suite, on va travailler avec le carquoi suivant :

f

7N
1 —%4 9 5 21 6957



ouQo={1,---,7}, Q1 ={a,--- ,g} et s,t sont les applications évidentes source et target des fleches.

Remarque. On peut se demander si 1'algébre associée & un carquoi Q = (Qq,Q1,s,t) et un corps K est
connexe. Si on pose K = K @l ot K Q4 lalgébre associé aux chemins de longueurs non nul, on remarque que
KQ =K ® KQ4 avec un isomorphisme d’algébre évident. Mais en général K n’est pas un corps, donc K@ est

connexe en ce sens ol le corps est remplacer par un anneau commutatif.

Soit K@ I'algébre de I'exemple précédent, I = (ac,df,efg,bd — ce,cef) un idéal de K@, on pose A = KQ/I.
Tout ce qui suit aura pour objectif d'appliquer la théorie de morse a la résolution Bar de A en tant que K—module
pour calculer sa résolution d'Anick.

Proposition 7.3. On munit sur Q1 d’un ordrell;gl tel que bd > ce. Alors A admet une base de Grobner donner

pG,T’B:(L"' 7730/5"' ag7ab’ce7ef’f‘g)

Démonstration. 1l suffit de voir que I vérifie la condition sur la résolvabilité des ambiguités donc A/ correspond

a 'idéal engendré par les mots standards qui & pour base précisément B. O

Ensuite, on a besoin de calculer les i—chaines d'Anick. Un moyen pratique est d’utiliser le graphe d'Ufnarovski. On

rappel que I'on a déja donné la définition de i—chaines dans la section précédente.

La graphe d'Ufnarovski associé a A est :
7

NN
w

On en déduit I'ensemble des i—chaines correspondant :
W(O) = {(CL), (b)7 ] (g)}' W(l) = {(CL,C), (b7 d)7 (Ca ef)a (da f)7 (67 fg)}r W(z) = {(aa ¢, Bf), (b7 d7 f)7 (C7 e.fv g)}v
W® = {(a,c.ef,9)}

/N

3 5
c e

On a besoin aussi de déterminer les V,, ; de la proposition 5.17 pour calculer le partial matching associé. Les calculs

sont résumé dans les tableaux suivants ot la colonne de gauche représente le départ du mot.

i-chaine max -1 0
1 (ab), (ab,d), (ab,d, f), (ab,d, fg), (ab,d, f,g) | (a),(a,b),(a,b,d),(a,b,d, f),(a,b,d, fg),(a,b,d, f,g)
2 (ce), (ce, [), (ce, [, g), (ce, fg) (0), (c), (¢, €), (c,e, f), (c,e; fg), (¢, e, frg)
3 (d)
4 (ef); (ef,g) (e), (e, f), (e, [, 9)
5 (f9) (/). (f.9)
6 (9)
i-chaine max 1 2 3
1 (0,0, (@,6,€), (@, ., ), (a,0,¢, [9), (@, e, f,9) (a,cef) (a,c.ef.9)
2 (b,4), (b,d, g). (c, ) (b,d, 1), (b,d, ,9). (c,¢f. 9)
3 (d. /). (d, f,9)
4 (e f9)
5
6

16. On a pris pour les calculs 'ordre suivant : a<c<b<d<e<f<g

33



On peut maintenant décrire le morse matching de la proposition 5.16. Il correspond aux fléches du tableau suivant.

0—fléches 1—fléche 2—fléche
(a,b) — (ab) (b,d, f,g) = (d,b, fg)
(a,b,d) — (ab,d)
(a,b,d, f) — (ab,d, f)
(c,e) = (ce)
(c;e, f) = (ce, f)
(ce, fg) = (ce, f9)
(ce, f,9) = (ce, f,9)
(67f)—>(6f)
(e.f,9) = (ef,9)
( 9) = (f9)
(a,b,d, fg) — (ab,d, fg)
(a,b,d, f,g) — (ab,d, f,g)

On a toutes les informations pour calculer I'application ¢ qui intervient dans |'expression de la proposition 5.18.

Valeur de ¢
olab) = —(a,b) olab,d) = —(a, b, d) olab,d, f) = —(arbd, f)
Blce) = —(c,¢) blee, ) — (cre. f) blce, £,9) = —(c,e, £,9)
oef) = (e f) blee, fg) = —(cre.fg) | lab,d, fg) = —(a,b,d, fg)
o(fg)=—(f,9) plef,9) = —(e, f.g) | ¢(b.d, fg) =—(b.d, fg) + (c,e, [, g)
o(ab,d, f,g9) = —(a,b,d, f,g) 0 sinon

Avec I'expression de la proposition 5.18, on peut maintenant calculer facilement I'expression des différentielles du
complexe d’'Anick (F),,d,). On remarque aussi que F}, est nul pour n > 5 tandis que B(K, A)5 n’est pas nul. On
aurait aimé calculer le morphisme 7 qui permet de passer de la résolution Bar a celle d’Anick et utiliser la
construction de Merkulov pour munir Ezt% (K, K) d'une structure d' A, —algébre mais par manque de temps on a

décidé d'arréter I'exemple a la résolution d’Anick
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