MAT4213 - GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
Deuxieme semestre — 2020-2021

Fiche 6: Géométrie des surfaces de R3, II

1. Soit & C R® une surface de classe C° plongée dans R®. On consideére un repére
local adapté (E;, E,, E3) € C*°(U,R%), ot U C ¥ est un ouvert. Soit a : J — U une
courbe de classe C*°, ol J est un intervalle ouvert, telle que E;(a(t)) = a'(t) pour
tout t € J. Montrer que a est une géodésique si et seulement si w1,(a(t))(a’(t)) =0
pour tout t € J.

Solution. On rappelle que, étant donné une surface > C R® de classe C* plongée dans R,
un repére local adapté est un triplet (E;, E,, E;) € C*°(U,R®)%, ot U C X est un ouvert de
%, {E;(p), E5(p), Es(p)} est une base orthonormée de R? et E;(p) € (TPZ})l pour tout p € U.
En conséquence, E; (p), E,(p) € T,X. En outre, on rappelle que, si (E;, E,, E;) € C*(U,R3%)?
est un repere local adapté d’une surface ¥ C R® de classe C* plongée dans R, les formes
w;; € Q'(U) sont données par

3
V,E(p) =Y w,(p)VE,(p), &)
j=1

pour tout p € U et v € R3, o1 V,, dénote la dérivée directionnelle dans la direction v. Comme
a/(t) = E;(a(t)), on conclut que bien que

a”(t) = VyEi(alt)) = wlz(a(t))(a/(t))Ez(a(t)) + a)13(a(t))(a’(t))E3(a(t)).
En particulier, a”(t) € (T, X)* si et seulement si a)u(a(t))(a’(t)) = 0. On conclut que a
est une géodésique si et seulement si w,(a(t))(a’(t)) = 0 pour tout t € J.
2. On considere le paramétrage local
P:10,2n[x] —m/2,m/2[ — S?
de la sphére unité S? donné par
Y(0,p)= ( cos(0) cos(p),sin(0) cos(p), sin(ap)).

(a) Soit (E;, E,, E5) un repére local adapté défini sur Img(2)). Calculer les formes
duales (6., 0,, 65), ainsi que les formes w15, wq3, W3-

(b) Calculer 'opérateur de Weingarten a partir du repere local adapté précédent.

(¢) Calculer la courbure de Gauss et la courbure moyenne a partir du repere local
adapté précédent.

Solution.
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(a) Dans ce cas, on utilise le repere

Ei(x z)—;(— i+xi)
1 :.y: - \/m J’ax ay )
1 a 7] 17}
E = | —gx— —gy— 2 2_)
(9= Zmee( s ey g+ ()
a a a
E3(X,)’,Z)—Xa—x+)/5+z£,

pour tout (x, y,2z) € U =R3\ ({(0,0)} x R) de I'exercice 17 de la fiche 2. On voit bien
que U = Img(x)) € U N S2. On notera E;(6, @) = E; 01)(6, ), ce qui nous donne

DY o S0 1 oy
E (0,p)= —sm(@)a +cos(9)5 = ||%(9,Lp)” = os(7) %(G,Qp),
Ey(8,9) = (—cos(@)sin(cp);—x —sin(G)sin(Lp)‘,% + cos(cp)%) = %(9, ®),

2 . a . a
E5(0, ) = cos(0) cos(p)—— +sin(8) cos(¢) =— +sin(p) 5= = E; (0, 9) A E,(6, ¢).
dx dy 9z
(2)
En outre, on rappelle la forme 1 € Q'(U) définie dans 'exercice 16 de la fiche 2 par

_ ydx—xdy
T x2+y?

>

et la forme ¢ € Q(U) définie dans I'exercice 17 de la fiche 2 par

d(z/r)
r o
P

oup = 4/x2+y2etr = +/x2+y2+2z2% On écrira 1p*n et Y*{ aussi 7 et {, respecti-

vement, ce qui nous donne

n=—d6etl=dyp.

C:

En outre, d’apres l'exercice 17 de la fiche 2, on a

wls(x:.)/:z) = _w31(x:.yaz) = g:

21
a)21(x’yrz) = _C‘)lz(X,J’;Z) = T;

wy3(x, y,2) = —ws,(x, y,2) = —C.
Sil'on écrit w;; au lieu de v*w;;, on trouve que

w13(0,¢) = —w3 (0, 9) = —cos(v)do,

@31(0,9) = —w1,(0, p) = —sin(v)do, (3)
w3(0, ) = —w3(6, ) =—dop.
Par ailleurs, d’apres I'exercice 17 de la fiche 2, les formes duales au repére (E,, E,, E3)
sont données par

0,(x,y,2) =—pn,

6,(x,y,2) =r¢,

O5(x,y,z) =dr,
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®)

(©)

pour tout (x, y,z) € U. Si 'on écrit ©; au lieu de v*©;, on trouve que

©,(6, p) = cos(p)de,
0,(0,9)=dop, €]
©,(0,¢9)=0.

On rappelle que, par définition, I'opérateur de Weingarten satisfait
Sp,Eg(p)(V) = _va?,(P) = wy3(p)(V)E,(p) + w43 (p)(V)E, (), 5)

pour tout p € U et v € R® En conséquence, la matrice de S, 5, dans la base
{E1(p), E>(p)} est

S z(wla(P)(El(P)) ‘013(P)(E2(P))) 6)
PE3(P) wza(P)(El(P)) ‘*)23(P)(E2(P))-

Dans ce cas, si 'on utilise les expressiones (2) ainsi que (3), on a alors,

-1 0
Sw(e,«a)=(0 _1):

ou l'on a omis E;(y(6,¢)) dans l'opérateur de Weingarten et on a utilisé que
dO(3/20) = de(d/d¢) = 1 et d6(3/d¢) = dp(d/30) = 0, ainsi que
E,=(0/20)/cos(p) etE, =03/ .
D’apres l'identité (6) on voit bien que

W3 AWy =KO; ABO, et w3 AO, +0; Awyz; =2HO,; AO,. (7

Dans notre cas, en employant les identités précédentes avec (3) et (4) on conclut que
K=1letH=-1.

3. Soit = ={(x,y,2) € R®: x>+ y? = 1}. On considere le paramétrage local

Y :]0,2n [ xXR—> T

du cylindre ¥ donné par

(@

®)
©)

Y(0,2) = (cos(0),sin(0),z).

Soit (E;, E,, E5) un repére local adapté défini sur Img(a)). Calculer les formes
duales (6, 65, 05), ainsi que les formes w;,, Wy3, W37.
Calculer 'opérateur de Weingarten a partir du repére local adapté précédent.

Calculer la courbure de Gauss et la courbure moyenne a partir du repere local
adapté précédent.

Solution.
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(a) Dans ce cas, on utilise le repere

El(X,}’,Z)z(— 0 +xi)y

yﬁ dy
%)
EZ(X:J’,Z) = &)
7 7
E3(.X',y,Z)= xa‘*‘}’a 5

pour tout (x, y,z) € U =R3\ ({(0,0)} x R) de 'exercice 16 de la fiche 2. On voit bien
que U = Img(xp) € U N E. On notera E,(6, p) = E; o1 (6,z), ce qui nous donne

E(0,2)= —sin(G)aa—x + cos(@)% = %(G,z),
a 0
B(0,5)=2=2L0,) ®

E;(0,2)= cos(9)i + sin(9)i =E,(6,2) AE5(8,2).
dx dy

En outre, on rappelle la forme 1 € () définie dans 'exercice 16 de la fiche 2 par

_ ydx—xdy
T ox2+y?

On écrira 1 au lieu de Y *n ce qui nous donne
n=-—do.
En outre, d’apres l'exercice 16 de la fiche 2, on a

w13(xy.yrz) = _w31(x:yrz) =,
w21(x:.)’,z) = _wIZ(X:.y:Z) = (’-’23(3(:.)/72) = _w32(x:.y’z) = 0)
Sil'on écrit w;; au lieu de v*w;;, on trouve que

w13(0,9) = —w3(0,9) =—d0,

(©)]
@91(0,9) = —w15(0,9) = wy3(0, p) = —w;y(6, ) = 0.

Par ailleurs, d’apres I'exercice 16 de la fiche 2, les formes duales au repére (E,, E,, E;)
sont données par

©,(x,y,2) =—pn,
0,(x,y,z) =dz,

63(X:y;z) = dp:

pour tout (x,y,z) € U, ol p = /X2 + y2. Si l'on écrit ©; au lieu de 1)*®;, on trouve

que

©,(0,9)=4do,

0,(0,¢)=dz, (10)
63(9’ ‘P) =0.
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(b) SiTlon utilise les expressiones (8) et (9) avec (6), on a alors,

-1 0
Sw(e,w:(o 0)’

ot 'on a omis E;(y(6, ¢)) dans 'opérateur de Weingarten et on a utilisé que et on a
utilisé que d6(8/060) = dp(d/d¢) =1 et dO(2/3¢) = dp(d/30) = 0, ainsi que
E,=03/00 etE,=0/0z.

() En employant les identités (7) avec (9) et (10) on conclut que K =0 et H =—1/2.

4. Soit ¥ € R® une surface de classe C* plongée dans R* et soit (E;, E,, E5) un
repére local adapté défini sur un ouvert U C .

(@) Si wqy, wys, w4 sont les formes associées au repére (E;, E,, E3), montrer que

2
>

K(p) = Ey[ 15, (1) () = Ex[ s, (012)]0) = (18, (01)(0))” = (15, (w01)(0))

pour tout p € U, ou

LE,(wlz)(P) = wlz(P)(Ei(P)),

pouri € {1,2}.
(b) Recalculer la courbure de la sphére unité au moyen de 'expression précédente.

Solution.

(@) On remarque d’abord que les équations de structure du repere (E;, E,, E;) avec (7)
nous disent que

dwiy = w3 A wgy =—KO; AO,. a1

En outre, étand donné une formé différentielle w € Q(X), on a toujours

w =

g, (0)O;. (12)

2
i=1
Sil'on applique l'identité précédente a w = w;,, on trouve alors

2

dwyp, = Z (d(l'Ei(wlz)) A©; + LEi(wlz)dei)

i

2
= Z LEj( (LEi(wIZ)))ej AO; + Z LEi(wlz)wij A ©;
i,j=1 i,j=1

=1
2
2
sJ=1

2
Z Ej[LEi(wlz):Iej N©; + Z vy, (1), (01;)Ok A O;

{ i k=1
= (El[LEz(wlz)] _EZ[LEl(wlz)] + (le(wlz))z + (052(0)12))2)@1 A Oy,

ol l'on a utilisé les équations de structure dans la deuxieme égalité, et (12) dans la
deuxiéme et troisieme égalité. Finalement, (11) nous donne I'identité demandée.
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(b) Dapres les calculs dans I'exo 2, on a w;, = sin(p)dO, E; = (8/30)/cos(p) et
E, =3/ . En conséquence,

tg, (w1,) = tan(yp) et g, (w1,) =0,

et

Ey[tg, (@015)] = Ea[ 1, (012)] = (1, (012))” = (15, (@12))” = cos () —tan*(p) = 1,

comme on voulait démontrer.
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