MAT366

Deuxieme semestre — 2019-2020

Fiche 5: Intégrales curvilignes

1. Donner la longueur de la courbe a : R — R? donnée par

a(t) = (a(z cos(t)— cos(2t)), a(2 sin(t) — sin(2t))),

oua>0.

2. Soient a, b > 0. Calculer la longueur de 'arc de la chainette y = acosh(x/a)
compris entre le sommet (0, a) et le point (b, h), ou h = acosh(b/a).

3. Calculer la longueur de la cardioide décrite en polaires par r = a(1 + cos(6)),
otia>0.

4. Soient A et B deux points de R? tels que la distance entre A et B est a > 0. Sans
perte de généralité on considére que A = (0,0) et B = (a,0). Soit ¢ : [0,1] — R?
une courbe paramétrée du plan de classe C' telle que ¢(0) = A et (1) = B. On
note £ la longueur de la courbe paramétrée par .

(a) Rappeler la formule permettant de calculer £.

(b) Montrer que £ > a. Est-ce étonnant?

(¢) Montrer que £ = a si et seulement s’il existe une fonction x : [0,1] - R
monotone telle que ¢(t) = (x(t),0), pour tout t € [0, 1].

5. On va s'intéresser aux courbes de longueur minimale tracées sur la sphere
$2= {(x,y,z) eR®:x*+y?+2°= 1} CR3

de rayon 1 et de centre O = (0,0,0). On appelle grand cercle de la sphere toute
intersection de la sphére avec un plan passant par O.

Soient A et B deux points de S2. Sans perte de généralité, on considére que
A=1(0,0,1) et B=(sin(3}), 0, cos(y)), avec 0 < 1,y < 7.

On consideére une courbe tracée sur la sphére M : [0,1] — S? donnée par
t — (cos(8(t))sin(y(t)),sin(0(t))sin(p(t)),cos(y(t)) telle que les fonctions O
et v soient de classe C!, 6(0) = 0, y(0) =0, 6(1) = 0 et (1) = ¢,. On a donc
M(0) =Aet M(1) = B. On note { la longueur de la courbe paramétrée précédente.

(a) Montrer que

1
(= J \/(9’(t))2 sin (y(t)) + (y/(t)) dt.
0

(b) En déduire que la longueur de ¢ est plus grande que la longueur de I’arc de
cercle du grand cercle tracé sur la sphére reliant A a B.

(¢) En déduire que pour tous points A, B sur la sphére, le chemin sur la sphére le
plus court reliant A a B est donné par I'arc de cercle reliant A & B d’'un grand
cercle de la sphére.
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