MAT366

Deuxieme semestre — 2019-2020

Fiche 0: Calcul de primitives

Révision sur les fonctions élémentaires

1. La fonction exponentielle. La fonction exponentielle est définie comme la (seule)
fonction f : R — R différentiable qui satisfait que f' = f et £(0) = 1.

(@)

)

(©)

(d)

Soit f comme ci-dessus. Montrer que f(x)f(—x) = 1, pour tout x € R. En
particulier, f(x)# 0 et f(—x) = f(x)™!, pour tout x € R.

Indication : calculer la dérivée de I'application x — f (x)f (—x).

Soit ¢ : R — R une fonction différentiable qui satisfait que g’ = g. Montrer
qu'il existe C € R tel que g(x) = Cf(x), pour tout x € R. En déduire 'unicité
de f.

Indication : considérer la fonction x — g(x)/f (x).

En déduire que f”(x) = f'(x) = f(x) > 0, pour tout x € R. En particulier, f
est strictement croissante et concave.

Montrer que f(x + y) = f(x)f (y), pour tous x, y € R. En déduire que
fnx) = f(x)",

pour tout n € Z.
Indication : considérer la fonction g(x) = f (x + y), avec y fixe.
On définit e = f(1). Noter que e = f(1) > f(0) = 1. On écrira en plus
f(x) =e*. Montrer que la série dans
(o] xn

X — F (EXP)

n=0
converge uniformément sur tout intervalle borné de R et définit par consé-
quent une fonction différentiable exp. Comme exp’ = exp et exp(0) = 1, elle
coincide avec la fonction exponentielle. Cela démontre I'existence. En particu-
lier,

|~

e=i . (E)

n=0 "

=]

Solution. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice.

2. Les fonctions trigonométriques. Les fonctions sinus et cosinus sont définies comme
les (seules) fonctions f, g : R — R différentiables qui satisfont que f' = g, g’ =—f,
f(0) =0 et g(0) =1, respectivement.
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(@)

)

©)

(d)

(e)

Soient f et g comme ci-dessus. Montrer que f(x)? + g(x)* = 1, pour tout
x €R.
Indication : calculer la dérivée de I'application x — f(x)? + g(x)>.

Soient f1,g; : R — R des fonction différentiables qui satisfont que f| = g,
g7 = —f1. Montrer qu'il existe a, b € R tels que

fi=bf —agetg, =af +bg. @)}

En déduire l'unicité de f et de g, que 'on appelle sinus et cosinus, et que 'on
note sin et cos, respectivement.

Indication : montrer que les dérivées des fonctions fg; — fig et ff1 + g&1
valent zéro. Apres, calculer la différence entre le produit de la premiére ex-
pression par f et le produit de la deuxiéme par g.

Montrer que sin(—x) = —sin(x) et cos(—x) = cos(x), pour tout x € R.
Indication : utiliser (1) avec f;(x) = cos(—x) et g;(x) = sin(—x).

Montrer que

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x)sin(y),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) —sin(x)sin(y),

pour tous x,y € R.

Indication : utiliser (1) avec f;(x) =sin(x + y) et g;(x) = cos(x + y), ol y
est fixe.

Montrer que les séries dans

2n+1 n

o0 . X o0 . xz

convergent uniformément sur tout intervalle borné de R et définissent par
conséquent des fonctions différentiables SIN et COS. Elles vérifient les condi-
tions SIN’ = COS, COS’ = —SIN, SIN(0) = 0 et COS(0) = 1, donc elles
coincident avec les fonctions sinus et cosinus, respectivement. Cela démontre
l'existence.

Solution. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice.

3. La d¢finition de 1. On définit 1 € R comme le plus petit nombre positif qui
satisfait que cos(7t/2) = 0. Le but de cet exercice est de démontrer que ce nombre
existe.

(@)

)

Supposons qu’il n’existe aucun x > 0 tel que cos(x/2) = 0. Comme cos(0) =1,
cos(x) > 0, pour tout x € R.,. En déduire que sin (resp., cos) est une fonction
strictement croissante (resp., décroissante) sur R. .

On fixe a > 0. D’apres l'item précédent, 0 < cos(a) < 1. Noter que
0 < cos(2a) = cos?(a) —sin?(a) < cos?(a)

et en particulier cos(2"a) < (cos(a))?', pour tout n € N. En déduire que la suite
(cos(2"a)) ey converge vers O et, en conséquence, (sin(2"a)), ey cOnverge vers
1.
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(¢) Montrer que cos(x) (resp., sin(x)) converge vers O (resp., 1) quand x tend
vers +00. En particulier, il existe b > 0 tel que cos(b) < 1/4 et sin(b) > 1/2.

En déduire que cos(2b) = cos?(b) —sin?(b) < 0, pour trouver un absurde.
Conclure qu’il existe x > 0 tel que cos(x/2) = 0.

(d) Noter que 'ensemble P = {x > 0 : cos(x/2) = 0} est non vide et minoré. On
définit © = inf P. Montrer que & € P.

Solution. La solution suit directement des indications détaillées dans '’exercice.

Primitives basiques

4. Primitives usuelles. Compléter le tableau suivant

fonction f une primitive de f | ensemble de définition

x% aeR\{-1}

1/x

1/(ax +b), aeR\ {0}

1/(a®+x?), a€ R\ {0}

1/va2—x2, aeR\ {0}

e, L eR\ {0}

cos(wx +a), w R\ {0}

sin(wx +a), weR\ {0}

cosh(wx +a), w € R\ {0}

sinh(wx +a), w € R\ {0}

tan(wx +a), w € R\ {0}

tanh(wx +a), w € R\ {0}

Solution.
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fonction f une primitive de f ensemble de définition
x% aeR\{-1} x*/(a+1) R, (R, sia€Zs,,
etR\{0},siae€Z )
1/x In(lx) R\ {0}
1/(ax +b), a R\ {0} In(lax + b|) R\ {-b/a}
1/(a®+x2), a €R\ {0} arctan(x/a)/a R
1/va2—x2, a€R\ {0} arcsin(x/lal) 1—lal,lall
e, L eR\ {0} eM /A R
cos(wx +a), w eR\ {0} sin(fwx +a)/w R
sin(wx +a), w €R\ {0} —cos(wx +a)/w R
cosh(wx +a), w €R\ {0} sinh(wx +a)/w R
sinh(wx + a), w € R\ {0} cosh(wx +a)/w R
tan(wx +a), @ €R\ {0} | —In(|cos(wx +a)|)/w = a2 i
tanh(wx +a), @ €R\ {0} | In(cosh(wx +a))/w R

5. Fractions rationnelles. La méthode est de décomposer la fraction rationnelle en
éléments simples. On est donc ramené a calculer des intégrales de 'un de ces deux

types :

1 ax+b
—— dx, | —="— dx, avecneN*etc>—4d <O0.
f(x—a)" x f(x2+cx+d)" ooaveen ‘

6. Polynémes en sinus et cosinus. La méthode est de linéariser sauf dans le cas de
cos™(x)sin™(x) avec m € N ou n € N impair. Dans ce cas on fait un changement de
variables. Ecrire les formules générales.

Solution. Si m est impair de la forme m = 2m’ + 1 avec m’ € N, alors

J cos™(x)sin"(x)dx = f cos?™ (x) sin™(x) cos(x)dx = J (1 —sinz(x))m/ sin"(x) cos(x)dx

s 4 o m’ N o n+2k+1( )
=2 (% )f sin ™ () cos(x)dx = > 1) (b)) =2
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De facon analogue, si n est impair avecn =2n"+1etn’ €N, on a

f cos™(x)sin"(x)dx = f cos™(x) sinzn/(x) sin(x)dx = f (1 — cosz(x))n/ cos™(x)sin(x)dx

il

S (5) - o (1) 282
k=0

k=0

7. Intégration par parties. Ecrire la formule.

Solution. Si f et g sont deux fonctions définies sur (un intervalle de) R de classe C*, alors

ff(X)g'(X)dx =f(X)g(X)—ff’(X)g(X)dX-

8. Changement de variables.
(a) Ecrire le théoréme.

(b) Ecrire le cas particulier des fractions rationnelles en sinus et cosinus (régles
de C. Bioche).

(c) Donner des primitives de vx2+ 1, de vx2—1 et de v1— x2, en utilisant les
changements de variable x = sinh(u) ou x = cosh(u) ou x =sin(u).

Solution. 1l s’agit des résultats du cours.

Calcul de primitives

Pour chaque exercice suivant on calculera une formule exacte pour les primi-
tives des fonctions données et on donnera leur domaine de définition.

9. Calculer les primitives suivantes :

(a) foxz +4dx, (b) fﬁdx, © fxe_"zdx.

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.
(a) f xVx2+4dx =3+/(x2+4)3/4+ C, avec domaine de définition R.
(b) f +2—dx = y/(x2+ 1) + C, avec domaine de définition R.

YV x2+1

© fxe"‘zdx =—e /2 + C, avec domaine de définition R.

10. Calculer
d xd d d d ‘o
@ [ 5 © [ 55 © [ 35 @ [ 45, © [ @5 0 [
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Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.

(a)
®)
©)
(d)
(e)

"

dx_ _ arctan(x/4)/4 + C, avec domaine de définition R.

x2+16

fij;; = arctan(e*) + C, avec domaine de définition R.
f % = arcsin(x?) + C, avec domaine de définition ] —1,1[.

‘% =—24/1—x + C, avec domaine de définition R_;.

ﬁﬁ = 2arctan(+/x) + C, avec domaine de définition R, (appliquer la substitu-
tion u = 4/x).
f 1/% = arcsin(e*/4) + C, avec domaine de définition R_,4 (appliquer la substi-

tution u = e*).

11. Calculer
() fx” In(x)dx (n€z), (b) fe_x cos?(x)dx, (c) farctan(\/l —x2)dx.

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.

(a)

®)

©

Sin#—1,

fxnln(x)dx _ x™ ((Tl+1)|n(x)_1) e

(n+1)2

avec domaine de définition R., (appliquer une intégration par parties avec u = In(x)
etv =x" ie v=x""/(n+1)).Sin=-1,

[0 7)o
2 B

X

avec domaine de définition R, (appliquer la substitution u = In(x)).
Si I'on utilise cos?(x) = (1 + cos(2x))/2, on trouve que

Je"‘ cos?(x)dx = %(J e *dx + f e cos(2x)dx)
1 —x x(—1+2i)
= Sl e “+Re e dx

_ ?(—1+Re(6(_1+20x ))+C _ ?(_1_ c05(2x)—25in(2x))+c

—1+4+2i 5
e—X
= _E(S + cos(2x) — 2sin(2x)) +C,
avec domaine de définition R.

Si P’on fait une intégration par parties avec u = arctan(v'1—x2) et v/ =1 (i.e. v = x),
on trouve

e Ay | Xdx
Jarctan(\/l—x )dx = xarctan(v'1—x )+f 2—x)/I-x2

Si I'on fait la substitution x = v/2z/v/1 + 222 (i.e. z = x/+/2— 2x2) , la derniére inté-
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grale devient

x2dx 22dz 1 1
J}z—xq¢T2¥7=va (1+ﬁX1+2ﬁ)=¢5Jd4;2+1_2ﬁ+1)
= v/2arctan(z) —arctan(v2z) + C

= v/2arctan (;) —arctan (L) +C
V2 —2x2 V1—x2

Si P’on utilise I'identité tan(arcsin(x)) = x/v'1— x2, alors

arctan(v1— x2 dx:«/ﬁarctan(;)+xarctan 1—x2)—arcsin(x)+C
J (V1—x2) — (V1—x2) (x)

avec domaine de définition ] —1,1[.

12. Soita € C et n € Z. Calculer
dx
(x—a)*

Solution. C’est clair que, si n # 1, alors

dx 1 +C
(x—a)» (A—-n)(x—a)e=D "’

et sin=1, alors

f dx In(Jx —a|)+C,

(x—ay

avec domaine de définition R \ {a}, ou C € R dénote une constante quelconque.

13. En utilisant la décomposition en éléments simples, calculer les primitives sui-
vantes :

3d d d 2d (x—1)dx
@ [55, 0 [ d5p © [ % @ [ 55, © [ gty

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.

(a) Clest clair que

3 2 2
dex —dex— xdx _x__ln(x +1)+C

x2+1 x2+1 2 2

(b) On voit que

dx 1 1 1 1
f—x(lﬂ)z =f(;_m_ g ) =l — Inlx + 1D+ s+,

avec domaine de définition R \ {0,—1}.
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(c) Cestclair que

8x—3
dx 1 dx ~ Zarctan( 23)
4

x2—3x+2 4 (x—§)2+§_ V23

+C,

avec domaine de définition R.
(d) On voit que

x2dx 1 1 1
Jx4—1 :J(2(x2+1)_4(x+1)+4(x—1))dx

= %(ln(|x—1|)—ln(|x + 1|)+23’Cta"(x)) +C

avec domaine de définition R \ {£1}.
(e) On voit que

(x—1)dx _ 1 2 1
u+xpu—zy‘f( 9u+1y+ax+nz+%x—20dx
1

= 6(—% +In(|x — 2|)+In(|x+1|))+C

avec domaine de définition R \ {2}.

14. Calculer (Se-12x ( ) ox? ) )

5x—12)dx 37—11x)dx 2x°—15x+33)dx x—1)dx
(a) f 79— 4x2’ (b) f on - © f 26— @ f GG (© f XTFx+1°
® [ oy

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.

)+,

(a) C’est clair que

dx 1 1 1 1
—_— + dx=—1In
49 —4x2 28 7+2x 7—2x 28

avec domaine de définition R \ {£7/2}.
(b) On voit que

(B7-1lx)dx (s 4 1
(x+1)(x—2)(x—3)_J( x—2+x+1+x—3)dx

=—=5In(Jx—2]) +In(Jx —3|) + 4In(]Jx + 1|) + C,

2x+7
2x—7

avec domaine de définition R \ {—1,2,3}.
(c) Cestclair que

(2x2—15x +33)dx _ 4 25
@+ D(x—5) _f(2+3u—5f'xx+10dx

=2x+ — In(|x 5|)— — In(|x+ 1)+cC,

avec domaine de définition R \ {—1, 5}.
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(d) On voit que
(x—1)dx ( 2x+1 _ 3 )dx
x24+x+1 2(x2+x+1) 2(x2+x+1)

_ ( 2x +1 . 6 )dx
T\ 202+ x+1) (2x+1)2+3

1 2x+1
= —(In(x2+x+1)—21/§arctan( i ))+C,
2 V3

avec domaine de définition R.
(e) Silon fait la substitution y = x + 2, on voit que

J dx :f dx :J dy
(x2 +4x +5)? ((x+2)2 + 1)2 (y2+1)2

1+y? y*dy _ydy
Y gy | LY e
Grrip T ) Grem R | G

La derniere intégrale peut se calculer a partir d’'une intégration par parties avec u = y
etV =—y/(y>+1)? (i.e. v=1/(2(y> + 1))

2
y dy 1 Yy 1 dy 1y
= 3 =2 == 3 === —arctan(y) |.
(y2+1) 2y24+1 2 ) y2+1 2\ y2+1

Finalement, la primitive est

—_l(x—”
(x2+4x+5)2 2\ x2+4x+5

avec domaine de définition R.

+ arctan(x + 2)) +C

15. Calculer
&) f5|n3(x)dx b) f (th',_z(sg))zdx ©) fsnn(x/Z) cos(x/3)dx, (d) f
® f m, avec a,b € R tels que a > |b| > 0.

1+sm2(x) X,

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.
(a) D’apres l'exercice 6, on voit que

f sin®(x)dx = %(cos3(x) —3cos(x))+C

avec domaine de définition R.
(b) Cest clair que

sin(x) 1
X = +C,
(2 + cos(x))2 2+ cos(x)
avec domaine de définition R.
(c) On voit que

o5 (£ () 3o

9/12



MAT366 — Deuxiéme semestre — 2019-2020 Fiche 0

avec domaine de définition R, ou 'on a utilisé I'identité
sin(a)cos(f) = (sin(a— B)+sin(a + /3))/2.

(d) Silon fait la substitution y = tan(x), alors sin*(x) = y2/(1+y?) etdx = dy/(1+y>?).
Cela implique que

1 1 1
dx = dy = — arctan(v2y) +C
J1+sin2(x) J1+2y2 Y= ()

1
= E arctan (\/Etan(x)) +C,

avec domaine de définition ] — /2, t/2[.
(e) Sil'on fait la substitution y = tan(x/2) (.e. cos(x) = (1 — y2)/(1 + y3)), alors
dx=2dy/(1+y?) et

dx = 2dy = 2 arctan( ﬂtan(x/2))+C
a+bcos(x) | (a+b)+(a—b)y? JaZ—b2 Ja+b ’

avec domaine de définition | —m, [ .

16. Pour n € N, calculer
(@) [ cos™(6)d0, (b) [ sin"(6)d6.

Solution. Voir I'exercice 16 de la fiche 1.
17. Pour n € N, on définit la fonction I,, : R — R via

dx
I,(x) =f 1 x2n

telle que I,(0) = 0. Noter que I;(x) = x. Montrer que, pour tout entier n > 2,

b + 2n
(n—1(A+x2)-1  2n

L= — 100,

Solution. Soit n € N*. On voit bien que

_ dx [ 1+ x¥)dx . x2dx _ _ x%dx
IAX}‘J(1+xan_ (1+x2) f(l+xﬂ”_lndx) J(1+xqf

Pour la derniere intégrale on procéde par intégration par parties avec u = Xx et
v =—x/(1+x2)" (i.e. v=1/(2(n—1)(1 + x2)*1)) pour obtenir

_ x?dx x 1 dx
A+x2)r  2(n—1)A+x2)1 2n—2 ) (1+x2)-1"

Cela implique le résultat demandé.
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18. Primitives de fonctions du type f(x, v ax?+ bx + ¢). Par un changement de va-
riables, se ramener a une forme canonique du type f(x,vx2+1), f(x,|x —1]),
f(x,vx2—1) ou f(x,+1—x2), puis effectuer un autre changement de variables
avec les fonctions sinus/cosinus trigonométriques ou hyperboliques.

Calculer

(a)f(1 x)m, (b)f\/x2—3x+2dx,
() f Vx2+4+x+1dx, (d) f vV—x2+x+ 1dx.

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.
(a) La substitution x =2y /(1 + y?) (i.e. y = x/(1 + v/1—x2)) nous dit que

2 Lo 2(VI=x2+1) xX2+1)

f(l—x)s/l—xzzzf (1—y)2=1—y Vi—x2+1— x =

avec domaine de définition ] —1,1[.
(b) La substitution x —3/2 = y /2 nous dit que

JVx2—3x+2dx=f\/y2—1dy=%\/yz—l—%|n(|y+\/y2—1|)+C
= 2X4_3\/x2—3x+ —%In(|2x—3+2\/x2—3x+2|)+c

avec domaine de définition R\ 1,2 .
(c) La substitution x + 1/2 = +/3y/2 nous dit que

f\/x2+x+1dx=J.\/y2+1dy=% y2+1+%|n(|y+\/y2+1|)+C

2x +1 3 2x+1 2
= x2+x+1+—ln( —Vx2+x+1 )+(7
3 73 ‘/_

avec domaine de définition R.
(d) La substitution x —1/2 = +/5y /2 nous dit que

1
Jv—x2+x+1dx:J\/1—y2dy:}E,\/l—yz—aarcsin(y)—i-c
2x — _
== 1\/m—Earcsin(1 2JC)+C,
4 8 V5
avec domaine de définition R\ ] (1 — +/5)/2,(1+ +/5)/2[ .

19. Calculer
ONE= JONE 2

Solution. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.
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(a) On utilise la substitution y = 4/x. Cela nous donne
Jxdx ) y2dx
(=12 7 (212
1 1 1 1
=2 = 4 4 d
f(4(y+1)2 A+ Ay 17 4(y—1)) Y
1 —1 2
=—(In( v= )_ v )+c
2 y+1 e —
1 =
(| E22)-2E) e,
2 Jx+1 x—1
avec domaine de définition R, \ {1}.
(b) On utilise la substitution y = 4/x. Cela nous donne
d 4d 1 2
xvxdx [ _y'dx _, (1 N _ )d y
(x+1)? (y2+1) (2+12 (241
=2y + ( 4 + arctan(y)) —4arctan(y)+C
1+y2
2x +3
= JERTE) 3arctan(v/x)+C,
1+x
ou I'on a utilisé 'exercice 17. Le domaine de définition respectif est R .

20. (a) Montrer qu'une primitive de x — P(x)e®*, ou P € R[X] est un polynéme
et a un réel, est de la forme x — Q(x)e® + C, ou Q € R[X] est un polynéme
et C est une constante.

(b) Montrer qu'une primitive de x — P(x)cos(ax), ot P € R[X] est un polynéme
et a un réel, est de la forme x — Q;(x) cos(ax)+Q,(x)sin(ax)+C, ou Q; et
Q, sont des polynémes dans R[X ] et C est une constante.

Solution.

(@) On procede par récurrence sur le degré de P. Si deg(P) < 0, alors P = c € R et on
pose Q(x) = c/a. On suppose que 'énoncé est vrai pour tout polynéme P de degré
strictement inférieur a d € N*. On va le démontrer pour le cas ou P a degré d. Comme
(Q(x)e™ + C) = (Q'(x) + aQ(x))e™, il suffit de montrer qu’il existe un polynéme
Q € R[X] tel que Q'(x) + aQ(x) = P(x). Soit P = cx? + P, avec ¢ # 0 et P de
degré strictement inférieur 4 d. On pose R = cx?/a. C’est clair que R’ +aR— P est un
polyndme de degré strictement inférieur a d. Par 'hypothése de la récurrence, on sait
qu’il existe un polynoéme T tel que T’ +aT =R’ + aR— P. Alors Q = R— T satisfait la
propriété demandée.

(b) Le méme argument que celui donné pour l'item précédent est aussi valable dans ce

cas.
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