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Documents, téléphones portables, calculatrices, ordinateurs, tablettes interdits.
Une attention particuliére sera portée au soin et a la précision de la rédaction. L’exer-
cice 4 contient des questions de cours.

Exercice 1
Existence et calcul de :

1 k
Jim 2 (1 + )

Il s’agit d’'une somme de Riemann pour la fonction continue f(x) = In(1 + x) sur
I'intervalle [0, 1] attachée & une subdivision réguliére de pas 1/n. Ce pas tend vers 0
quand n tend vers l'infini. Donc la suite considérée converge vers :

/1 In(1+ z)dr = [(x +1)In(1 +2) — 2]§ = 2In(2) — 1.

Exercice 2
Soit @ > 0 un nombre réel. On considére la fonction 27-périodique ¢ qui sur
[—7, +7| coincide avec x — e**.

(1) Montrer que ¢ est continue par morceaux et décrire ses points de discontinuité.
(2) Calculer les coefficients de Fourier ¢,(¢), n € Z.
(3

) En déduire la valeur de

1
S(a) = —.
() ; n? + a?

1) La fonction est manifestement continue sur R\ {(2k + 1)m, k € Z} et présnte
une discontinuité en m + 2k car la limite & gauche y est €™ > 1 tandis que la limite
a droite est e7 " < 1. o

T ox,—inx ela—in)z 4 —1)"(e*T—e™ T n sinh(am
2) Cn(¢) = %ffﬂ'e € dr = %[ a—in ]*77 = ! )271('(a7in) d = (_1) ﬂ(a(fing'
3) La formule de Parseval donne I’absolue convergence et le calcul de la série

double : - - inh(207)
2_ L [Tgp o L [7 gaang, _ sinh(a)

ne”Z - -
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Cela fournit

sinh?(ar) 1 sinh(2a)
—=(28 —-)=—7.
w2 (25(e) + 042) 2ma
Puis : h( 2
1, sinh(2am)m 1
Sla) =5 ——— — )
2 2rasinh®(ar)  «
Exercice 3
(1) Soit = > 0 un réel. Montrer que 'intégrale impropre f0+oo 61:2 dt est absolument
convergente.

(2) Montrer que la fonction F' :]0, +oo[— R définie par
o0 ef:tt
Flz) = / it
. 1+t
est de classe C*.

(3) Montrer que F vérifie F/ — F = —1/x.
(4) Montrer que

lim F(z)=0.

T—00

—+00 du
F(z)=e". —.
(e)=e /x ©

1) Cette integrale a la forme fOJrOO f(t,x)dt avec |f(t,z)] < e . Comme z > 0

f0+°° e~ dt < oo. Donc U'integrale est absolument convergente.

2) La fonction (t,z) — f(t,z) est de classe C'. Fixons 2y > 0. On a pour z >
zo |f(t,2)] < e et |2 f(t,x)| < e *0. Par suite la condition de domination du
théoréme de dérivation sous le signe intégral est satisfaite uniformément en =z > x.
Donc F est de classe C! sur |z + oof.

3) Ce théoréme donne :
+oo —t —xt
F'(z) = / °
o 14t

(5) En déduire que

Donc

+oo 1 —axt +o0
F'(z) — F(z) = / L=ty —/ et = — L.
0 0

141 x
4) Comme lim,_,, f(t,z) = 0 pour tout ¢ > 0, la méme condition de domination
qu’a la question 2 permet d’appliquer le theoreme de convergence dominée et d’obtenir

que F(x) — 0 quand z — oc.

d gz [T° —udu __ ,z [T° _ —udu e
5) e’ o et = et e — et

Donc z +— e*. f;oo e*“%“ est une solution particuliere de ¢y —y = 1/x.

Donc F(x) = Ae® + ¢€”. f;oo e "4 — [y(z) pour un certain A € R.

Mais 0 < e”. f+°° e*"%“ < e“% f;oo e “du =1/x — 0 quand x — 0.

T
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Si A # 0 il n’est pas possible que Fs(z) — 0 quand x — co. Donc A = 0 grace a
la question 4).

Exercice 4
Dans cet exercice, si A C X est une partie de ensemble X = [0, 1], on désigne par
I4 la fonction caractéristique (ou indicatrice) de A. On désigne par A =< INT >
I’algébre de Boole engendrée par les intervalles.

(1) Les affirmations suivantes sont elles vraies ou fausses ?
(a) une réunion finie d’intervalles contenus dans [0, 1] est dans .A.
(b) Les éléments de A sont les réunions finies disjointes d’intervalles contenus
dans [0, 1].
(¢) {55,n € N*} est un élément de A.
(2) Rappeler la définition d’une fonction en escalier sur X relativement a A

(3) Montrer que I4 est une fonction en escalier sur X relativement a A si et seule-
ment si A € A. Indication : On pourra calculer I;'(1).

(4) Soit p : [0,1] — [0, 4o00[ une fonction continue positive. Montrer que la fonction
i A — R définie par :

n(A) = /OIP-]IA

est une mesure booléenne finie. A quelle condition est-ce une mesure de proba-
bilité 7

1) a et b sont vraies, ¢ est fausse.
2) f € EA(X,R) ssiil existe Ay,..., Ay € Aet \,... Ay tels que

N
F=Y Al
i=1

3) Lecas N =1 A; =1donne A € A =1, € E4(X,R).

Un lemme du cours nous dit que si f € E4(X,R) f~1(1) € A. OrI;'(1) = A. Donc
AcA<=l, e SA(X,R).

4) Tout d’abord veérifions que p est bien définie. En effet le produit d’une fonction
en escalier par une fonction continue est continue par morceaux donc pll4 est continue
par morceaux.

Il faut vérifier que p(A) > 0 et u(AU B) = u(A) + u(B) si AN B = (). Le premier
point, résulte de p > 0.

Pour le second cas, observons que si A et B sont disjoints I4,5 = 4 4+ I. Donc,
par linearite de [ :

u(AUB)Z/Olphuszfolp(hﬂlg)Z/OIPHAJr/OIp]IB:u(A)JrM(B)

C’est une probabilité booléenne ssi fol p=1.



