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MENTION MATHÉMATIQUES
L3B : CALCUL INTÉGRAL ET PROBABILITÉS

CORRIGÉ EXAMEN SESSION 1

Notations : Dans tout ce qui suit, si A ⊂ X est une partie d'un ensemble X, on
désigne par IA la fonction caractéristique (ou indicatrice) de A. D'autre part si T est
une variable aléatoire on note E(T ) son espérance mathématique.

Exercice 1
On considère la fonction 2π-périodique φ qui sur [−π,+π] coïncide avec x 7→ x2.

(1) Calculer les coe�cients de Fourier de φ.

(2) En déduire la valeur de

ζ(4) =
+∞∑
n=1

1

n4
.

Solution
(1) La fonction φ est continue 2π-périodique. Son n-ème coe�cient de Fourier est

par dé�nition

cn(φ) =
1

2π

∫ +π

−π
φ(t)e−intdt.

On calcule donc pour n 6= 0 :

cn(φ) =
1

2π

∫ +π

−π
t2e−intdt,

IPP
=

1

2π
[t2
e−int

−in
]+π−π +

2

2πin

∫ +π

−π
te−intdt,

=
1

πin

∫ +π

−π
te−intdt

IPP
=

1

πin
[t
e−int

−in
]+π−π +

1

1πi2n2

∫ +π

−π
e−intdt.

=
1

πin
[t
e−int

−in
]+π−π

=
−2π

πn2
= − 2

n2
.

D'un autre coté c0(φ) = 1
2π

∫ +π

−π t
2dt = 1

2π
[ t

3

3
]+π−π = π2

3
.

(2) L'égalité de Parseval valide pour φ continue par morceaux 2π -péridique est la
relation :
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+∞∑
n=−∞

|cn(φ)|2 =
1

2π

∫ +π

−π
|φ(t)|2dt.

On calcule 1
2π

∫ +π

−π |φ(t)|2dt = 1
2π

∫ +π

−π t
4dt = 1

2π
[ t

5

5
]+π−π = π4

5
.

D'où π4

9
+ 2

∑∞
n=1

4
n2 = π4

5
. Puis 8ζ(4) = 4π4

45
et :

ζ(4) =
π4

90
.

Exercice 2
Soit Z une variable aléatoire gaussienne centrée de variance 1, c'est à dire une

variable aléatoire réelle dont la densité de probabilité est donnée par :

p(x) =
1√
2π
e−

x2

2 .

(1) Montrer que pour tout n ∈ N, E(|Z|n) est �ni.

(2) Établir une relation de récurrence entre E(Zn) et E(Zn+2).

(3) Calculer E(Zm) pour tout m ∈ N.

Indication : on pourra véri�er que
m−1∏
k=0

(2k + 1) =
(2m)!

2mm!
.

Solution
(1) Dire que E(|Z|n) est �ni revient à dire, dans le cas d'une v.a. de densité de

probabilité continue p, que l'intégrale impropre :∫ +∞

−∞
|t|np(t)dt

est absolument convergente ou mëme seulement convergente puisque l'intégrand
est positif.
On a e−t

2/2 = o(e−t) et |t|n = o(et/2) donc |tn|e−t2/2 = o(e−t/2) et l'intégrale
impropre dé�nissant E(|Z|n) est bien convergente.
Donc E(|Z|n) < +∞.

(2) E(Zn+2) = 1√
2π

∫ +∞
−∞ tn+2e−

t2

2 dt.

Integrant par parties :
∫ +∞
−∞ tn+2e−

t2

2 dt = [−tn+1e−
t2

2 ]+∞−∞ + (n+ 1)
∫ +∞
−∞ tne−

t2

2 dt.

Ou encore E(Zn+2) = (n+ 1)E(Zn).
(3) Si n est impair E(Zn) = 0. Si n = 2m est pair, la relation précédente donne :

E(Z2m) = (2m− 1)(2m− 3) . . . 1.E(|Z|0)

=
m−1∏
k=0

(2k + 1)

=
(2m)!

2mm!
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On a utilisé que E(|Z|0) = E(1) = 1 ce qui traduite que la densité p est bien une
densité de probabilités.
La relation suggérée dans l'énoncé se prouve par récurrence sur m ≥ 1. C'est clair

pour m = 1, où la relation suggérée se spéci�e à 1 = 2/2. Pour passer de m a m+ 1
il su�t d'observer que :

(2m+ 2)!

2m+1(m+ 1)!
/

(2m)!

2mm!
=

(2m+ 2)(2m+ 1)

2(m+ 1)
= 2m+ 1.

Exercice 3
Soit n ∈ N∗. On munit Rn de sa norme euclidienne standard

‖(x1, . . . , xn)‖2 =
n∑
i=1

x2i .

On pose Bn(R) = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ R}. On se propose de calculer Vn(R) =
V ol(Bn(R)).

(1) Calculer V1(R) et, en utilisant un changement de coordonnées polaires, V2(R).

(2) Montrer que Vn(R) = Vn(1)Rn.

(3) Soit G ∈ C0([0, 1],R) On considère la fonction

gk =
k−1∑
i=0

G(
i

k
)I{x∈Rn | i

k
<‖x‖≤ i+1

k
}.

Montrer que (gk)k≥1 est une suite de fonctions Riemann-Intégrables qui converge
uniformément sur Bn(1) vers la fonction continue g dé�nie par g(x) = G(‖x‖).

(4) Montrer que ∫
Bn(1)

g = nVn(1)

∫ 1

0

G(u)un−1du.

Indication : on pouura utiliser le théorème des accroissements �nis.

(5) Soit α > 0. Calculer
∫
Bn(R)

‖x‖αdx1 . . . dxn en fonction de Vn(1), n, R, α.

(6) Montrer que

Vn+2(1) = π

∫
Bn(1)

(1− ‖x‖2)dx1 . . . dxn.

(7) En déduire la relation de récurrence Vn+2(1) = 2π
n+2

Vn(1).

(8) Montrer que V2m(1) = πm

m!
et que V2m+1(1) = 22m+1m!

(2m+1)!
πm pour m ∈ N.

Solution
R est bien sûr un réel positif.
(1) B1(R) = [−R,+R] et en dimension 1 volume signi�e longueur. De là V1(R) =

2R.
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V2(R) =

∫
B2(R)

1.dxdy

=

∫ R

0

∫ 2π

0

rdrdθ

=
R2

2
2π

= πR2.

(2) L'homothétiemR de rayon R établit un C1-di�éomorphisme de Bn(1) sur Bn(R)
donc on peut utiliser la formule du changement de variable sous les intégrales mul-
tiples. On a |det(Jac(mR))| = |det(R.In)| = Rn. Donc :

Vn(R) =

∫
Bn(R)

1 =

∫
Bn(1)

|det(Jac(mR))| = Vn(1)Rn.

(3) On sait puisqu'on l'a vu en cours que les boules fermées sont cubables donc
comme les cubables sont stables par di�érence les parties Ei = {x ∈ Rn | i

k
< ‖x‖ ≤

i+1
k
} sont cubables. Donc leur indicatrice est Riemann-intégrable. Donc gk qui est

une combinaison linéaire d'indicatrice de parties Riemann-intégrable est R-intégrable
aussi.
Les parties Ei = {x ∈ Rn | i

k
< ‖x‖ ≤ i+1

k
} forment une partition de Bn(1). Si

x ∈ Bn(1) on note i(x) l'unique entier tel que x ∈ Ei(x). On observe que |g(x) −
gk(x)| ≤ |G(‖x‖)−G( i(x)

k
)|.

La fonction G étant continue sur [0, 1] elle y est uniformément continue et donc
pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que |t− t′| < δ implique |G(t)−G(t′)| < ε.
Si k > 1

δ
on a donc ‖gk − g‖∞ ≤ ε. Par suite (gk)k≥1 converge uniformément vers

g.
(4) Il s'ensuit que

lim
k→∞

∫
Bn(1)

gk =

∫
Bn(1)

g.

Calculons pour i ≤ k − 1 l'intégrale Ii,k,n :=
∫
Bn(1)

I{x∈Rn | i
k
<‖x‖≤ i+1

k
}. On a

I{x∈Rn | i
k
<‖x‖≤ i+1

k
} = IBn( i+1

k
) − IBn( ik ),

donc Ii,k,n =
∫
Bn(1)

IBn( i+1
k

)− IBn( ik ) =
∫
Bn(1)

IBn( i+1
k

)−
∫
Bn(1)

IBn( ik ) = Vn( i+1
k

)−Vn( i
k
).

Avec la question précédente, on trouve

Ii,k,n = Vn(1)((
i+ 1

k
)n − (

i

k
)n).

Par linéarité de l'intégrale, il suit que∫
Bn(1)

gk = Sk = Vn(1).
k−1∑
i=0

G(
i

k
).((

i+ 1

k
)n − (

i

k
)n).

Par le théorème des accroissements �nis (( i+1
k

)n− ( i
k
)n) = n 1

k
(ci)

n−1 avec i
k
< ci <

i+1
k
.
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Donc Sk
nVn(1)

= 1
k

∑k−1
i=0 G( i

k
)cn−1i . Sk

nVn(1)
est presque égal à la somme de Riemann

pour la fonction u 7→ un−1g(u) donnée par S ′k = 1
k

∑k−1
i=0 G(ci)c

n−1
i .

En fait, par uniforme continuité de G pour tout ε > 0 si k > 1
δ
la di�érence est plus

petite que ε 1
k

∑k−1
i=0 c

n−1
i qui est de la forme εTk ou Tk est une somme de Riemann

pour u 7→ un−1. Tk tend vers une limite �nie et est donc bornée en valeur absolue par
M . Par suite si k > 1

δ
on a : | Sk

nVn(1)
− S ′k| ≤Mε donc limk→∞

Sk
nVn(1)

− S ′k = 0.

Or limk→∞ S
′
k =

∫ 1

0
un−1G(u)du. D'où le résultat.

(5) Pour R = 1 on a par la question précédente∫
Bn(1)

‖x‖αdx1 . . . dxn = nVn(1)

∫ 1

0

uα+n−1du =
nVn(1)

n+ α
.

Le changement de variable de (2) donne :
∫
Bn(1)

‖x‖αdx1 . . . dxn = nVn(1)
n+α

Rn+α.

(6) On applique Fubini en utilisant Rn+2 = Rn × R2. Cela donne :

V ol(Bn+2(1)) =

∫
Bn(1)

Aire(Bn+2(1) ∩ x× R2)dx1 . . . dxn

Comme Bn+2(1) ∩ x × R2 est un disque de R2 de rayon
√

1− ‖x‖2, son aire est
π(1− ‖x‖2).
(7) Les questions precedentes donnent : Vn+2(1) = πVn(1)(1− n

n+2
)

(8) Posons am = V2m(1). On a am+1 = 2π
2m+2

am = πam/(m + 1). C'est à dire
am = πm−1a1/m! et V2m(1) = πm

m
.

De même pour V2m+1.
Problème

On considère un espace probabilisé (Ω,F , P ) et une suite (Xn)n≥1 de variables
aléatoires indépendantes et de même loi. On pose Sn = X1+...+Xn

n
.

On suppose qu'il existe k > 0 tel que E(ek|X1|) < +∞ et que X1 est une variable
ayant une densité de probabilité continue.

Première Partie

(1) Montrer que E(esX1) < +∞ pour tout s ∈ [−k, k].

(2) Montrer que s 7→ E(esX1) est de classe C1 sur ]− k, k[ et calculer sa dérivée en
0.

(3) On suppose jusqu'à la �n de cette partie que E(X1) = 0. On �xe 1 > ε > 0 et
s ∈]0, k[. Montrer que :

P ({es(X1+...+Xn) ≥ ensε}) ≤ e−nsεE(esX1)n.

(4) Montrer qu'il existe s ∈]0, k[ tel que e−sεE(esX1) < 1. En déduire qu'il existe
1 > q > 0 tel que :

0 ≤ P ({Sn > ε}) ≤ qn.

(5) En déduire que
+∞∑
n=1

P ({|Sn| > ε}) < +∞.
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Seconde Partie
On considère une suite de membres (An)n≥1 de la tribu F .

(1) On considère pour M ∈ N la variable aléatoire NM =
M∑
n=1

IAn . Montrer que

pour tout ω ∈ Ω, on a :

NM(ω) := Card({1 ≤ i ≤M |ω ∈ Ai}).

(2) Montrer que pour tout L ∈ N∗ on a P (NM ≥ L) ≤ L−1
M∑
n=1

P (An).

(3) Montrer que BL =
⋃
M∈N

{NM ≥ L} ∈ F et que :

ω ∈ BL ⇔ Card({i ∈ N |ω ∈ Ai}) ≥ L.

(4) En déduire que si
+∞∑
n=0

P (An) < +∞ on a lim
L→∞

P (BL) = 0

(5) Montrer qu'il existe Ω′ ∈ F tel que P (Ω′) = 1 et

∀ω ∈ Ω′ Card({i ∈ N |ω ∈ Ai}) < +∞.

(6) Conclure que l'ensemble des ω ∈ Ω tels que lim
n→∞

Sn(ω) = E(X1) est dans F et

que sa probabilité vaut 1 1.

Solution
(I.1) Pour |s| ≤ k on a 0 ≤ esX1 ≤ ek|X1|. Donc 0 ≤ E(esX1) ≤ E(ek|X1|) < +∞.
(I.2) Soit p la densité de probabilité de X1. On a

E(esX1) =

∫ +∞

−∞
estp(t)dt.

On a ∂
∂s
estp(t) = testp(t) donc

| ∂
∂s
estp(t)| ≤ |t|e(k−ε)|t|p(t) ≤ cεe

k|t|p(t)

pour un certain cε > 0 si du moins |s| ≤ k − ε où on a introduit un ε > 0 auxiliaire.
Comme

∫ +∞
−∞ ek|t|p(t)dt = E(ek|X1|) < +∞, nous avons exactement la condition de

domination du thérorme de dérivation sous le signe
∫
des intégrales impropres donné

en cours comme corollaire du théorème de convergence dominée.
Il suit que s 7→

∫ +∞
−∞ estp(t)dt est dérivable sur ]− k + ε, k + ε[ de dérivée :

∂

∂s
E(esX1) =

∫ +∞

−∞
testp(t)dt = E(X1e

sX1)

1. Et non Sn/n comme dans l'énoncé distribué.
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Le théorème de continuité sous le signe
∫
s'applique encore à cause de la condition de

domination |testp(t)| ≤ c′εe
k− ε

2
|t|p(t) pour |s| ≤ k−ε et donc cette dérivée est continue

donc la fonction considérée est bien de classe C1. En particulier posant s = 0 on a :
∂

∂s
E(esX1)|s=0 = E(X1).

(I.3) On rappelle l'inégalité de Bienaymé-Tchebyche� pour la v.a. Y :

∀λ > 0 P ({|Y | ≥ λ}) ≤ λ−1E(|Y |).
On applique ceci avec Y = es(X1+...+Xn) > 0 λ = ensε :

P ({es(X1+...+Xn) ≥ ensε}) ≤ e−nsεE(Y ).

Maintenant E(Y ) = E(esX1 . . . esXn). Les Xi étant indépendants les esXi le sont
aussi. Or si on a n v.a. indépnedantes Y1, . . . , Yn E(Y1 . . . Yn) = E(Y1) . . . E(Yn).
Donc E(Y ) = E(esX1) . . .E(esXn). Mais comme lesXi sont iodentiquement distribuées
∀i E(esXi) = E(esX1). Donc E(Y ) = E(esX1)n.
L'inégalité demandée s'ensuit immédiatement.
(I.4) On observe d'abord que comme s > 0,

Sn > ε↔ es(X1+...+Xn) > ensε}.
Comme P (A) ≤ P (B) si A ⊂ B, P (es(X1+...+Xn) > ensε) ≤ P (es(X1+...+Xn) ≥ ensε).
De là, avec la question précédente, P (Sn > ε) ≤ (e−sεE(esX1))

n pour tout 0 < s <
k.
Comme ∂

∂s
e−sεE(esX1)|s=0 = −ε + ∂

∂s
E(esX1)|s=0

E(X1)=0
= −ε < 0, il suit qu'il existe

k > s0 > 0 tel que e−s0εE(es0X1) = q < e−sεE(esX1)|s=0 = 1 .
Donc il existe 1 > q > 0 tel que :

0 ≤ P ({Sn > ε}) ≤ qn.

(I.5) Avec −Xi on obtient qu'il existe 1 > q− > 0 tel que :

0 ≤ P ({Sn < −ε}) ≤ qn−.

Comme P ({|Sn| > ε}) = P ({Sn < −ε}) + P ({Sn > ε}) il suit que P ({|Sn| > ε})
est borné par la somme de deux suites géométriques de raison < 1 et donc que la
série

∑
P ({|Sn| > ε}) converge absolument. Ce qui est la conclusion recherchée.

(II.1)
On calcule Nm(ω) =

∑M
n=1 IAn(ω) =

∑M
n=1,ω∈An 1 = Card({1 ≤ i ≤M |ω ∈ Ai}).

(II.2) L'inégalité de Bienaymé-Tchebyche� assure que :

P (NM ≥ L) ≤ L−1E(NM).

Mais E(NM) =
M∑
n=1

E(IAn) =
M∑
n=1

P (An). L'inégalité recherchée s'ensuit.

(II.3) Comme les v.a. deé�nies sur (Ω,F) forment un espace vectoriel et que An ∈ F
donc IAn est une v.a. deé�nie sur (Ω,F) Nm est une v.a. deé�nie sur (Ω,F) en par-
ticulier {NM ≥ L} = N−1M ([L,+∞[) ∈ F. BL étant union dénombrable de membres
de la tribu F il suit que BL ∈ F .
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Si ω ∈ BL il existe M > 0 tel que ω ∈ {NM ≥ L} et donc

Card({i ∈ N |ω ∈ Ai}) ≥ Card({1 ≤ i ≤M |ω ∈ Ai}) ≥ L.

Si Card({i ∈ N |ω ∈ Ai}) ≥ L comme on déduit qu'il existe i1 < i2 < . . . < iL
tel que ω ∈ Aij . En particulier Card({1 ≤ i ≤ iL |ω ∈ Ai}) ≥ L. C'est à dire
NiL(ω) ≥ L. Donc ω ∈ {NiL ≥ L} puis ω ∈ BL.

(II.4) Posons S =
+∞∑
n=1

P (An) < +∞. On a P ({NM ≥ L}) ≤ L−1S indépndamment

de M . Il suit que lim
L→∞

P ({NM ≥ L}) ≤ L−1S. Mais comme BL est une union crois-

sante des NM ≥ L on a P (BL) = lim
L→∞

P ({NM ≥ L}) en raison d'un corollaire de

l'additivité dénombrable vu en cours.
Donc B(BL) ≤ L−1S.
En particulier lim

L→∞
P (BL) = 0.

(II.5) E = ∩L>0BL = ∩n∈N∗Bn ∈ F . On E ⊂ BL donc P (E) ≤ P (BL). La question
précédente donne P (E) = 0.
On pose Ω′ = Ec. Alors Ω′ ∈ F et P (Ω′) = 1. Mais par (II.3) ω ∈ E si et seulement

si Card({i ∈ N |ω ∈ Ai}) = +∞.
(II.6) Quitte a changer Xi en Xi − E(X1) on peut supposer E(X1) = 0.
Fixons q ∈ N∗ et posons ε = 1/q > 0. Par (I.5)

∑+∞
n=1 P (|Sn| > 1/q) < +∞.

Il existe alors Ω′q tel que P (Ω′q) = 1 et tel que si ω ∈ Ω′q on a |Sn(ω)| > 1/q pour
seulement un nombre �ni de n ∈ N. En particulier ∃N(ω) > 0 n ≥ N(ω)⇒ |Sn(ω)| ≤
1/q.
On a Ω∗ = ∩q∈N∗Ω′q ∈ F P (Ω∗) = 1. Si ω ∈ Ω∗ on a :

∀q ∈ N∗∃N(ω) > 0 n ≥ N(ω)⇒ |Sn(ω)| ≤ 1/q,

c'est à dire ∃ lim
n→+∞

Sn(ω) = 0.

En remarquant que Ω′ construit au (II.5) est exactement l'ensemble de ω véri�ant
Card({i ∈ N |ω ∈ Ai}) < +∞ on voit aussi que Ω∗ est l'ensemble des ω tels que
Sn(ω) tend vers 0.
Remarque : le résultat (II.5) est appelé lemme de Borel-Cantelli et (II.6) la loi forte

des grands nombres.


