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Algéebre et probabilités

Fiche 0 : Quelques principes de rédaction mathématique

« He who can, does. He who cannot, teaches. » George Bernard Shaw

Ce texte s’inspire fortement d’un texte similaire mis & la disposition des étudiants par
Christophe Champetier mais les vues exprimées ici ne sont pas de sa responsabilité.

Regle 1 : Définir clairement les objets qu’on utilise

Tout caractére (x, t, n, a, f, i, A, F, a, ¢, N ou autre) désignant un objet
mathématique (élément, ensemble, fonction ou autre) doit impérativement
étre présenté et clairement défini avant d’étre utilisé.

Ce principe élémentaire est fondamental pour qu'une phrase, en particulier dans un
raisonnement mathématique, ait un sens.

Par exemple a tout moment d’une rédaction, si on écrit « f(z) > 0 », ou bien « la suite
réelle (a,,) est majorée par C », il faut auparavant avoir dit ce que sont f, x, (ay) et C.
Sinon, au mieux le raisonnement n’est pas clair, au pire il n’a pas de sens, et dans les
deux cas il risque d’étre interprété comme faux.

Autrement dit, on ne parle pas de quelque chose tant qu’on n’a pas dit ce que c’était.
Dans un raisonnement, une variable, notée par exemple z, f, (a,), k ou €, désigne un
ensemble ou un élément d’un ensemble, qui a été lui-méme précédemment défini, par
exemple N, R ou ’ensemble des suites réelles.

Présentation d’un symbole
Un symbole représente un objet souvent présenté par un quantificateur.

Par exemple on écrira « Pour tout z € E, ... » Si la suite du raisonnement est trop
longue, on peut commencer par « Soit x € E [quelconque]. »

Quelques exemples :

« Ve >0, ... » signifie « Pour tout e ¢ R , ... »
« Soit « € R tel que cosz =sinz. »

« Soit = € [0, 7] tel que cosz = sinx. »

Expliquons un point de détail qui va nous permettre de souligner un autre point, crucial
quant a lui.



En toute rigueur, « Soit x € E. » sous-entend que ’ensemble E n’est pas vide alors que
« Pour tout x € E, ... » est correct que E soit vide ou non. Dans la pratique, on accepte
les deux. Par exemple :

« Soit F I'ensembme F = {z € R|2? + 2z +2 = 0}. Soit x € E. Alors (v +1)2+1=0
donc (z + 1) = —1. Or on sait que le carré de tout nombre réel est un nombre réel
positif ou nul. Comme —1 est strictement négatif, c’est absurde donc E = (). »

Exercice : Expliquer pourquoi la phrase « Soit x € FE. » est indispensable dans la
rédaction ci-dessus.

Par conséquent, sauf dans les cas de raisonnement par I’absurde (précisément!), il faut
rappeler ou démontrer que I'ensemble dans lequel on prend la variable n’est pas vide,
sinon le raisonnement est vraisemblablement absurde ou faux.

Exemples de formulation :

« Soit € R. » (sous-entendu x quelconque)

« Soit x un réel vérifiant la propriété P. »

«Vzr € R, cos(z — (7/2)) =sinz. »

« Pour tout x € R, cos((7w/2) — x) =sinz. »

«dxr €R, cosx =sinx. »

«dzr € [0, 7], cosz =sinz. »

«Vz e [0,7], ((cosz =sinz) =z =mr/4). »

« Pour tout x € [0, 7], si cosx = sinz, alors z = 7/4. »
«Ve>0, 3z >0, Fz>1-€>»

Sans les quantificateurs qui introduisent x, ces phrases n’auraient pas de sens. Par
exemple les phrases

«(cosz =sinz) =z =7/4>»

et

« (cosz =sinzx) =z = (n/4) + k7 »

n’ont aucun sens si x et k ne sont pas présentés avant d’étre utilisés.

Une cause fréquente des erreurs de raisonnement rencontrées dans les copies est le non-
respect de ces régles : une variable n’est pas définie (impossible de comprendre dans
quel ensemble elle varie) ou bien ’ensemble dans lequel elle varie change au milieu de
la preuve (par exemple une constante devient soudain une variable quelconque) ou bien
I’ensemble dans lequel elle varie est supposé implicitement non vide sans qu’on ait vérifié
si ¢’était le cas.

Regle 2 : La manipulation des objets mathématiques obéit a des critéeres
précis qui sont imposés par leur définition

Par exemple, un nombre complexe, la somme de deux fonctions réelles, la dérivée d’une
fonction réelle, une suite numérique sont des objets qui sont précisément définis. Ainsi une
fonction (notée par exemple f) est la donnée d’un ensemble de départ, d’'un ensemble
d’arrivée et pour chaque élément (noté par exemple x) de I'ensemble de départ d’un
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unique élément (noté par exemple f(z)) de 'ensemble d’arrivée.

Les objets mathématiques ne sont pas des morceaux de théoremes, ni des théoremes que
I’on imbrique les uns dans les autres pour faire des preuves, mais bien des objets en
eux-mémes qui ont été précisément décrits. Il faut donner un sens a ces objets, a I'aide
d’exemples, de représentations visuelles ou autres. Mais ce sens ne permet pas d’écrire
des preuves rigoureuses, une preuve étant un discours plus ou moins formel obéissant lui
aussi a des regles précises qui sont celles de la logique mathématique.

Regle 3 : Ne pas hésiter a faire des phrases en francais

Il est plus agréable, et souvent plus facile, de lire un raisonnement écrit en francais
qu’avec des symboles logiques.

Par exemple, la phrase mathématique

«dzr € [0,7], cosz =sinx »

ne signifie pas qu’on a fixé x = 7/4, mais seulement qu’il existe un réel dans l'intervalle
[0, 7] dont le cosinus est égal au sinus. La lettre x n’a plus aucun sens au-dela de la
phrase mathématique considérée, ici « 3x € [0, 7], cosz = sinz. »

Si on veut appeler x un tel réel pour la suite du raisonnement, on dirait en frangais :
« Il existe un réel dans 'intervalle [0, 7] dont le cosinus est égal au sinus, soit x un tel
réel » (ou alors soit x un réel dans l'intervalle [0, 7] dont le cosinus est égal au sinus).

On peut dire « Soit & un réel tel que cos z = sin z (un tel z existe). On a alors tanx = 1 ».

L’écriture « pseudo-mathématique » :
dr € R cosz =sinx = tanz =1
n’a aucun sens. On pourrait dire :
(Jz € R, cosz =sinz) = (Jz € R, tanx = 1),

mais c’est tres lourd.

Nota : Le francais littéraire autorise parfois a placer le quantificateur a la fin de la
phrase, par exemple : « cos(z — (7/2)) = sinz pour tout z € R ». Cela peut conduire a
des ambiguités, donc c’est a éviter dans une rédaction mathématique.

Voici un exercice tres instructif si vous n’étes pas au clair sur ces questions.

Exercice : Montrer que pour toute fonction f: R — R, on a :

VeeR, VyeR, Ve>0, In>0, (lz—y|l<n = |f(z)— fly)] <e).

Regle 4 : Utiliser correctement les symboles = et <

Ici, « correctement » signifie en fait qu’on devrait presque toujours se passer de ces deux
symboles et les remplacer par les mots donc, ainsi, ce qui équivaut a, ou autre. En effet



I'utilisation de = et < ne devrait s’inscrire que dans un cadre tres rigoureux de syn-
taxe logique : ces symboles devraient se trouver entre deux propositions tres clairement
délimitées, par exemple placées entre parentheses (voir I’énoncé de I’exercice qui conclut
la Regle 3).

Exemple : La phrase (Vx € E, f(x) = g(z) = f = g) est ambigiie, donc n’a aucun sens
sauf convention, car elle pourrait signifier :

(Ve e B, f(z) =9(z)) = f=y,

ou bien :
Ve € E, (f(z)=yg(x)=f=g9).

Suivant le contexte, ces deux implications peuvent étre vraies ou fausses (en général,
la premiere est vraie et la seconde est fausse), en tout cas leurs significations sont tres
différentes.

Ainsi 'utilisation des symboles = et < dans les copies, en début de ligne et sans aucune
référence a quelle proposition implique quelle proposition, est en général peu claire ou
incorrecte.

Exercice : Etudier la véracité des différentes propositions obtenues en mettant des pa-
rentheses aux différents endroits possibles dans la phrase suivante :

Vz € (0,7, Vn € N*, sin(nz) <1 = z=0.
La syntaxe logique est tres lourde et on lui préferera presque toujours une rédaction en
frangais. Exemples :
Si pour tout z € E on a f(x) = g(x), alors f =g.
Soit x € E. Si f(x) = g(x), alors f = g.
Soit z € [0, 7[. Si pour tout n € N* on a sin (nz) < 3, alors = = 0.
A noter également une nuance entre donc et implique : la phrase mathématique (P = Q)
signifie que si P est vraie, alors @) est vraie, autrement dit, soit P est fausse, soit @) est
vraie, ou encore ((non P) ou Q). Elle ne suppose pas a priori que P est vraie. Dans

un raisonnement on affirmera souvent : P est vraie, donc () est vraie, ce qui n’a pas la
méme signification.

Enfin le symbole < est régulierement utilisé de manieére incorrecte : quand on 1'utilise, il
faut impérativement vérifier (mentalement) les deux implications = et < et les justifier
si elles ne sont pas triviales toutes les deux.

Regle 5 : Essayer d’étre concis

Il faut apprendre, par exemple en travaillant les démonstrations du cours et les exercices
des TD, a distinguer le plus clairement possible les arguments essentiels d’une preuve,
les idées importantes et nouvelles s’il y en a, dans un contexte d’arguments considérés



comme « évidents » (ou triviaux, immédiats, clairs ou autres) par ’enseignant-correcteur.
Pour l'enseignant, dire qu'une affirmation est « évidente » ne signifie pas qu’elle est
« intuitive », mais que sa preuve ne nécessite pas d’idée nouvelle et est souvent une simple
application des définitions, résultant d’une vérification calculatoire ou d’une méthode
classique.

Dans un devoir, surtout en temps limité, il est inutile de recopier un énoncé, un théoreme
de cours ou une définition. C’est purement et simplement une perte de temps car on peut
supposer que le correcteur connait le cours ou ’énoncé de la question !

Cela dit, le niveau de rédaction d’une copie doit se situer au niveau de compréhension
de I'étudiant : il vaut mieux une copie ou tout est démontré en plus de lignes que le
minimum nécessaire, qu’'une copie ou il manque des arguments indispensables. Savoir
rédiger correctement une preuve s’acquiert en travaillant le cours et en maitrisant les
notions acquises précédemment.

La rédaction d’une preuve mathématique consiste seulement a conwvaincre le lecteur
de la justesse du raisonnement amenant a la conclusion. Personne n’écrit de preuve
compléte, c’est-a-dire lisible par un ordinateur a qui on aurait appris les regles de lo-
gique mathématique, et il arrive qu’on puisse convaincre beaucoup de monde avec un
raisonnement faux. Pour ’étudiant, il s’agit de convaincre un correcteur qu’il a compris
un raisonnement, et qu’il pourrait justifier toutes ses affirmations. Cela impose de n’ou-
blier aucun argument. Avec de ’habitude et de I'expérience, on pourra parfois gagner
du temps en donnant certains arguments sans autre justification que celle qu’ils sont
« évidents » a vérifier.

A contrario, tout argument inutile est nuisible ; citer un certain nombre de résultats du
cours qui vous semblent vaguement en rapport avec la question posée mais sans plus,
pour « faire bon poids », est un moyen tres str de persuader le correcteur que vous ne
savez pas de quoi vous parlez.

... Et comme ce texte déroge déja amplement a la Regle 5, on s’arrétera la.
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Fiche 1 : Opérations ensemblistes et dénombrement

« The ultimate goal of mathematics is to eliminate any
need of intelligent thought. » Alfred N. Whitehead

Fonctions et ensembles

1) Soient E et F' deux ensembles, f une application de FE dans F', A une partie de F, B
une partie de F', I un ensemble d’indices, (A;);c; une famille de parties de £ et (B;)
une famille de parties de F. Comparer les ensembles

= (U BZ-) aUsr o (m Bz-) ot (1 (B0,

el el iel iel

i€l

Comparer les ensembles

f(UAZ) et | f(A); f(ﬂAz) et (1) f(A).

el icl el icl

Enfin, comparer les ensembles
FTHF\B) et E\fTH(B);  [(E\A) et F\f(A).

2) Soit E et F' deux ensembles et f une application de F dans F. Montrer que f est
injective si et seulement si f(X NY) = f(X)N f(Y) pour toutes parties X et Y de E.

3) Soient f, g et h trois applications d’un ensemble E dans lui méme.

a) Montrer que le fait que f o g est bijective n’'implique pas que f ou g est bijective.
Préciser si le fait que f o g est bijective implique que f est injective, que f est surjective,
que g est injective ou que g est surjective.

b) Montrer que si f o g et ho f sont bijectives alors f, g et h sont bijectives.

c) Montrer que si F est un ensemble fini, alors f est injective si et seulement si f est
surjective si et seulement si f est bijective. Donner des contrexemples quand F est infini.

4) Soit E un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de bijection de E dans P(F).

Indication : on pourra supposer que f est une bijection de E dans P(E) et
considérer l'ensemble A= {x € E|z ¢ f(z)}.



5) Fonctions indicatrices : soit £ un ensemble et {0,1}¥ I’ensemble des applications de
E dans l'ensemble {0,1}. Pour toute partie A de F, on note désormais 14 € {0,1}F sa
fonction indicatrice, définie pour tout élément z de E par

1 sixeA,
La(z) = { 0 sinon.

Montrer que 'application A +— 14 est une bijection de P(E) sur {0,1}¥.

On identifie désormais chaque fonction 14 de E dans {0,1} a la fonction de
E dans R ou 7Z correspondante.

6) Difference symétrique : si A et B sont deux parties d’un ensemble E, leur différence
symétrique AAB est définie par

AAB = (AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A).

a) Montrer que 14ap = (14 — 15)? = |14 — 15|. En déduire que 14ap = 14 + 1p
modulo 2, et que cette égalité suffit a reconstruire AAB.

b) La différence symétrique est une opération clairement commutative ; montrer qu’elle
est également associative, c’est-a-dire que pour toutes parties A, B et C' de FE,

(AAB)AC = AA(BAC).

¢) On peut donc définir par récurrence sur n > 2 des ensembles
A1AAALLAA, = (A1AAALLAA,_1)AA,,

pour toutes parties Ay, ..., A, de E. Préciser comment on peut interpréter cette partie
de F.

Indication : pour chaque élément x de E, on pourra considérer le cardinal
N, de l’ensemble des indices i € {1,--- ,n} tels que x € A;.

7) Déterminer une bijection de N dans N x N. (On pourra faire un dessin.)

8) Montrer que '’ensemble {0, 1} des suites de 0 et de 1 n’est pas dénombrable. (On
pourra raisonner par ’absurde.)

En déduire que ni I’ensemble des parties de N, ni ’ensemble R des nombres réels ne sont
dénombrables. (On pourra utiliser 'exercice 5.)

9) Comptages On note désormais |A| le cardinal d’un ensemble A.
a) Montrer que si A est une partie d’'un ensemble fini F,

Al =) 1a(x).

zel

b) Si E est un ensemble fini de cardinal n > 1, calculer

> 1AL, > JAuB|, ) |ANnB|

ACE A,BCE ABCE

10



c) Principe d’inclusion-exclusion de Moivre Soient (A4;)1<i<pn des ensembles finis,
parties d’un ensemble E. Démontrer le « principe d’inclusion-exclusion », c’est-a-dire
que 'on a I’égalité

i| — Z(_l)k_lpka ou pg= Z ‘All Nn...N A2k|

k=1 1<i1<..<ip<n

On démontrera ce résultat de deux manieres différentes, par récurrence et en exprimant
la fonction indicatrice du complémentaire en fonction des fonctions caractéristiques des
ensembles.

Montrer la double inégalité suivante :

n

YoIEI- Y IENE;<

i=1 1<i<j<n

n

Ur

=1

n

< Z|Ei|'

=1

Coefficients binomiaux

n
10) a) Montrer la formule du bindéme de Newton : ( + y)" Z ( ) Fynk,

b) Montrer I'identité multinomiale :

n!
n n n
(x1+...+z)" = E — Ty
(AREREN 7S
ni+...+nr=n
n n!
On note pour ny + ...+ n, = n, = —\
ni-- Ny ny!- - n,!

Si A est un ensemble a n éléments, < n " n ) est le nombre de partitions de A en
L-on,

r parties, c’est-a-dire le nombre de r-uplets (A41,...,A,) de parties de A deux a deux
disjointes telles que |A;| = n; (et donc telles que A est la réunion des A;).

Sini+...+n,. =n, montrer que

,
n n—1

avec la convention que ( ) vaut 0 si I'un des n; est strictement négatif.

nl."n'f

11) On note désormais Y X Pensemble des applications de X dans Y. On suppose que
| X|=net|Y]|=

a) Déterminer |Y /.

b) Déterminer le nombre d’applications injectives de X dans Y.
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c) En utilisant le principe d’inclusion-exclusion, montrer que le nombre de surjections
de X dans Y est égal a

m" — <”f> (m—1)" + (?) (m—2)"+ ...+ (1™ (m”z 1).

d) On suppose que X ={1,2,--- ,n}et Y ={1,2,--- p}.

Montrer que ’ensemble des applications croissantes de X dans Y est en bijection avec
I’ensemble des n-uplets (y1,ya,...,y,) d’éléments de Y tels que y1 < yo < -+ < y,, qui
est lui méme en bijection avec ’ensemble des n-uplets (z1,...,2,) de {1,2,...,n+p—1}
tels que 21 < 20 < -+ < zp.

En déduire le nombre d’applications croissantes de X dans Y.

_ - n _ - 2( M — - 1_ K
12) Calculer les sommes s; —I;)k<k>, 82—§k (k;) et S3_};}k+1<k>'

13) Soit E un ensemble de cardinal n. Soit F l’ensemble des applications de P(E) dans
R. Soient ¥ et ¢ les applications de F dans F définies par :

P(NA) =D f(B),  d(gA) =D (-1)"Vly(B).

BCA BCA

Montrer que ¢ et 1 sont des bijections réciproques I'une de l'autre.

Indication : on pourra calculer Z (-1)IBl

BCA
14) Soit n un entier positif et £ un ensemble a n éléments ; calculer le nombre de couples
(A, B) constitués de deux parties A et B de E vérifiant A C B. Généraliser au nombre
de k-uplets (A, ..., Ag) de parties de E tels que Ay C Ay C -+ C Ay.

15) On pose ayp = 1 et, pour tout entier n > 1, on note a,, le nombre de partitions d’un
ensemble a n éléments. Démontrer la relation de récurrence :

n
n
an+1 = Z <k> an-, n =0
k=0

Préciser ce qu’on peut dire du nombre de relations d’équivalence sur un ensemble a n
éléments.

16) Pour tout couple (n,m) d’entiers strictement positifs, on note :

k=1

n
a) En développant la somme Z(k +1)™ par la formule du binéme, trouver une relation

k=0
entre les coefficients S, pour 1 <k <m — 1.
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b) En déduire la valeur de S, 1, Sy 2 et Sp3.

c) Montrer que pour tout m > 1 il existe un polynéme S, a coefficients rationnels tel
que, pour tout entier n > 1, Sy, = Si(n).

Expliquer pourquoi S, est unique, préciser son degré et le coefficient de son terme de

plus haut degré.

d) Donner un équivalent de Sy, ,, quand n tend vers U'infini (m étant fixé). Retrouver ce

n,m
nm-l—l

résultat en interprétant comme une somme de Riemann.

17) Soient m, n et p des entiers naturels tels que p < m + n. Démontrer la formule :
min(n,p)
)2 6"
p k=max(0,p—m) & p—k

a) en évaluant de deux facons le nombre de parties & p éléments de la réunion disjointe
de deux ensembles, I'un a n éléments et 'autre a m éléments;

b) en utilisant la formule du binéme.

n 2
En déduire la valeur de la somme Z <n> .

k
k=0
18) Partitions d’entiers
Soient n et k des entiers naturels. On note G le nombre de n-uplets (1, . ..,x,) d’entiers
naturels tels que x1 + -+ z, = k.

0

0. GL et G2 en fonction de n et G en fonction de k.

b) Démontrer que Gflﬁ = Gk, + GFTL On pourra classer les (n + 1)-uplets tels que

14+ xp+1 = k + 1 suivant que 1 = 0 ou non.

g (ntk—1
et (M),

19) Calculer le coefficient de 1% dans le développement en série entiere de la fraction
R définie par

a) Déterminer G

c) En déduire que

1
(1—2)(1 —22)(1 —25)"

En déduire le nombre de fagons dont on peut constituer la somme de 100 € avec des
pieces de 1 €, 2 € et b €.

R(x) =

13
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Fiche 1 bis : Corrections et commentaires sur la fiche 1

1) La morale de cet exercice est que dans le sens « fonction réciproque », tout fonctionne,
mais qu’il faut se méfier du sens direct.

Par contre, les implications suivantes sont vraies sans condition : si A C A’, alors f(A) C
f(A);etsi BC B, alors f~Y(B) c f~4(B).

On pourra penser aux exemples les plus simples possibles, par exemple la fonction f :
{a,b} — {a,b} telle que f(a) = f(b) = a.

3) L’exemple le plus simple pour le cas ou E est infini : £ =N, f,g : N — N avec
f(n)=n+1letg(n)=n-1"%.

4) La preuve de cet exercice fait partie de celles qu’on ne peut ignorer.

5) Si f € {0,1}¥, considérer f~1({1}).

7) Méme remarque que pour 4).

8) Dans I'identification de [0, 1] et de {0, 1}V, attention & la non unicité pour les nombres
décimaux.

9) La morale de cet exercice est que les questions de cardinaux deviennent souvent beau-
coup plus simples, une fois traduites en termes de sommes et de fonctions indicatrices.

12) La morale de cet exercice est qu’il faut souvent chercher la fonction génératrice
derriére une somme, méme finie.

15) Fixons un élément = de 'ensemble a n + 1 éléments, et soit k + 1 le cardinal de la
partie qui contient =, donc 0 < k < n. Pour spécifier le reste de cette partie, il faut choisir
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k éléments parmi n. Pour spécifier le reste de la partition, il faut choisir une partition
du reste de ’ensemble, qui a n — k éléments. CQFD.

Les relations d’équivalence et les partitions sont en bijection.

16) Pour tout k, (k+ 1) = E <m> k', donc
i
1=0

m
m
Sn+1,m = ©Pn+1,0 + Z ( i > Sn,i-

i=1

Comme Spt1m — Spm = (n+1)™ et Spp10 =n+ 1, il vient

m—1
(n+1)™—(n+1) = ; <Z>S"

Pour tout m, Som = 0. On calcule S, 9 = n. Pour m =2, (n+1)2 — (n + 1) = 25,4
donc Sp1 = %n(n +1). Pourm=3, (n+13%-(n+1) = 3Sn,1 + 3Sp2 donc Sy, 2 =
In(n+1)(2n +1).
Si l'assertion « S, ; = S;(n) pour un polynéme S; » est vraie pour tout ¢ < m — 2, alors
m—2
mSpm—1=(n+1)"—(n+1)— Z (m> S;(n) donc l'assertion est vraie pour m — 1 et
7
i=1

MSp-1(n) = (n+1)™ — (n+1) — mf (T) Si(n).

i=1

Le degré de Sy est 1 et son terme de degré dominant est n. Si le degré de S; est i + 1
pour tout ¢ < m — 2, alors la somme sur ¢ < m — 2 dans le terme de droite de la formule
ci-dessus est de degré au plus m — 1 et le seul terme de degré m provient de (n + 1)™
donc le terme dominant de S,,—1 est n™/m.

Pour tout m fixé, on en déduit que Sy, ~ n™*1/(m + 1) quand n — oco. 1l se trouve
que Spm/n™T! est la somme de Riemann associée a la fonction f : [0,1] — R définie

par x — x', c’est-a-dire
Snm I~ (k
it =5 2 15)

Comme f est continue, ses sommes de Riemann convergent vers son intégrale sur [0, 1],
donc Sy, m/n™ ! converge vers 1/(m + 1).

17) Soient A et B deux ensembles disjoints de cardinaux respectifs n et m, et soit
C := AUB. Le cardinal de C vaut n+m donc il y a (";m) parties de C' avec p éléments.
Pour spécifier une telle partie D, il faut spécifier DN A et DN B. Si le cardinal de DN A
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vaut k, il y a (Z) facons de choisir D N A. Alors le cardinal de DN B vaut p—k etily a

(pr_”k) fagons de choisir D N B. Enfin, on voit que 0 < k < n puisque DN A C A, et que

0<p— k< mpuisque DN B C B, ce qui donne les bornes de la somme.

Une autre fagon de procéder est de chercher le coefficient de a? dans (1 + x)"™™ en
écrivant cette fonction comme

L+ 1+ =Y <7Z>x > (“f‘):nj.

% 7 J

Le terme en zP du produit correspond aux indices ¢ et j tels que i+ j = p, donc j = p—1
et I’égalité des coefficients donne

(") -2 (6"

2

Pour n = m = p, en utilisant le fait que (nﬁz) = (7), on obtient

G- ()" ) -2 ()

1 K
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Fiche 1 ter : Supplément a la fiche 1

20) Arbres sur un ensemble fini

Soit E un ensemble de cardinal supérieur ou égal a 2 et Py(FE) 'ensemble des parties
de E a 2 éléments. Un graphe (non orienté et sans boucles) sur E est une partie G de
Po(E). Les éléments de E sont appelés les sommets du graphe et ceux de G les arétes
du graphe. Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes qui le contiennent. Pour tous
sommets a et b et tout entier naturel k£, un chemin de longueur & joignant a a b est un
(k + 1)-uplet (x;)o<i<k tel que {z;_1,2;} est une aréte pour tout 1 < i < k et tel que
ro=aet xp =0

Un cycle est un chemin fermé, par exemple (a,b,c,a). Un graphe est connexe si deux
sommets sont joints par au moins un chemin. Enfin, un arbre est un graphe connexe
sans cycle.

a) Montrer qu’un arbre possede au moins 2 sommets de degré 1.

b) Soit R la relation sur E définie par : 2Ry si et seulement s’il existe un chemin joignant
x a y. Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.

On note FEy,..., E, les classes d’équivalence de R, et (G1,...,G,) les graphes associés
par restriction.

T
Montrer que les graphes (E;, G;) sont connexes et que |G| = Z |G-
i=1

c) Montrer par récurrence que si G est connexe et sans cycle, alors il possede n — 1
arétes.

d) Montrer que si G est sans cycle et possede n — 1 arétes, alors il est connexe. (On
pourra utiliser les deux questions précédentes).

e) Montrer que si G est connexe et possede n — 1 arétes, alors il est sans cycle. (On
pourra raisonner par l’absurde).

f) Soit T" un arbre sur E = {x1,...,2,}. On note d; le degré de x; dans T.

n
Montrer que Z di =2(n—1).

i=1
g) On note T'(n;dy,...,dy,) le nombre d’arbres sur E = {x1,...,z,} tels que d; est le
degré de x;.
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gl) Si d, = 1, montrer que T'(n;dy,...,d,) = ZT(n —1;dy,...,di—1,...,dy—1), o0
i
la somme porte sur les indices 1 <7 < n — 1 tels que d; > 2.
, _ B n—2
g2) Montrer par récurrence que T'(n;dy,...,d,) = ( di—1.dy—1.....dy—1 > .
g3) Montrer que le nombre T'(n; k) d’arbres sur E tel que d,, = k vaut

T(n; k) = <Z B f) (n—1)nh-L.

g4) En déduire que le nombre total d’arbres sur un ensemble & n éléments vaut n" 2.

21) Soit » > 1 un entier naturel.

a) On dispose de n parentheéses ouvrantes et de n parentheses fermantes. On peut simpli-
fier une suite de parentheses en effacant récursivement toutes les paires « () ». Calculer
le nombre de fagons d’ordonner ces 2n parentheses pour qu’on puisse toutes les effacer.

b) On dispose d’un polygone convexe a n + 2 sommets. Calculer le nombre de facons
de tracer des cordes entre les sommets du polygone de telle sorte qu’elles ne s’inter-
sectent pas a part en leurs extrémités et qu’elles définissent une partition du polygone
en triangles.

Correction de ’exercice 20)

a) Soit (z;)o<ick un chemin injectif, c’est-a-dire tel que i # j entraine z; # xz;, de
longueur maximale parmi tous les chemins injectifs (puisqu’un chemin injectif passe au
plus une fois par chaque sommet, la longueur de tous les chemins injectifs est majorée
par le cardinal de E donc il en existe un ou plusieurs dont la longueur est maximale).
Montrons que le degré de xj vaut 1. Sinon, soit {x,zk4+1} une aréte issue de xzj autre
que l'aréte {x;_1, 21 }. Par maximalité de la longueur du chemin (z;)o<i<k, le chemin
(xi)o<i<k+1 Nest pas injectif donc xyy1 est I'un des sommets x; pour 0 < i < k. Alors
(%j)i<j<k+1 est un cycle du graphe, ce qui est absurde. De méme, le degré de xo vaut
1. Il reste & montrer que g et z; sont bien distincts. Si ce n’est pas le cas, il n’existe
aucun chemin injectif de longueur 2, donc aucune aréte, donc le graphe n’est pas connexe
puisque son cardinal vaut au moins 2.

b) Le chemin (z) de longueur 0 relie x & x, donc la relation est réflexive. Si (z;)o<i<k
relie z a y, alors (zx—;)ogi<k relie y & x, donc la relation est symétrique. Si (z;)o<i<k
relie & y et si (y;)o<ice relie y & z, alors (2;)o<ick+e relie & z si on pose z; = z; pour
tout 0 < ¢ < ket z; = y;_1 pour tout k < i < k+ £. Donc la relation est transitive.

La connexité de chaque G; est directe.

c) D’apres a), il existe un sommet z de degré 1, soit {x,y} l'aréte unique a laquelle il
appartient. Le graphe de sommets E' = E'\ {z} et d’arétes G’ = G \ {{z,y}} est encore

18



un arbre donc (E’, G') vérifie ’hypothese de récurrence. Comme |G| = |G|+ 1 et |E| =
|E'|+1, (E, Q) vérifie aussi ’hypothese de récurrence. Reste a vérifier I'initialisation de
la récurrence. Or, sin =1, E = {z} et G = () donc |E| =1 et |G| = 0 et ¢a marche.
(Si on préfere partir de n = 2, on obtient E = {z,y} et G = {{z,y}} donc |E| = 2 et
|G| =1 et ¢a marche.)

d) Pour chaque composante connexe (E;, G;), la question c) donne |E;| = |G;| + 1.
Comme |E| est la somme des |E;| et |G| est la somme des |G|, il vient |E| = |G| + r.
Par conséquent, r = 1, c’est-a-dire que (E,G) est connexe.

e) Un cycle comporte autant de sommets distincts que d’arétes. Si G comprend un cycle
de longueur k, pour chacun des n — k sommets x hors du cycle, il existe un chemin ¢(x)
issu de z et se terminant sur le cycle, et de longueur minimale. Soit e(z) la premiere
aréte de ce chemin. La minimalité des longueurs des chemins fait que les arétes e(x)
sont distinctes (si e(x) = e(a’), ¢(x) commence par z,x’ puis fait £(x) pas et c(z’) issu
de x’ commence par 2/, x puis fait £(z’) pas; supposons par exemple que ¢(z) < {(2);
alors le chemin issu de z’ obtenu en suivant la fin du chemin ¢(x) ne fait que ¢(x) pas
alors que c(2') est de longueur ¢(z’) +1 > ¢(x); c’est absurde). Donc G contient les k
arétes du cycle et au moins n — k arétes distinctes ¢(x) pour = hors du cycle. En tout,
|G| > k+(n—k)=n.

f) On utilise d; = Z 1(x ~ x;), ou la somme porte sur tous les sommets x de E et ou

x
la notation = ~ y signifie que {z,y} € G. La somme sur i vaut ZZ 1(x ~ x;), que

x (2
I’on peut réécrire

S () = o).

Pour chaque aréte e, il y a exactement deux couples (z,y) tels que {z,y} = e. La somme
considérée vaut donc le double du nombre d’arétes.

gl) Puisque d,, = 1, z,, appartient & une aréte unique, disons {x,, z;}. L’arbre privé de
xy, et de aréte {z,,x;} est de nouveau un arbre, cette fois sur I’ensemble de sommets

E' = E\ {x,} et avec les arétes G' = G\ {{xn, z;}}. La suite des degrés de ses sommets
vaut (dl, e ,di — 1, e ,dn_l), CQFD
g2) Sin=2,d; =dy =1donc T(2;1,1) =1 et le membre de droite vaut (000) =1.

Si le résultat est vrai pour n — 1 avec n > 3 et si d,, = 1, alors,

n—3
T(n’dl”"’dn)_z< di—1,do—1,...,d; —2,...,dp_1 — 1 )

)

Chaque terme de la somme vaut

n—3
d; — 1 ,
( )<d1—1,d2—1,...,di—1,...,dn_1—1)
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donc la somme vaut Z(dl — 1) = n—2, d’apres f). On en déduit le résultat quand

(2
d, = 1. Le cas général s’en déduit, puisque la valeur de T'(n,d1,...,d,) est invariante
par permutation circulaire sur les degrés (d;)1<i<n-
g3) On doit faire la somme de T'(n;dy,...,dp—1,k) sur tous les (d;)i<i<n—1 tels que
n—1

Z d; = 2n — 2 — k. Chaque coeflicient multinomial est le coefficient de
i=1

di—1 dpn—1—1_k—1
Ly Ty Ty

dans le développement de (w7 + 29 + -+ + 2,)" 2. En faisant la somme et en posant
r1=x9 =+ =xy_1 = 1, on obtient le coefficient de xl;i_l dans

(A4+1+-Fz,)" 2 =Mn—14z,)"2

: n—2 n—k—1
soit <k:— 1> (n—1) .

g4) La somme sur k correspond au développement de (1 + 2)"~2 quand z = n — 1,
CQFD.

Correction de ’exercice 21)

a) Une suite de longueur 2n admissible commence par une parentheése ouvrante. La
parenthese fermante correspondante occupe la position 2k avec 1 < k < n. La suite
restreinte aux positions 2 < ¢ < 2k — 1 est de longueur 2k — 2 et doit étre admissible, de
méme la suite restreinte aux positions 2k + 1 < j < 2n est de longueur 2n — 2k et doit
étre admissible. Les correspondances sont bijectives donc on en déduit une relation de
récurrence sur le nombre a,, de fagons admissibles d’ordonner 2n parentheses, a savoir

n
an = § ag—10n—k, N =1,
k=1

avec la convention ag = 1. Introduisons la série formelle A(x) = Z anz"™. Puisque le
n>0

nombre de suites de longueur 2n, admissibles ou non, formées de parenthéses ouvrantes

et fermantes vaut 22, on sait que a, < 4" et que le rayon de convergence de A vaut au

moins %. Pour tout = dans le disque de convergence de A, il vient successivement

Alz) =1+ x A(z)?, A(z) = (1 — V1 —4x)/(22),

puisque I’autre racine du polynéme du second degré est de valuation —1 par rapport a
I'inconnue x (donc le rayon de convergence de A vaut exactement %)

Il reste a utiliser le développement en série entiere de la fonction ¢ +— +/1 — t pour obtenir

0y = <2:>/(n +1).
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Donc a,, est le neme nombre de Catalan.

Voici une autre solution qui consiste a compter des chemins dans le plan et qui repose
sur un principe de symétrie bien connu. Notons xg = 0 et, pour chaque 1 < k < 2n,
x1 le nombre de parenthéses ouvrantes moins le nombre de parentheses fermantes parmi
les k premieres parentheses. Une suite (z)ock<2n est admissible si zg = x9, = 0 et
xr = 0 pour tout k. Associons & une suite (zy)x le chemin du plan k — (k, zx). Une suite
admissible correspond & un chemin du plan reliant (0,0) & (2n,0) en faisant des pas de
(1,£1) et en restant dans le demi-plan supérieur y > 0.

Le nombre total de chemins (sans condition de positivité) vaut (2;:) Tout chemin non
admissible rencontre la droite d’équation y = —1. Apres le premier instant ol ce chemin
rencontre cette droite, remplagons-le par son symétrique par rapport a cette droite. Le
résultat est un chemin du plan reliant (0,0) & (2n,—2) en faisant des pas de (1,£1). Il
vy a (n%’:l) tels chemins. Le nombre de chemins admissibles est donc

0 = (?) - <n2—f1> _ (?) (1—n/(n+1)) = (2:>/(n+ ).

b) ¢; = 1 puisqu’il n’y a qu’une seule décomposition, avec aucune corde, et co = 2
puisqu’il faut choisir une des deux diagonales d’un quadrilatere.

Soit n > 2. On commence par numéroter les sommets de 0 a n + 1, par exemple dans le
sens direct. Si 0 n’appartient a aucune corde, ses deux voisins 1 et n + 1 sont reliés par
une corde. Il reste & choisir une décomposition du polygone de sommets {1,...,n+1}, et
il y en a ¢,—1. Sinon, 0 appartient a au moins une corde. Soit k le plus petit entier tel que
0 et k sont reliés par une corde, donc 2 < k < n. Il reste a choisir deux décompositions :

une décomposition du polygone de sommets {0,k,k+1,...,n+ 1}, etilyen a c,_j11;
et une décomposition du polygone de sommets {0,1, ..., k} sans corde issue de 0, donc
une décomposition du polygone de sommets {1,...,k}, et il y en a ¢x_o . Finalement,

avec la convention ¢y = 1 et en prenant garde aux premiers et aux derniers termes, il
vient, pour tout n > 1,

n n
Cn = Cp—1+ Z Ck—2Cn—k+1 = Z Ck—1Cn—k-
k=2 k=1

On retrouve la méme récurrence qu'au a) avec les mémes conditions initiales, donc
_ (2n

an=(7)/(n+1).

A ma connaissance, le probleme de trouver une preuve bijective du fait que a, = ¢,

pour tout n > 1 est encore ouvert. On appelle « preuve bijective de a, = ¢, » le fait
d’exhiber une bijection entre ’ensemble énuméré par a, et I’ensemble énuméré par c,.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 2 : Probabilités (1) Introduction aux espaces probabilisés

« Le degré d’excitation qu’éprouve un joueur en faisant un pari est
égal au produit du gain par la probabilité de gagner. » Pascal

Introduction

On fait une expérience dont on ne peut pas déterminer le résultat a I’avance, par exemple
on jette une piece de monnaie en 'air et on s’intéresse au c6té sur lequel elle retombe
(« pile » ou « face »). Que peut-on dire de plus du résultat de cette expérience? Si
on ne jette la piece qu'une fois, pas grand’chose. Mais si on la jette un grand nombre
de fois, on constate que la fréquence d’apparition de « pile » se stabilise et, pour de
nombreuses pi¢ces, que cette fréquence devient proche de 50%. On associe alors au
résultat de 'expérience « obtenir pile » la valeur 50%, qu’on appellera la probabilité de
I’événement « obtenir pile ».

Lier la probabilité d'un événement a la fréquence d’apparition de cet événement lors
d’un grand nombre d’expériences résulte d’un théoreme important : la « loi des grands
nombres ». En effet, on montre que si F,, désigne la valeur observée de cette fréquence
apres n lancers et si la piece est « équilibrée » en un certain sens, alors F;, tend vers 50%
avec probabilité 1 quand n tend vers l'infini.

De plus, on peut quantifier ce premier résultat en étudiant les fluctuations de la suite
(Fy)n>1 autour de 50%. Par exemple, on a lancé 1000 fois une piece de monnaie et
on a obtenu 537 piles; est-ce normal ou doit-on en conclure que la piece est biaisée?
Le « théoreme central limite » répond a cette question en montrant que la vitesse de
convergence de la suite aléatoire (F},), vers 50% est en 1/4/n. (Dans exemple, d’apres
le théoreme central limite, la probabilité d’obtenir 537 piles ou plus que 537 piles vaut a
peu pres 0,964%, valeur approchée que 1’on peut comparer avec la vraie valeur 1,046%.)

Le cours commence par définir un espace probabilisé (2, F, P), les probabilités condi-
tionnelles, les variables aléatoires et leurs lois, et la notion d’indépendance. Comme on
I’a vu dans I’exemple précédent, on étudie souvent des phénomenes qui correspondent a
la répétition d’une méme expérience donc on s’interessera ensuite aux suites de variables
aléatoires et on énoncera les deux théoremes limites fondamentaux mentionnés ci-dessus
que sont la loi forte des grands nombres et le théoreme central limite.
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1 Espaces probabilisés

1.1 Définition

Pour définir un espace probabilisé, on a besoin d’un ensemble €2 appelé univers, qui peut
représenter I’ensemble des résultats possibles de ’expérience considérée. Une premiere
solution est de choisir pour €2 un ensemble aussi petit que possible, donc la collection
des résultats possibles de 'expérience.

Quelques exemples.

— Pour le jet d’une piece de monnaie, 2 = {0, 1} convient, ou 0 représente « pile » et 1
représente « face » (ou vice versal).

— Pour le jet de n pieces de monnaie ou n jets d’une seule piece de monnaie : = {0,1}"
convient.

— Pour le lancer d’une fléchette sur une cible : €2 un disque du plan euclidien convient.

— Pour la durée de vie d’'une ampoule électrique : Q = R*.

— Pour battre un jeu de 52 cartes : {0 = Gs9 convient, ou & désigne ’ensemble des
permutations de Uensemble {1,2,... k}.

— Pour compter le nombre de clients dans une file d’attente : = N convient.

— Pour lancer une piéce de monnaie une infinité de fois : Q = {0, 1} convient, donc
2 est ensemble des suites a valeurs dans {0, 1}, c’est-a-dire ’ensemble des suites
(Zn)n>1 ot &y =1 si le tirage numéro n donne pile et x,, = 0 sinon.

Dans ces exemples, les ensembles 2 sont minimaux et on voit bien que tout ensemble

plus « gros » conviendrait aussi. Par exemple, Q = {0,1}" convient pour modéliser le

jet de n pieces de monnaie pour tout n > 1 : il suffit de ne s’intéresser qu’aux n premieres
coordonnées.

Cette remarque suggere une deuxieme solution qui consiste a ne pas se préoccuper de la
forme exacte de € et, par contre, a spécifier ce que ’'observateur peut voir ou non. Pour
cela, on introduit la tribu des événements', souvent notée F, qui correspond & « ce
que 'observateur voit ». Les éléments de F sont donc des parties de €.

Quelles propriétés une telle classe d’événements doit-elle vérifier 7 Si I'observateur peut
voir si A est réalisé, il peut voir si A° I’est. De méme si I'observateur peut voir si A est
réalisé et si B l'est, il peut voir si AU B l’est ou non et si AN B 'est ou non.

Enfin, on exige que si (A, )n>0 est une suite d’événements, alors leur réunion I'est aussi?.

Définition 1.1. Une tribu (ou o-algébre) de E est une partie F de P(2) vérifiant les
trois axtomes sutvants.

1. Q appartient a F.

'Le lecteur attentif aura remarqué que nous utilisons dans ces notes la graphie « événement » et non
pas « événement », qui est pourtant recommandée par le service du Dictionnaire de I’Académie frangaise
dans un rapport controversé datant de 1990. A chacun de décider pour ce qui le concerne.

2Ce dernier point peut faire (et a fait) débat et il existe des versions « finitistes » des axiomes des
probabilités qui ’excluent. Ces versions sortent du cadre du programme et nous n’en parlerons donc pas
du tout.
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2. Si A appartient a F, alors Q\ A appartient a F.
“+o00

3. 81 (An)n>0 est une suite d’éléments de F, alors U A, appartient a F.
n=0

Exemple 1.2. Si Q) est fini, on choisira souvent F = P(2), mais pas toujours. Suppo-
sons par exemple que l’on jette un dé mais qu’on ne nous donne que la parité du résultat.
La tribu associée sera F = {0, pair, impair, Q} et non pas une classe de 2 parties.

La derniere étape de la construction consiste & mesurer chaque élément A de F par sa

« probabilité », notée P(A).

Définition 1.3. Une probabilité sur (Q, F) est une fonction P : F — [0,1] telle que :
1. P(Q) =1

2. Pour toute suite (Ap)n>o0 d’éléments de F deux a deuz disjoints et de réunion A,
+00
=D P(An)
n=0
Le triplet (2, F, P) est appelé un espace probabilisé ou un espace de probabilité.

1.2 Conséquences

Quelques propriétés faciles.

1) P0) =

2) Pour tout événement A, P(Q\ A) =1— P(A);

3) Pour tous événements A et B, si A C B, P(A) < P(B);

4) Pour tous événements A et B, P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);

5) Si (Ap)n>0 est une suite croissante d’événements de réunion A, P(A) est la limite de
la suite croissante (P(A))n>0;

6) Si (Ap)n>0 est une suite décroissante d’événements d’intersection A, P(A) est la limite
de la suite décroissante (P(Ay))n>0-

Preuves 1) 0 et () sont disjoints de réunion §) donc P(0) = 2P(0) d’ou P(0) = 0.
2) A et A sont disjoints et de réunion égale a 2 donc P(2) =1 = P(A) + P(A°).

3) A et B\ A appartiennent a F et sont disjoints, de réunion égale & B. On en déduit
donc que P(B) = P(A) + P(B\ A) dou P(B) > P(A).

4) A et B\ A sont disjoints de réunion égale a4 AUB d’ou P(AUB) = P(A)+P(B\ A). De
plus B\ A et BN A sont disjoints de réunion égale & B d’ou P(B) = P(B\ A)+P(BNA).
On en déduit le résultat.
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5) Soit By, = Ap41 \ Ap. La suite (By,)n>0 est une suite d’éléments de F deux & deux
disjoints et, pour tout n > 0, A,41 est la réunion des By pour 0 < k < n. Donc
n

P(Apt1) = Z P(By,). Cette série est donc convergente et de somme égale a
k=0

+oo +0o0 “+oo
> P(By)=P (U Bk> =P (U Ak> .
k=0 k=0 k=0

On obtient le résultat sur les suites décroissantes par passage au complémentaire.

Exemple 1.4 (Formule de Poincaré). Soit Ay, ..., A, des événements. Montrer que
(U Ak) :Z )kJrl S, avec S = Z P(A;, N...NA;).
k=1 1<i1 < . <ip<n

1.3 Espaces probabilisés finis

On suppose que  est fini avec Q@ = {w1,...,wy}, et que F = P(Q).

Ou bien on suppose que F est finie donc (exercice) engendrée par une partition (A4;)1<i<n
au sens oll
F={A;;1c{1,2,...,n}}, Ar=[]JA.
el
La correspondance entre les deux descriptions est {w;} — A;. On revient désormais a la
premiere description.

n
Pour i dans {1,2,...,n}, on note p; = P({w;}), donc 0 < p; < 1 et Zpi =1.

Réciproquement, a tout n-uplet (pi,...,p,) vérifiant ces conditions, on associe une
unique probabilité P sur (€2, F) donnée par P({w;}) = p; pour tout ¢ dans {1,2,...,n}.
Alors, pour toute partie A de ),
A):Zpi, I={ie[n];w € A}
i€l
Premier exemple : on jette 3 dés équilibrés n fois de suite. Donc Q2 = ({17 2,... ,6}3)n
P({w}) = 1/6%" pour tout w dans Q.

La probabilité d’obtenir au moins une fois 421 vaut 1 — (1 — 1/36)". Quelle est la pro-
babilité d’obtenir au moins une fois 444 ?

Deuxieme exemple : une urne contient 10 boules rouges et 5 boules noires. On tire 4
boules simultanément et on s’intéresse au nombre de boules rouges, donc on pourra
choisir I’ensemble 2 = {0, 1,2,3,4} et w = i si on obtient 7 boules rouges et 4 — i boules
noires.

Par exemple, P({3}) = (‘;’)( N /('2) = 40/91 et la probabilité de tirer au moins une
boule rouge vaut 1 — (( )/( )) = 272/273.
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1.4 Exemples de probabilités
1.4.1 Probabilité uniforme

Pour tout w dans  de cardinal N, on pose P({w}) =1/N.

Alors, P(A) = (card A)/N pour toute partie A (c’est le fameux « nombre de cas favo-
rables sur nombre de cas possibles »). Cette probabilité correspond & la notion de tirage
au hasard. Tous les tirages sont équiprobables. Les calculs de telles probabilités sont
donc des problemes de dénombrement.

1.4.2 Probabilités multinomiales

Soit un ensemble fini U de cardinal N (une urne), et Q@ = U". Cela correspond a
I'expérience de tirer n éléments avec replacement dans U. Le cardinal de € est N"
et on suppose tous les tirages équiprobables.

Fixons Uy C U de cardinal Ny. Pour 0 < k£ < n, on s’intéresse a la probabilité pr qu’un
échantillon de taille n tiré au hasard dans U contienne exactement k éléments de Uj.
Alors,

n _
Pk = <k)pk(1—p)" k, p = No/N.

En effet, pr = (card Ax)/N™ ou Ay, est ’ensemble des w tels que w; appartient a Uy pour
exactement k indices ¢. Pour une partie I donnée, de cardinal k, I’ensemble des w tels

que w; appartient a Uj si et seulement si ¢ appartient a I est de cardinal Néf(N — No)"F,

et ily a (}) parties I de cette sorte, donc card (Ay) = () NJ(IN — No)"~*.

Par définition, on a py + p1 + ...+ p, = 1 donc (po, p1,- - ,pr) définit une probabilité
sur {0,1,...,n} appelée probabilité binomiale de parametre (n,p).

On dit aussi que le nombre d’éléments de Uy suit une loi binomiale de parametre (n, p).

L’extension a plus de deux parties est la suivante : soit U = U; U ... U U, une partition
de U en r parties avec r > 2 et avec card U; = N;. Notons p; = N;/N.

Si ny + ...+ n, = n, la probabilité p(ni,...,n,) qu'un échantillon de taille n tiré au
hasard dans U contienne exactement n; éléments de U; pour chaque 1 <1 < r vaut

— n' 1 Tl
p(nl,...,nr)—mpl e Pp
On parle alors de probabilité multinomiale de parametre (n, (p1,...,pr)).

1.4.3 Probabilités hypergéométriques

On considere les ensembles précédents et I'expérience consistant a tirer n éléments dans
U sans replacement, donc 0 < n < N. On suppose tous les tirages équiprobables.
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Soit Q = P,,(U) lensemble des parties & n éléments de U. Le cardinal de ) est (]T\L] )

Soit 0 < k < n un entier tel que k < Ng et n — k < N — Ny. La probabilité p, qu’une
sous-population de taille n de U contienne exactement k éléments de Uy vaut

_ (No\ (N - No / N
Pe= 1k n—k nj)
En effet pr = card Ay/ (]X ) ou Ay est ensemble des éléments w de Q (donc w est une
partie de U) tels que card (wNUp) = k. De tels w s’écrivent comme w = wp Uw; avec wp
dans Py (Up) et wy dans P, (U \ Up).
Ceci définit une probabilité sur {0,1,...,n} appelée probabilité hypergéométrique de
parametre (n, N, Ny).

"\ /No\ (N — N,
On retrouve la formule (]T\L[) = kz_% < k0> < - k0>’ ou par convention (Z) =0sik>n
ou k < 0.

Remarque 1.5. Si N est grand, les deux tirages ne différent pas beaucoup. En effet, si
N — oo et No/N — p avec p €]0, 1], alors px, — (Z)pk(l —p)" k. En effet,

M_ (”)NO"‘(NO—k—l—l)(N—NO)...(N_NO_n+k+1)
™M \k NN—-1) (N—n+1) :

donc

() (00 N (Z) Néf(N;mNo)”—’f . <Z>pk(1 —p)nk,

2 Probabilités conditionnelles et indépendance de deux
événements

La notion de probabilité conditionnelle apparait lorsqu’on connait un résultat partiel de
I’expérience.

Par exemple, supposons qu’une usine construise des objets de types A et B, et que ces
objets peuvent ou non étre de bonne qualité, propriété qu’on notera Q).

L’expérience nous permet de connaitre P(A N Q), estimé par Nang/N ou N¢ est le
nombre d’objets partageant la propriété C' parmi N produits.

On se restreint maintenant & la sous-population des objets de type A et on se demande
quelle est la probabilité qu’un objet tiré au hasard dans cette sous-population soit de
bonne qualité.

On va donc estimer ceci par Nang/Na. Or Nang/Na = (Nang/N)/(Na/N).

On a besoin d’une nouvelle notation pour indiquer qu’on se restreint a cette sous popu-
lation et on notera P(Q|A), la probabilité de Q sachant A.
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On a donc P(Q|A) = Nang/Na ~ P(QN A)/P(A).

Définition 2.1. Soit A un événement de probabilité P(A) non nulle. On définit une
application P( |A) : F — [0, 1] par

P(B|A) = P(BNA)/P(A).
La quantité P(B|A) est la probabilité conditionnelle de B sachant A.
Remarque 2.2. La relation précédente entraine
P(BNA)=P(A)P(B|A).
Par récurrence, on en déduit :
Proposition 2.3 (Probabilités conditionnelles en cascade).
P(AiNn...NAy,) = P(A1)P(Az]A1)P(A3|A1NAg) - P(Ap]A1 NN A1),

a condition de donner au second membre la valeur zéro dés que l'un de ses termes est nul
(méme si certaines des probabilités conditionnelles y figurant ne sont alors pas définies).

Dans certains problemes ou apparaissent les probabilités conditionnelles, on peut utiliser
des arbres. Par exemple, supposons qu’on associe a un individu choisi au hasard dans
une population un « comportement » (Xi,...,X,), dont la longueur n peut dépendre

de l'individu. On consideérera alors ’arbre représenté ici.
111

On a noté p,, |z,..s;,, la probabilité du comportement (x1,...,z)) sachant qu’'on a le
comportement (x1,...,Tk_1).

Considérons par exemple la situation suivante : une maladie atteint 3% d’une population.
Un test de dépistage donne les résultats suivants : chez les malades, 95% des tests sont
positifs ; chez les non-malades, 99% des tests sont négatifs.

On représentera ces données dans ’arbre suivant :
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Les probabilités conditionnelles sont souvent utilisées pour étudier des phénomenes
évoluant au cours du temps, par exemple des suites de lancers de pile ou face ou de
tirages dans une urne.

Pour un exemple typique, supposons qu’une urne U contient N éléments et que 'on
tire r éléments les uns apres les autres de la facon suivante : quels que soient les k
premiers éléments tirés, au tirage numéro k + 1, chacun des N — k éléments restants a
une probabilité 1/(N — k) d’étre choisi.

Soit 2 I'ensemble des r-uplets d’éléments distincts de U et notons X; I’application don-
nant le résultat du tirage numéro i. Fixons un élément a = (a1, aq, ..., a,) de Q et, pour
1 <k < r,soit Ag ’événement « on a tiré ’élément ay au tirage numéro k ». Alors,

P({a})=P(A1NAsN...NA,),

donc
P({a}) = P(Al)P(A2|A1) cee P(AT|A1 NAsN...N AT,I),

donc
P({a}) = /(NN — 1)+ (N —r +1)),

c’est-a-dire que P est la probabilité uniforme sur {2 comme on pouvait s’en douter.

On peut calculer la probabilité de tirer k éléments dans Uy C U de la méme facon, et
on retrouve les probabilités hypergéométriques.

Proposition 2.4. Soit A un événement de probabilité P(A) non nulle.
Alors P( |A): F — [0,1], B — P(B|A), est une probabilité sur (2, F).
La démonstration découle immédiatement de la définition.

Proposition 2.5 (Formule des probabilités totales). Soit (2, F, P) un espace de
probabilité et (A;)icr une partition dénombrable de Q en événements de probabilités P(A;)
strictement positives pour tout i € 1. Alors, pour tout événement A,

P(A) = P(A|A)P(4)).
el

Preuve : La famille (AN A4;);cr est une partition de A, donc,

P(A) = ZP(A NA;) = ZP(A’Az’)P(Ai)'

icl iel
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Proposition 2.6 (Formule de Bayes). Sous les hypothéses de la proposition précé-
dente, pour tout événement A de probabilité P(A) non nulle et pour tout i,

P(AJA;)P(A;)
P(A;|A) = )
A > P(A|A;)P(Ay)

jeI

Preuve : 1l suffit d’écrire P(4;|A) = % et d’utiliser la formule des probabi-
lités totales.

Supposons a présent que les événements A et B sont tels que la réalisation de A n’induise
rien sur la réalisation de B. Alors, P(B|A) = P(B) donc P(BN A) = P(A)P(B).

Définition 2.7. Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si
P(BNA)=P(A)P(B).

Remarque 2.8. Attention La notion d’indépendance dépend de la probabilité P!

Exemple : on dispose de deux pieces de monnaie, I’'une équilibrée et ’autre équilibrée

ou non. On choisit une des deux pieces au hasard de maniere uniforme puis on la lance

deux fois. On peut donc toujours utiliser comme espace de probabilité © = {pile, face}>
et F = P(2) mais la probabilité P dépend du biais éventuel de la deuxieme piece.

Soit A I’événement « le premier jet donne face » et B I'’événement « le deuxieme jet
donne face ». Montrer que A et B sont indépendants si et seulement si la deuxieéme piece
est équilibrée.

Proposition 2.9. Soient A et B deux événements. Soient A et B les tribus engendrées
respectivement par A et B, c’est a dire A = {0, A, A°,Q} et B = {0, B, B¢,Q}. Alors
A et B sont indépendants si et seulement si pour tout C € A et pour tout D € B,
P(CnND)=P(C)P(D).

Preuve : Par exemple, P(A N B¢) vaut
P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).
3 Indépendance d’événements

On veut généraliser la notion d’indépendance & un nombre quelconque d’événements.

Définition 3.1. Les événements (A;j)i1<i<n Sont indépendants si et seulement si pour
tout I C {1,2,...,n}, on a

P (ﬂ Ai> =[] P

iel icl
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Rappelons que par convention, un produit sur un ensemble vide d’indices vaut 1 (de
méme qu'une somme sur un ensemble vide d’indices vaut 0), donc on peut choisir I = ()
dans la définition précédente.

Proposition 3.2. Considérons les propriétés suivantes :
(i) Les événements (A;)i1<i<n sont indépendants.

(ii) Pour toute famille (B;)1<i<n telle que B; € {A;, A},

Pl () B| =[] PB.

1<ign 1<isn

(iii) Pour toute famille (B;)1<i<n telle que B; € {0, A;, AS,Q},

rpl (M B| =[] PB.

1<isn 1<i<n

Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont équivalentes.

Preuve Tout d’abord, (iii) implique (i) et (ii) car (i) revient & se restreindre aux
B; € {A;,Q} et (ii) revient a se restreindre aux B; € {4;, AS}. Ensuite (ii) implique
(iii) : si on utilise une fois () dans (iii), ¢a marche; sinon, (iii) s’obtient en sommant 2°
égalités (ii), ou a désigne le nombre de fois ou (iii) utilise §2. Reste & montrer que (i)
implique (iii).

Supposons que (i) est vraie et (iii) fausse. Pour chaque famille B = (B;)1<i<n qui infirme
(iii), notons n(B) le nombre de fois ou B utilise A et non pas A4; ou £ (puisque dés qu’on
utilise @), ca marche). Le cas n(B) = 0 est impossible car (i) est vraie, donc n(B) > 1.
Supposons que la famille B est telle que n(B) est minimal et soit ¢ un indice tel que
B; = A¢. Alors la famille B’ obtenue en remplacant A§ par A; dans la famille B est telle
que n(B’) = n(B) — 1 < n(B) donc B’ vérifie (iii). En sommant le fait que (iii) pour
B est fausse et le fait que (iii) pour B’ est vraie, on obtient que (iii) est fausse pour la
famille B” obtenue & partir de B en remplacant A§ par 2. Comme n(B") = n(B) — 1,
c’est absurde.

Remarque 3.3. Attention Le fait que les événements (A;)icr sont indépendants en-
traine qu’ils sont indépendants deux a deur mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.4. On lance une piéce deux fois de suite. Soit A I’événement « obtenir
un face au premier jet », B ['événement « obtenir un face au deuxiéeme jet », et C
I’événement « obtenir deux résultats différents ».

Alors P(A) = P(B) = P(C) = % et P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) = 1, donc A,
B, C sont indépendants deuz o deuxr. Mais AN BNC =0 donc PLANBNC) =0 #
P(A)P(B)P(C) = £ donc (A, B,C) n'est pas une famille indépendante.

Question : Pour tout n > 2, trouver n événements non indépendants tels que toute
collection de n — 1 événements parmi ces n est indépendante.
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4 Exercices

Espaces de probabilité

Exercice 4.1 (Premier probléme du chevalier de Méré). Quel est le plus pro-
bable : jouant avec un dé, obtenir au moins une fois 6 en 4 coups, ou bien jouant avec
deux dés, obtenir au moins une fois un double 6 en 24 coups?

Exercice 4.2 (Second probléme du chevalier de Méré). Le chevalier de Méré avait
posé a Pascal le probleme suivant : deux joueurs jouent a un jeu de hasard en plusieurs
parties; celui qui, le premier, a gagné trois parties emporte la totalité de ’enjeu. Si les
joueurs doivent arréter le jeu alors qu’il ne manque au premier joueur, pour ’emporter,
qu’'une partie, et au second que deux parties, comment doit-on répartir équitablement
I’enjeu ?

Exercice 4.3 (Probléme des anniversaires). Quelle est la probabilité pour que n
personnes prises au hasard aient toutes des jours d’anniversaire différents ?

On supposera que tous les jours de naissance sont équiprobables et on ne tiendra pas
compte des années bissextiles.

Déterminer la plus petite valeur de n telle que cette probabilité soit inférieure & 50%.
Exercice 4.4 (Formule de Poincaré ; probleme des rencontres). a) Montrer que

si Ay, ..., A, sont n événements d’'un méme espace probabilisé et si A désigne la réunion
de ces n événements, on a :

n

P(A) = Z(_l)k+18k> Sk Z P(A'Ll ﬂAiQ ﬂﬁAlk)

k=1 11<12<...<lk

b) On tire sans remise n boules numérotées de 1 & n. Déterminer la probabilité p, pour
qu’il existe un entier k tel que la boule portant le numéro k soit tirée au tirage numéro
k.

c¢) Déterminer la limite de p, quand n tend vers 'infini.
Exercice 4.5 (Bridge). Calculer la probabilité qu’au bridge, chaque joueur ait un as.

Exercice 4.6 (Balles et paniers). On a r balles et n paniers numérotés de 1 a n.
On répondra aux questions dans les deux cas suivants :

(a) Les r balles sont discernables (par exemple parce qu’elles sont de couleurs différentes).
(b) Les r balles sont indiscernables.

Question 1 : Quel est le nombre de répartitions possibles (un panier peut contenir plu-
sieurs balles) ?

Question 2 : Quelle est la probabilité pr qu'un panier donné contienne exactement k
balles. Etudier la monotonie de la suite (px)o<k<r-
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Question 3 : On suppose que n et r tendent vers l'infini et que r/n tend vers A\. Montrer
que chaque terme p; admet une limite et calculer celle-ci.

Exercice 4.7 (Probleme du scrutin). Lors d’un vote opposant deux candidats A et
B, A obtient a voix et B obtient b voix. On suppose que a < b. Quelle est la probabilité
pour qu’au cours du dépouillement, B ait toujours été strictement en téte ?

On pourra représenter le dépouillement par un chemin du plan constitué de segments
horizontaux ou verticaux de longueur 1 joignant I’origine au point de coordonnées (a, b)
et compter le nombre de chemins situés au dessus de la diagonale.

Exercice 4.8 (Milieu). Soit S I’ensemble des points de 'espace dont les coordonnées
x, y et z sont entieres et vérifient 0 <z < 2,0 <y <3 et 0 < z < 4. Deux points sont
choisis au hasard dans S, c’est & dire uniformément dans Ps(.S). Quelle est la probabilité
que le milieu du segment qu’ils déterminent appartiennent a S 7

Exercice 4.9 (Table). On dispose n > 3 personnes autour d’une table ronde. Trois
personnes distinctes sont choisies au hasard. Calculer la probabilité de 'événement « au
moins deux parmi les trois étaient assises I'une a coté de 'autre. »

Exercice 4.10 (Journal). Un responsable de jeux dispose de trois enveloppes de cou-
leurs différentes. Il met de 'argent dans 'une, et du papier journal dans les deux autres.
Il fait entrer un joueur et lui fait choisir une enveloppe qu’il garde fermée. Parmi les
deux enveloppes restantes, il y en a toujours au moins une qui contient du papier jour-
nal. Le responsable ouvre alors une de ces deux enveloppes dont il sait qu’elle contient
du papier journal, et propose au joueur de changer I’enveloppe qu’il a en main contre
celle qui reste. Le joueur a t-il intérét a changer ?

Probabilités conditionnelles et indépendance

Exercice 4.11 (Ecrous). Dans une usine d’écrous, trois machines A, B et C produisent
respectivement 25%, 35% et 40% du total de la production. Elles produisent respecti-
vement 5%, 4% et 2% de pieces défectueuses. Un écrou est tiré au hasard et s’avere
défectueux. Quelle est la probabilité qu’il ait été produit par la machine A? B? ou C?

Exercice 4.12 (Sexe). M. Dupont a deux enfants dont une fille, quelle est la probabilité
que 'autre soit un garcon ? M. Durand a deux enfants dont le plus jeune est une fille,
quelle est la probabilité pour que I'autre soit un garcon ?

Exercice 4.13 (Le rouge et le noir). Une urne contient n boules noires et n boules
rouges. On tire deux par deux sans remise, toutes les boules de 'urne. Quelle est la
probabilité d’obtenir & chaque tirage deux boules de couleurs différentes ?

Exercice 4.14 (Urnes). On dispose de N + 1 urnes numérotées de 0 a N. L’urne
numéro k contient k boules rouges et N — k boules noires. On tire une des urnes avec
équiprobabilité, puis on procede avec cette urne a une série de n tirages avec remise.

a) Calculer la probabilité d’avoir choisi 'urne numéro 1 sachant qu’on a tiré n boules
rouges.
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b) Calculer la probabilité de tirer n boules rouges.

c¢) Calculer la probabilité de tirer une boule rouge au tirage n 4+ 1 sachant qu’on a déja
tiré n boules rouges.

d) Déterminer les limites des probabilités précédentes quand N — +o0.

Exercice 4.15 (Un peu d’arithmétique). Pour tout entier n > 2 fixé, soit P, la
probabilité uniforme sur I’ensemble {1,2,...,n}. Pour tout diviseur m de n désignons
par A, le sous-ensemble de {1,2,...,n} formé des multiples de m.

Montrer que P(A,,) = 1/m.

Montrer que les A, ou p parcourt les diviseurs premiers de n, sont des événements
indépendants dans ’espace probabilisé ({1,2,...,n}, P,). En déduire que ’ensemble des

1
entiers de {1,2,...,n} premiers avec n a une probabilité H 1 — — | ou p parcourt I'en-

p
semble des diviseurs premiers de n et en déduire le cardinal de cet ensemble. Retrouver

ainsi une formule d’Euler.

Exercice 4.16 (Un peu de génétique). Les génes (unités d’hérédité) se présentent
dans les cas les plus simples en paires et sous deux formes, appelées alleles, et notées A
et a. Chaque individu possede un des trois génotypes AA, aa (qui sont homozygotes) et
Aa (qui est hétérozygote).

Chaque individu regoit au hasard un gene de chacun des génotypes de ses parents, chacun

des genes de ces génotypes ayant la probabilité % de passer a l'enfant. Par exemple,

deux parents Aa donneront & leur enfant le génotype AA avec probabilité i, Aa avec

probabilité % et aa avec probabilité %.

Les génotypes des parents de la génération 0 sont supposés indépendants. La probabilité
qu’un parent de la génération 0 ait AA (respectivement Aa, respectivement aa) comme
génotype est notée u (resp. 2v, resp. w), donc u + 2v + w = 1 et (u, 2v,w) est appelé la
fréquence des génotypes.

On note p =u 4+ v et ¢ = v + w la fréquence des alleles A et a.

a) Montrer qu'un individu de la premieére génération appartient a l'un des génotypes
AA, Aa, aa avec les probabilités respectives u; = p?, 2v; = 2pgq et w1 = ¢>. En conclure
que passé la premiere génération, la loi de probabilité u, v, w des génotypes des individus
d’une population doit vérifier sous les hypotheses précédentes la relation de Hardy-
Weinberg : v? = uw. Montrer que dans ce cas, u = p?, 2v = 2pq et w = ¢>.

b) On considere dans les questions suivantes que u = p?, 2v = 2pq et w = ¢>.

Calculer la probabilité que le génotype d’un individu de la premiére génération soit Aa
sachant que son frere a le méme génotype.

c) Calculer pour i et j dans G = {AA, Aa, aa}, la probabilité p; ; que le génotype d'un
enfant soit j sachant que le génotype de son pére est i. On note P la matrice associée,
indexée par G x G.
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d) Montrer que la probabilité que le génotype d’un individu de la seconde génération
soit j sachant que le génotype de son grand-pere paternel est i est donnée par

2
pg,j) = Zpi,kpk,j
keg

Plus généralement, montrer que la probabilité que le génotype d’un individu de la
génération n soit j sachant que le génotype de son ancétre masculin de la génération 0
était i est donnée par le coeficient (7, j) de la matrice P™. Calculer P™.

Exercice 4.17 (Urne de Pélya). Soient a > 0,b > 0 et ¢ > 0 des entiers avec a+b > 1.
Une urne contient a boules noires et b boules rouges. Si on tire une boule, on remet dans
I'urne ¢ boules de la couleur de la boule tirée. (Le cas du tirage avec remise simple est
donnée par ¢ = 1 et celui du tirage sans remise par ¢ = 0).

a) Calculer la probabilité qu’au deuxiéme tirage, on tire une boule noire.
b) Calculer la probabilité qu’au troisieme tirage, on tire une boule noire.

c¢) On note X; la variable aléatoire valant 1 si on tire une boule noire au tirage numéro
1 et 0 sinon. Que représente la variable aléatoire S; = X1 +--- + X;?

En utilisant la formule des probabilités totales montrer que
P(Xis1 = 1) = (EIS] +a)/(a + b+ ).
En déduire P(X; = 1).

Exercice 4.18 (Trois). Anne, Barbara et Cléo jouent une suite de parties en suivant la
regle suivante : chaque partie oppose deux joueuses et la perdante de la partie s’efface a la
fin de la partie pour laisser la place aux deux autres joueuses. Les parties sont supposées
indépendantes et chaque joueuse a la méme probabilité a chaque fois de gagner. Le jeu
s’arréte des qu’une joueuse a gagné deux parties consécutives ; cette joueuse est alors la
gagnante du jeu.

Déterminer la probabilité de chacune des trois joueuses de gagner si Anne et Barbara
jouent la premiere partie. Pour tout entier n, calculer la probabilité que le jeu s’arréte
au bout de n parties exactement.

Exercice 4.19 (QCM). Dans un QCM, il y a m réponses possibles. Un candidat a une
probabilité p de connaitre la réponse a une question prise au hasard parmi un ensemble
fini de questions.

Sachant que le candidat a répondu juste a la question, quelle est la probabilité qu’il
connaisse effectivement la réponse? On suppose qu'un candidat qui ne connait pas la
réponse, répond au hasard et donc que les m réponses sont équiprobables.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 3 : Probabilités (2) Variables aléatoires discréetes

« Il est souvent assez difficile de faire des prédictions, surtout en ce
qui concerne le futur. » Apocryphe, parfois attribué a Niels Bohr

On convient que « dénombrable » signifie « fini » ou « dénombrable infini. »

La premiere partie du chapitre est consacrée a des rappels, sans doute en partie in-
digestes, sur ce qu’il est licite et illicite de faire avec des sommes infinies; rien de
spécifiquement probabiliste donc, mais des résultats & connaitre en particulier pour faire
des probabilités. On introduit ensuite les variables aléatoires, leur loi, leurs moments et
la propriété d’indépendance, le tout dans le cas discret.

1 Familles sommables

On rappelle que toute partie A de R non vide et majorée admet une borne supérieure,
notée sup A; c’est le plus petit des majorants de A. Si A n’est pas majorée, on note
sup A = 4o0.

On se donne un ensemble dénombrable [ et une famille (x;);c; de nombres réels positifs.

Définition 1.1. Soit A C RT l’ensemble des sommes finies ZCEZ avec J partie finie de
ieJ
1. On pose le :=sup A. Si A est borné, on dit que la famille (x;);c; est sommable.
i€l

La somme sz est donc un élément de R* U {+o0}.
i€l
Dans le cas particulier ou I est vide, on pose Z x; := 0, ce qui correspond au supremum
el
de () dans R™.

Si (y;)ier est une seconde famille de réels positifs telle que pour tout i dans I, z; < y;,
alors ZSUZ < Zyi. Cas particulier : si J C I, alors Z% < ZZ‘Z

il il ieJ i€l
On explique maintenant comment calculer la valeur d’une somme infinie & partir de
sommes finies.

37



Proposition 1.2. Soit (Jy,)n>0 une famille croissante de parties de I, finies ou infinies,
dont la réunion est égale a I. Alors

in: lim le
n—-+o00

i€l i€Jn
11 suffit donc de faire le calcul pour une suite croissante (J,, ), de réunion I, et le résultat

sera toujours le méme.

Preuve : On doit montrer que S = £ ou S désigne la somme sur I tout entier et ¢ la
limite du membre de droite. Pour tout n, Z x; < S. Comme la suite de terme général
1€Jn
Z x; est croissante, en passant a la limite on obtient £ < S.

i€Jn

Dans l'autre sens, soit J C I une partie finie. A tout élément j de J on peut associer un
entier n(j) tel que j € Jy,(j). En posant N = max;e;n(j), on obtient J C Jy et

ieJ €N
ce qui termine la preuve.

—+00 n
Remarque 1.3. Si I =N, on obtient sz = an = lim an
n=0 k=0

n—-+oo
el
Désormais, (z;);e; désigne une famille de nombres réels pas forcément positifs. Pour

tout nombre réel =, on note o™ sa partie positive et £~ sa partie négative, définies par

+

x7 :=max(z,0), 2z :=max(—z,0),

ou bien, ce qui est équivalent, par les deux relations
r=x"—z, |z|=a2"+a".
On remarquera que + > 0 et = > 0 pour tout nombre réel z.

Définition 1.4. La famille (z;)ie; est sommable si et seulement si la famille (|z;|)ier
d’éléments de RT est sommable. Alors, comme z; < |z| et x; < ||, les familles
(z)ier et (x] )icr sont également sommables. On peut donc poser

in ::Zx;r —in_.

icl icl icl
Si les deux séries E xf et g x; n’étaient pas convergentes, la différence de leurs

il i€l
sommes n’aurait tout simplement pas de sens.
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Proposition 1.5. Soit (z;)ic; une famille sommable et (J,)n>0 une famille croissante
de parties de I, finies ou infinies, dont la réunion est égale a I. Alors

E r; = lim E ;.
n—-+o0o

el i€Jn

Preuve : Comme chaque famille (z;);c, est sommable,
)SETD I Y
i€Jn icJn 1€Jn

et il suffit de passer a la limite en utilisant la proposition 1.2. Fin de la preuve.

Remarque 1.6. Si I = N, la famille (x,,)nen est sommable si et seulement si la série
+o00

Z T, est absolument convergente.

n=0
En appliquant ce qui précede a des ensembles J,, qui sont finis, on obtient

in <me+2x::§:\xz|

1€Jn i€Jn 1€Jn 1€Jn

D’ou le résultat suivant :

Proposition 1.7. Si la famille (z;);er est sommable, alors

il

Voici d’autres propriétés.

Proposition 1.8 (Linéarité). Soit (z;);cr et (yi)ier deuzx familles sommables. Soit a
et b deuz nombres réels et, pour tout i € I, posons z; := ax;+by;. Alors la famille (z;)ier

est sommable et
IREI JERT) )
1€l i€l i€l
Preuve : Si J est une partie finie de I,
Dotz <lal Y lwal + 181D lil < lal D el + 161D lyil,
ieJ i€J ieJ i€l el

donc la famille (z;);er est sommable. Si (J,,)n>0 est une suite croissante de parties finies

de I de réunion égale a I,
> zi=ad xi+bY ui
1€Jn 1€Jn 1€Jn

donc on obtient le résultat par passage a la limite. Fin de la preuve.
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Proposition 1.9 (Sommation par paquets). Soit (I)rcx une partition de I, donc
les ensembles Iy, sont deux & deux disjoints et leur réunion est égale a I. Soit (x;)icr
une famille sommable. Alors,

1) Pour tout k dans K, la famille (x;)icr, est sommable.

2) Soit Sy, = Z x;. La famille (Sk)kex est sommable et
1€},

Z Sy = Z%

keK i€l

Réciproquement si pour tout k € K, la famille (x;)icr, est sommable et si la famille

(Tx)kex est sommable ot on a noté, pour chaque k, Ty = Z |z;i|, alors la famille
i€},
(x)ier est sommable.

Preuve : 1) Si J C Ij, est fini,

Sl <3 ail,

icJ el

donc Z || < Z |z;|, qui est fini.
i€l icl
2) Pour tout k € K, introduisons une suite croissante (I ,)n>0 de parties finies de Ij,

dont la réunion est I. On pose Sy, = Z x;. On sait par la proposition 1.2 que S p,
1€l p
tend vers S quand n tend vers I'infini.

Pour tout F' C K fini et pour tout n,
D ISenl <30 3 fwal = D lwil < lail,
keF keFicly , icFy iel
ou F;, désigne la réunion des I}, pour k € F. En faisant tendre n vers o0,
DASKH <D lwals DSk <Y Jail,
keF icl keK icl
donc la famille (Sg)rex est sommable. De plus,
5= X Y n Yo
kEF kEF icly =
Or la suite (F),)n>0 de parties de I est croissante et sa réunion vaut la réunion des Ij
pour k € F', notée Ir, donc
S s=Y

keF i€lp

En considérant maintenant une suite croissante de parties finies F' de K, on obtient le
résultat par la proposition 1.2.
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Pour la réciproque, si J est une partie finie de I, J N I est une partie finie de I donc

Z |x;| < Tk. De plus, 'ensemble K ; des indices k dans K tels que J N I n’est pas
ie€JN

vide est fini, donc Z |z;| = Z Z || < Z Tk, qui est fini. Fin de la preuve.
icJ keK ik keK

Corollaire 1.1 (Théoréme de Fubini). Soient I et J deux ensembles dénombrables
et (Tij),j)erxs une famille de nombres réels.
1) Supposons que, pour tout (i,7), x;; = 0. Alors

Y =X (So] -5 (), W

(4,5)eIxJ €l \jeJ jeJ \iel

avec la convention que, pour tout réel x, x + (+00) et (+00) + (+00) wvalent +o0.
2) La famille (i) )erxs est sommable si et seulement si, pour tout i € I, Z |5 5
jedJ

est fini et si Z Z |zi ;| | est fini. L’égalité (1) est alors valide.
iel \jeJ

Preuve : 1) Si Z x; ; est finie, il suffit d’appliquer la sommation par paquets a la
(,5)€lxJ
partition I x J = U({z} x J).
el
Si Z x; j est infinie, soit il existe ¢ € I tel que Zx” est infinie et dans ce cas
(i,5)eIxJ jeJ
I’égalité est vraie, soit pour tout ¢ € I, Zx” est finie mais alors le théoreme de
JjeJ

sommation par paquets entraine que Z Z x;j | est infinie.
icl \jeJ
2) Sommation par paquets pour la partition I x J = U({z} x J). Fin de la preuve.
el

2 Variables aléatoires

2.1 Fleches

Définition 2.1. Soit (2, F, P) un espace de probabilité.

Une variable aléatoire réelle est une application X : Q — R telle que, pour tout nombre
réel x, l'ensemble {w € Q; X(w) < x} appartient a F.

Une variable aléatoire vectorielle est une application X = (X1,...,Xq) : Q@ — R? telle
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que, pour tout i, X; est une variable aléatoire réelle.
On dit que la variable aléatoire X est discréte quand X () est dénombrable.

Quelques remarques et notations.

Si F = P(RQ), toute application de Q dans R ou R? est une variable aléatoire.

Si Q est dénombrable, toute variable aléatoire est discrete.

On admettra le résultat suivant :

Proposition 2.2. Si f : R — R" est continue et si X : Q — R? est une variable

aléatoire, alors f o X noté f(X) est une variable aléatoire, a valeurs dans R™. Par
exemple une somme et un produit de variables aléatoires sont des variables aléatoires.

Pour une variable aléatoire X on notera {X = z}, {X < 2z} et {X < z} les ensembles
{we; X(w) =2}, {fweQ; X(w) <z} et {weQ; X(w) <x}. De facon générale, on
notera {X € F'} 'ensemble {w € Q; X(w) € F}.

Quelques propriétés basées sur ces ensembles.

Proposition 2.3. 1) Soit X une application de Q dans R telle que X (§2) est dénombra-
ble. Alors X est une variable aléatoire si et seulement si {X = x} € F pour tout
reX(Q).

2) Si X est une variable aléatoire discreéte et f : R? — R™ une application quelconque,
alors f(X) est une variable aléatoire discreéte.

Pour la partie 1), on remarque que, pour tout x, { X = z} est I'intersection dénombrable
de {X <z}etdes {X <x—1/n}°pourn >1,et {X < x} est la réunion dénombrable
des {X = y} pour tous les y dans X () tels que y < x.

On admet la partie 2).

Attention! Dans le cas général non discret, le fait que {X = x} soit mesurable pour
tout z n’implique pas que X est une variable aléatoire.

2.2 Fonctions de répartition

Définition 2.4. Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition
de X la fonction Fx : R — [0,1] définie pour tout réel x par

Proposition 2.5. 1) Fx est une fonction croissante et continue a droite.
2) La limite de Fx en —oo vaut 0.

3) La limite de F'x en +oo vaut 1.

4) Pour tout réel z, Fx(x—) = P(X < z).

5) Pour tout réel x, P(X = x) = Fx(x) — Fx(x—).
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D’apres 5), si 'on connait la fonction de répartition d’une variable aléatoire & valeurs
entieres, on connait P(X = n) pour tout entier n.

Preuve de la proposition :
1) Siz <y, {X <z} C{X <y}. Par conséquent, P(X < z) < P(X <y).

Pour le reste de la preuve, soit  un nombre réel, (x,),>0 une suite de nombres réels et
Ap i ={X < z,}.

Si (xp)n>0 décroit vers z, la suite (A )n>0 est décroissante et {X < x} est I'intersection
des A,, donc P(X < z) = lim,, P(X < z,).

2) Si (2)n>0 décroit vers —oo, la suite (Ay)n>0 est décroissante et 'intersection des A,
est vide, donc lim,, P(X < z,) = 0.

3) Si (zp)n>0 croit vers +oo, la suite (Ay,)n>0 est croissante et la réunion des A, est
tout entier, donc lim,, P(X < z,) = 1.

4) Si (zp)n>0 croit strictement vers z, la suite (A, ),>0 est croissante et {X < z} est la
réunion des A,, donc P(X < z) = lim, P(X < z,).

5) P(X =z) = P(X < x) — P(X < z). Fin de la preuve.

2.3 Variables aléatoires et lois discrétes

Définition 2.6. Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans R définie sur
(Q,F,P). La loi de X (sous P) est la probabilité sur (R?, P(R?)), notée Px et définie
par la relation Px(B) = P(X € B) pour tout B C R%,

On note parfois aussi X (P) la loi Py de X.
Si X(Q) = {x;;4 € I} avec I dénombrable, la probabilité Px est caractérisée par la
donnée des nombres Px ({x;}) = P(X = ;).

En effet, pour B C RY, Px(B) = Z Px({z;}) ou I(B) désigne ’ensemble des i dans
icI(B)
I tels que x; appartient a B, et cette somme est bien définie.

Si B est une partie de R? qui contient X (£2), alors la restriction de Px & (B, P(B)) est
une probabilité sur (B, P(B)).

Exemple 2.7. On lance deuzx dés et on s’intéresse au plus grand nombre obtenu. On
peut considérer pour cela Q = {1,2,3,4,5,6}2, F = P(Q) et P({(i,7)}) = 1/36. Soit
X :Q—{1,2,3,4,5,6} définie par X (i,j) = max(i,j). La loi de X est une probabilité
sur {1,2,3,4,5,6} d’ecrite par les nombres p; = P(X =), avec

p1=1/36, ps=3/36, p3=5/36, pi=7/36, ps=09/36, ps=11/36.

On vérifie que p1 +po + -+ +pg = 1.
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Proposition 2.8. Soit X une variable aléatoire discréte et f : R* — R"™. La loi de
Y = f(X) est donnée par

Pr({yh) = Y Px({w}),  I(y):={iel; f(z:) =y}

i€l(y)

Exemple 2.9 (Suite). On reprend l'exemple précédent et on considére la variable
aléatoire Y qui vaut Y =1 si X =1 ou X =6 et Y = —1 sinon. Ceci modélise le
jeu suivant : on gagne 1 € si on obtient au moins un 6 ou un double 1 et on perd 1 €
sinon.

2.4 Espérance

Définition 2.10. Soit X une variable aléatoire discréte réelle définie sur (Q, F,P) a
valeurs dans X(Q) = {xz;; 1 € I} avec I dénombrable. Pour tout i dans I, on note

pi = Px({z:i}) = P(X = ;).
Si la famille (x;p;)icr est sommable, on dit que X admet une espérance, notée E[X] et

définie par

= Z ZiPs-

el

Quelques remarques.
Si X () est fini, X admet toujours une espérance.
Si X ne prend que des valeurs positives alors E[X] > 0.
Si X est une variable aléatoire constante égale a z, alors E[X] = z.
Si a et b sont des nombres réels et si X admet une espérance, alors aX + b aussi et

ElaX + b] = aE[X] + b. Plus géneralement, on dispose du résultat suivant.

Proposition 2.11 (Formule fondamentale). Soit X une variable aléatoire discréte
a valeurs dans R? définie sur (2, F, P). Notons X () = {x;; i € I} avec I dénombrable,
lensemble des valeurs prises par X et, pour tout i dans I, p; = Px({x;}) = P(X = ;).
Soit f : RT — R et notons f(X(Q)) = {y;; j € J} avec J dénombrable. Enfin, soit
Y = f(X).

Si la famille (f(x;)pi)ier est sommable, alors Y admet une espérance et

EY]=E[f(X)] =) fl@)pi =Y y; Pr({y;})-

il jeJ

Preuve : Notons ¢; = Py ({y;}) Z piavec I(j) :={iel; f(x;) =y;}.
iel(j

Il faut d’abord montrer que la somme Z lyj|g; converge. Pour cela, on utilise la formule
Jje€J
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de Fubini pour la suite (a;);; définie par
aij = [(zi)pi si f(xi) = yj, a;j = 0 sinon.

Alors, pour tout ¢ € I, Z la; j| = |f(x;)|pi. Le théoreme de Fubini permet de conclure.
jed
Remarque : Si € est dénombrable, toute variable aléatoire X sur €2 est discrete et si X
admet une espérance,
= > X(w) P({w}).

weN
Pour le voir, il suffit d’appliquer la proposition précédente a f = X et a 'application
identité de € dans €.

Proposition 2.12 (et définition). Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
discrétes. On note X () = {x;; i€ I} et Y(Q) ={y;; j € J} avec I et J dénombrables.
La loi de (X,Y) est donnée par p;j = P((X,Y) = (x;,y;)). Alors les lois de X etY
sont appelées les lois marginales de (X,Y') et sont données par

pi = P(X = ;) :Zpi,j, ;=P ZPW

jeJ i€l

Preuve : Les événements {Y = y;} qui sont non vides forment une partition de 2, donc,
pour tout ¢ fixé, les événements {X = z;,Y = y;} qui sont non vides forment une
partition de {X = z;}. On en déduit

P(X =) =Y PH{X =z} n{Y =y;}),
Jje€J
et on a la méme chose pour l'autre formule. Fin de la preuve.

Exemple 2.13. On lance deux dés. Soit X le minimum des deuxr nombres obtenus et Y
leur mazimum. On peut représenter la loi de (X,Y) dans le tableau suivant :

y\x 1 2 3 4 5 6 | PY=y)
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 2/36 | 1/36] 0 | 0 | 0 | 0 3/36
3 2736 | 2/36 [1/36| 0 | 0 | 0 5/36
1 2736 | 2/36 | 2/36 | 1/36 | 0 | 0 7/36
5 2736 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 1/36 | 0 9/36
6 2736 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 1/36 | 11/36
P(X =) | 11/36 | 9/36 | 7/36 | 5/36 | 3/36 | 1/36

Proposition 2.14. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discretes admettant
des espérances. Alors X +Y admet une espérance et

E[X +Y] = E[X] + E[Y].
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Preuve : Gardons les notations de la proposition précédente. On utilise la formule fon-
damentale avec la variable aléatoire (X,Y") qui prend les valeurs (z;,y;) quand ¢ décrit
I et j décrit J, et avec la fonction f : R? — R définie par (z,y) — x + y.

Pour tout i € I, Z |zi|pi; = |xi|p; et la somme Z |x;|p; converge car X admet une

jed icl
espérance, donc par le théoreme de Fubini, la famille (zip; ;)
en est de méme pour la famille (y;p; ;)i )erx.-

i,5)EIXJ est sommable. 11

Donc par linéarité la famille ((z; + y;j)pi.j) (i j)erxs est sommable et sa somme vaut
Noowmpigt Y yipig =Y mipi+ Y yq = E[X] + E[Y].
(i.)EIXT (ij)EIXT iel jed
Fin de la preuve.

Corollaire 2.1. Soit X et Y deux variables aléatoires discretes telles que pour tout
weQ X(w) <Y(w). Si X etY admettent des espérances alors E[X] < E[Y].

11 suffit de voir que la variable aléatoire Y — X ne prend que des valeurs positives et que
ElY — X| = E[Y] - E[X].

Si X et Y ne prennent que des valeurs positives, si X < Y et si Y admet une espérance,
alors X aussi.

2.5 Variance et covariance

Définition 2.15. La variable aléatoire X est de carré intégrable si E[X?] est fini. On
a alors
E[X?] = Zx?pz
el

Lemme 2.1. Si X est de carré intégrable et si E[X?] =0, alors X = 0 partout.

Preuve laissée au lecteur.

Proposition 2.16 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit X et Y deux variables
aléatoires réelles discretes de carré intégrable. Alors la variable aléatoire XY admet
une espérance et

|E[XY]| < E[X?Y'2E[Y?]'/2.

De plus, X +Y est de carré intégrable.
Preuve : Pour tout w € €, 2| X (w)Y (w)| < X?*(w) +Y?(w). On en déduit par un résultat
précédent que la variable aléatoire XY admet une espérance et que, pour tout réel ¢, la

variable aléatoire (X +tY)? = X2 +2tXY +t2Y? aussi. Comme (X +tY)? est positive
partout, E[(X +tY)?] > 0.
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On développe et on traduit le fait que le polynome en t obtenu est toujours positif, ce
qui nous donne le résultat. Fin de la preuve.

Preuve alternative : Une autre méthode consiste & considérer la variable aléatoire
Z:= E[Y?|'2X — B[X*'?Y.

Comme Z? < 2E[Y?]X? 4+ 2E[X?]Y?, Z est de carré intégrable et E[Z?] > 0. En
développant Z2 et en réarrangeant les termes, on obtient

2E[Y?|E[X?] > 2B X' 2E[Y??E[XY].
Si on peut diviser les deux membres par 2E[X?]'/2E[Y?]/2, on obtient
E[XY] < B XY2E[Y?'/2?,

et en considérant T := E[Y?]Y/2X + E[X?]Y/?Y, on démontre I'autre inégalité.

Sinon, cela signifie que E[X?] = 0 ou E[Y?] = 0, donc que X = 0 partout ou Y = 0
partout, auquel cas tout fonctionne. Cette méthode fournit aussi les cas d’égalité puisque
E[Z% = 0 ou E[T?] = 0 implique que Z = 0 partout ou 7" = 0 partout, donc X et YV
sont proportionnelles. Fin de la preuve alternative.

Proposition 2.17 (et définition). Soit X wune variable aléatoire discréte de carré
intégrable. Alors X admet une espérance et

[B[X]| < E[1X]] < EIX?)V2.

On définit alors la variance de X, notée var(X) ou o?(X), et l’écart type de X, noté
o(X), par

var(X) = E[X? — E[X]? = E[(X — E[X])?], o(X) = /var(X).

Pour tout réel z, E[(X —)?] = var(X) + (z — E[X])? donc I'espérance est aussi la valeur
de z qui minimise E[(X — 2)2], et la valeur minimale obtenue est la variance.

Preuve : La premiere inégalité est une conséquence de la proposition précédente appliquée
aux variables aléatoires X et Y = 1. Par ailleurs,

E[(X — 2)Y] = E[X?] — 2zE[X] + 2 = E[X?] — E[X]® + (E[X] — z),
ce qui termine la preuve.

Proposition 2.18 (et définition). Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
discrétes de carré intégrable. On définit la covariance de X et'Y, notée cov(X,Y), par

cov(X,Y) = E[(X — E[X))(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E]Y].

On a alors
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y).
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Preuve : Pour le premier point il suffit de développer le produit et d’utiliser le résultat
sur l'espérance d’une somme et le fait que si ¢t est un réel et X une variable aléatoire
discrete admettant une espérance, alors E[tX]| = tE[X].

Pour le second point, on développe (X +Y)? = X2 + Y2 4+ 2XVY, chacun de ces trois
termes admet une espérance. Fin de la preuve.

Remarque : une variance est toujours positive ou nulle mais une covariance peut étre
positive ou nulle ou négative.

2.6 Variables aléatoires indépendantes

Définition 2.19. Les wvariables aléatoires discretes Xi, 1 < k < n, a valeurs dans
Ey,... ,E, respectivement, sont indépendantes si et seulement si, pour tout (z1,...,xy)
dans E1 X ... x E,,

P(V1 <k <n, Xp=ap) = [[ P(Xk = ax).

Proposition 2.20. Les variables aléatoires discrétes (Xi,...,X,) d valeurs respec-
tivement dans E1,...,E, sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions

fr : B — R positives,
E|]1I fk(Xk)] = 1 Elw(x0)).
k=1 k=1

Dans ce cas, si on se donne, pour tout k, une fonction gi : Ex, — R telle que gr(Xy) est
intégrable et si on pose Z = g1(X1) - gn(Xy), alors Z est intégrable et

n
H g1 (Xk)]-

Preuve : Supposons pour simplifier que n = 2 et appliquons la proposition 2.11 avec
f(z,y) = fi(z)f2(y). Notons x; pour i dans I les valeurs prises par X;, y; pour j
dans J les valeurs prises par Xs. Notons p; := P(X; = z;), ¢; := P(X2 = y;) et
pij = P((X1,X2) = (24, y;)). Par hypothese, p; ; = piq;, donc E[f(X1, X2)] vaut

Zfl T f2 yj bij = Zfl T pszZ yj qj = E[fl(Xl)] [f2(X2)]

7]
La réciproque s’obtient en considérant les applications fi := 1,3 et fo =1y, 3.
Pour démontrer le dernier résultat, on applique ce qui précede a |gx|. On en déduit que

n

El|Z]] = H (g% (Xk)I]

et on réutilise la proposition 2.11 de la méme fagon que précédemment. Fin de la preuve.
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Proposition 2.21. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes de carré
intégrable. On suppose que X et'Y sont indépendantes. Alors,

EXY]=FE[X]|E]Y], cov(X,Y)=0, var(X+Y)=var(X)+ var(Y).

Preuve : On applique la proposition précédente.

Remarque 2.22. Attention : la réciproque au résultat précédent est fausse, on peut
trouver des variables aléatoires X et'Y telles que cov(X,Y) = 0 sans que X et Y soient
indépendantes.

Par exemple, soit X une variable aléatoire de loi P(X = 1) = P(X = —1) = % Z
une variable aléatoire indépendante de X et de loi P(Z = —1) = % et P(Z =2) = %,
Y =XZ.

Montrer que E[X] = E[Y] = E[XY] =0 donc X et'Y ne sont pas corrélées, mais que
P(X =1,Y =-2)=0, et en conclure que X et'Y ne sont pas indépendantes.

2.7 Fonctions génératrices

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

La distribution de X est une loi de probabilité sur N donc elle est entierement déterminée
par les quantités P(X = n) pour n dans N. En effet, pour tout A C N,

P(X € A) = ZP

neA

Donc X admet une espérance si et seulement si Z nP(X = n) converge, auquel cas

n

=> nP(X =

n>0

De méme, X est de carré intgrable si et seulement si ZnQP(X = n) converge, auquel

n

X => n’P(X =

n =0

cas

Si f est une application positive ou telle que Z |f(n)|P(X = n) converge, alors

n

=> f(n)P(X =n).

n >0

Définition 2.23. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N U {+oo}. La fonction
génératrice de X est la fonction gx : [0,1] — [0,1] définie par

+oo
s) =Y s"P(X =n)=E[s"].
n=0
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Proposition 2.24. Toute fonction génératrice vérifie les propriétés suivantes.
1. La fonction gx est conveze, croissante sur [0,1] et indéfiniment dérivable sur [0, 1].
2. La fonction gx détermine la loi de X.

3. St on suppose que X est d valeurs dans N, X admet un moment d’ordre p si et
seulement si gx admet une dérivée a gauche d’ordre p en 1. Dans ce cas, pour
p=1, E[X]|=gx(1-) et pourp>1,

EX(X-1)- (X -p+1)]=gP(1-).
4. 8t X etY sont indépendantes, alors gx+v = gx9y -

Preuve : La fonction gx est donnée par une série entiere de rayon de convergence au moins
égal a 1, car g P(X = n) converge. C’est donc une fonction indéfiniment dérivable sur
n

[0,1], et
“+oc0o
9¥(s) =Y n(n—1)--(n—p+1)s"PP(X = n),
n=0
donc

gW(s) = BIX(X — 1) (X —p+1)s¥7].
En particulier, gg?) (0) = n! P(X =mn). On en déduit facilement les points 1. et 2.

Démontrons le point 3. pour p = 1. On suppose donc que X est a valeurs dans N et on
pose g = gx. Alors,

h(s);zwzfl—s

P(X =n).
1—s 1—s ( n)

n=0
Supposons que X est intégrable. On va utiliser le fait que, pour tout entier n > 0 et

pour tout s dans [0, 1],
1-—3s"
1—s

0< <n.
Par conséquent,
+o00
h(s) <> nP(X =n) = B[X].
n=0

Dans 'autre sens, pour tout entier N > 0,

N
1—s"
h(s)=> —P(X =n),
n=0

et la fraction (1 — s™)/(1 — s) tend vers n quand s tend vers 1. Pour N fixé, on ne
manipule que des sommes finies, donc

N
o S _ ).
hIsn_)l{lfh(S) > nz:OnP(X n)
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Cette minoration est vraie pour tout N > 0, donc

N +00

1' 1 > = = = =

121:1{1fh(s) > skfp Z nP(X =n) Z nP(X =n) = E[X],
n=0 n=0

donc h(s) tend vers F[X] quand s tend vers 1, c’est-a-dire que la dérivée a gauche en 1

de g existe et vaut E[X], CQFD.

Réciproquement, supposons que g admet une dérivée a gauche en 1. Alors, pour tout
N >0,

al N1 1—g(s)
ZnP(X =n) = lim P(X =n) < lim A g (1-),
n=0

s—1 1 — S s—1 ]_ — S
n=0

donc X est intégrable et peut on utiliser la partie précédente de la preuve pour conclure.

Finalement, g est dérivable a gauche en 1 si et seulement si Z nP(X = n) converge si

n
et seulement si X est intégrable.

Le résultat général se prouve de la méme maniere.

Pour le point 4., pour tout s dans [0, 1],
E[sXtY] = E[s¥sY] = E[sY]|E[sY],

grace a la proposition 2.20 et au fait que la fonction de N dans R définie par = — s* est
bornée pour tout s dans [0, 1]. Fin de la preuve.

Remarque 2.25. Attention, la réciproque du point 4 est fausse. Exemple : soit (X,Y)
dont la loi est donnée dans le tableau suivant :

x\y 0 1 2 | P(X =x)
0 1791 0 [2/9 1/3
1 2791 1/9| 0 1/3
2 0 | 2/9(1/9] 1/3
PY=y) | 1/3|1/3]| 1/3

On voit que X et Y ne sont pas indépendantes puisque P(X = 0,Y = 1) est nul et
P(X =0) et P(Y = 1) ne le sont pas. Dans cet exemple, la loi de X +Y est donnée par

3 0] 1 271 3] 4
PX+Y=Fk) | 1/9|2/9|1/3|2/9| 1/9

On vérifie que gx(s) = gy (s) = %(1 +s5+5%) et gxiy = gxgy.
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2.8 Exemples fondamentaux de lois discretes
2.8.1 Loi de Dirac 6,

Parametre x réel (par exemple) : X = z partout.
Donc E[X] =z, var(X) =0, et gx(s) = s".
Si var(X) = 0, on est dans ce cas.

Modele : expérience dont le résultat est certain.

2.8.2 Loi de Bernoulli b(p)

Parametre p avec 0 < p < 1: X a valeurs dans {0,1} et P(X =1)=p=1—P(X =0).
Donc E[X] = p, var(X) = p(1 — p), et gx(s) =1 —p+ ps.

Modele : jeu de pile ou face.

2.8.3 Loi uniforme U(A)

Parametre A un ensemble fini de cardinal n > 1 : X est a valeurs dans E et pour tout
x dans A, P(X =z) =1/n.

Modele : expérience avec n résultats possibles, si on ne dispose d’aucune information
supplémentaire, ou bien si la situation est entierement symétrique.

2.8.4 Loi binomiale B(n,p)

Parametres (n,p) avec 0 < p < 1 réel et n > 0 entier : X est a valeurs dans {0,1,...,n}
et, pour tout 0 < k < n, P(X =k) = ())pF(1 —p)"~*.

Donc gx(s) = (1 —p+ ps)".

Modele : nombre de piles parmi n résultats d’un jeu de pile ou face.

Proposition 2.26. Soit (X1,...,X,) n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
de parametre p. Alors X = X1 + -+ + X, suit une loi binomiale de parametre (n,p).

Preuve : On peut utiliser les fonctions génératrices. Grace a I'indépendance,

gx(s) = [[oxi(s) = (1= p+ps)™.
k

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, le résultat suit.

Donc E[X] = np et var(X) = np(1 — p).
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Proposition 2.27. Sin tend vers l'infini et p tend vers 0 de sorte que np tende vers a
avec a strictement positif et fini, alors, pour tout k > 0,

ok
P(X, = k) — —e0.
k!
2.8.5 Loi de Poisson P(a)
ak;
Parametre a strictement positif : X a valeurs dans N et P(X = k) = Ee*“ pour tout

k= 0.
Donc gx(s) = e %179 E[X] = a et var(X) = a.

Modele : d’apres la proposition 2.27, loi des événements rares.

2.8.6 Loi géométrique G(p)

Parametre p dans [0,1] : X est & valeurs dans N et P(X = n) = p(1 — p)" pour tout
n > 0.

Donc gx(s) = p/(1 = (1 = p)s), E[X] = (1 —p)/p et var(X) = (1 - p)/p”.
Modele : instant du premier succes dans une suite d’expériences indépendantes chacune
avec probabilité p de succes.

Proposition 2.28. Soit (X;)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
de Bernoulli de paramétre p (c’est-a-dire que pour tout n > 0, les variables aléatoires
(Xo,...,Xy) sont indépendantes). Soit X la variable aléatoire définie par

X =min{n > 0| X,, = 1}.
Alors X est finie avec probabilité 1 et de loi géométrique de parameétre p.

Preuve : L’événement {X = n} vaut lintersection de {X,, = 1} et des n événements
{X) =0} pour 0 < k < n — 1. Par indépendance, P(X =n) = p(1 —p)".

2.9 Autres exemples de lois discretes
2.9.1 Loi hypergéométrique H(n, N, N;)
Parametres (n, N, Nj) avec0 < n < Net 0 < N; < N : X est avaleurs dans {0, 1,...,n}
et pour tout 0 < k < n,
N\ (N—N
() i)

P(X = k)= Rk ]

n

avec la convention que (;) =0sij<Oousij>q.
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Modele : on effectue n tirages sans remise dans un ensemble A de cardinal N ; le nombre
d’objets de A1 C A tirés suit cette loi si le cardinal de A est N et celui de Ay est Nj.

Proposition 2.29. Soit X une variable aléatoire de loi hypergéométrique de paramétres
(n, N, Ny). Alors,
an(N - Nl)(N — n)

E[X]=nN;/N, var(X) = NZ(N —1)

Preuve : On utilise le fait que k(]\lg) =M (121:11) Ainsi,
OO NG5 () i)

EP(X =k) = — 7
) NN/

donc
kEP(X =k)=(nN1/N)P(Y =k —1),
si Y suit une loi hypergéométrique de parametres (n — 1, N — 1, Ny — 1). En sommant
sur k et en utilisant le fait que la somme des P(Y = k — 1) vaut 1, on trouve la valeur
de E[X].
En appliquant le méme principe & P(Y = k — 1), on obtient
k(k—1)P(X =k)=(nN/N)(k—-1)PY =k—1),
et
k—1D)PY =k-1)=((n—1)(N1—-1)/(N-=1))P(Z =k —2),

si Z suit une loi hypergéométrique de parametres (n — 2, N — 2, N1 — 2), donc
’I’L(TL — 1)N1(N1 — 1)

N(N —1) ’

E[X(X —1)] =

ce qui permet de trouver la valeur de
var(X) = E[X(X — 1)] + E[X] — E[X]?.
Fin de la preuve.
Proposition 2.30. Si N et Ny tendent vers l'infini de sorte que N1/N converge vers
p, alors P(X = k) — (z)pk(l — p)”_k.
Preuve laissée en exercice.

Ceci montre qu’'un tirage sans remise équivaut a un tirage avec remise si le cardinal de
I’ensemble est grand et le rapport N1 /N a peu preés constant.

Remarque 2.31. Soit X; la variable aléatoire valant X; =1 si au tirage numéro i, on
obtient un objet de Ay et X; = 0 sinon. Alors X = X1+ --+X,, et les variables aléatoires
X; suivent des lois de Bernoulli. Quels sont leurs paramétres ¢ Puisque E[X| = nNy/N
et E[X] = E[X1]+ -+ E[X,], on voit que P(X; =1) = Ni/N pour tout i.

Mais attention, les variables aléatoires X; me sont pas indépendantes; sinon la loi de
leur somme X serait binomiale (n, N1/N).
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2.9.2 Loi multinomiale M(n;p1,...,p;)

Parametres n > 0 entier et (p1,...,p,) avec pg dans [0,1] et p; + -+ + p, = 1 : alors
X = (X1...,X,) est a valeurs dans ’ensemble des r-uplets (ki,...,k,) dans N" tels que
k1 + -+ k. = n et, pour tout tel (k1,..., k),

n k K n o
P(X = (ki,..., k) = Lph, = :
(X = (k1,... k) (hw-wh>p1 Py <hy-w&> k.. k!

Quand r = 2, (X1, X2) suit la loi de (Y,;n —Y) avec Y de loi binomiale (n,p;). Plus
généralement :

Proposition 2.32. Si X suit la loi M(n;p1,...,pr), les lois marginales des X; sont les
lois binomiales (n,p;) pour 1 < i < r.

Preuve : On peut faire le calcul directement en remarquant que {X; = k} est la réunion
des {X = (k1,...,kr)} sur tous les r-uplets (ki,...,k,) tels que k; = k. C’est lourd. On

peut aussi utiliser les fonctions génératrices. Pour tout (si,...,s,) dans [0,1]",
X X1 _ n k kr
Elsyt 507 = (kzk | (kl,...,k) (p151)™ ... (prsy)™.
1seeeshor

La somme du membre de droite vaudrait 1 si p1s; + --- 4+ prs, valait 1 car ce serait la
masse totale d’une distribution. Par homogénéité, on en déduit

E[S{ﬁ . 37XT] = (plsl + e +p7"87‘)n-

Il reste a choisir s; = 1 pour tout j # i et a remarquer que la somme des p; pour j # i
vaut 1 — p; pour obtenir
X;
Elsi] = (1 — pi + pisi)".

C’est la fonction génératrice de la loi binomiale (n,p;). CQFD.

Exercice : Calculer la loi de (X1, X2).

2.9.3 Loi binomiale négative NB(n,p)
Parameétresn > 1let0< p<1: P(X =k) = (fzj)pn (1 —p)*™™ pour tout 0 < n < k
(attention & l'ordre des deux indices).

Construction : rang du succes numéro n dans une suite d’épreuves indépendantes, cha-
cune avec probabilité de succes p.

Donc N B(n, p) est la loi de la somme de n variables aléatoires indépendantes de loi G(p)
et NB(1,p) = G(p).

Done gx(s) = p"/(1 — (1 - p)s)", E[X] = n/p et var(X) = n(L - p)/p*.
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2.10 Exercices
2.10.1 Espérance discrete

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1, ...,n}. Montrer que :

B(X) = znjp(x > k).
k=1

2.10.2 Loi sans mémoire

Soit T" une variable aléatoire a valeurs dans N telle que pour tout n > 0et £ >0 :
PT>2n+k|T>n)=P(T >k).

Déterminer la loi de T'.

2.10.3 Boules colorées

Une urne contient N boules dont N portent le numéro 1, No portent le numéro 2, ...,
et Ny portent le numéro k. On fait un tirage de n boules avec remise. Soit X; le nombre
de boules tirées qui portent le numéro i, et X = (Xq,..., Xk).

a) Donner la loi de X.
b) Donner la loi de X; pour 1 <i < k.
c¢) Donner la loi de (Xj, X;) pour i # j.

Facultatif : traiter les mémes questions pour un tirage sans remise.

2.10.4 Instants

On effectue une suite infinie de lancers indépendants d’une piece de monnaie. Le résultat
du lancer numéro n est une variable aléatoire X,, qui vaut 1 si I’'on a obtenu « pile », ce
qui arrive avec une probabilité p, et qui vaut 0 si 'on a obtenu « face », ce qui arrive
avec une probabilité 1 — p.

On note Ny, No, etc., les numéros des lancers successifs ou 'on a obtenu « pile », c’est-
a-dire

Ny =inf{n >1; X,, =1}, Ngyr=inf{n > N, +1; X,, =1}, k> 1.
a) Donner la loi de N; et montrer que Nj est fini avec probabilité 1.

b) Donner la loi de (N7, N2). Montrer que les variables aléatoires N; et No — Nj sont
indépendantes et de méme loi.

c¢) Donner la loi de Ny. Donner la loi de Ny sachant Ny = ng.

d) Donner la loi de Nj pour tout k > 3.
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2.10.5 Lois de Bernoulli

Soit X et Y deux variables aléatoires de lois de Bernoulli, pas forcément de méme loi.
On suppose que cov(X,Y) = 0. Montrer que X et Y sont indépendantes.

2.10.6 Lois binomiales

Soit n et m deux entiers strictement positifs et 0 < p < 1. Si X suit une loi binomiale
de parametre (n,p), si Y suit une loi binomiale de parametre (m,p) et si X et Y sont
indépendantes, calculer la loi de Z := X + Y.

En déduire la formule suivante : pour tout 0 < k < n + m,

2.10.7 Les boites d’allumettes de Banach

On prétend que Stefan Banach avait toujours une boite de N allumettes dans chacune
de ses poches. Quand il voulait une allumette, il choisissait une de ses deux poches
au hasard, et ses choix successifs constituaient une suite de tirages de Bernoulli avec
parametre p = %

On considere le moment ot Banach découvre pour la premieére fois qu’une boite est vide.
A ce moment, ’autre boite contient X allumettes. Donner la loi de Xy.

Facultatif : montrer que E[Xy| = (2N + 1)uy — 1 ot uy = P(Xn = 0). Montrer en
utilisant la formule de Stirling que, quand N tend vers U'infini, F[X ] est équivalent a

2y/N/m.

2.10.8 Méthode du maximum observé

Une urne contient N balles numérotées de 1 a N. On effectue n tirages avec remise. Soit
X le plus grand nombre tiré lors des n tirages.

a) Donner la fonction de répartition de X.
b) Donner la loi de X.
c¢) Calculer E[X] et donner un équivalent de E[X]| quand N — +o0

Remarque : Les statisticiens utilisent cette méthode du maximum observé pour estimer
le parametre inconnu N. Prolongement : comparer lefficacité de cette méthode avec
I’estimateur basé sur la moyenne des numéros observés pendant n tirages.
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2.10.9 Clés

Un homme possede n clés et veut ouvrir une porte. Une seule parmi les clés dont il
dispose ouvre la porte. Il essaie les clés au hasard. Trouver ’espérance et la variance du
nombre d’essais nécessaires si :

a) Les clés qui ne marchent pas sont remises avec les autres.

b) Les clés qui ne marchent pas sont mises de coté.

2.10.10 Poisson(s)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois de Poisson de parametre
a et b.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire S = X + Y.

b) Déterminer, pour tout couple (n,k) d’entiers naturels, la probabilité conditionnelle
P(X =k|S=n).

¢) (Facultatif) Soit > 1 un entier et X}, des variables aléatoires indépendantes de lois de
Poisson de parametres respectifs a;. Donner la loi conditionnelle de (X7, ..., X)) sachant
{X1+ ...+ X, + X,41 = n}, pour tout n > 0.

2.10.11 Tirages biaisés

On dispose de n pieces numérotées de 1 a n et biaisées de fagon que la probabilité
d’obtenir pile avec la piece i vaut 1/(2i + 1).

On lance les n pieces et on veut calculer la probabilité d’obtenir un nombre impair de
piles.

Soit X; la variable aléatoire qui vaut X; = 1 si la piéce i est tombée sur pile et X; = 0
sinon, et X = X +--- 4+ X,,.

a) Préciser ce que représente la variable aléatoire X.
b) Calculer la fonction génératrice ¢ de X.

¢) Montrer que la probabilité cherchée vaut 1(p(1) + ¢(—1)) et calculer cette valeur.

2.10.12 Lois géométriques

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois géométriques de parametres
respectifs a et b. Soit Z =min(X,Y) et U = |X - Y.

a) Déterminer P(X > n) pour tout n > 0. Déterminer P(Z > n). Préciser la loi de Z.
b) Calculer P(U = 0). Déterminer la loi de U.

¢) Montrer que Z et U sont indépendantes.
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2.10.13 Régression linéaire

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes de variances non nulles.

On pose

1) Montrer que |cov(X,Y)| = |E[X Y]| < oxoy.
En déduire que —1 < pxy < 1.

2) Montrer que |px,y| = 1 si et seulement sil existe a non nul et b tels que P(Y =
aX +b)=1.

On pourra calculer E[(Y +tX)?].
3) Préciser la valeur de pxy si X et Y sont indépendantes.

4) On cherche la meilleure approximation de Y comme fonction affine de X au sens
des moindres carrés, c’est-a-dire que 'on cherche les valeurs de a et b qui minimisent

E[(aX +b—Y)?]. Notons ®(a,b) = E[(aX +b—Y)?]
Montrer que ®(a,b) = E[(Y — aX)?] + (E[Y] — (aE[X] + b))%

En déduire que le couple (ag, bp) qui minimise ¢ vaut
ao = ox,yoy/ox,  bo=E[Y]—aE[X].

On appelle la droite d’équation y = agx + by la droite de régression linéaire de Y en X.

5) On suppose que (X, Y') suit la loi uniforme sur un ensemble de cardinal n, c’est-a-dire
qu’il existe n points (z;,y;) dans le plan tels que P(X = x;,Y = y;) = 1/n pour tout
1<1<n.

Déterminer la droite de régression linéaire de Y en X dans ce cas.

2.10.14 Loi jointe

On effectue une suite infinie de lancers indépendants d’un dé équilibré. On numérote les
lancers a partir de 1. On définit X comme le numéro du premier lancer qui donne 6, et
Y comme le nombre de 5 obtenus avant d’obtenir le premier 6.

Déterminer la loi du couple (X,Y).
Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant I’événement {X = n}.
Déterminer la loi absolue de Y.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 4 : Probabilités (3) Variables aléatoires densitables

« Les questions les plus importantes de la vie ne sont en effet, pour la
plupart, que des problémes de probabilité. » Pierre-Simon Laplace

1 Description

La fonction de répartition F'x : R — [0, 1] d’une variable aléatoire X & valeurs réelles est
définie par Fx(z) := P(X < x) pour tout x réel et caractérise la loi de X. La fonction Fx
est croissante, continue & droite et & valeurs dans [0, 1], de plus Fx (z) tend vers 0 quand
x tend vers —oo et Fx(z) tend vers 1 quand x tend vers +oo. Réciproquement, toute
fonction vérifiant ces propriétés (c’est-a-dire toute fonction a valeurs dans [0, 1], crois-
sante, continue a droite, de limites 0 en —oo et 1 en +00) est la fonction de répartition
d’une variable aléatoire.

1.1 Densité

Définition 1.1. On dit que la variable aléatoire X : Q@ — R admet la loi de densité f
si la fonction f : R — RT est continue par morceauz et si, pour tout réel x,

Fx()=P(X <o) = [ s

Si f est la densité de la loi d’une variable aléatoire, f > 0 et

+o0
Ft)dt = 1.

—00

Si Fx est continue et admet une dérivée sauf en un nombre fini de points, alors la loi
de X admet une densité donnée par la dérivée de F'x la ou cette dérivée existe et par
n’importe quelle valeur la ou cette dérivée n’existe pas.

Remarque 1.2. En toute généralité, la loi d’une variable aléatoire X a valeurs réelles
comporte trois parties : une partie absolument continue, décrite par une densité f comme
ci-dessus; une partie atomique, correspondant a une mesure discréte et décrite dans le
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chapitre précédent par des nombres p,. ; et une troisieme partie, appelée partie singuliere
et plus difficile a décrire, qui est en fait simplement la partie qui n’est ni atomique, ni
densitable. Quand la loi comporte une partie absolument continue et une partie atomique,
on utilisera la notation

PX(dx) = fX(x) dx + pr Oz

qui signifie que, pour tout B,

P(X € B) = /fo(x) dz + ) pe.

zeB

Méme si on en parlera peu dans la suite, de tels « mélanges » apparaissent naturellement.

Ezemple/exercice : soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle [0, 4]
(voir la définition plus bas) et Y = max (1, min(X,2)). Décrire la loi de Y.

1.2 Espérance

On revient au cas densitable.

+oo

Définition 1.3. Quand lintégrale / |z| f(z)dx converge, on dit que la variable
oo

aléatoire X de densité f est intégrable (ou admet une espérance). Dans ce cas, on pose
+oo
E(X) ::/ x f(x)dx.
—0o0

Si E(X) =0, on dit que X est centrée.

La formule de changement de variables ci-dessous permet de calculer des espérances de
fonctions de variables aléatoires densitables. C’est ’analogue de la « formule fondamen-
tale » du chapitre 2 pour les variables aléatoires discretes.

Proposition 1.4. Soit X une variable aléatoire densitable de densité fx et soit p : R —
R wune fonction. On pose Y = @(X). Alors la variable aléatoire Y est intégrable si et
seulement si l'intégrale de la fonction |¢| fx sur R converge. Dans ce cas,
+oo
BY)= [ o) fx(@)d

—00

Exemple 1.5. Soit Y = aX +b avec a # 0. Alors Y est intégrable si et seulement si X
Uest et dans ce cas, E(Y) = aE(X) +b. Pour tout y,

Fy(y) = Fx((y—b)/a) sia >0, Fy(y)=1-Fx((y—"b)/a) sia<O0.

Donc Y admet une densité fy donnée par fy(y):= fx((y —b)/a)/|al.
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L’espérance est un opérateur linéaire : si X et Y sont des variables aléatoires réelles
intégrables et a et b des nombres réels,

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).

L’espérance est un opérateur positif : si X > 0, alors F(X) > 0, donc si X < Y alors
E(X) < E(Y).

Définition 1.6. Soit X une variable aléatoire continue et p un réel strictement positif.
On dit que X admet un moment d’ordre p si E(|X|P) est fini. Alors E(XP) existe et on
Uappelle le moment d’ordre p de X.

Le cas p = 2 est important et la section suivante lui est consacrée.

1.3 Second moment

Définition 1.7. On dit que la variable aléatoire X est de carré intégrable si et seulement
si X2 est intégrable si et seulement si Uintégrale

/+00 22 f(x)dz

est finie. Alors,

Voici un rappel.

Proposition 1.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit f et g deux fonctions telles
que f2 et g? sont d’intégrale finie sur R. Alors fg est d’intégrale finie sur R et

( / - f(:v)g(fc)dx>2 </ " fade / " gy,

— 00 — 00 — 00

Preuve (rappel) : une méthode consiste a considérer h := J(f)g — J(g)f ou J(f), res-
pectivement J(g), désigne la racine carrée de I'intégrale de f2, respectivement g2. Alors
h? > 0 donc l'intégrale de h? est positive ou nulle, et on en déduit le résultat.

Une autre méthode, peut-étre plus classique mais a mon avis moins bonne, consiste a
remarquer que pour tout réel ¢, 'intégrale du carré de f+tg est positive. Le discriminant
du polynoéme du second degré en ¢ correspondant est donc négatif ou nul, ce qui fournit
le résultat. Ces deux preuves sont a connaitre.

Application. Soit f une fonction positive ou nulle. En écrivant |z|f(z) comme le produit

|z|\/f(x) x v/ f(x), on obtient

</_:o|x|f (‘”)df”)2 < /_ :ow2f(w>dw- /_ :O f(a)da.

On en déduit le résultat suivant.
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Proposition 1.9 (et définition). Si X est de carré intégrable, X admet une espérance
et
EIX)? < E[IX|)* < B[X?].

On définit alors la variance var(X) et l’écart type o(X) de X par
var(X) = B[(X — E[X))?) = E[X? - EIXP, o(X) = /var(X).

On note souvent var(X) = o2(X).

Proposition 1.10 (et définition). 1) Si X est de carré intégrable, alors Y = aX +b
aussi, pour tous a et b, et var(Y) = a’var(X).

2) Pour toute variable aléatoire X de carré intégrable, var(X) > 0 et var(X) = 0 si et
seulement st X est constante.

3) Pour toutes variables aléatoires X et'Y de carré intégrable,

var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y),

ot la covariance cov(X,Y) de X et'Y est définie, si X et'Y sont de carré intégrable,
par la formule

cov(X,Y) == E[(X — B[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

Preuve de 1) : E[Y] = aE[X]+bet Y2 = a?X?+2abX +b? donc, toujours par linéarité,
E[Y?] vaut a? B[ X?]+2abE[X]+b? et en effectuant la soustraction, on obtient le résultat.

1.4 Fonction caractéristique

Comme son nom l'indique, la fonction caractéristique fournit une facon de décrire entie-
rement la loi d’une variable aléatoire. La fonction caractéristique joue dans le cas général
le role de la fonction génératrice dans le cas discret entier.

Définition 1.11. On appelle fonction caractéristique de X la transformée de Fourier
de la loi de X, c’est-a-dire la fonction px : R — C définie pour tout réel x, par

ox(x) = E[ein].

La fonction caractéristique oy existe toujours puisque [e*X | < 1 est une fonction bornée

de X.

Proposition 1.12. La transformée de Fourier caractérise la loi : si les fonctions px et
wy sont égales, alors les lois de X et de 'Y sont égales.

Si X > 0 partout, on peut aussi considérer la transformée de Laplace Ax de (la loi de)
X, définie pour tout réel positif x, par

Ax(x) := E[e™X].
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La transformée de Laplace A\x existe toujours si X > 0 partout puisque, dans ce cas,
e~ X < 1 est une fonction bornée de X.

La transformée de Laplace caractérise la loi : si X et Y sont des variables aléatoires
positives et si Ax = Ay, alors la loi de X et la loi de Y sont égales.

La notation ¢ x est canonique, la notation Ax ne I’est pas.

2 Familles de variables aléatoires

On consideére maintenant un couple de variables aléatoires (X,Y"). Sa fonction de répar-
tition est définie par
Fixyy(z,y) =PX <zY <y).

Sa fonction caractéristique est définie par
Py (@, y) = B[],

Les lois marginales sont les lois de X et de Y. Il est important de réaliser que la loi de
X et la loi de Y ne déterminent pas la loi de (X,Y).

Vérifions ceci sur deux exemples.

Exercice 2.1. Pour chaque couple de variables aléatoires (X,Y) ci-dessous, calculer la
loi de X et la loi de Y.

1) Soit 0 <t < %. La loi de (X,Y) est

(3 = )00 + 0.1 + 310 + (3~ )d1.1)-
2) Soit D le sous-ensemble du carré [0,1]? formé des points (z,y) tels que y < x ou
y>a+ 5. Laloide (X,Y) est uniforme sur D.

FEnsuite, décrire une loi plus simple d’un couple (X', Y") de variables aléatoires telles que
X et X' ont la méme loi et Y et Y' ont la méme los.

La facon la plus simple de spécifier la loi d’un couple a partir des marginales est d’imposer
I'indépendance.

Définition 2.2. On dit que deux événements A et A’ sont indépendants si et seulement si
P(ANA") = P(A)P(A'). On dit que deuz variables aléatoires X et'Y sont indépendantes
si et seulement si, pour tous B et B, {X € B} et {Y € B’} sont des événements
indépendants. En d’autres termes, on demande que

P(X € B,Y € B')=P(X € B)P(Y € B).

Proposition 2.3. Les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes :

1. si et seulement si, pour tous réels x et y, Fx y)(z,y) = Fx(z)Fy (y),
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2. si et seulement si, pour toutes fonctions h et g bornées,
Eh(X)g(Y)] = E[M(X)]E[g(Y)],

3. si et seulement si, pour tous réels x et y, ox y)(T,y) = px(T)py (y).
Dans le cas densitable, X etY sont indépendantes si et seulement si, pour tout couple
(@,9),
foxv) (@, y) = fx (@) fy (y).

Dans le cas discret, X etY sont indépendantes si et seulement si, pour tout couple (x,y),
P(X =2,Y = y) = P(X = 2)P(Y = y).

Définition 2.4. On dit qu’un vecteur (Xi)i<k<n de taille n > 2 est indépendant si et
seulement si, pour tous By,

n
P(V1<k<n, X € By) :H (Xi € By).

Si le vecteur (Xj)1<k<n est indépendant, les variables aléatoires X}, sont indépendantes
deux a deux pour 1 < k£ < n. La réciproque est fausse, comme le montre ’exemple
ci-dessous.

Exemple 2.5 (Important). Soit X et Y deux variables indépendantes de Bernoulli
(voir plus bas) de loi (51 +6_1), et soit Z = XY . Calculer la loi de (X,Y, Z) et les lois
de (X,Y), (X, Z2) et (Y,Z). Préciser si le triplet (X,Y,Z) est indépendant. Préciser si
les couples (X,Y), (X, Z) et (Y, Z) sont indépendants.

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes et de carré intégrable, alors
cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple ci-dessous.

Exemple 2.6. Soit X une variable aléatoire de loi %(5,1 + 60 + 1) et soit Y = X2
Montrer que XY = X. En déduire que les variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendantes mais que cov(X,Y) = 0.

Définition 2.7 (Coefficient de corrélation). Toujours dans le cas de carré intégrable,

on note
cov(X,Y)

var(X)var(Y)

o(X,Y) =

Donc —1 < o(X,Y) < 1. Lorsque |o(X,Y)| est proche de 1, on dit que les variables
aléatoires sont fortement corrélées.

Cas vectoriel : loi conjointe et marginales sans changement.

Dans le cas de carré intégrable, la matrice de covariance C' vaut

Ci,i = V:El.‘['(){.—i)7 CZJ = Cov(Xi’ Xj)7 7 # ]
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3 Exemples de lois a densité

3.1 Loi uniforme U(I)

Parameétre : I intervalle d’intérieur non vide. Densité |I|~11;.
Si I = (a,b) avec a < b, espérance (a+b)/2, variance : (b—a)?/12. Fonction de répartition
Fx)=0siz<a, Flx)=(r—a)/(b—a)sia<x<bet F(z)=1six > 0.

Si la loi de X est U([0,1]) (uniforme standard) et si A : x — azx + b, a # 0, est une
application affine, alors la loi de A(X) = aX + b est uniforme sur A([0,1]) qui vaut
[b,a+b]sia>0eta+bb]sia<O.

3.2 Loi exponentielle £(a)

axr

Parametre : a réel strictement positif. Densité ae™*" 1,>0.

Espérance 1/a, variance 1/a. Fonction de répartition F'(z) = 0siz < 0et F'(z) = 1—e™ %
six > 0.

Si la loi de X est £(1) (exponentielle standard) et si a est un réel positif, alors la loi de
aX est £(1/a).

Construction : horloges. Ou —log U, U uniforme standard.

2

1.5+

Exponentielle(1)
Exponentielle(2)

Figure 1. Densité de lois exponentielles
Les lois exponentielles sont les seules lois & valeurs dans RT « sans mémoire », c’est-a-dire
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telles que, pour tous réels positifs s et ¢,

P(X 2s+1tX >t)=P(X > s).

3.3 Loi normale (ou gaussienne) N (m,v)

Parametres : m réel et v réel strictement positif. Densité e~ (@=m)?/(2v) /27,
Espérance m, variance v.

Si la loi de X est N(0,1) (gaussienne standard) et si a et b sont des réels, alors la loi de
aX + b est N(b,a?).

Par convention, N (m,0) est une masse de Dirac en m.

La somme de variables aléatoires indépendantes de loi N (my, vg) suit la loi N'(m, v) avec
m=Y e v=Y
k k

Construction : loi des erreurs.

N

1 2 3
X

Normale(0,1)
Normale(0,4)

Figure 2. Densité de lois normales

3.4 Loi de Cauchy C(m,a)

Parametres : a strictement positif et m réel. Densité (a/7)/((x —m)? + a?).

Pas d’espérance ni de variance car les intégrales divergent. La médiane vaut m.
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Si la loi de X est C'(0,1) (loi de Cauchy standard) et si a et b sont des réels, alors la loi
de aX + b est C(b, a?).

Par convention, C(m,0) est une masse de Dirac en m.

La somme de variables aléatoires indépendantes de loi C(myg, ax) suit la loi C(m, a) avec
m:ka et a:Zak.
k k

Construction : la mouche. Ou bien le rapport de deux gaussiennes standard.

Figure 3. Densité de la loi de Cauchy

3.5 Autres lois
3.5.1 Loi gamma G(a, \)

Parametres : a et b strictement positifs. Densité
b (a) L2t e P 1,50,

Espérance a/b, variance a/b?.

Construction : pour tout entier n > 1, la somme de n variables aléatoires indépendantes
de loi £(b) suit la loi G(n,b).
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3.5.2 Loi beta B(a,b)

Parametres : a et b strictement positifs. Densité

Fla+b) ,_ _
Wfﬂ M1 —2)" M lpcpar.

Espérance a/(a + b), variance ab/((a + b)%*(a + b+ 1)).

Construction : pour tous entiers n > 1 et m > 1, si on considére n+m variables aléatoires
indépendantes de loi £(b), le rapport de la somme des n premieres sur la somme totale
suit la loi B(n,m).

4 Exercices

4.1 Marginales

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de densité

f(z,y) =+vx/ylp(z,y), D:={(z,y)|0<y<z<1}

Vérifier que f est bien une densité sur R2.

Déterminer les lois marginales de X et Y. Préciser si les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes.

Calculer P(Y < X/2).

Réaliser le couple (X,Y) a l'aide de deux variables aléatoires indépendantes & valeurs
dans [0, 1].
4.2 Marginales encore
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de densité
f($a y) = Ce_$y_2 150 1y>1-

Calculer la constante c. Calculer P(Y > 2, X < 1) et P(XY > 1).

Déterminer les lois marginales de X et Y. Préciser si les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes.

4.3 Durées de vie

On fixe a strictement positif. Une usine fabrique des lampes dont la durée de vie T
mesurée en heures vérifie P(T > t) := e~ pour tout ¢ positif.
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Préciser la loi de T. Calculer la durée de vie moyenne de ces lampes et 1’écart type
associé.

On considere n lampes dont les durées de vie (7})1<kr<n sont indépendantes et de méme
loi que T. On note U := min{7} |1 < k < n} le premier instant ot au moins une des
lampes cesse de fonctionner et V := max{T; |1 < k < n} le premier instant ou toutes
les lampes ont cessées de fonctionner.

Préciser les lois de U et de V.

4.4 Jacobien

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité la fonction
f définie par f(x) := 2721,>1. Soient U := XY et V := X/Y.

Calculer la loi du couple (U, V) et ses lois marginales. Préciser si les variables U et V
sont indépendantes.

4.5 Exponentielles

Soit X et Y deux variables indépendantes de lois exponentielles de parametre respectif
a et b strictement positifs. On pose U := min(X,Y), V:=max(X,Y) et W :=V - U.

Calculer P(U = X) et montrer que U et W sont indépendantes.

4.6 Marginales enfin

Soit a un nombre réel strictement positif et (X,Y) un couple aléatoire de densité
fla,y) = ce”¥1p(z,y), D:={(x,y) eR*|0<z <y}

Préciser la valeur de c.

On pose Z := X /Y. Déterminer la loi du vecteur (Z,Y"). Préciser si les variables Z et YV’
sont indépendantes. Déterminer leurs lois respectives.

71



72



CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 5 : Probabilités (4) Théorémes limites

« Mathématiques : desséchent le coeur. »
Gustave Flaubert, Dictionnaire des idées recues

1 Théorémes limites

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires & valeurs réelles X, :  — R. On rappelle
que ces variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si, pour tout n > 1 et
tous z; < ¥,

P(VI<i<n, 2 <X; <y) =[] Plas < Xi <wa).

Théoréme 1.1 (Loi forte des grands nombres). Soit (X;,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi admettant une espérance m. On note S, =
X1+ -+ X,,. Alors il existe un événement A de probabilité 1 tel que pour tout w € A,
Sp(w)/n — m. On dit que Sy, /n converge vers m presque sirement.

Corollaire 1.1 (Loi faible des grands nombres). Sous les mémes hypothéses, pour
tout t strictement positif,

Pnm—nt < S, <nm+nt) — 1.

On dit que Sy, /n converge vers m en probabilité.

Si on répete une méme expérience un grand nombre de fois de maniere identique et que
I’on regarde le nombre de fois ot un résultat R apparait, la loi forte des grands nombres
montre que la fréquence empirique d’apparition de R tend vers la probabilité de R quand
le nombre d’expériences tend vers l'infini. Par exemple, si on lance une piece équilibrée
un grand nombre de fois, la suite des fréquences relatives des piles que I'on obtient tend
avec probabilité 1 vers 50%. On peut se demander quelle est l'erreur faite quand on
remplace directement la fréquence obtenue aprés n expériences par 50%. Le théoréme
1.3 ci-dessous répond d’une certaine maniere a cette question.
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Nous commencons par quelques rappels sur les variables aléatoires gaussiennes. Une
variable aléatoire X suit la loi A (m,v), donc est gaussienne (ou normale) d’espérance
m et de variance v, si X admet pour densité la fonction f définie sur R par

F@) = e o Em)/(2)
2mv

Quelques conséquences.

La transformée de Fourier d’une variable aléatoire X de loi N'(m,v) vaut, en tout ¢ réel,
@X(t) — E[eitX] _ eimte—vt2/2.

Pour tous réels a et b, si la loi de X est NV'(m,v), alors la loi de aX +b est N'(am+b, a?v).

(On rappelle que par convention A (m,0) est la masse de Dirac en m.)

Si les variables aléatoires réelles X} sont gaussiennes et indépendantes, alors pour tous
nombres réels ay, la variable aléatoire Zaka suit une loi gaussienne. L’hypothese

k
d’indépendance est importante, comme le montre le contrexemple ci-dessous.

Exercice 1.2. Soit 7' de loi de Bernoulli b(p), donc P(I'=1)=pet P(I'=0)=1—p.
Soit X de loi gaussienne A (0,1) et indépendante de T. Soit Y =TX et Z = X + Y.
Montrer que la loi de Y est gaussienne mais pas celle de Z.

Indication : calculer P(Z = 0).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme annoncé.

Théoreme 1.3 (Théoréme central limite). Soit (X,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de carré intégrable, d’espérance m et de va-
riance v. On note S, = X1+ -+ X,,. Alors, pour tous x et y tels que x < vy,

P(nm+ xzv/nv < S, < nm+ yyv/nv) — Pz < Z < y),

o Z désigne une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite, donc

Pler< 7 < _ L y—22/2d
(x < \y)—\/ﬂ e z.

2 Exemples d’application

Soit Z une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite.

2.1 Binomiale

Si X, suit une loi binomiale B(n,p), alors, quand n est grand,
X, —np

~

np(l —p)
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En effet, la loi de X, est celle d'une somme de n variables aléatoires indépendantes de
loi de Bernoulli b(p), de moyenne p et de variance p(1 — p).

2.2 Poisson

Si X, suit une loi de Poisson P(a), alors, quand a est grand,

X, —a
Vva
En effet, si a = n est entier, la loi de X, est celle d’'une somme de n variables aléatoires

indépendantes de loi de Poisson P(1), de moyenne 1 et de variance 1 et, si a n’est pas
entier, on peut se ramener au cas entier (preuve omise).

~ /.

2.3 Usage

En pratique, les statisticiens observent les regles d’usage suivantes.
1. Si a > 10, on peut approcher la loi de Poisson P(a) par la loi gaussienne N (a,a).

2. Sinp > 10 et n(1 — p) > 10, on peut approcher la loi binomiale B(n,p) par la loi
gaussienne N (np, np(1 — p)).

3. Sinp <10et p < %, on peut approcher la loi binomiale B(n,p) par la loi de
Poisson P(np).

4. Sin(l—p)<10etp> 1%, on peut approcher la loi binomiale B(n,p) par la loi
de n — X avec X de loi de Poisson P(n(1 — p)).

2.4 Fumeurs

Une proportion inconnue 0 < p < 1 d’une certaine population est constituée de fumeurs.
On utilise un tirage avec remise dans cette population pour déterminer le parametre p.
Un candidat naturel pour p est la proportion F;,, de fumeurs tirés au cours de n tirages.
On désire trouver p avec une erreur plus petite que ¢ := 0,5%, donc on souhaite assurer
la réalisation de 1’événement A, := {p —t < F,, < p+ t}. On veut déterminer combien
de tirages sont nécessaires.

Tout d’abord, il faut réaliser qu’aucun nombre de tirages ne garantit que A,, est réalisé
avec certitude : il est possible par exemple de ne tirer que des fumeurs pendant les n
premiers tirages, auquel cas F;,, = 1, mais ceci se produit avec probabilité p™ donc cette
éventualité devient tres improbable si n devient grand. On peut seulement rendre A,, trés
probable, donc on se contente de fixer un niveau de confiance a, par exemple a = 95%,
et de chercher un entier n tel que P(4,) > a.

Notons X; = 1 si la personne tiré au tirage numéro i est fumeur et X; = 0 sinon. La suite
(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli
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de parametre p. Soit S, := X1 + --- 4+ X,, le nombre de fumeurs tirés jusqu’au temps n,

et
Sn —np

Vnp(1—p)

On a donc S,, = nF,, et on cherche n tel que P(4,) > a. Or,
Ap = {|Tn\ < tv/n/((1 —p))} S {|IT,) < 2tv/n},

car \/p(1 —p) < 1/2. Soit Z une variable aléatoire gaussienne centrée réduite et z, un
nombre réel tel que P(|Z| > z,) = a.

La fagon usuelle d’utiliser le théoréme central limite est de décréter que 2t\/n = z, doit
suffire, donc de choisir n = 22/(4t?).

Si a = 95% on trouve grace & une table de la distribution normale standard que z, =
1,96. Finalement, n = 40000 convient.

Remarque : en toute rigueur, le théoreme central limite est valide pour un niveau d’erreur
fixé et quand n tend vers U'infini ; ici, on I'utilise quand n et le taux d’erreur 2¢y/n tendent
tous les deux vers l'infini en méme temps, donc en dehors de son domaine théorique de
validité, comme le montre ’exercice tres simple ci-dessous.

Exercice : exhiber une famille (x,, 1), de nombres réels tels que, pour tout k fixé,
Znk — 0 quand n — oo, et pourtant x, , ne tend pas vers 0 quand n — oo.

3 Exercices

3.1 Arrondis

Un ordinateur effectue les calculs avec 9 chiffres significatifs et arrondit les résultats
théoriques a cette précision.

On suppose qu’il effectue 10% opérations élémentaires, que les erreurs d’arrondi & chaque
opération sont indépendantes et de loi uniforme sur I'intervalle [—%10*9, %10*9], et que
Ierreur sur le résultat final est la somme des erreurs commises a chaque opération.

On demande d’évaluer la probabilité pour que lerreur finale soit en valeur absolue
inférieure a %10’6.

On indique que P(0 < Z < \/§) ~ 46% pour une variable aléatoire Z gaussienne centrée
réduite.

3.2 Preuve probabiliste de la formule de Stirling

Soit Z une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite et (X,,),>1 une suite de
n

variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametre 1. On pose S, = Z X
k=1
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et T, = (S, —n)/v/n.
a) Déterminer la loi de S,,, son espérance et sa variance.

b) Montrer que pour tout a < b, P(a < T, < b) tend vers P(a < Z < b).
k

1
-
2

n
L AN
c¢) En déduire que e E o
k=0

oo [e.e]
d) Montrer que / P(T, > z)dxe — / P(Z > z)dx et calculer cette limite.
0 0

oo
e) Montrer que / P(T, > x)dz = e "n"/n/nl.
0

f) En déduire la formule de Stirling n! ~ n™e™"/27mn.

3.3 Processus de comptage

Pour tout temps t > 0, N; désigne le nombre de clients qui arrivent dans un service
pendant U'intervalle de temps ]0, ¢]

a) Que représente, pour t et h strictement positifs, la quantité Nyyp — N ?

On suppose qu’il existe un nombre réel a strictement positif tel que, quand h — 0, pour
tout ¢, P(Nyxp, — Ny = 1) = ah 4+ o(h) et P(Nyyp — Ny > 2) = o(h), et que sit < s, les
variables aléatoires Ny — NV; et N; sont indépendantes.

b) Soit p,(t) = P(N: = n) et ¢,(t,h) = P(N¢yp — Ny = n). On suppose que p,, est une
fonction dérivable de ¢.

Montrer que qo(t,h) =1 —ah+o(h), ¢1(t,h) = ah + o(h) et q,(t,h) = o(h) pour n > 2.
Montrer que po(t + h) = qo(t, h)po(t).
En déduire que p{(t) = —apo(t).

n

¢) Montrer que, pour n > 1, p,(t + h) = Zpk(t)qn_k(t, h).
k=0

En déduire que pl,(t) = —a (pn(t) + pr-1(t)).
d) Montrer que pout tout n > 0, p,(t) = e~ (at)"/n!.

e) Soit 77 l'instant ou arrive le premier client. Montrer que 7 suit une loi exponentielle
de parametre a.

3.4 Partie entiére

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], Y la partie entiere de 10X et Z
la partie entiere de 100X — 10Y.

Préciser ce que représentent Y et Z.
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Trouver les lois de (Y, Z), de Y et de Z. Préciser si Y et Z sont indépendantes. Pro-
poser une généralisation de ces résultats et en déduire une fagon de simuler une va-
riable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] & partir d’une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur {0, 1,...,9}.

Déduire de tout ceci une facon de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]

a partir d’une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli (Jo + 61).
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Algéebre et probabilités

Fiche 6 : Probabilités (5) Applications statistiques

« There are three kinds of lies : lies, damned lies, and statistics. » Attribué
a Benjamin Disraeli par Mark Twain dans son Autobiographie

1 Estimation statistique

Dans la démarche statistique, on cherche a traiter des données, en général une série
d’observations x1, x2, ..., 5. On suppose qu’elles correspondent & des réalisations de
variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, et on cherche une distribution théorique du vecteur
(Xk)1<k<n qui reflete correctement les propriétés des observations (zx)1<k<n -

Concretement, les valeurs xp sont donc connues. Par exemple, x; représente la durée de
vie du moteur de la voiture numéro k£ que 'on a choisi d’observer. Si le fabriquant est
un grand constructeur, on ne peut pas recenser la durée de vie de toutes les voitures
fabriquées donc on ne considere qu’un échantillon de taille raisonnable. Le constructeur
almerait & partir de ces valeurs améliorer la fabrication des moteurs. Il serait alors utile
de connaitre la loi sous-jacente a la durée de vie d'un moteur. Cette loi est inconnue,
mais & partir de I’échantillon (), on peut cependant estimer certaines valeurs, comme
par exemple la durée de vie moyenne d’un moteur; on parle alors de problemes d’esti-
mation et d’intervalle de confiance. Se pose parfois ensuite la question de la validité de
I’estimation ; on parle alors de probleme de test.

Dans toute la suite, on se restreint au cas le plus simple : on suppose que les va-
riables aléatoires (X})i<r<n, sont indépendantes et de méme loi et que cette
loi appartient & une collection fixée a priori, que ’on notera {Fy; 0 € ©}.

Un premier exemple : les tirages avec remise (TAR). On considére une piece de monnaie
dont on ignore si elle est truquée ou non, et on veut connaitre la probabilite p de tomber
sur « pile ». On lance n fois la piece et on note X; le résultat du lancer numéro ¢, avec
X; = 1 si on obtient « pile » (ce qui se produit avec probabilité p) et X; = 0 si on
obtient « face » (ce qui se produit avec probabilité 1 — p). Les variables aléatoires X;
sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli b(p) donc, sur n lancers, le nombre total
de « piles » S, = X7 + - -- + X, suit la loi binomiale B(n,p).

Un deuxiéme exemple : les tirages sans remise (TSR). On considére une population de
taille N divisée en deux classes selon leur caractere, par exemple les personnes de rhésus
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positif et celles de rhésus négatif. Il y a nq individus dans la classe 1 et N —nq individus
dans la classe 2 mais les quantités n; et N sont grandes et inconnues. Pour estimer n;
ou NN ou les deux, on considére une sous-population de taille raisonnable n. On compte
alors le nombre de personnes de chaque classe dans cette sous-population. Si X}, désigne
la classe de l'individu obtenu au tirage numéro k et si la sous-population est choisie
de fagon uniforme, on voit que les variables aléatoires X sont de méme loi mais non
indépendantes. En effet, P(X; = 1) = P(Xy = 1) = p; avec p; := n1/N mais

ni(ni—1)
PXi=Xo=1)= ——2 .
(X1 2 ) N(N —1) 7 P

On considerera donc plutot directement le nombre 0 < X < n d’individus de la classe

1 parmi les n individus interrogés et on sait que la loi de X est hypergéométrique

H(nl,n, N)

1.1 Estimation ponctuelle

On considere un échantillon (Xj)1<k<n tel que chaque X}, est a valeurs dans un ensemble
E (par exemple, E = R) et de méme loi Py qui dépend d’un parametre inconnu 6 € O.
Le but est d’estimer la valeur de 6 a partir des valeurs des Xj..

Dans 'exemple TAR, le parameétre inconnu est § = p, dans 'exemple TSR, le parametre
inconnu est 6 = (n1, N).

Définition 1.1. Un estimateur de 0 est une variable aléatoire @n telle qu’il existe une
fonction F,, : E™ — © avec 0,, = F,(X1,Xo,...,Xy); c’est donc une fonction de I’
échantillon.

Attention : un estimateur de 0 ne doit pas dépendre de 6, mais seulement des observations
(Xk)1<k<n:

Le probléeme est maintenant de choisir la fonction F;, de fagon a estimer correctement 6.
Dans I'exemple TAR, 6A?n =10 et @\n = X1 X5 sont des estimateurs de 6§ = p, tous deux
un peu stupides (dire pourquoi). On préferera utiliser 1'estimateur naturel de p fourni

par la fréquence empirique des succes X,, = S, /n, qui vaut le nombre de « piles » divisé
par le nombre de lancers.

Pour tout 6 dans ©, on note Ey ’espérance par rapport a la loi Py.

Définition 1.2. L’estimateur t/9\n est un estimateur consistant de 68 pour la valeur 0 si
0, — 0 presque surement par rapport a Py, quand n tend vers l’infini.

La consistance est la propriété la plus importante d’un estimateur. Ainsi, pour de grands

échantillons, ’approximation de @ par 6,, est correcte. Par exemple, la loi forte des grands
nombres affirme que, dans I'exemple TAR, X,, est un estimateur consistant de p.
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Définition 1.3. Le biais d’un estimateur §n de 0 est
B(0,,,0) := Eg(6,,) — 6.
Le biais B(éA?,}\, 0) est donc un nombre, qui dépend de 6 et de la fonction F, définissant

Uestimateur 0,,.

L’estimateur én est dit sans biais si B(é\n, 0) = 0 pour toute valeur de 6 dans O, sinon
Destimateur est dit biaisé.

La valeur moyenne d’un estimateur sans biais est notre inconnue . Dans I’exemple TAR,
X, est un estimateur sans biais de p.

On veut maintenant comparer différents estimateurs de 6.

Définition 1.4. Le risque quadratique de l’estimateur é\n par rapport a 0 est défini par

~

R(0,,0) := B [(én - 9)2] .

Si le risque est faible, 'estimateur est souvent proche de I'inconnue 6, donc on souhaite
avoir un risque le plus faible possible.

Définition 1.5. L’estimateur Qn est (quadmtzquement) meilleur que l’estimateur 0
pour la valeur 6 dans ©, si R(Gn, 0) < R(6,,0).

L’estimateur Gn est (quadmt@quement) uniformément meilleur que 'estimateur 6 St 0
est (quadratiquement) meilleur que 0,, pour tout 6 dans ©.

Attention : on ne peut pas toujours comparer uniformément deux estimateurs.
On remarque que
R(@n, 0) = Varg(e )+ B(6?n7 9)
Par conséquent, si 'estimateur est sans biais, R(@n, 0) = varg(GAn). C’est aussi la raison

pour laquelle on préfere souvent les estimateurs sans biais.

Attention : on pourrait donc penser utiliser 0, — B (é\n, f) comme estimateur au lieu de
0,, puisque le risque quadratique est plus petit :

R(6y, — B(0,,0),0) = varg(0,) < varg(0y) + B(6y,0)> = R(6,,,0).

Mais 6,, — (Gn, 0) n’est pas en général un estimateur ! En effet, le terme de biais B (Gn, 0)
dépend de 9n, ce qui est parfait puisque 0 ne dépend que de I’échantillon observé, mais
aussi de # que ’on ne connait pas.

1.2 Estimateurs des moments

Un principe général pour estimer  dans deux situations particulieres.
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~ 1 &
Premier cas : si § = Efp(X1)], alors 6, := — E ©(X%) est un estimateur sans biais et
n
k=1

consistant.

Deuxieme cas : si § = ¢(E[X}]) avec 9 continue, alors 0, := ¥(X,,) est un estimateur,
biaisé en général, mais consistant.

1.2.1 Moyenne empirique

Si § = E(X1), on pourra utiliser la moyenne empirique, définie par

_ 1 <&
X, ::E;Xk.

La moyenne empirique est un estimateur sans biais de la moyenne E(X), consistant
grace a la loi des grands nombres, de risque

R(X,,0) = lVaurg(Xl).
n

Pour un échantillon de loi de Bernoulli b(p), la loi de nX,, est binomiale B(n,p). Pour
un échantillon de loi normale NV (0, v), la loi de X,, est normale N(0,v/n).

1.2.2 Variance et covariance empiriques

En appliquant ce qui précede aux variables aléatoires (X z)k, on voit qu’un estimateur
consistant de E(X?) vaut
1 n
-y X2
Xk
k=1

Comme var(X) = E(X?) — E(X)?, on obtient un estimateur consistant de var(X?) en

posant
n

. 1 « — 1 _
Gr =Y Xp - Xy =  (Xe-Xa)”
k=1 i=k

3

Mais E(52) = v 21 # v donc G2 est biaisé.

Proposition 1.6. Pour tout échantillon de taille n > 2, indépendant et de méme loi de
carré intégrable et de variance v = var(X1),

Vi = (Xp — Xn)°
k=1

est un estimateur sans biais et consistant de v.
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Pour la covariance, on consideére un échantillon (X, Yy)1<r<n indépendant et de méme
loi de carré intégrable dont on veut estimer la covariance

C = COV(Xl,Yl) = E(Xl}/l) — E(Xl)E(Yl)
Alors én est un estimateur sans biais et consistant de C', si on pose

~ 1 n _
C, = — ;XkYk — X, Y,

Exercice : Ou doit-on mettre les parenthéses dans C), pour que cet estimateur soit effec-
tivement sans biais ?

2 Estimation par intervalle de confiance

Dans la section précédente on proposait une valeur unique @\n pour estimer 6. On veut
maintenant proposer un ensemble I,, C ©,, aussi petit que possible, tel que 6 appartienne
souvent a I,,.

Comme précédemment, on ne dispose pour construire I, que des observations (Xj)1<k<n,
que l'on suppose indépendantes et de méme loi Py pour une certaine valeur inconnue du
parametre 6 € O.

Définition 2.1. Un intervalle de confiance au niveau a est un intervalle aléatoire I, qui
ne dépend que de I’échantillon X1,...,X,, mais pas de 8, et tel que, pour tout 6 dans O,

Pg(@ S In) = a.

Le nombre 1 — a représente le taux d’erreur maximal que 1’on accepte en prédisant que
I,, contient 6.

Une facon de construire des intervalles de confiance consiste a considérer un estimateur
0, raisonnable de @ et a trouver sa loi sous chaque Fy.

~

Si Pg(é\n € [0 — sp,0 +t,]) = a pour tout 6 dans O, alors I,, = @\n —tn,0n + sn} est un

intervalle de confiance pour 8 au niveau a.

Enfin le meilleur intervalle de confiance est celui dont la longueur est la plus petite.

Définition 2.2. Soit (I,)n,>1 une suite d’intervalles de confiance, donc chaque I, ne
dépend que de ’échantillon X1,...,X,,. Le niveau de confiance asymptotique de la suite
(In)n vaut a si, pour tout 6 dans O,

lim Py(0 € I,) = a.

n—-4o0o
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2.1 Estimation de la moyenne avec une variance connue

Soit (Xj)1<k<n un échantillon indépendant et de méme loi Py de carré intégrable pour
une certaine valeur § dans ©. On pose

m = Ep(X1), v = varg(X7).

La moyenne empirique X, est un estimateur sans biais et consistant de m. De plus,
d’apres le théoreme central limite, pour tout x positif,

Py (Vn[Xn —m| <av) — P(Z]<a),

oll Z désigne une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite A(0,1). En utilisant
la table de la loi normale, on choisit z, tel que P (|Z| < z,) = a. Par conséquent,

I, := [Yn — za\/v/n, X + .'Ea\/v/—n:|

est un intervalle de confiance asymptotique de m au niveau a.

Par exemple, pour a = 95%, x, = 1,96 convient.

2.2 Estimation de la moyenne avec une variance inconnue
Par exemple, soit (Xj); un échantillon indépendant et de méme loi exponentielle £(1/6).
Donc m = 6 et v = 62 et on cherche & estimer 6.

D’apres le théoreme de la limite centrale, en gardant les notations de la section précé-
dente, pour n assez grand,

Py (Vn| X, — 6] < 2,0) = a.
donc un intervalle de confiance au niveau asymptotique a, défini pour tout n > :Ug, est
L[ X X,
N N A

De maniere générale, lorsque I'on ne peut pas faire autrement, on estime v par V,, et on
utilise le fait que (X n— m) \/n/V, suit asymptotiquement une loi gaussienne centrée
réduite N (0, 1).

3 Tests

3.1 Principe général

On s’intéresse a la répartition des enfants nouveaux-nés en garcgons et filles. On dispose
des résultats d’un sondage, selon lequel sur 429440 naissances, on a dénombré 221023
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filles. On se demande si cette répartition entre filles et garcons est compatible avec
I’hypothése d’équiprobabilité de naissance des gargons et des filles.

On dispose donc d’'un ensemble © de parametres, d'une valeur particuliere 6y, et d’'un
échantillon (X})i1<k<n de loi Py pour un parametre ¢ inconnu. On veut pouvoir résoudre
I'alternative « Hy contre Hq », avec

HQ:GZQO; H1:07é90.

L’hypothese Hy est appelée 'hypothese nulle, et H; ’hypothese alternative.

Dans la situation ci-dessus I’échantillon (Xj)i<k<n est indépendant et suit la loi de
Bernoulli b(0), et 6y = 50%.

Pour tester Hy contre Hy, on définit une zone de rejet R ne dépendant que de (X%)1<k<n
et on adopte la stratégie suivante :

Si R est réalisée, on rejette 'hypothese Hy et on accepte Hy : 0 # 6.

Si R n’est pas réalisée, on accepte I’hypothese Hy : 6 = 6.

Définition 3.1. Le niveau de risque de premicre espéce de R dans le test de Hy contre
Hy est a:=sup{Py(R);|0 € Hy}.

Le niveau de risque de premiere espece mesure donc le risque de rejeter I’hypothese Hy
alors qu’elle est réalisée. En général, on fixe un niveau de risque de 'ordre de oo = 5% et
on calcule une zone de rejet R adaptée.

Quand Hy : 6 = 6, on obtient a := Py, (R).

On peut utiliser des intervalles de confiance pour calculer des zones de rejet. Supposons
par exemple que [ est un intervalle de confiance pour 6 au niveau de confiance 1 — «,
c’est-a-dire que, pour tout 6 dans O,

PQ(QEI)Zl—OA

Alors R = {6y & I} est une zone de rejet pour le test de Hy : 0 = 6y contre Hy : 6 # 6
au niveau de risque a.

L’autre erreur possible associée a une zone de rejet R donnée consiste a accepter Hy
alors que Hj est fausse.

Définition 3.2. Le niveau de risque de seconde espéce de R dans le test de Hy contre
Hi est f:=max{Py(R);|0 € Hi}.

La premiere erreur o étant en général fixée, une bonne zone de rejet minimise I’erreur
de seconde espece (3.

3.2 Estimation du parametre d’une loi binomiale

L’échantillon (X,)p>1 suit la loi de Bernoulli de parametre p et le parametre p est
inconnu. On fixe pg et veut tester Hy : p > po contre Hy : p < po.
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Un test de Hp contre H; au niveau de risque « est associé a une zone de rejet R telle
_ 1 &
que P,(R) < « pour tout p > pg. On rappelle que X,, = — g Xy, et on cherche R de la
n

i=k
forme R = {X,, < x}, alors

a =sup{P,(R) |p>po} = Py (R).

Remarque 3.3 (A omettre en premiére lecture). Pour évaluer Py, (R), on peut
procéder comme suit. Pour tout x < pg et tout s dans |0, 1], l’inégalité de Cramer donne

Py, (Xn <) < s" By (S_Xl)na

Comme Ej, (s7X1) = pos™' + 1 — po, on peut calculer le minimum en x du membre de

droite, ce qui donne apres calculs,

- 1—po """ rpoyne
< — .
PpO(Xn<x)\<l—x> (ac)

On vérifie que le membre de droite est une fonction croissante de x sur l'intervalle [0, po]
et vaut 1 en x = pg, donc est bien inférieur a 1 pour tout x < pg Il reste a choisir x de
sorte que la valeur du membre de droite soit au plus «, ce qui est possible pour tout a
supérieur a la valeur en x =0, soit o = (1 — pp)™.

Rappelons que X,, est un estimateur consistant et sans biais de p.

3.3 Estimation de la moyenne d’une loi normale

L’échantillon (X,),>1 suit la loi normale N (m,v) avec v connue et m inconnue.

Rappelons que X,, est un estimateur consistant et sans biais de m et que X, = m +
Zn\/v/n ou Z, est asymptotiquement gaussienne centrée réduite.

Premiére situation On veut tester Hy : m > mg contre Hy : m < my.

Il s’agit d'un test unilatere. On cherche une zone de rejet R := {X,, < x} avec x < my.
Alors,

a =sup{Py,(R)|m > mo} = Ppy, (Z < —(mo — ;U)\/n/v) ,

et il reste & consulter la table de la loi gaussienne pour choisir z. Par exemple, a = 5%

donne
x =mg— 1,96+/v/n.
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Deuxiéme situation On veut tester Hy : m € [my, ms| contre Hy : m & [m1, ma].

Il s’agit d'un test bilatére. On cherche une zone de rejet R := {X, ¢ [z1,z2]} avec
x1 < mq et x9 > mo. Si on suppose que 1 = mq — ¢ et x9 = my + ¢ avec ¢ positif, on
montre qu’il s’agit de choisir ¢ tel que

a=P(Z>c\ynfv)+ P(Z = (c+ma —mi)y/n/v).

Les cas limites sont my = 400 pour lequel on retrouve le test unilatere et mo = mq qui
donne le test de Hy : m = mq contre Hy : m # mj.

4 Exercices

4.1 Piéces

On lance une piece équilibrée et on souhaite obtenir une proportion de « piles » entre
49% et 51% avec une probabilité au moins égale & 96%. Déterminer le nombre de jets
nécessaire en utilisant I’approximation par une loi normale.

4.2 Repas

Un restaurateur peut servir 75 repas, uniquement sur réservation. En pratique, 20% des
clients ayant réservé ne viennent pas. Le restaurateur souhaite pouvoir servir tous les
clients qui se présentent avec une probabilité supérieure ou égale a 90%. Déterminer le
nombre maximal de réservations que le restaurateur peut accepter.

4.3 Défauts

Une entreprise regoit un lot important de pieces fabriquées en série. L’entreprise n’ac-
cepte la livraison que si la proportion p de pieces défectueuses est inférieure a 5%. Dans
un échantillon de 200 pieces, on observe que 15 pieces sont défectueuses.

Décrire la conclusion d’un test de Hy : p < 5% contre Hy : p > 5% au niveau 1% relatif
a une région de rejet R = {X > z}, ou X désigne le nombre de pieces défectueuses dans
I’échantillon.

4.4 Médicament
L’écart type de la teneur d’un composant dans un médicament est de 3 milligrammes.
Un nouveau procédé de fabrication vise a diminuer cet écart type. Dans un échantillon

de 10 unités fabriquées par le nouveau procédé, on obtient en milligrammes :

725, 722, 727, 718, 723, 731, 719, 724, 726, 726.
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On supppose ’échantillon de loi N'(m,v).

1) On suppose que m est connue et vaut 724. Donner un intervalle de confiance de niveau
95% pour la variance.

2) Dans cette question m est inconnue, tester au niveau 5% si le but recherché est atteint.

4.5 Electricité

Dans une fabrique de compteurs électriques, on vérifie le réglage des compteurs sur
un échantillon de 10 compteurs. Lors d’une mesure de 100 unités, les compteurs de
I’échantillon enregistrent :

983, 1002, 998, 996, 1002, 983, 994, 991, 1005, 986.

On supppose 1’échantillon de loi A (m,o?).
Donner un intervalle de confiance au niveau 95% pour la moyenne.

Tester 'hypothese m = 1000 contre m # 1000 au niveau 5%.

4.6 Confiance

Echantillon de loi de densité hy(z) = (22/6%)1ocscs. On suppose que n est grand et
0 < 6 < 2. Donner un intervalle de confiance pour 6 au niveau de confiance 95% basé
sur X,,.

4.7 Risque

Echantillon de loi de densité fy(z) = (202—0+1)1o<o<1, 0t —1 < 6 < 1 est un paramétre
que 'on se propose d’estimer.

Trouver a et b tels que lestimateur T}, = aX,, + b est sans biais, pour tout 6. Calculer
le risque quadratique de T,.

Calculer la limite de Py(y/n|T, —0| < z) quand n — +o0, pour x réel positif. En déduire
un intervalle de confiance de niveau 99% pour 6.

5 Exercices supplémentaires

Exercice 1 Un échantillon de 478 électeurs choisis aléatoirement indique que 255 d’entre
eux vont voter pour A. Evaluer des intervalles de confiance & 1% et & 5% pour la pro-
portion d’électeurs de A.

Exercice 2 On effectue un contréle de fabrication sur des pieces dont une proportion
p est défectueuse. On controle un lot de 200 pieces et on trouve 20 pieces défectueuses.
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Donner des intervalles de confiance pour I'estimation de p, au niveau 95% puis au niveau
99%.

Exercice 3 Des appareils électriques de chauffage ont une moyenne de vie de fonction-
nement de 20 000 heures avec un écart-type de 7 000 heures. A I'aide d’un changement
de composant, le fabricant affirme que la durée de vie moyenne peut étre accrue.

On a testé un échantillon de 127 appareils et on a observé une durée de vie moyenne de
21 000 heures. Préciser si on peut soutenir cette affirmation au risque de 5%, au risque

de 1%.

Exercice 4 Une piece jetée 660 fois tombe 312 fois sur pile, préciser si on doit penser
que cette piece est bien équilibrée, ou non.

Exercice 5 Le fabricant d’une nouvelle solution anti-rouille annonce que son produit
est efficace & 90%. Dans un échantillon de 500 pieces le résultat est probant pour 420
d’entre elles. Préciser si 'affirmation du fabricant est légitime.

Exercice 6 Deux machines A et B fabriquent en série la méme piece. Lors d’une ex-
pertise de la production, on remarque que la machine A a produit 2700 pieces dont
50 sont défectueuses alors que sur les 1600 pieces produites par la machine B, 35 sont
défectueuses. Préciser si on doit en conclure que la machine A est mieux réglée que la
machine B, ou non.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche Probabilités : Corrigés

Rédactions plus qu’abrégées, a ne pas donner aux étudiants.
Fiche 3

1. On écrit chaque P(X > k) comme la somme des P(X =) de i = k & ¢ = n puis on
intervertit les deux sommes.

2. Donc P(T 2 n+k) = P(T > n)P(T > k) pour tous k > 0 et n > 0. En itérant,
P(T >n)=P(T > 1)" pour tout n > 0. En notant a := P(T > 1), il vient

PT=n)=PT>n)—PT>2n+1)=a"(1-a),

pour tout n > 0. Si a = 0, T = 0 partout, ce qui est une solution dégénérée. Si a = 1,
P(T = n) = 0 pour tout n > 0, ce qui est impossible. Si 0 < a < 1, la loi de T est
géométrique de parametre a.

3. a) Soit e; le vecteur canonique numéro i de R¥. Alors X suit la loi de la somme de n
variables aléatoires indépendantes valant e; avec probabilité p; :== N;/N, donc la loi de
X est multinomiale (n, (pi)i1<i<k)-

b) La loi de X; est binomiale B(n, p;).

c) La loi de (X;, X;) correspond aux deux premieres coordonnées de la loi multinomiale
(n, (pi,pj, 1—p; —pj)). Donc, pour tous = et y entiers avec 0 < z,y <net x +y < n,

n

P(Xizwan:y): (ajyn—x—

o= =y

4. a) N1 = k avec k > 1 signifie que X,, = 0 pour tout 1 < i < k—1 et que X = 1,
donc P(Ny = k) = p(1 — p)*~! et N; suit une loi géométrique décalée.

b) Ny =k et Ny =/ aveck > 1et ¢ > k+ 1 signifie que X,, =0 pour tout 1 <i < k+/¢
sauf pour i = k et i = £, donc P(N; = k, Ny = £) = p*(1 — p)*~2. Comme N; = k et
Ny — N1 = ¢ signifie que Ny = k et Ny =k + 4.

P(Ny = k,Ny — Ny =€) = p*(1 — p)"**2,
qui est le produit (p(l — p)k_l) (p(l - p)ﬁ_l), cqfd.
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c) En faisant la somme de k =1 a k = ¢ —1 des P(N; = k, Ny = {), on obtient que
P(Ny =1{) = (£ =1)p*(1 — p)*~?, donc
P —p)? 1

PNy =k|Ny=1) = (€ — 1Dp2(1 — p)i2 -1

La loi de Ny sachant Ny = ¢ est uniforme sur ’ensemble {1,2,...,¢ —1}.

d) Pour tout ¢ > k,

C(-1)(f—k+1)
B (k—1)!

pH(1—p)F.

5. La covariance de X et Y vaut

EXY)-EX)E(Y)=P(X=Y=1)—-P(X=1)P(Y =1),
donc P(X =Y =1) = P(X =1)P(Y = 1). Les autres égalités s’en déduisent.
6. La loi de Z est binomiale (n + m,p). Pour tout 1,

n

P(X =i)= <Z.>pi(1 )",

P(Y =k —i)= (,jﬁ Z.>pk-i<1 _ pymh

En faisant la somme sur ¢, on obtient P(Z = k), qui vaut par ailleurs

P(Z=k) = <”Zm>pk(1 ek,

En factorisant pk(l — p)"+m_k des deux cotés, on obtient le résultat.

7. a) S’il reste Xy = k allumettes & gauche au moment ot Banach se rend compte que
sa poche droite est vide, cela signifie qu’il a choisi N fois sa poche droite et N — k fois
sa poche gauche pendant ses 2N — k premiers choix, et enfin sa poche droite pour son
choix 2N — k + 1. Cela se produit avec probabilité

2N — k) o @N-k+1)
N :

Mais il peut aussi rester Xy = k allumettes a droite, donc

2N —
P(Xy =k) = < . k>2k—2N.

b) Soit Yn := 2N — X, donc N < Yy < 2N et, pour tout N < k < 2N,
kYN ._
P(Yy =k) = <N>2 k,
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Comme (k + 1) G}) —(N+1) @111)

2N+1 i ‘
E(Yn+1)=2(N+1) > (N+1>2—2.
i=N+1

Si la derniere somme allait jusqu’a ¢ = 2N + 2, elle correspondrait a la loi de Yn 41, donc
sa valeur serait 1. Il vient

E(Yy +1) = 2(N + 1) <1 _ (iﬁjf) 2<N+1>> |

2N +2

En réordonnant et en utilisant 1’égalité (N +1) < Nl

2N
> =2(2N+1) ( N ), on obtient
le résultat. Par Stirling, uny ~ 1/v7N, cqfd.

8. a)b) X < k signifie que 'on a tiré une des k boules de plus petit numéro parmi les
N boules possibles, et ceci n fois, donc P(X < k) = (k/N)™ et, pour tout 1 < k < N,
P(X=k)=(k"—(k—1)")/N"™.
c¢) D’apres 'exercice 1,
N-1 N-1
E(X)=N — P(X<k)=N-— (k/N)".
k=1 k=1

La derniére somme vaut NN fois la somme de Riemann de la fonction z — 2™ sur 'inter-
valle [0,1] donc est équivalente & N/(n+ 1) et E(X) ~ Nn/(n+1).

9. a) Premier succes dans une suite i.i.d. de piles ou face avec probabilité 1/n de succes,
donc la loi de N est géométrique de parametre a := 1/n, donc E(N) = 1/a = n et
var(X) = (1 —a)/a® = n(n — 1).

b) Continuons a essayer les clés en les tirant sans remise, méme apres avoir trouvé la
bonne. La position de la bonne clé est aléatoire entre 1 et n et par symétrie, sa loi est
uniforme sur {1,...,n}. Donc E(N) = (n+1)/2 et var(N) = (n? — 1)/12

10. a) Poisson a + b.
b) Binomiale (n,p) avec p := a/(a + b).
¢) Multinomiale (n, (px)x) avec pi == ar/a et a :==aj; + -+ ar41.
11. a) X est le nombre de piles.
b) La fonction génératrice de X; est (2i + s)/(2i + 1) donc
o(s) = ﬁ 2i+s

Pl 21+ 1

c) p(1) = 1 et p(—1) = E((-1)*) = P(X pair) — P(X impair) donc ¢p(—1) vaut
2P (X pair) — 1, cqfd. Comme ¢(—1) =1/(2n+ 1), P(X pair) =n/(2n + 1).
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122a) P(X 2n)=a". Z>2nsi X >2netY >ndonc P(Z >n)=(ab)" et la loi de Z
est géométrique de parametre ab : P(Z = n) = (ab)™(1 — ab).

b) U =0si X =Y donc P(U = 0) est la somme des a"(1 —a) x b"(1 —b) sur n > 0,
soit P(U=10)=(1—a)(1—0)/(1 —ab). Pour n > 1,
P(X>Y+n)=> PY =kPX >k+n)=> (1-0bbra"*,

k>0 k>0

et cette derniére somme vaut a™(1 — b)/(1 — ab). Par symétrie P(Y > X + n) vaut
b"(1—a)/(1—ab) donc P(U > n) = (a"(1—b)+b"(1—a))/(1— ab), et finalement, pour
tout n > 1,

PU=n)=(a"+0")(1—-a)(1—-0)/(1— ab).

c) Z =ketU=1iavec i > 1 signifie que {X,Y} = {k,k + i}, donc
P(Z = kU =1i) = (1—a)(1 —b)(a"b"** 4+ a**b*) = P(Z = k)P(U =i).
Le cas ¢ = 0 se traite de méme.

14. Pour 0 < k <n, Y =k et X = n signifie qu’on a obtenu k fois 5 et n — k — 1 fois ni
5 ni 6 sans savoir dans quel ordre, puis enfin un 6, donc

1
P(X=nY =k) = (" . )4"’“6”.

On en déduit

n—1

-1
P(X _ n) _ 4n—16—nz <n . )4—k _ 4n—16—n(1 + 1/4)71—1 _ 5n—1/6n‘
k=0

Donc la loi de X sachant que X = n est binomiale (n —1,1/5).
Fiche 4

1. On integre d’abord en y, il vient %x, dont l'intégrale entre 0 et 1 vaut 1.

La densité de la loi marginale de X est %$10<I<1 d’apres le calcul précédent. En intégrant
d’abord en x, on voit que la densité de la loi marginale de Y est %(1 —3/2)y~1/2 lo<y<t-
Pas indépendance.

Soit Z :=Y/X. Alors 0 < Z < 1 et, pour tout 0 < z < 1,

/ fda:/omdy/\/@—/olﬁw%dx—\/z,

donc la loi de Z admet la densité 1/(2+/z) sur [0, 1]. Le méme calcul donne
T 2t T
P(Z< 2 X <) = / \/Zdt/ dy//y = / VEVztdt = 2%/,
0 0 0
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donc X et Z sont indépendantes et conviennent.

On peut aussi utiliser deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]

et poser
X = \/ﬁ, Y :=VU V2

2. Indépendance, ¢ = 1, P(Y > y) = 1/y et P(X > z) = e * donc la probabilité
demandée P(Y > 2, X < 1) vaut 3(1—1/e). Lois marginales de densités respectives e ~*
sur z > 0et 1/y% sur y > 1. Comme P(X > x) =e %,

0 1
P(XY >1)=E( VYY) = / eV dy/y? :/ e *dz=1—1/e.
1 0

3. Exponentielle a, moyenne et variance 1/a. Pour tout v > u > 0,

Pu<UV<v)=Plu<T,<v,1<k<n).

au

En utilisant I'indépendance des Ty et P(u < T}, < v) = e~ — e~ on obtient

Plu<UV <v)=(e "™ —e )"

En dérivant par rapport & u puis & v, on obtient la densité du couple (U, V) sur 0 < u < v

comine

2€—a(u+v)( —au —av)n—Q‘

n(n—1)a e ™ —e

Pas indépendance. En procédant de méme (ou en faisant v — oo ci-dessus), on voit que
U est exponentielle na, et que

donc la densité de la loi de V est nae™ (1 — e~ )"~ sur v > 0.

4. Jacobien dzdy = dudv/(2v) sur uv > 1 et u/v > 1 donc la densité de la loi de (U, V)
est 1/(2vu?) sur 1/u < v < u. Pas d’indépendance. Loi de U de densité (logu)/u? sur
u > 1. Loi de V de densité 1/2 sur 0 < v < 1 et 1/(2v?) sur v > 1.

5. U = X signifie que X <Y. Comme P(Y > y) =e %,
—+00
P(U = X) = E(e™?X) :/ e "ae™ dx = a/(a +b).
0
Pour u < v, U <u << vV signifieque X <uetY Z2vouque X >vetY <u, donc

PU<u,V>0v)=(1-e e ™™ e ®(1—e ).

En dérivant par rapport & u puis & v, on obtient que la densité de (U, V) sur 0 < u < v
vaut f(u,v) := ab(e"(@utbv) 4 e=(butav)y En posant v = w + u avec w > 0, on obtient
que la densité de (U, W) sur u > 0 et w > 0 vaut

abe—(a—i—b)u(e—bw + e—aw) )
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Forme produit donc U et W sont indépendantes de lois respectives (a + b)e~ (@0 et
(ab/(a+b))(e™ +e ).

6. c = a®. Comme ydz = dzdy, la densité de (Z,Y) en tout point (z,y) tel que 0 < z < 1
et y > 0 vaut a’?ye~%. Indépendance, Y de loi gamma (2,a), c’est-a-dire de densité
a’ye~®, et Z de loi uniforme sur [0, 1].

Fiche 5

1. La somme de n = 10% erreurs centrées et chacune d’écart-type ¢ := 1079/(2v/3) vaut
a peu pres ty/n fois une gaussienne centrée réduite donc la probabilité cherchée d’une
erreur totale entre —a et +a avec a := $107% vaut P(|t\/nZ| < a), soit 2P(0 < Z < b)
avec b := a/(ty/n) = v/3 donc la probabilité cherchée vaut & peu pres 92%.

2. a) S, est Poisson n, d’espérance et de variance n.

b) Théoréme central limite pour la suite (X)x d’espérance et variance 1.

¢) Le membre de gauche est P(S,, < n) = P(T,, < 0), le membre de droite est P(Z < 0),
cqfd.

d) Par Bienaymé-Chebychev, P(T;, > x) < 1/2% et P(Z > z) < 1/2? pour tout z > 0
et tout n > 1, donc, pour u > 0 fixé,

—+00 —+00

P(T, > z)dz < u, / P(Z > z)dz < u.
1/u

Comme intégrale d’une suite de fonctions uniformément bornées sur un intervalle borné,

1/u

1/u 1/u
P(T, > z)dz — P(Z > x)dx.
0 0

quand n — oco. Par conséquent, la limsup de la différence entre les intégrales completes
vaut au plus 2u. Comme u est aussi petit que 'on veut, cqfd.

En échangeant 'ordre des intégrales,

+oo d +oo efy2/2 4 yd efy2/2 Feo 1
P(Z > z)da = — |- -
/0 ( 7 d /0 V2 y/o v V2m V2

e) Sur lintervalle kv/n < z < (k+1)/+/n, P(T,, > x)
I'intégrale recherchée vaut

0
P(S, > n+k + 1), donc

Y P(Syzn+k+1)/vn.

k>0

On décompose chaque {S,, > n+ k + 1} en la réunion des {S, =n+ i} pouri > k + 1,
puis on intervertit les sommes. Il vient

S PSuzn+k+1)=> iP(Sy=n+1i).

k=0 i1
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Ensuite,
iP(S,=n+1)=n(P(S,=n+i—-1)— P(S, =n+1)),
donc les termes de la somme s’annulent tous sauf le terme P(S,, = n) provenant de i = 1.

Finalement,
+o0o

P(T,, > x)dz =n P(S, =n)/v/n,
0
ce qui démontre la formule. Il reste & égaler les deux limites pour obtenir I’équivalent de

f).
3. a) Nombre de clients arrivant pendant l'intervalle de temps |¢,t + h].
b) La somme des g, sur n > 0 vaut 1, d’ou 'expression des gy, (t, h). Ny, = 0 signifie que
N; =0 et que Ny p — N = 0, deux évenements qui sont indépendants et de probabilités
respectives po(t) et qo(t,h). Quand h — 0, po(t + h) = po(t) — ahpo(t) + o(h), ce qui
signifie que pj(t) = —apo(t) (en fait, il s’agit de la dérivée a droite). Comme py(0) = 1,
il vient po(t) = e,
¢) Méme raisonnement : pour avoir n personnes au temps t + h, il faut en avoir k < n
au temps t et que n — k arrivent pendant |¢,¢t 4+ h]. Quand h — 0, ne restent que gg et
q1, puisque

Pn(t 4+ h) = pu(t)(1 — ah) 4+ pp—1(t)ah + o(h),
donc pl,(t) = a(pn—1(t) — pn(t)) (il y a une faute dans I’énoncé).
d) Soit 7y, (t) := pn(t)e®. Alors ro(t) =1, r,(0) = 0 et 7/, (t) = ar,—1(t) pour tout n > 1.
On voit que r, est la neéme primitive itérée de la fonction 1, cqfd.
e) Ty > t signifie que N; = 0 donc sa probabilité vaut po(t) = e~ cqfd.

4. Premier et deuxiéme chiffres apres la virgule dans I’écriture décimale de X. Indépen-

dance, lois uniformes sur {0, 1,...,9}. Idem pour les chiffres suivants si on note ¥; =Y,
Y = Z et pour tout n > 1, Y,, la partie entiere de
10"X — 10"'Y; — 10" 2Y, — - -+ — 10Y,, 1.

Y,
Alors, X = .

107

n>1

Fiche 6

1. On approche une variable aléatoire de loi binomiale B(n, 1/2) par la variable aléatoire
gaussienne n/2 + Z./n/2 donc on veut que P(|Z/(2y/n)| < a) > 1 —p avec a = 1% et
p =4%. Si P(Z > z) = p/2, tout entier n > (z/2a)? convient asymptotiquement. Si
P(Z > z) = 2%, il faut donc de I'ordre de 25002 jets.

2. Si n = 75, on peut accepter de l'ordre de (5n/4)(1 — z/v/5n) réservations, avec
P(Z > z) = 10%.

2.1. On accepte Hj avec probabilité P(B(200,5%) > 15), que 'on peut approcher par
P(N(10,10) > 15), soit P(Z > 5/v/10) ~ P(Z > 1,6).
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 7 : Algébre (1) Groupes

« L’étre humain n’est pas un tueur. Le groupe, si. » Konrad Lorenz

1 Rappels de cours

Une loi de composition (interne) sur un ensemble E est une application x : E x E — E.
On note x *y I'image de (z,y) par *. La loi * est associative si et seulement si, pour tous
x,y et z éléments de E, (x*y)*z = xx (y*2). La loi % est commutative si et seulement
si, pour tous z et y éléments de F, z *y = y * x. Un élément e de I est un neutre pour
la loi * si et seulement si, pour tout = élément de E, x x e = e x x = z. Quand la loi
possede un élément neutre e, un inverse d’'un élément x de F est un élément y de F tel

que z *y =y * x = e. Dans ce cas, on note souvent y = z L.

Un groupe (G, *) est un couple formé d’un ensemble G et d’une loi de composition *
sur (G, associative, admettant un élément neutre, et telle que tout élément possede un
inverse. Si de plus, la loi * est commutative, on dit que (G, *) est abélien ou commutatif.

Exercice 1.1. 1) Montrer que le neutre est unique, au sens ot, si e et e’ sont deux
éléments neutres d’un groupe (G, *), alors e = ¢€’.

2) Montrer que l'inverse est unique, au sens ou, si z est un élément d’un groupe (G, *)
et si y et z sont des inverses de x, alors y = z.

Exercice 1.2. 1) Les ensembles Z, Z/nZ, Q, R et C sont des groupes pour I’addition.
2) Pour tout ensemble F non vide, &(F) est un groupe pour la composition.

3) Pour tout ensemble F, P(E) est un groupe pour la différence symétrique.

4) Pour tout ensemble E non vide et tout groupe (G, *), 'ensemble G¥ est un groupe
pour la multiplication terme a terme définie comme suit : si ¢ et 1) sont des éléments de
GF, on pose, pour tout élément x de E, (o -¢)(z) = ¢(x) * ¢(z).

Exercice 1.3. Montrer que, quand (G, ) = (Z/2Z,+), 'exemple 4 de l'exercice 1.2
correspond a ’exemple 3.

Une partie H de G est stable par * si, pour tous = et y éléments de H, x * y appartient
a H. On note alors de nouveau * la restriction de x a H x H.
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Une partie H de (G, ) est un sous-groupe de (G, %) si et seulement si H est stable par
* et si (H,*) est un groupe.

Soit A C G. On note (A) l'intersection de tous les sous-groupes de (G, *) contenant
A. Alors la partie (A) est elleeméme un sous-groupe de (G, ), appelé le sous-groupe
engendré par A. Comme toute intersection de sous-groupes d’un groupe est elle-méme
un sous-groupe, (A) est aussi le plus petit sous-groupe de (G, %) contenant A.

Si A={z1,...,x,} est fini, on note (A) = (z1,...,zy,).

Soit x un élément de G et e I’élément neutre. On définit par récurrence x™ pour tout
entier relatif n en posant 2 = e puis, pour tout n > 0,

n+1

T =" *xuz, Pany) gt

=T * T

Exercice 1.4. Montrer que x" * 2P = 2P pour tous n et p entiers relatifs.

Un groupe (G, *) est cyclique s'il est engendré par un seul élément, donc s’il existe z
élément de G tel que G = (z), c’est-a-dire G = {z"; n € Z}.

Attention : cette écriture ne signifie pas que GG est en bijection avec Z.

L’ordre d’'un élément x d’un groupe (G, %) d’élément neutre e est
inf{n > 1|2" = e}.
Exercice 1.5. L’ordre de z est le cardinal de (x) si (x) est fini, et +o0 sinon.

Un morphisme (de groupes) d’un groupe (G, *) dans un groupe (H, o) est une application
¢ : G — H compatible avec les lois * et o, c’est-a-dire telle que, pour tous x et y éléments
de G, p(x*xy) = p(z)op(y). Si G = H, on dit que ¢ est un endomorphisme (de groupe)
du groupe G.

L’image du morphisme ¢ : G — H est ¢(G) ={z € H; Iz € G, p(z) = z}.
Le noyau du morphisme ¢ est ker(G) = {z € G; p(z) = ex}.
Exercice 1.6. L’image d’'un morphisme de groupes ¢ : (G,*) — (H,o) est un sous-

groupe de H et son noyau est un sous-groupe de G.

Un morphisme de groupes de G vers H est injectif si et seulement si son noyau est le
sous-groupe trivial, donc réduit a {eg}.

Enfin, si un morphisme de groupes ¢ de G vers H est bijectif, 'application inverse
@~ ' H — G est aussi un morphisme. Dans ce cas, on dit que ¢ est un isomorphisme,
que ¢! est I'isomorphisme inverse de ¢ et que les groupes G et H sont isomorphes.

2 Vrai ou faux
Prouver chacune des assertions suivantes ou en donner un contre-exemple.
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A

(N, +) est un groupe abélien.
(Q*,+) est un groupe.

(Q*, x) est un groupe.
(Z*,+) est un groupe.
(Z*, x) est un groupe.

Soit (G, ) un groupe Pour tout entier n > 1 et tous z et y éléments de G,
(z-y)" =

Soit (G, ) un groupe et z et y deux éléments de G' d’ordres finis, notés respective-
ment o(x) et o(y). Alors o(x - y) est fini et divise le produit o(x)o(y).

8. Méme affirmation avec « groupe abélien » au lieu de « groupe ».

9. Soit H C G une partie non vide d’un groupe (G, -). La condition suivante entraine

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

que H est un sous-groupe de G : pour tout h élément de H, h~! appartient & H.

Méme affirmation avec la condition : pour tous h et h' éléments de H, h - I/
appartient a H.

Méme affirmation avec la condition : pour tous h et A’ éléments de H, h™' - b/
appartient a H.

Méme affirmation avec la condition : pour tous h et h/ éléments de H, h-h' et h™!
appartiennent a H.

L’ensemble U = {z € C; |z| = 1} des nombres complexes de module 1, muni du
produit des nombres complexes, est un sous-groupe du groupe C* = (C\ {0}, ).

La fonction exponentielle est un morphisme de groupes de (R, +) dans R* = (R\
{0},-).

La fonction exponentielle est un morphisme de groupes de (R,+) dans R =
(R4 \ {0}, ).

Les groupes (R, +) et R sont isomorphes.

Les groupes (R, +) et R* sont isomorphes.

3 Exercices

Exercice 3.1. Soit * une loi sur un ensemble E, e, un neutre a gauche et e; un neutre
a droite. On suppose donc que, pour tout z élément de E, e, * x = 2 = x * eq. Prouver
que e, = €q.

Exercice 3.2. Soit F =| — §, 5[ et x: E x F — E définie par

x * y = arctan(tanz + tany).

a) Prouver que (E, %) est un groupe abélien.

b) Préciser si le groupe (FE, %) est isomorphe a (R, +).
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Exercice 3.3. Soit F un ensemble, (G, ) un groupe, ¢ : E — G une bijection et

x:ExE—E, xxy=¢ (o) 0y)).
Prouver que (FE, %) est un groupe et que ce groupe est isomorphe a (G, -).
Exercice 3.4. Soit G = R* x R et * la loi sur G définie par
(z,y) * (u,v) = (zu, zv + y).
a) Prouver que (G, ) est un groupe. Préciser si ce groupe est commutatif.
b) Montrer que R} x R est un sous-groupe de G.

Exercice 3.5. a) Soit E un ensemble. Prouver que 'ensemble G(E) des bijections de
E sur E, muni de la loi (s,t) — sotousot: E — FE est définie par s o t(x) = s(t(x)),
est un groupe.

b) Pour tous nombres réels a et b, soit Fy, : R — R telle que F(t) = at 4+ b. Soit B
I'ensemble des fonctions Fyp avec a et b réels et a non nul. Soit A C &(R) 'ensemble
des bijections affines de R dans R. On rappelle que F' : R — R appartient a A si et
seulement si, pour tout réel u dans [0, 1] et tous réels s et t,

Fut+ (1 —w)s) = uF(t) + (1 —u)F(s).

Montrer que B = A. On pourra distinguer le cas ou t appartient a [0, 1], puis le cas ou
t > 1 en écrivant 1 = (1/t)t + (1 — 1/¢)0, puis le cas ou ¢t < 0.

En déduire que A est un sous-groupe de S(R).
c¢) Prouver directement que A est un sous-groupe de &(R).

d) Préciser si le groupe A est isomorphe au groupe G de I'exercice 4.
Exercice 3.6. Soit G; = R* x R et * la loi sur (G; définie par
(2, y) * (u,0) = (zu, zv + yu ™).

a) Prouver que (G1, x) est un groupe.

b) Parmi les parties suivantes, préciser lesquelles sont des sous-groupes de G :
R* x {0}, {-1} xR, {-1,1} xR, {1} xR, Q* xQ, Q* xR, Q* xZ, {-1,1} x Z.

¢) Pour tout t dans R, soit H; = {(z,t(z — 27 1)); 2 € R*}. Montrer que H; est un
sous-groupe commutatif de Gy.

Exercice 3.7. Pour tout nombre complexe a, on définit r, : C — C par z — rq(2) = az
et sq : C — C par z +— s,(2) = aZz. Soit

D ={rq,s,|a € C}.
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Pour tout entier n > 1, soit
Dy, = {rq,sq|a € C*, a" =1}.

a) Prouver que D est un sous-groupe de &(C) (on appelle D le groupe diédral).
b) Prouver que D,, est un sous-groupe a 2n éléments de D.

c¢) Donner les tables de composition de Ds et Ds.

d) Prouver que D,, est commutatif si et seulement si n =1 ou n = 2.

e) Prouver que l'application v : D — ({—1,1},-) définie par u(ry) = +1 et u(s,) = —1
est un morphisme de groupes.

Exercice 3.8. Soit (G,-) un groupe. Le centre de G, noté Z(G), est I’ensemble des
éléments = de G qui commutent avec G, c’est-a-dire tels que, pour tout élément y de G,
x . y = y . x_

a) Prouver que Z(G) est un sous-groupe de G et que Z(G) = G si et seulement si le
groupe G est abélien.

b) Prouver que Z(G) est un groupe abélien.

c¢) Déterminer le centre des groupes A de 'exercice 5, G de l'exercice 6, et D, Do, 11 et
Do, de 'exercice 7.

d) Préciser si le centre d’un groupe est son plus grand sous-groupe abélien, ou non.

Exercice 3.9. a) Soit u : C* — U définie par u(z) = z/|z|. Montrer que u est un
morphisme surjectif du groupe multiplicatif (C*,-) dans (U, -).

b) Construire des isomorphismes du groupe (C*,-) sur chacun des groupes produits
(U,-) x (RY, ) et (U, ") x (R, +).

Exercice 3.10. a) Soient (G, -) un groupe et ¢ et ¢ des endomorphismes du groupe G
qui commutent, c’est-a-~dire tels que ¢ o ¥ = 1) o . Montrer que p(ker ) C ker(z)).

b) Soit (A,-) un groupe abélien et n > 0 un entier. On note p,, I'application de A dans
A définie par p,(a) = a™ pour tout a dans A. Montrer que p,, est un endomorphisme de
A. Montrer que si ¥ est un endomorphisme de A, alors ¢ o p,, = p, 0 1.

c¢) Déduire de a) et b) que, si p,, n’est pas injectif, alors il n’existe pas d’endomorphisme
s de A tel que p, o s = Id4, puis que p, est un isomorphisme si et seulement 8’il existe
une application s de A dans A telle que p, o s = 1d 4.

d) Pour A = C*, rouver que p%* est surjectif, mais qu’il n’existe pas d’endomorphisme r

de C* tel que p2, or = Ide-. En d’autres termes, il n’existe pas de morphisme « racine
que pec C ) p p

carrée ».

Exercice 3.11. Soit (G, ) un groupe, e son élément neutre et A ’ensemble des éléments
x de G tels que 22 = e. Prouver que A est aussi ’ensemble des éléments = de G tels que
r = . En déduire que I'ensemble B = G\ A est stable par 'application z — x~L.

Montrer les assertions suivantes.
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a) Si A = @G, alors (G, -) est abélien.
b) Si G est fini, alors le cardinal de B est pair.

¢) Si le cardinal de G est pair, alors il existe un élément x de G différent de e tel que
2 _

8

Exercice 3.12. Soit (G,-) un groupe cyclique de générateur a et d’élément neutre e.

a) Soit m : Z — G définie par w(n) = a". Montrer que 7 est un morphisme surjectif de
groupes.

b) Prouver que 7 est un isomorphisme si et seulement si G est infini.

c¢) Soit H un sous-groupe de (G,-). Prouver que si G est fini ou si H # {e}, alors
A = 771 (H) contient un élément strictement positif, puis que A est I’ensemble des
multiples entiers de son plus petit élément strictement positif. En déduire les assertions
suivantes.

cl) Tout sous-groupe de (G, -) est cyclique.

c2) Tout sous-groupe de (G, -) est stable par les endomorphismes de (G, -).
d) Donner des contre-exemples de cl) et ¢2) quand (G, -) n’est pas cyclique.
Exercice 3.13. a) Soit A une partie finie de Q. En considérant un dénominateur com-
mun de tous les éléments de A, prouver que le sous-groupe (A) de (Q, +) est cyclique.
b) Préciser si tout sous-groupe de (Q*, ) engendré par une partie finie est cyclique.
c) Préciser si les groupes (Q, +) et (Q+ \ {0}, x) sont isomorphes.

Exercice 3.14. Soit ¢ : (G,-) — (K,-) un morphisme de groupes et x un élément de G
d’ordre fini. Prouver que l'ordre de ¢(x) dans K divise 'ordre de = dans G.

Exercice 3.15 (Supplément : exercice corrigé). Soit R un anneau et GLi(R) le
groupe des matrices carrées de taille k > 1 a coefficients dans R et inversibles. L’appli-
cation det envoie les éléments de GLi(R) dans le groupe R* des éléments inversibles de
R et le groupe SL;(R) est son noyau, donc

SLi(R) :={M € Mgxr(R); det M = 1}.

Le but de 'exercice est d’étudier certains sous-groupes SLi(Z/nZ).

1) Déterminer SLy(Z/2Z) et montrer que ce groupe est isomorphe & Gg.

2) Calculer lordre de SL2(Z/nZ) quand n est un entier premier.

3) Trouver des sous-groupes de SLa(Z/nZ) isomorphes & Z/nZ et (Z/nZ)*.

1
1 0

5) D’apres la question précédente, l'ordre de G est 24. Montrer que pourtant, G n’est
pas isomorphe a &y4.

4) Calculer l'ordre de A := ( ) dans G := SL9(Z/37Z).
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Indications de solution

1) On énumere d’abord les 6 éléments de ’ensemble SLy(Z/27). Ensuite, chacun de ces
éléments représente une application linéaire sur (Z/27)? qui préserve (0, 0) et correspond
a une bijection de (Z/2Z)?\ {(0,0)} dans lui-méme.

2) On choisit d’abord la premiere ligne de M, qui est un vecteur non nul, disons (a, b).
Soit (¢, d) la deuxieme ligne. Si a # 0, il reste & choisir ¢ puis d = (1+bc)a~! est imposé,
donc n possibilités pour b puis n possibilités pour (¢, d), pour chaque @ non nul. Si a = 0,
d est libre donc n possibilités, et b doit étre non nul et ¢ = b~!, donc n — 1 possibilités.
En tout, on obtient n?(n — 1) + n(n — 1) = n(n? — 1) matrices.

3) On peut associer a tout élément a de Z/nZ la matrice <0 (1l> et a tout élément a

de (Z/nZ)* la matrice (3 a91>'

0 2 2 0 10
’ 2 3 6
4) L’ordre de A est 6 car A —(1 2>,A _<O 2) et A —<0 1).

5) Le groupe G possede un élément d’ordre 6. Soit s un élément de &4. Ou bien s est
un cycle de longueur 2 ou s se décompose en un produit de deux cycles de longueur 2
disjoints, alors s est d’ordre 2, ou bien s est un cycle d’ordre 3 ou 4, alors s est d’ordre
3 ou 4. En tout cas, aucun élément de G4 n’est d’ordre 6 donc les deux groupes ne sont
pas isomorphes.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 8 : Algebre (2) Groupe symétrique

« La symétrie, c’est Uennui. » Victor Hugo, Les Misérables

1 Rappels de cours

Une permutation d’un ensemble E est une bijection de E dans E. Le groupe S(E)
est I'ensemble des permutations de E muni de la composition des applications (notée
oou-). Sin > 1 est un entier, on note N,, = {1,2,...,n} et &,, le groupe &(N,,) des
permutations de n objets, qu’on appelle le groupe symétrique sur n éléments.

Une transposition est un élément de &,, qui laisse fixe tous les points de N,, sauf exac-
tement deux d’entre eux. Pour toute transposition t, il existe donc deux entiers i et j
distincts dans N, tels que t(j) = i, t(i) = j, et, pour tout k dans Ny, \ {1, 5}, t(k) = k.

Les transpositions engendrent &,,. Le cardinal de &,, vaut n!. Il existe un unique mor-
phisme ¢ : 6,, — {—1,1}, qu’on appelle la signature, tel que pour toute transposition ¢,
e(t) =—1.

Exercice 1.1. Montrer que, pour toute permutation s, (s) = (—1)%®), ot1i(s) désigne le
nombre d’inversions de s, ¢’est-a-dire le cardinal de ’ensemble des couples (i, j) d’entiers
i et j entre 1 et n tels que ¢ < j et s(i) > s(j).

Le groupe alterné est le noyau du morphisme signature €.

Pour £ > 2, un cycle de longueur ¢ de &,, est une permutation s dans &, telle qu’il existe
une partie S C N,, de cardinal ¢, appelée le support du cycle s, avec S = {i;; 1 < j < ¢},
telle que s(i;) = ij41 pour tout 1 < j < £ —1, s(ig) = i1, et s(i) = i pour tout 7 dans
N, \ S.

Toute permutation s’écrit de maniere unique, a ’ordre des facteurs pres, comme un
produit de cycles de supports disjoints.

Si H est un sous-groupe d’'un groupe (G,-), la relation de congruence a droite, définie
par
« = ~ y si et seulement si 7'y appartient & H »,

est une relation d’équivalence sur G. Les classes d’équivalence de cette relation sont les
parties #H = {xh; h € H} pour x dans G. On appelle x H la classe & droite de x modulo
H. L’ensemble de ces classes (ou ensemble quotient) est noté G/H.
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Théoréme 1.2 (Théoréme de Lagrange). Si le groupe G est fini alors son cardinal
est le produit du cardinal de H et du cardinal de G/H.

Corollaire 1.1. Le cardinal d’un sous-groupe d’un groupe fini divise celui du groupe.

Définition 1.3. Un sous-groupe H d’un groupe (G,-) est distingué, ou normal, si pour
tout élément h de H et tout élément g de G, le conjugué ghg™" de h par g appartient d
H. On note cette propriété H<G.

Si H<@, il existe une unique structure de groupe sur G/ H telle que I'application quotient
0 : G — G/H définie par go(x) = xH pour tout élément = de G, est un morphisme.
On appelle cette structure le groupe quotient. En d’autres termes, dans G/H, on pose
(xH)(yH) = (zy)H pour tous éléments z et y de G.

Une action & gauche d’un groupe (G, -) d’élément neutre e sur un ensemble X est une

application G x X — X notée (g,z) — g - z, telle que pour tous g et h dans G et tout
x dans X, g- (h-x) = (gh) -z et e-x =z. On dit que G agit a gauche sur X.

Pour une action a gauche (g,z) — g - x donnée, le stabilisateur d’un élément = de X
pour cette action est I’ensemble G, = {g € G; g-x = x} et son orbite sous l'effet de
cette action est 'ensemble G -z = {g-z; g € G}. Pour toute action de G sur X et pour
tout élément x de X, G, est un sous-groupe de (G, ). Pour toute action de G sur X, les
orbites G - ¢ pour x élément de X forment une partition de X.

1

La conjugaison intérieure (g, h) — ghg™" est une action de (G, -) sur G.

2 Exercices

Exercice 2.1. a) Soit ¢ = (i1,...,i¢) un cycle de longueur ¢ dans &,, et soit s un élément
de &,,. Etablir que le conjugué scs~! est le cycle de longueur ¢ qui vaut (s(i1), . .., s(i¢)).

En déduire que ces deux cycles éléments de &,, et de longueur ¢ ont méme signature.
Désormais, on fixe 2 < £ < n.

b) Prouver que tout cycle élément de &,, de longueur ¢ est conjugué au cycle (1,2...,7).
c¢) Déterminer la permutation (1,2)(2,3)--- (i,i+1)--- (¢ —1,¢) élément de &,,.

d) Prouver que tout cycle de longueur ¢ élément de &,, est le produit de £ — 1 transpo-
sitions. En déduire la signature d’un tel cycle.

Exercice 2.2. a) Pour tout ¢, prouver que 'ordre d’un cycle de longueur ¢ vaut ¢.

3 41 2 345 21
chacune de ces permutations s’il s’agit d’un cycle et §’il s’agit d’une puissance d’un
cycle.

b) Déterminer 'ordre de <1 23 4) et 'ordre de <1 234 5). Préciser pour
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¢) Décomposer en produit de cycles de supports disjoints la permutation

12345 6 7 8 9 10 11 12
6 4 58 7 9 11 10112 3 2 )°

En déduire sa signature et son ordre.

d) Soit s élément de &,, une permutation produit de k cycles de supports disjoints et de
longueurs ¢; pour 1 < i < k. Vérifier que £1 + - - - 4+ £ < n et déterminer la signature et
I'ordre de s en fonction des ¢;.

Exercice 2.3. Soit (G, ) un groupe fini et g un élément de G. Montrer que 'ordre de
g divise le cardinal de G. En déduire qu’'un groupe fini dont le nombre d’éléments est
premier est cyclique.

Exercice 2.4. Soit p un nombre premier et n > p. Prouver qu’'un élément d’ordre p de
&, est un cycle.

Exercice 2.5. Soit H = (u,v,w) le sous-groupe de &g engendré par les éléments
u=(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9), v=(3,6,9), w = (1,2,3)(4,5,6)(7,8,9).

a) Calculer les ordres de u, v et w.
b) Calculer wow™! et w™lvw. En déduire la relation u = (wv)3.
c¢) Déterminer si tout élément non trivial de H est d’ordre 3.

L w=tvw) est un sous-groupe distingué de H.

d) Prouver que K = (v, wow™
e) Déterminer le nombre d’éléments de K puis celui de H.

f) Déterminer la plus grande puissance de 3 qui divise le cardinal de Gg.

Exercice 2.6. Soit A" la partie du groupe A des bijections affines de R, défini dans
I'exercice 3.5 du chapitre 7, formée des bijections croissantes. Prouver que AT est un
sous-groupe distingué de A. Calculer le cardinal de A/A™, identifier le groupe quotient
A/A™ et le morphisme quotient A — A/A™.

Exercice 2.7. a) Prouver que le centre Z(G) d’un groupe (G, -) est un sous-groupe
distingué de (G, -).

b) Prouver que si le groupe quotient G/Z(G) est cyclique, il est trivial.
c¢) Déterminer si on peut remplacer « cyclique » par « abélien » dans I’assertion b). On
pourra considérer la loi sur Z3 définie par

(u,v,w) * (x,y,2) = (u+ 2,0+ y, w + uy + 2).
Exercice 2.8. Soit (G,+) un groupe et H un sous-groupe de (G, ). On considere sur G
la relation « x ~ y si et seulement si zy~! € H ».

a) Etablir que = est une relation d’équivalence et que ses classes d’équivalence sont les
ensembles Hy = {hy; h € H} pour y élément de G.
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b) Prouver que H est distingué si et seulement si, pour tout z élément de G, xtH = Hz.
c¢) Pour deux parties A et B de G, soit AB = {ab; a € A,b € B}.
cl) Vérifier que si C est une troisieme partie de G alors
(AB)C = A(BQC).
c2) En déduire que pour tous z et y éléments de G, (zH)(yH) = (zy)H si et
seulement si H est distingué.

d) Conclure de ¢2) qu’il existe une structure de groupe sur G/H telle que I'application
quotient ¢ : G — G/H est un morphisme si et seulement si H est distingué.

Exercice 2.9. On reprend les groupes G et G1 des exercices 3.4 et 3.6 du chapitre 7.
a) Prouver que (x,y) — (22, yz~!) est un morphisme surjectif de Gy sur G.

b) Déduire du fait que Z(G1) = {(—1,0),(1,0)} que G1/Z(G1) est isomorphe a G.
Exercice 2.10. a) Soit (A, +) un groupe abélien dont on note 0 le neutre. Etablir que

Iensemble de ses éléments d’ordre fini est un sous-groupe de (A, +). On le note T'(A) et
on 'appelle le groupe de torsion de A.

b) Prouver que 0 = T'(A) est le seul élément d’ordre fini du groupe quotient A/T(A).

c¢) Déterminer le sous-groupe de torsion du groupe quotient (R/Z,+). Préciser si ce
sous-groupe est fini ou non.

d) Déterminer les éléments d’ordre fini du groupe A des bijections affines de R. Préciser
si ces éléments forment un sous-groupe.

e) Prouver que l'application ¢ : (R,+) — (C*,-) définie par
t s @(t) = B = cos(2mt) + isin(2nt),

est un morphisme de groupes et déterminer son noyau et son image.

f) Montrer que (R/Z,+) est isomorphe au groupe (U, x) des nombres complexes de
module 1.

g) Prouver que toute partie finie {&1,...,&,} € T(U) du groupe de torsion de U est
incluse dans un sous-groupe cyclique, c¢’est-a-dire qu’il existe un élément & de U tel que
{&, ..., &} C (§). Préciser si un tel élément & est nécessairement de torsion ou non.

Exercice 2.11. Soit (G,-) un groupe et X un ensemble. Prouver que I’application de
G x X vers X définie par (g,x) — ¢ -z est une action de (G, -) sur X si et seulement si,
pour tout élément g de G, I'application s, : X — X définie par s4(z) = g-x est bijective,
et si g — s4 est un morphisme de (G,-) dans (&(X), o).

Exercice 2.12. Soit H un sous-groupe d’un groupe (G, -). Pour tout élément g de G,
on note A\(g) l'application qui & toute partie K de G associe A(g)(K) = gK.

a) Prouver que A induit un morphisme de (G, -) sur (&(G/H), o), encore noté A et défini
par A(g)(¢’H) = (9¢9')H. On appelle X le morphisme de translation a gauche sur G/H.
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b) Prouver que si le cardinal de G/H vaut 2, alors A(h)(H) = H pour tout élément h de
H. En déduire que pour tout élément g de G, A(h)(gH) = gH, puis que H est distingué.

Exercice 2.13. Soit (G, ) un groupe fini non réduit & un élément et p > 2 le plus petit
nombre premier divisant le cardinal de G. Soit H un sous-groupe de (G,-) d’indice p.
On suppose donc que le cardinal de G/H vaut p, et on voit que &(G/H) est isomorphe
a 6,.

a) Prouver que 'image A\(G) du morphisme A de translation a gauche sur G/H défini
dans 'exercice 2.12 est un sous-groupe d’ordre p de &(G/H).

b) En déduire que si g est un élément de G'\ ker(\), A(g) est un cycle de longueur p dans
S(G/H).

On pourra utiliser I'exercice 2.4.

c¢) En conclure que H = ker(\), donc que H est distingué dans G.

Indications

Exercice 2.5

Il s’agit d’un 3-Sylow maximal.
Exercice 2.13

a) L’ordre de A\(G) divise l'ordre de S, et I'ordre de G, donc leur pged, qui vaut p. Donc
Pordre de A(G) vaut L oup. Sige H, AN(g) =1d. Sige G\ H, \(9)H = gH # H donc
A(g) # Id. Comme \(G) posséde au moins 2 éléments, donc A(G) est d’ordre p.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 9 : Algeébre (3) Anneaux et corps

« Le corps est le tombeau de I’ame. » Platon, Cratyle

1 Rappels de cours

Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux lois de composition +, souvent ap-
pelée l'addition de A, et X, souvent appelée la multiplication de A, tel que (1) (A4, +) est
un groupe commutatif, (2) la multiplication est associative, (3) la multiplication possede
un élément neutre, et (4) la multiplication est distributive par rapport a l’addition,
c’est-a-dire que, pour tous a, b et ¢ éléments de A,

ax (b+c)=(axb)+(axc), (a+b)xc=(axc)+ (bxec).

On appelle le neutre de + le zéro de A et on le note souvent 0. On appelle le neutre de x
le un de A et on le note souvent 1. L’anneau A est commutatif si de plus sa multiplication
est commutative.

Une partie B C A d’un anneau (A, +, X) est un sous-anneau de A si B est stable par
les deux opérations + et x, si le un de A appartient a B et si (B, +) est un sous-groupe
de (A4, +).

Un corps (commutatif) est un anneau (commutatif) A tel que 1 # 0 et tel que tout
élément non nul est inversible pour la multiplication.

Un anneau A est intégre si A est commutatif et si pour tout a et b éléments de A,
a x b =0 implique que a =0 ou b = 0.

Un morphisme d’anneaux est une application ¢ : A — A’ entre deux anneaux A et A’,
qui préserve les lois et I’élément neutre multiplicatif, c’est-a-dire telle que, pour tous a
et b éléments de A,

pla+0b) =p(a) + o), ¢laxb)=qpla)xpb), ¢la)=1a.

Un idéal (bilatere) I d’'un anneau (A, +, X) est un sous-groupe de A tel que, pour tout
x élément de I et tout a élément de A, ax et xza sont des éléments de 1.

Le noyau ker(¢) (pour I'addition) d’un morphisme d’anneaux ¢ : A — A’ est un idéal
de A.
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Si I est un idéal d’'un anneau A, le groupe abélien quotient A/I posséde une unique
structure d’anneau telle que lapplication quotient 7 : A — A/I est un morphisme
d’anneaux.

Si A est un anneau, il existe un unique morphisme d’anneaux c4 de Z dans A. Si c4 est
injectif, ker(c4) = {0} et on pose ng = 0. Sinon, ker(c4) est un sous-groupe de Z non
réduit & {0} donc il existe un entier ng > 1 tel que ker(ca) = naZ (c’est le plus petit
entier strictement positif qui appartient & ker(c4)). Si A = K est de plus un corps, alors
ng = 0 ou ngk est un nombre premier. On appelle ng la caractéristique du corps K.

Si A est un anneau commutatif et si  est un élément de A, 'ensemble x A des xa avec a
élément de A est un idéal de A, qu’on appelle idéal principal engendré par a et que I'on
note I(a). Un anneau est principal s’il est commutatif inteégre et si tous ses idéaux sont
principaux.

Si B est une partie de A, on note I(B) I'idéal engendré par B : c’est le plus petit idéal
contenant B, et aussi 'intersection de tous les idéaux contenant B. Si B est une partie
finie avec B = {z1,...,2zn}, on note I(B) = I(x1,...,zp).

2 Vrail ou faux

Démontrer ou donner un contre-exemple des assertions suivantes.

1. Soit A un anneau. L’application nulle ¢ : A — A telle que ¢(a) = 0 pour tout a
dans A est un endomorphisme d’anneau.

2. 3Z ={3n; n € Z} est un sous-anneau de Z.
3. Sin > 1 est un entier, 'anneau quotient Z/nZ est un corps de caractéristique n.

4. Soit G un groupe abélien et A = G ’ensemble des applications de G dans G,
muni des lois f +g = [¢ — f(z) + g(z)] et fog = [z fg(x))].
a) (A, +,0) est un anneau.

b) L’ensemble B C A des endomorphismes de groupe de G est stable par + et o,
et (B,+,0) est un anneau commutatif.

5. L’anneau Z/6Z des entiers modulo 6 est un anneau integre.
3 Exercices de cours

1. Soit A un anneau. Montrer que, pour tout a dans A, 0 x a =0 =a x 0 et —a =
(1) xa=ax(-1).

2. Soit A un anneau. Montrer que ’ensemble C' des éléments ¢ de A tels que, pour tout
élément a de A, a X ¢ = ¢ X a, est un sous-anneau de A.
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3. Soit A un annneau commutatif et a un élément de A idempotent, c’est-a-dire tel
que a X a = a.

a) Prouver que + et x induisent sur I'idéal principal I(a) = aA une structure d’anneau.
b) Prouver que aA est un sous-anneau de A si et seulement si a = 1.

c¢) Donner des exemples d’anneaux commutatifs A possédant des éléments idempotents
autres que 1 et 0.

4. Montrer que 'anneau Z/nZ des entiers modulo un entier naturel n > 1 est un corps
si et seulement si n est un nombre premier, c’est-a-dire que n > 2 et qu’il n’existe pas
d’entiers p et ¢ différents de 1 et n tels que n = pq.

5. Soit I un idéal d’'un anneau A et m : A — A/I le morphisme quotient. Montrer
que J est un idéal de A/T si et seulement si 77 1(.J) est un idéal de A contenant I. En
déduire, dans le cas ou A est commutatif, que ’anneau quotient A/I est un corps si et
seulement si I est un idéal strict maximal de A, c’est-a-dire que I # A et que, pour tout
idéal J de A avec I C J, soit J = I soit J = A.

6. Soit A un anneau et A* I’ensemble des éléments de A inversibles pour la multipli-
cation, donc un élément a de A appartient a A* si et seulement §’il existe un élément b
dans Atel queaxb=bxa=1.

a) Prouver que A* est stable par la multiplication et que (A*, x) est un groupe. On
appelle (A*, x) le groupe des unités de A.

b) Déterminer le groupe des unités des anneaux Z et Q. Si A est un anneau, soit M, (A)
I’anneau des matrices n x n a coefficients dans A. Déterminer le groupe des unités des
anneaux Ms(R) et My(Z).

7. Soit A un anneau commutatif, a et b des éléments de A, et n > 0 un entier. Montrer

la formule du bindéme
(a+b)" = Z <Z> ak . pnk,

k=0

Rappeler pourquoi cette formule n’est plus vraie dans un anneau non commutatif.

4 Exercices

1. Soit (A, +, X) un ensemble muni de deux lois 4+ et x. On suppose que la loi X est
distributive par rapport a la loi 4+, que la loi x possede un élément neutre 1, et que
(A, +) est un groupe.
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Prouver que + est commutative. Indication : On pourra considérer, pour a et b dans A,
I'élément (a + b) x (1 + 1).

2. Soit A un anneau tel que tout élément de A non nul possede un inverse a gauche :
pour tout élément non nul a de A, il existe un élément b de A tel que ba = 1. Prouver
qu’un inverse a gauche de a est aussi un inverse a droite, ¢’est-a-dire qu’on a aussi ab = 1.

3. Soit A un anneau et a, b et ¢ des éléments de A tels que ¢(1 — ba) = 1. Calculer
(14 acb)(1 — ab). En déduire que si 1 — ba admet un inverse a gauche, 1 — ab aussi.

4. Soit A un anneau idempotent, c’est-a-dire tel que tout élément a de A vérifie a® = a.
a) Montrer que pour tout élément a de A, a + a = 0. En déduire que A est commutatif.

)
b) Montrer que pour tout a, b et ¢ éléments de A, (a + b)c = 0 si et seulement si
a(b+1)c=0et (a+1)bc=0.

c¢) Soit X un ensemble et P(X) I'ensemble des parties de X. Montrer que (P(X),A,N)
est un anneau idempotent.

5. Soit p un nombre premier et Z, ’ensemble des nombres rationnels que I'on peut
écrire comme une fraction dont le dénominateur n’est pas divisible par p.

a) Prouver que Z, est un sous-anneau de Q.

b) Prouver que pour tout nombre rationnel x, soit x appartient a Z,, soit  # 0 et z!
appartient a Z,.

c) Soit A un sous-anneau de Q contenant Z,. Prouver que les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. A# Zp.

2. 1l existe un entier n > 1 tel que 1/p™ appartient a A.

3. Pour tout entier n > 1, 1/p™ appartient a A.

4. A=Q.
d) Etablir les équivalences des trois premieres conditions de ¢) quand, au lieu de supposer

que le sous-anneau A de Q contient Z,, on suppose que Z, ne contient pas A. Donner
un exemple avec A # Q.

6. Un anneau non principal a) Prouver que I’équation 102 = 22

(z,y) dans Z? & part x =y = 0.

n’a pas de solution

b) Déterminer I'ensemble des carrés modulo 10 : un élément y de Z/10Z est un carré

modulo 10 s'il existe un élément = de Z/10Z tel que y = x2.
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¢) Prouver qu'il n’existe pas de couple (z,y) dans Z? tel que 10y? = 2% + 3 ou 10y? =
z? — 3.
d) Soit v = /10 et A 'ensemble des = + yv pour z et y éléments de Z. Prouver que A

est un sous-anneau de R et que pour tout élément a de A, les entiers x et y tels que
a = z + yv sont uniques. On note souvent A = Z[v/10].

e) Soit ¢ : A — A définie par ¢(z + yv) = x — yv, pour tous x et y entiers. Montrer que ¢
est un endomorphisme d’anneau et que les seuls points fixes de ¢ sont les éléments de Z.

f) Expliciter ac(a) en fonction des « coordonnées » (x,y) de a = x+yv. En déduire qu’il
n’existe pas d’élément a de A tel que |ac(a)| = 3.

g) Soit n : A — A définie par n(a) = ac(a). Montrer que n est a valeurs dans Z et vérifie
les propriétés suivantes : pour tous a et b éléments de A, n(ab) = n(a)n(b); pour tout a
élément de A, n(a) = 0 si et seulement si a = 0.

h) Soit I ’ensemble des 3a + (2 + v)b pour a et b éléments de A. Montrer que I est
un idéal de A contenant 3 et 2 + v et déduire de ce qui précede que cet idéal n’est pas
principal.

7. Soit Z]i] 'ensemble des nombres complexes de la forme a + ib avec a et b éléments
de Z.

a) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C.

b) Soit z un élément de Z[i]. Montrer que le conjugué z de z appartient & Z[i] et que |z|?
appartient a N.

¢) Soit z un élément de Z[i]. Montrer que z appartient au groupe Z[i]* des unités de Zli]
si et seulement si |z| = 1.

d) Déterminer le groupe Z[i]*.

) Montrer que pour tout z élément de C, il existe un élément zo de Z[i] tel que |z —zo|? <

e
1
2
f) Prouver que pour tous zp et z; éléments de Z[i] avec z; # 0, il existe des éléments ay
et a; de Z[i] tels que zg = apz1 + a1 avec |a1| < |z1].

g) Montrer que Z[i] est un anneau principal.

8. Soit K un corps de caractéristique non nulle p. Montrer que, pour tous z et y
éléments de K et tout entier n > 0,

(e 4yl =a? "

117



118



CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
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Fiche 10 : Algebre (4) Arithmétique, anneau des entiers relatifs

« One Ring to rule them all,

One Ring to find them,

One Ring to bring them all,

And in the darkness bind them. »
JRR Tolkien, The Lord of the Rings

1 Rappels de cours

L’anneau Z est integre et tout sous-groupe additif de Z est un idéal.

Division euclidienne. Soit a et b des entiers relatifs avec b # 0. Il existe un unique élément
(q,7) de Z x N tel que a = bg +r et 0 < r < |b|. Les entiers g et r sont respectivement
le quotient et le reste de la division euclidienne de ’entier a par ’entier non nul b.

L’anneau Z est ainsi euclidien donc principal : tout idéal I non nul contient des éléments
positifs et, si on note ny le plus petit élément strictement positif de I, on obtient I = n;Z.
Pour déterminer le générateur n; de I'idéal I(A) engendré par une partie A de cardinal
n > 3, on se ramene au cas n = 2 en remarquant que I(AU B) = I(I(A) U B). Pour
cela, on utilise ’algorithme d’Euclide.

Algorithme d’Euclide. Soit a et b des entiers avec b # 0. Si la division euclidienne de a
par b est a = bg+r avec 0 < r < |b|, alors les diviseurs communs de a et b sont ceux de b
et r, donc I(a,b) = I(b,r) : soit r = 0 et tout diviseur de b divise a, soit b et r sont deux
entiers strictement positifs avec r < |b| et les diviseurs communs de a et b sont ceux de
b et r. On construit ainsi une suite by = a, by = |b| > ba > ---b, > 0 telle que, pour tout
2 <1 < n, b;, est le reste de la division de b;_o par b;_1, et telle que b,, divise tous les b;.

Plus grand commun diviseur. Le pged d’une partie A de Z non vide et non réduite a {0}
est I'unique entier naturel d > 1 tel que I(A) = dZ.

Un entier d est le pged des zp pour 1 < k < n si et seulement si d divise chaque zy,
et s’exprime par une identité de Bezout, c’est-a-dire qu’il existe des entiers my tels que
n

d= Z MET.
k=1

Deux entiers x et y sont premiers entre eux, ou bien x est premier avec y, si 1 est le pged
de {z,y}.
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Lemme de Gauss Si d est premier avec x et divise le produit zy, alors d divise y.

Plus petit commun multiple. Le ppcm d’un ensemble fini d’entiers A est 'unique entier
naturel m > 1 tel que ﬂ I(x) = I(m) = mZ.

€A
Pour tous z et y entiers relatifs, zy = pged(z, y)ppem(z, y).

Un nombre premier est un entier naturel p > 2 dont I’ensemble des diviseurs positifs est
{1,p}. L’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoreme fondamental de Parithmétique Tout entier naturel non nul n s’écrit, de
maniere unique a l’ordre pres, comme un produit de nombres premiers. Donc

n:plpm:Hpvp(n)’
p

ot le produit porte sur les nombres premiers p, chaque v,(n) appartient & N et I’ensemble
des nombres premiers p tels que v,(n) # 0 est fini.

Dans la premiere factorisation ci-dessus, il y a éventuellement des répétitions p; = p;
pour i # j, mais pas dans la seconde. Si ’ensemble des nombres premiers p tels que
vp(n) # 0 vaut {pi1,...,pr} avec p; < pit1, la factorisation réduite de l'entier n est
n=p*--- ka et cette décomposition est maintenant unique.

Corollaire Si m et n sont des entiers positifs non nuls,

pgcd(m7 n) = H pmin('l)p(m)fup(n))’ ppcm(m’ n) — H pmax(vp(m),vp(n))'
pEP pEP

Soit m > 1 un entier naturel. L’anneau Z/nZ des entiers modulo n possede n éléments.
C’est un corps si et seulement si n est premier. Plus généralement, la classe m d’un entier
m dans Z/nZ est inversible si et seulement si m est premier avec n.

2 Vrai ou faux

1. Soient m et n des entiers relatifs. Les idéaux principaux I(m), I(n) et I(mn)
vérifient :

a) I(m)NI(n) C I(mn);b) I(mn) C I(m)NI(n);c)I(mn)=1I(m)NI(n).

2. Le reste de la division de —56 par 12 est —8.

3. L’entier 1457632916 est divisible par 4 mais ne 1’est pas par 8.

4. Sin est un entier sans facteur carré, c’est-a-dire si n = py - - - pr ou les p; sont des
nombres premiers deux & deux distincts, alors y/n est irrationnel.
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5. Le pged de 585 et 286 est 13.
6. Les entiers 728145362718 et 782145326718 sont divisibles par 9.
7. Les entiers 33333333, 14327143271 et 34103025 sont divisibles par 11.

8. Les nombres 101, 103 et 107 sont premiers.

3 Exercices de cours

1. Soit m et n deux nombres premiers entre eux.

a) Pour tout entier k > 1, soit fy : Z — Z/kZ défini par fr(a) = a modulo k. Déterminer
le noyau de f = (fim, fn) : Z — (Z/mZ) x (Z/nZ).

b) En déduire que pour tout couple d’entiers (z,y), il existe un entier a tel que a = z
modulo m et a = y modulo n (lemme chinois).

2. a) Soit p un nombre premier et n € N. Calculer le nombre d’éléments inversibles de
lanneau Z/p"Z.

b) Soit n un entier positif et n = pj*--- pZ’“ sa factorisation réduite. Déduire du a) de
Pexercice 1 que Z/nZ est isomorphe a l’annneau produit

ZIpPL X -+ X L]pp* L.

c¢) Prouver que, avec les notations de b), le nombre ¢(n) des inversibles de Z/nZ vaut

(formule d’Euler)
1
e =T (1-3).

ou le produit porte sur les nombres premiers p.

3. a) En utilisant l'algorithme d’Euclide, déterminer le pged de 525 et 231.

b) En remontant les calculs, trouver des entiers x et y tels que

2525 + 231 = pged (525, 231).

i—1

4. a) Soit p1,..., p, des entiers positifs avec p; < 22" ", et P = py---p, + 1. Prouver

que P est premier avec chaque p; et vérifie 1 < P < 22",
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b) En déduire que I’ensemble des nombres premiers est infini, que le néme nombre premier
. , n—1 . . ’

Prn est majoré par 22 et que le nombre 7 () de nombres premiers p < x majorés par

x vérifie

() > log(log z) — log(log 2)
log 2

Addendum En fait 7(x) est équivalent & x/logx quand x — oo et le néme nombre
premier p, est équivalent & nlogn. Des formules approchées encore plus précises sont
obtenues en remplacant le logarithme usuel par

Li(m):/ dr_
1 logx

4 Exercices

1. a) Prouver qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3.

b) Prouver qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6n + 5.

2. a) Résoudre les équations 637x + 595y = 91 et 637x + 595y = 143 pour x et y entiers
relatifs.

b) Préciser si ’équation 442z = 317 modulo 495 admet une solution x entier relatif.
c¢) Déterminer les entiers relatifs (u, v) tels que 442u + 4950 = 1.

d) En déduire les solutions de ’équation de b).

. a) Résoudre I'équation 22 + y% = 0 pour z et y éléments de Z/3Z.

3

b) En déduire que 'ensemble des entiers relatifs (z,y, 2) tels que 22 + y? — 322 = 0 vaut
{(0,0,0)}.

c) Préciser si le cercle de centre (0,0) et de rayon v/3 comprend des points de coordonnées
rationnelles.

4. a) Prouver que, pour tout entier n impair, n? est congru a 1 modulo 8.

b) En déduire que I'ensemble des entiers relatifs (x,y, z,t) tels que 22 +y2+22 - Tt2 =0
vaut {(0,0,0,0)}.

5. a) Soit 1 < a < b des entiers. Prouver qu'il existe un entier unique n; > 2 tel que

1 a 1 . a 1 al
— < =< et quesia;r =any—bet by =bny,alorsa; <aet0 < ——— = —
n1 b ny —1 b n by
nm
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b) Soit 7 un nombre rationnel strictement positif. Prouver qu’il existe & > 1 et des entiers
n; =2 1 pour 1 < i < k avec n; < njyq1 et

1 1

ni ng

On pourra d’abord utiliser a) pour traiter le cas ou r appartient a ]0, 1[.

6. Soit p un nombre premier et » > 1 un entier naturel. Soit p® la plus grande
puissance de p divisant (p™)!, c’est-a-dire (p™)! = p**q ol ¢ est premier avec p.

a) Dans le cas p = 3, calculer as.

b) En général établir que ag = 0 et que ap+1 = pa, + 1 pour tout n > 0.

7. Soit n > 1 un entier naturel. Prouver qu’il existe un multiple de n de la forme
10™ — 1 si et seulement si n est premier avec 10. On pourra considérer 1’élément 10 de

Z/nZ.
En déduire que :
a) 2004 possede un multiple dont I’écriture décimale ne comporte que le chiffre 4;

b) 2004 ne possede aucun multiple dont ’écriture décimale ne comporte que le chiffre 6.

9. a) Soit p un nombre premier et a un entier naturel non divisible par p. Prouver qu’il
existe un entier naturel £ > 1 vérifiant la propriété suivante : pour tout entier n, a” =1
modulo p si et seulement si k£ divise n. Montrer que k divise p — 1.

b) Prouver que 16 est le plus petit entier positif k tel que 5¥ = 1 modulo 17. On pourra
d’abord vérifier que 5% = —1 modulo 17.

¢) Prouver que pour tout entier b non divisible par 17, il existe un entier positif n tel
que 5™ = b modulo 17, et trouver tous les entiers naturels n tels que 5” = 3 modulo 17.

d) Dans le cas général de a), soit b un entier naturel non divisible par p. Prouver qu’il
existe un entier naturel £ > 1 vérifiant la propriété suivante : pour tout entier n, a™ = b
modulo p si et seulement si n = £ modulo k.

Supplément
Soit M = <:§ Zz) une matrice 2 x 2 a ccefficients entiers. Pour tout entier n, soit

Ei(n) = (é _1”> ot Ea(n) = (_1n ?) Caleuler Ey(n) M et Es(n)M.

Soit a et b des entiers non nuls. On définit un entier K > 0 et des suites (ax)g, (bx)r et
(Mp)g, a valeurs dans Z, Z et M3(Z) et indexées par 0 < k < K, comme suit.
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On pose ag = a, by = b et My = la matrice identité puis, pour tout k£ > 0, on applique
les étapes suivantes.

Si boy # 0, on pose agg+1 = gk — borgor avec 0 < aggr1 < |bok| — 1. Donc agyyq est
le reste de la division de a9 par bap et qor est le quotient. On pose bopr1 = boy et
Moy 1 = E1(qar) Moy,

Si agg41 # 0, on pose aggra = a2k+1, bakte = bak+1 — Aokt+192k+1 avec 0 < bogyo <
agkg+1 — 1. Donc borio est le reste de la division de bopy1 par asgr1 et gopt1 est le
quotient. On pose Magio = Eo(qok+1) Mok1.

Si bop, = 0 ou aggr1 = 0, on a terminé et on pose K = 2k ou K = 2k + 1 selon les cas.

Montrer que le pged de a et b vaut
pged(a,b) = ax = xxa+yxb si K est pair,
et
pged(a,b) = bg = zxga+tgb si K est impair.
Dans le cas a = 525, b = 231, calculer K et les suites (ag)k, (br)r et (My)k, en écrivant

chaque matrice M} comme M = (ik ?zk) Calculer Mg <Z)
k k

Supplément

a) Soit = et y deux entiers strictement positifs et premiers entre eux. Prouver qu’il existe
un entier k > 1 tel que ¥ = 1 modulo Y.

b) Soient a et r deux entiers avec a > r > 2. La suite arithmétique de premier terme
a et raison r vaut (a + nr)pen. Montrer que cette suite contient une infinité de termes
ayant tous les mémes diviseurs premiers. On pourra traiter d’abord avec a) le cas ol a
et r sont premiers entre eux.

Note En 2004, Ben Green et Terence Tao ont montré qu’il existe des suites arithmé-
tiques en nombres premiers arbitrairement longues. La plus longue suite connnue est
constituée de 23 termes. (Tao a regu a 31 ans une des médailles Fields décernées au
Congres de Madrid en 2006.)
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Fiche 11 : Algébre (5) Polyndémes

« Ma cohabitation passionnée avec les mathématiques m’a laissé
un amour fou pour les bonnes définitions, sans lesquelles il n’y a
que des a-peu-pres. » Gustave Flaubert, Vie de Henry Brulard

1 Rappels de cours

On se donne un sous-corps K du corps C des nombres complexes et on note K[X] la
K-algebre des polynomes en une indéterminée X sur K.

L’indéterminée X est un élément de K[X], qui engendre K[X] en tant que K-algebre,
ainsi tout élément P de K[X] s’écrit comme une somme finie

n
P:ao—l—alX—&—---—i—anX”:ZaiXi, a; € K.
i=0

De plus, X engendre K[X] librement, c’est-a-dire que (X*);cn est une base du K-espace

vectoriel K[X].

De fagon équivalente, I’écriture de P comme une série P = ZaiX ¢ avec a; = 0 pour
>0

1 suffisamment grand est unique, c’est-a-dire que si Q = ZbiXi avec b; = 0 pour
i>0

1 suffisamment grand, alors P = @) si et seulement si a; = b; pour tout ¢ > 0. Un

morphisme naturel de K dans K[X] est a — aX?.

Les lois de 'algebre K[X] sont les suivantes : pour tout élément a de K et tousP et Q
éléments de K|[X] définis ci-dessus, on pose

aP = Z(aai)Xi, P+Q= Z(ai + b)) X,
i>0 i>0

et

i
PQ = ZciXZ, avec ¢; = Zak bi_k.
k=0

i>0
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L’algebre K[X] est une K-algebre libre sur I’élément X : cela signifie que pour toute
K-algebre A et tout élément « de A, il existe un unique morphisme de K-algebre E, :
K[X] — A, dit morphisme d’évaluation, tel que E,(X) = a. Le morphisme E,, est donné
par

pP= ZaiXi — Eq(P) = Zaioci.

i>0 i>0

On note aussi E,(P) = P («). Dans le cas particulier ot A = K[X] et o = X, 'unicité
de E, montre que Ex est 'application identité sur K[X]. C’est pourquoi on note souvent
P(X) le polynéme P.

Si A = K, la fonction polynomiale associée a P est Iapplication Fp : K — K telle que,
pour tout z dans K, Fp(z) = E;(P). On note Fp = P.

Le degré du polynéome P vaut deg(P) = —oco si P =0, et, si P # 0,
deg(P) = max{i € N; a; # 0}.
Pour tous P et @ dans K[X],
deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)},  deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),
avec la convention (—oo) + d = —oo pour tout d. Le coefficient dominant de P vaut 0

si P =0 et ag si deg(P) = d > 0. Le terme dominant de P vaut 0 si P = 0 et agz? si
deg(P) = d > 0. Un polynéme est unitaire si son coefficient dominant vaut 1.

L’anneau K[X] est euclidien : cela signifie que pour tous polynémes U et V avec V # 0,
il existe un unique couple de polynémes (Q, R) tel que

U=VQ+R, deg(R) < deg(V) — 1.

2 Vrail ou faux

1. L’anneau K[X] des polynomes a coefficients dans un corps K est integre.
2. Les inversibles de K[X] sont les polynomes de degré 0.

3. Soit d > 0 un entier. L’ensemble des polynomes a coefficients dans K de degré
inférieur ou égal a d est :

a) un sous-groupe du groupe additif K|[X].
b) un sous-K-espace vectoriel de K[X] de dimension d sur K.

c¢) un idéal de K[X].
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4. Soit K et L deux sous-corps de C avec K C L. Alors K[X] C L[X] et :

a) un polynome de degré 1 est irréductible dans K[X].

b) un polynéme irréductible dans K[X] est de degré 1.

c) si un polynéme de K[X] est irréductible dans L[X], il est irréductible dans K[X].
d) si un polynéme de K[X] est irréductible dans K[X], il est irréductible dans L[X].

5. L’ensemble U C K[X] des polynémes unitaires a coefficients dans un corps K est :
a) stable par multiplication; b) un idéal de K[X].

6. a) Tout polyndéme est multiple d’un unique polynéme unitaire.

b) Tout polynéme irréductible est multiple d’un unique polynéme unitaire.

3 Exercices de cours
1. Soit @ un nombre. Effectuer les divisions euclidiennes de X* — 5X2 4+ 6 par X — a
et par (X —a)?.

2. Effectuer la division euclidienne de X% — X4 — X2 4+ 1 par X3 — 1.

3. Déterminer un pged des polynomes P(X) = X4 +2X%2 — X +5 et Q(X) = X* +
3X2+ X +1.

4. Soit P un polynéme de degré 3 sur un corps K tel que pour tout x dans K, P(z) # 0.
Prouver que P est irréductible dans K[X].

5. Soit K C L C C deux sous-corps de C. Soit P et @) des éléments de K[X] et D un
élément de L[X] tels que P # 0 et P = QD. Prouver que D appartient a K[X], au sens
ou tous les coefficients de D appartiennent a K.

6. Soit P un élément de R[X] et o« = a + ib un nombre complexe tel que b # 0 et
P(a) = 0. Prouver que Q(X) = X% — 2aX + a® + b? divise P dans R[X].
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4 Exercices

1. A laide de la formule du binéme et de la formule donnant le produit de deux
polyndmes, calculer, pour tous entiers positifs m et n, les deux membres de ’égalité

(X +1D)™(X +1)" = (X +1)™",

n 2
En choisissant m = n, en déduire la valeur de la somme Z <Z> .
k=0
Donner une démonstration alternative de la formule obtenue en dénombrant les parties
a n éléments d’'un ensemble X réunion disjointe de deux ensembles A et B de cardinal
n.

2. a) Soit P et Q des éléments de K[X] tels que P? — XQ? = 0. En considérant les
degrés de P? et X@Q?, prouver que P = Q = 0.

b) On suppose que dans K D’équation a? 4+ b> = 0 n’admet que la solution triviale
a = b = 0. Prouver que si les éléments P, Q et R de K[X] sont tels que P2—XQ?+R? = 0,
alors P=Q =R =0.

c¢) Donner des exemples de sous-corps K de C satisfaisant I’hypothese de b).

3. a) Prouver que X? =1 dans I'anneau K[X]/(X? + X +1).
En déduire les valeurs de I'entier naturel m pour lesquelles le polynéme X2 + X + 1
divise le polynéme (X +1)™ — X™ — 1.

b) Prouver que pour tout entier naturel m, le polynome X2 — X +1 divise (X —1)™+2 +
X2m+1.

4. Sia et b sont des éléments d’un anneau commutatif et ¢ > 1 un entier, on rappelle

I’identité remarquable
i—1

a' —b' = (a—b) Zajbifjfl.
§=0
a) Soit a un élément de K et P un élément de K[X] tels que P(a) = 0. Montrer que
X — a divise P.
a’) Donner une autre preuve de a) en utilisant la division euclidienne.
b) Soit P un élément de K[X]. Montrer que P — X divise P o P — X, c’est-a-dire qu’il
existe  dans K[X] tel que P(P(X)) — X = Q(X)(P(X) — X).

k

c) Soit k > 1et P = ZX ™ ol les entiers n; > 0 vérifient les congruences n; = i — 1
i=1

modulo k. Prouver que (X —1)P est divisible par X* — 1. En déduire que P est divisible
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k
par Q = ZXi_l.
i=1

5. Soit A la transformation de K[X]| définie par
A(P)(X)=P(X+1) - P(X).

On pose AY = Idgx puis, pour tout n > 0, AT = Ao A",
Résoudre la question a) ou la question a’), puis la question b).

a) al) Prouver que si deg(P) = d, alors A (P) =0 et AY(P) # 0.
X

a2) On pose Cy(X) = <0

> = 1 puis, pour tout nombre entier d > 1,

Cu(X) = (5) :%X(X—l)m(X—dJrl).

Calculer A(Cy(X)) pour tout d > 0. En déduire que, si deg(P) =d > 0,

a3) Déduire de a2) que si P est un polynome de degré d > 0 a valeurs entieres sur
les entiers naturels, c’est-a-dire si P(N) C Z (on rappelle que N C K puisque K est un
sous-corps de C), alors le polynome P s’écrit de maniere unique comme une combinaison
linéaire & coefficients dans Z des polynoémes binomiaux C;(X) pour 1 < i < d.

a’) Montrer que 'application A : Kj[X| — K4_1[X] est linéaire et calculer son image et
son noyadu.

b) Prouver que pour tout polynoéme @ de degré au plus d—1, il existe un unique polynéme
P de degré au plus d tel que A(P) =@ et P(0) =0.

En déduire une expression pour les sommes Q(0) + Q(1) + --- + Q(n) pour tout entier
n > 0, puis la valeur des sommes 12 4+ 22+ ...+ n2 et 13 +23 + ... + n3.

6. Soit P un polynéme de R[X] tel que P(t) > 0 pour tout nombre réel ¢. Prouver qu’il
existe deux polynémes A et B de R[X] tels que P = A? + B2,

Indication : on pourra déduire de la décomposition de P en facteurs irréductibles dans
C[X] qu'il existe un polynéme @ de C[X] tel que P = QQ, ol on note

1=0 i=0
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7. Soient K un corps et ag, ..., a, des éléments de K deux a deux distincts.

a) Prouver que si by, ..., b, sont des éléments de K, il existe un unique polynoéme P de
K[X] de degré deg(P) < n tel que pour tout 0 < i < n, P(a;) = b;.

Montrer les formules d’interpolation de Lagrange, qui affirment que P vaut

P = z;bziif; Pi(X) = E(X — aj).

b) Soit @ un polynoéme de degré deg(Q) < n — 1 En considérant le coefficient du terme
de degré n du polynéme P, fourni par la question a), tel que deg(P) < n et, pour tout
0 < i< n, P(a;) = Q(a;), montrer que

Qao) | Q(a1) Q(an)

Po(ao) T Pra) T Pulan)

8. Calculer le pged de P et @ pour :

a) P=X%2+aX +bet Q=X2+pX +qavecp#a;
b) P=aX?+bX +cet Q=2X+aaveca#0;

c) P=X34+pX +qet Q=3X?+pavec p#0.

En déduire qu’il existe des polynomes A et B dont les coefficients sont des expressions
polynomiales & coefficients entiers en (a, b, p,q) dans le cas a), en (a, b, c) dans le cas b)
et en (p, q) dans le cas c), tels que AP+ BQ soit égal & (b—q)?>+p(b—q)(p—a)+q(p—a)?
dans le cas a), b®> — 4ac dans le cas b), et 4p® — 27¢* dans le cas c).
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Fiche 12 : Algebre (6) Polynémes, racines et fractions rationnelles

« Un homme est comme une fraction dont le numérateur est ce qu’il
est et le dénominateur ce qu’il pense de lui-méme. Plus
le dénominateur est grand, plus la fraction est petite. » Léon Tolstoi

1 Exercices de cours

On se donne un polynéme P de C[X]| de degré n > 1 et sa factorisation dans C[X],

comme
ZaZXZ =an H(X —xj).

j=1

1. Relations entre coefficients et racines a) Prouver que pour tout nombre com-

plexe t,
P(X)—P(t
() - E:(E:aztlk>?(k1

k=1

b) Soit Sy = n et, pour tout entier m > 1 Sy la meme somme de Newton en les racines

du polynéme P, définie comme S, = Z(asj) . Montrer que
j=1

ZX—x] Z —a:j )

J=1

En déduire que les sommes de Newton S, se calculent par les relations de récurrence,
dites relations de Newton, suivantes : sim < n — 1,

n

Z a;Si—m + (n —m)a, =0,

i=m-+1

et si m = n,

Z Ap—iSm—i = 0.
=0
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2. Fonctions symétriques élémentaires Pour tout 1 < k < n, on note
ok =)y Ty,
ou la somme porte sur tous les kuplets (j;)1<i<i d’entiers tels que
I<ji<ja<---<jrp<n.

Donc oy, est la keme fonction symétrique élémentaire en les racines du polynome P.
a) Expliciter o; et o, dans le cas général, et tous les oy, si n < 4.

b) Préciser de combien de monomes en les inconnues (z;); on aurait besoin pour expliciter
Of.

c¢) Vérifier les relations entre coefficients et racines affirmant que, pour tout 1 < k < n,

AnO0L = (—1)kan,k.

3. Dérivation des polynémes Le polynéome P’ dérivé de P est

n d—1
P = ZiaiXi_l = Z(] + 1)aj+1Xj.
i—1 =0

Pour tout entier k > 0, le kéme polynéme dérivée de P est le polynéome P*) défini par
récurrence par P(9) = P, puis P*+D = (P®)) pour tout k > 0. Par exemple, P1) = P’

a) Vérifier que P*)(0) = klay, pour tout k > 0 et établir les formules de Leibniz selon
lesquelles (PQ)" = P'Q + PQ’ et plus généralement, pour tout entier k > 1,

(PQ)® — Zk: <k> PO,
1

i=0
b) Prouver que pour tout élément v de K, le morphisme de K-algebre
Ex_,:K[X]—> K[X],X— X —-u

d’évaluation en X — u est un isomorphisme. Préciser I'isomorphisme inverse.
c¢) Déduire de b) 'existence de coefficients a; éléments de C tels que

n

P(X) =) a;i(X —u),

i=0
puis la formule de Taylor pour P, selon laquelle

n




d) Pour tout entier k£ > 0, on dit que u est une racine d’ordre k de P si et seulement s’il
existe un polynome Q tel que Q(u) # 0 et P = (X — u)*Q. Déduire de c) que u est une
racine d’ordre k de P si et seulement si

Pw)=P(u)=---=P*Dw)y=0  P®@)+£0.

Redémontrer ce résultat, par récurrence sur k > 0, en utilisant la premiere formule de
Leibniz.

2 Exercices

1. Soient p et A deux nombres réels strictement positifs. Déterminer le ploynome X2 +
bX + c dont les deux racines sont la longueur et la largeur d’un rectangle de périmetre
p et d’aire A. En déduire une relation entre le périmetre et 'aire d’un rectangle.

ir/3 —i7r/3.

2. a) Déterminer le polynéme X2 + bX + ¢ dont les racines valent e™/3 et e

b) Prouver que trois points a, b et ¢ du plan complexe C sont les sommets d’un triangle
équilatéral si et seulement si (a — ¢)? — (a — ¢)(b — ¢) + (b — ¢)? = 0 si et seulement si
a’ +b* + ¢ = ab + be + ca.

c¢) Déterminer tous les polynoémes de degré trois dont les racines sont les sommets d’un
triangle équilatéral.

3. a) Déterminer tous les polynémes de degré 4 dont les racines dans C sont les quatre
sommets d'un carré. On pourra traiter d’abord le cas ot le carré est centré en 0, puis se
ramener a ce cas.

b) Plus généralement déterminer tous les polynomes de degré n dont les racines dans C
sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés.

c¢) Déduire de b) pour le cas n = 3 une solution alternative a 2. c).

4. En utilisant les relations de Newton, donner les polynomes de degré 3 dont les racines
x, y et z dans C sont les solutions du systeme d’équations algébriques

PP +22=2, PP+ =2 ryytit=2

5. Soient n > m > 0 deux entiers et P et ) des polynoémes a coefficients complexes de
degrés deg(P) = m et deg(Q) = n, donc

ZazXZ—amH —x;),  QX)=> bX'=by [](X - k)
1=0 k=1
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On suppose que pour tout entier £ > 1, Z(:L‘j)g = Z(yk)é. Prouver que Q(X) =
j=1 k=1

(b Jam) X P(X).

6. Prouver que si n > m > 1 sont deux entiers positifs et a et b deux nombres com-
plexes, le trinome X" +aX™ + b n’admet une racine au moins triple que dans deux cas :
oubienb=0et m>3,oubiena=b=0etn > 3.

7. Soit a = (ay)ogk<n une suite de nombres réels. Le nombre de changements de signe
de la suite a est le nombre V(a) de couples d’entiers (i,7) tels que 0 < i < j < n,
aaj <0, et ap = 0 pour tout ¢ < k < j.

a) Soit P(X) = agp + a1 X + --- + a, X" un polynoéme a coefficients réels. Prouver par
récurrence sur le degré de P que le nombre de ses racines strictement positives, comptées
avec leur multiplicité, est au plus égal a V' (a).

b) En déduire que si un polynome a coefficients réels possede exactement k coefficients
non nuls, alors il possede au plus k£ — 1 racines positives et au plus 2k — 1 racines réelles
distinctes.

8. Soit P un polynéme P(X) = X" 4+ a, 1 X" ' +--- + ag & coefficients complexes.
a) Prouver que si a est une racine de P, |o| < 1+ max{|a;|; 0 <i<n—1}.

b) On suppose a présent que P est un polynome a coefficients réels et que « est une
racine réelle de P.

bl) Sia; > 0 pour tout ¢, on pose m = —1 et B = 0. Sinon, on pose m = max{i; a; <
0} et B = max{—a; ; a; < 0}. Prouver que

a < 1+ BY/=—m)

On pourra supposer que « > 1 et remarquer qu’alors 0 > " — B (@™ + -+ + 1).

b2) On note r le nombre des indices 7 tels que a; < 0. Prouver que

o < max{(r|a; )" ; a; < 0}.

9. Soit « une racine réelle d'un polynéme P de Z[X] de degré d > 2 et irréductible
dans Q[X].

a) Prouver que pour tout nombre rationnel p/q avec p et ¢ entiers et ¢ > 1, |P(p/q)| =
1/¢%.

b) En déduire qu’il existe une constante A > 0 telle que pour tout nombre rationnel p/q,
o = (p/a)| = A/q".
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Indication : on pourra montrer que la valeur A = min(c,d) convient, ou ¢ et § sont
strictement positifs et tels que, si [t — «| < 4§, alors |P/(t)] < 1/c.

Application : le nombre Z 10™™ est transcendant.
n

10. Soient P;/Q1 et P»/Q2 deux fractions rationnelles a coefficients complexes dont
les fonctions rationnelles associées coincident sur un ensemble infini X C {Q1 # 0} N
{Q2 # 0} inclus dans 'intersection de leurs domaines de définition. Prouver que ces deux
fractions rationnelles sont égales dans le corps C(X) des fractions rationnelles.

Préciser si P; = Py et Q1 = Q2 ou pas forcément.

11. Décomposer en éléments simples sur C puis sur R les fractions rationnelles sui-
vantes :

R X41 R — 2
TXxXZo1)y P (X DX —2)(x —3)’
R_X5—X3—X2 R 4x3
PTUUXxe o M T (xry
et
R_XG—X2+1 R 3X?+3 R — X5
- B 9 - 3 _7 — _1.
b X —1)? 6T X 3x -2 T (Xt

12. Soit o un nombre réel. Décomposer en éléments simples sur C la fraction rationnelle

1

R(z) = 1 —2cos(a)r + 2

En déduire, pour tout entier naturel n, la dérivée neme de la fonction R.
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Fiche 13 : Algebre (7) Espaces vectoriels, dimension, dualité

« Nous autres comédiens sommes les vecteurs de l'imaginaire
des réalisateurs. » Nicole Kidman, Studio magazine

1 Vrai ou faux

1. On note {f(z,y,2) = 0} la partic de R3 formée des triplets (z,y,z) tels que
f(z,y,2) = 0. Déterminer si les parties suivantes de R? sont des sous-espaces vecto-
riels : {22 + 3y = 0}, {22 4+ 3y = 4}, {2? + > =0}, {2® + 2 = 0}, {2? —y? + 22 = 0},
{2? — 62y + 9y? — 22 = 0}, et {2? — 62y + 9y? + 22 = 0}.

2. Soita=(2,1,-3),b=(3,2,-5) et c = (1,1,-2).
a) Les vecteurs a, b et ¢ forment une base de R3.

b) Le vecteur = = (5,2, —7) est une combinaison linéaire de a, b et c.

2 Exercices de cours

1. Soient M et N deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension
finie. On note M + N le sous-espace vectoriel de E engendré par M et N. En considérant
Papplication linéaire f : M + N — FE définie par f(m,n) = m + n, établir la relation

dim(M) + dim(N) = dim(M + N) + dim(M N N).

2. a) Soit F et F des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Prouver
qu’il existe une application linéaire ¢ : Im(f) — FE telle que fog est 'application identité
de Im(f) dans F.

b) En déduire que E est isomorphe a la somme directe ker(f) @ Im(f) puis que, si E est
de dimension finie, ker(f) et Im(f) sont de dimension finie et vérifient

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

¢) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Prouver que
f est injectif si et seulement si f est surjectif. Préciser si ce résultat subsiste si on ne
suppose plus que la dimension de F est finie.
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4. Soit k£ un corps et E un espace vectoriel sur k. On note E* le dual de F, ensemble
des formes linéaires sur F, c’est-a-dire des applications k-linéaires de F dans k.

a) Vérifier que si E est un k-espace vectoriel a gauche, E* est un k-espace vectoriel a
droite pour la loi externe E* x k — E*, (p,\) — [x — p(x)]A].

a’) Vérifier que si F est un k-espace vectoriel a droite, E* est un k-espace vectoriel &
gauche pour la loi externe k x E* — E*, (A, ¢) — [z — M(z)].

b) Prouver que lapplication J : E — (E*)* définie par J(x) = [p — @(z)] est linéaire
et injective.

c) Si E est de dimension finie n et muni d’une base (e;)1<i<n, on note e} la forme linéaire
élément de E* définie par e} (e;) = 1 et e (ej) = 0 si i # j. Prouver que (e})1<i<n est
une base de E*.

En déduire que si E est de dimension finie alors dim(E) = dim(E*) et l'application
canonique J définie en b) est un isomorphisme.

d) Soit £ = R[X] muni de la base (e,)nen avec e, = X™. Prouver que si ¢ appartient
au sous-espace de E* engendré par les e, alors il existe un entier N = IV, tel que pour
tout polynéme P divisible par XV, p(P) = 0.

Donner un exemple de forme linéaire ¢ élément de E* qui n’a pas cette propriété.

En déduire que les formes linéaires (e} ),en ne forment pas une base de E* et que
Papplication canonique J définie en b) n’est pas surjective.

5. Soit E et F' des espaces vectoriels de dimensions finies n et m munis de bases
(ei)i<i<n €t (fj)igi<m et f: E — F une application linéaire.

a) Soit A la matrice de f dans les bases (e;); et (fj);. Prouver que I'application f* :
F* — E* définie par ¥ — 1 o f est linéaire, et que sa matrice dans les bases ( f;)j et
(eF); est la transposée A’ de la matrice A.

b) Soit A des matrices sur k de tailles respectives n x m et m x p. Montrer que les
transposées A! et B!, de tailles respectives m x n et p x m, vérifient la relation B'A! =

(AB)..
Retrouver cette relation en explicitant les matrices A, BY, B'A! et (AB)".
3 Exercices

1. Prouver que les vecteurs
a=(1,2,-1,-2), b=(2,3,0,—1), ¢c=(1,2,1,3), d = (1,3,1,0),

forment une base de R* et donner la décomposition dans cette base du vecteur z =
(7,13, —-1,-2).
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b) Montrer que les vecteurs a, b et ¢ ci-dessous forment une base de R3 et trouver les
coordonnées du vecteur x par rapport a cette base, dans les deux cas suivants :

bl) a=(1,1,1),b=(1,1,2), c = (1,2,3), z = (6,9,14);
b2) a = (2,1,-3), b= (3,2,-5), c = (1,-1,1), z = (6,2, —7).

2. a) Soit e; le iéme vecteur de la base canonique de R"*! dont la iéme coordonnée
vaut 1 et toutes les autres 0. Prouver que les vecteurs

fo=e1—ent1, fi=eir1—e€i, 1<i<n,
engendrent le sous-espace E de R"*! d’équation x1 + - - + &1 = 0.
b) Prouver que toute partie a n éléments de {fo,..., f,} est une base de E.

c¢) Donner l'expression de fp dans la base (f;)1<i<n-

En déduire la matrice dans la base (f;)i<i<n de la restriction & E de la permutation
circulaire des coordonnées (z;)1<i<n+1 — (Tnt1, T1s ..., Tn).

d) Donner un suplémentaire de E dans R**!,

n

3. a) Pour v = (21,...,2,) dans C", on note |jv|| = Z |zi|. Prouver que 'application
i=1

| || : C* — R4 est une norme sur C", c’est-a-dire que 'on a :

1. |lv|| = 0 si et seulement si v = 0;

2. pour tous v et w dans C" et o dans C, ||aw| = |a] ||v]];

3. pour tous v et w dans C", ||v + w|| < |jv]| + ||w]].
b) Soit 1 < m < n. Pour tout 1 < i < m, soit v; = (2;k)1<k<n un vecteur de C” tel que

n
|zl > ) i)
=1,

Soit Adjv1 + - - - AUy, = 0 une relation linéaire entre les v;. En notant e; le iéme vecteur
de la base canonique, vérifier I’égalité

m

Z Xi(vi — zi€i)

=1

m
g NiZi i€
i—1

En déduire que les vecteurs (v;)1<i<m sont linéairement indépendants.

4. (Suite de l’exercice 3) a) Si m < n — 1, prouver qu’il existe des vecteurs
(Vi)m+1<i<n avec, pour tout m + 1 <i < n,

n

v = (2ik)1<k<ns |2i ] > Z 24,51
=15
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n
b) On suppose que m = n, on note w; = (2k,j)1<k<n, €t ON suppose que Z,ujwj =0.
=1
Prouver que tous les coefficients y; sont nuls.
On pourra considérer un indice 1 < jo < n tel que |pj,| > |p;] pour tout 1 < j < n, puis
la joéme coordonnée de la somme des p;w;.

c¢) Déduire de a) et b) et de I'exercice de cours 2 une autre solution de I’exercice 3.

5. Pour tout nombre réel o, on note f, : R — R la fonction définie par f,(t) = e*.

a) Prouver que la famille (f,)acr est libre dans l'espace vectoriel F(R,R) des fonctions

de R dans R.

b) Soient a1 < ay < -+ < «a, des nombres réels et (aj,...,a,) un élément non nul
n

de 5. Prouver que I'ensemble des nombres réels x > 0 tels que Z a;x% = 0 comporte
i=1

strictement moins de n éléments.

En déduire que pour toute partie infinie 7 C R, la famille (f1),ecr des restrictions f1 &

T des fonctions f, est libre dans 1'espace vectoriel F(T,R) des applications de T dans

R.

6. Pour 0 < ¢ < n, soit f; : By — FE;y1 une application linéaire. On suppose que
Ey = {0} = E, 11 et que, pour tout 1 < i < n, ker(f;) = fi—1(E;—1). Prouver que si les
FE; sont de dimension finie alors

n

> (~1)" dim(E;) = 0.

=1

7. Pour tout nombre réel a, on note g, : R — R Papplication g,(x) = |z — al.

a) Soit A une partie finie de R et a1 < ag < -+ < a, les éléments de A. On note E
I'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R\ A et F' I'espace vectoriel des fonctions
sur R\ A. En considérant I'image de g,, par 'opérateur de dérivation D : F — F'| défini
par D(f) = f', et, pour 1 <14 < n — 1, 'image de gq,,, — ga,, montrer que les fonctions
(9a;)1<i<n sont linéairement indépendantes dans F(RR, R).

b) Prouver que la famille (gq)qer est une famille libre dans F(R, R).

8. Soit E = R[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels. Déterminer
I'image et le noyau de ’endomorphisme de dérivation D : E — E défini par D(P) = P'.

9. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Prouver
que ker(f) = f(E) si et seulement si dim(F) = 2dim(f(E)) et f? = 0.
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10. Soit F un espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que, pour tout x dans
E, il existe un entier n > 1 tel que f"(x) = 0. Prouver que h = Idg — f est injective.
Pour tout élément = de E, soit n > 0 tel que f™(z) =0 et

n—1

gl@)=ax+ f(x).

i=1

Montrer que cette définition de g(z) ne dépend pas du choix de n et que I'application g
ainsi définie est linéaire. Calculer go h et ho g.

11. La trace d’'une matrice carrée A = (a;;)1<i j<n de My (k) est
n
TI'(A) = Zai,i.
i=1

Prouver que si A et B sont des matrices de M, (k) et My, ,(k), alors les produits AB
et BA sont bien définis et que Tr(AB) = Tr(BA).

b) En déduire que si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie
muni d’une base (e;);, la trace de la matrice de f dans la base (e;); ne dépend pas du
choix de la base.

a —b
b @
I'ensemble H = {hqp; a,b € C} est une sous-algebre réelle de I'algebre M 2(C) des
matrices carrées 2 X 2 a coefficients complexes vue comme algebre sur R.

12. a) Pour tous nombres complexes a et b, on note h,j = < > Prouver que

n pose u = hig, v = hg1 et w = hg;. Calculer, pour tous z e ans ’ensemble
0O hs, ho,1 et ho;. Calcul t t oy d I bl
{u,v,w}, les produits xy. Préciser si 'algebre H est commutative.

b) Prouver que I'application o : H — H définie par o(hqp) = hg—p est un morphisme
additif tel que, pour tous h et h' éléments de H, o(hh') = o(h/)o(h).

¢) Prouver qu’il existe une application n : H — Ry telle que pour tout élément h de H,
n(h) = 0 si et seulement si h = 0 et ho(h) = o(h)h = n(h)Iy. Déduire de cette derniere
relation et de b) que n est un morphisme multiplicatif, c’est-a-dire que n(lz) = 1 et,
pour tous h et b’ éléments de H, n(hh') = n(h)n(h’).

d) Déduire de c) que si h # 0 alors h~! = n(h)~!o(h) est un inverse de h pour la
multiplication de H, c’est-a-dire que hh ™! = h=th = I,.

Ainsi H est un « corps non commutatif ». En admettant que la théorie de la dimension
a lieu dans les espaces vectoriels sur les corps non commutatifs, vérifier que les questions
b), c¢) et d) de l'exercice de cours 2 sont également vraies quand K = H.

e) On considére la matrice A = (11) vuu>' Montrer que r4(A) = c4(A) =1 et 74(A) =
cg(A) =2.
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CAPES de Mathématiques Université Joseph Fourier
Préparation a ’écrit Année 2007-2008
Algéebre et probabilités

Fiche 14 : Algebre (8) Matrices et réduction des endomorphismes

« The Matrix is everywhere. It is all around us. Even
now, in this very room. » Morpheus, The Matrix

1 Matrices

Soit K un sous-corps de C.

1. Soit E = M35(K) et 0 : E — E définie par

s (® b\ _(d b
c d)) \—c a)’
a) Prouver que o est un anti-automorphisme involutif d’algebre, c’est-a-dire que 0% =
Idg, o(I3) = I3 et, pour tout élément = de K et tous éléments A et B de E,

0(A+B)=0(A)+0(B), o(xA)==x0(A), o(AB)=0c(B)o(A).

b) Déterminer 1’ensemble des points fixes de o et vérifier que pour toute matrice A dans
E, les matrices A+ o(A) et 0(A)A sont fixés par o.

c¢) Déduire de ce qui précede une preuve des identités
(ax + bz)(cy + dt) — (ay + bt)(cx + dz) = (ad — be)(zt — yz),
et

A? — (a4 d)A + (ad —bc)Iy =0 avec A = <CCL Z)

2. Soit U ’ensemble des matrices (ai;)i<ij<n de Mpn(K) telles que, pour tous 1 <
i < j<n,a;; =0,et, pour tous 1 < 7 < n, a;; = 1. Soit T' 'ensemble des matrices
(aij)1<ij<n de My n(K) telles que, pour tous 1 < @ < j < n, a;; = 0, et, pour tous
lgign, ai,i;«éo.

Prouver que U et T sont des sous-groupes de GL,(K) et que U est un sous-groupe
distingué de T
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3. Soient A et B deux matrices n x n telles que AB = A+ B. Calculer (I, — A)(I,, — B)
en déduire que A et B commutent.

4. a) Soit A une matrice de M, ,(K) telle que pour toute matrice B de M, ,(K),
AB = BA. Prouver qu'il existe un élément x de K tel que A = x1,.

b) Soit A et B des matrices de M, ,,(K). Calculer Tr(AB). En déduire que si f est une
forme linéaire sur M, ,(K), il existe une unique matrice A telle que pour toute matrice
X de M, ,(K), f(X)=Tr(AX).

c) Soit f une forme linéaire sur M, ,(K) telle que pour toutes matrices X et Y de
My n(K), f(XY) = f(YX). Prouver qu’il existe un élément = de K tel que f = xTr.

5. Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur K et f et g des endomorphismes
de E. Montrer que

rang(f) + rang(g) — dim(E) < rang(f o g) < min(rang(/), rang(g)).

6. Soit n > 0 un entier et F I'espace vectoriel des polyndomes de degré au plus n.

a) Prouver qu’il existe un endomorphisme f de E tel que, pour tout P dans F,
dz

b) Déterminer le noyau et I'image de f.

¢) Donner la matrice de f dans la base (X%)ogi<n de E.

1
7. Soit A=10
0

S = N

1
1 ]. Calculer A™ pour tout n € N.
1

8. Pourl<i,j<nonposea;;j=1sij=i+1leta;;=0sij#7+1

a) Eerire sous forme de tableau la matrice A = (a;;)1<ij<n €t, pour tout 1 < k < n,
calculer A

b) Soit x dans K, calculer I'inverse de la matrice M(x) = (m; ;(x))1<i j<n définie par
mi;(x) =27 sij =i et myj(z) =0sij<i.

9. Soit n > 2 et M = (m; ;)i1<ij<n définie par m;; = 0 et m; ; = 1/(n — 1) pour tous
i .

Calculer M?. En déduire que M est inversible et calculer M 1.
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10. On rappelle que K désigne un sous-corps de C et on se donne r vecteurs colonnes
(vi)1<i<r, done chaque v; est un élément de M, ; (K).

a) On suppose que les vecteurs (v;)1<;<r sont K-linéairement indépendants. On note M
la matrice de M,, ,(K) dont la jéme colonne vaut v;. Prouver qu'’il existe une matrice N
appartenant a M, ,(K) telle que NM = I,. En déduire que, vus comme vecteurs dans
M, 1(C), les vecteurs (v;)1<igr sont C-linéairement indépendants.

b) Etablir I'égalité des rangs sur K et sur C de la famille (v;)1<i<r-

11. Soit AX = B un systéme linéaire a coefficients dans un sous-corps K de C, donc
A et B sont des éléments de My, ,(K) et My, 1(K) donnés et I'élément X de taille
n x 1 est I'inconnue. On note S(C) I'ensemble des solutions du systeme dans M,, ;(C),
et S(K) = S(C) N M,1(K) I'ensemble des solutions du systeme dans M, 1 (K).

Montrer que dimg S(K) = dim¢ S(C).

12. a) Prouver que si X est une matrice n x n a coefficients dans K, X'X = I,, si et
seulement si XXt = I,,.

b) Prouver que I’ensemble des matrices X de M, ,(K) telles que X X' = I,, est inclus
dans GL,(K) et forme un sous-groupe de GL,(K).

2 Reéduction des endomorphismes

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et f un endomor-
phisme de FE.

a) Soit v un vecteur non nul de E. Soit E, le sous-espace vectoriel de E engendré par
v et par tous les f¥(v) pour k > 1. Soit d la dimension de E,. Montrer qu’il existe des
coefficients a; tels que

agv + ar f(v) + - -+ ag_1 f47H(v) + f4v) = 0.

b) On note P, = X%+ aq 1 X+ +ao.
Prouver que P,(f) = f+aq_1f* ' + - + apldg induit sur FE, 'endomorphisme nul.
¢) Prouver que f induit un endomorphisme de l’espace quotient E/E,,.

d) Prouver qu’il existe une base (e;)1<i<n de E telle que e; = v et, pour tout 2 < i < d,
e; = f1(v). Ecrire la matrice de f dans cette base et en déduire une autre solution de

c).
e) Déduire de ce qui précede, en raisonnant par récurrence sur la dimension de E, qu’il
existe un polynome P de K[X] de degré au plus dim(E) tel que P(f) = 0.
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2. a) Soit C' = (¢;5):,; la matrice de taille n x n telle que ¢; ;1 = 1 pour tout 2 < i < n,
Cim = a; pour tout 1 <1i < n, et ¢;; = 0 pour tous les autres couples (7, j). Calculer un
polynéme P de K[X] de degré n tel P(C) = 0.

b) Soit E un espace vectoriel de dimension n et f et g deux endomorphismes de E.
On suppose qu’il existe un polynéme de degré n et des vecteurs v et w de E tels que
P(f) = P(g9) = 0 et tels que (v, f(v),..., " 1(v)) et (w,g(w),...,g" ' (w)) sont tous
deux linéairements indépendants.

Montrer que f et g sont conjugués, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme ¢ : £ — E
tel que f:gp_logogp,

c) Soit f et g les endomorphismes de C3 dont les matrices dans la base canonique sont

3 0 1 1 00
M=|-1 2 —1|etN=|[0 2 1]. Calculer les polynémes caractéristiques de f
-2 0 0 00 2

et g. Préciser si f et g sont conjugués ou non.

3. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur un corps K et P un polynéme
de K[X] tel que P(f) = 0. Un élément a de K est une valeur propre de f s’il existe un
vecteur v non nul de E tel que f(v) = av.

Prouver que, si a est une valeur propre de f, P(a) = 0.

En déduire que, si E est de dimension finie n, les valeurs propres de f sont en nombre
au plus n.

4. Soit E un espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f.
Montrer que ker(g) et Im(g) sont stables par f, c’est-a-dire que f(ker(g)) C ker(g) et

f(Im(g)) C Im(g).

5. a) Théoréme des noyaux Soit A et B deux polynomes de K[X]| premiers entre
eux et P = AB, F un espace vectoriel de dimension finie sur K, et f un endomorphisme
de E. Montrer que

ker(P(f)) = ker(A(f)) ® ker(B(f)).

b) En déduire qu'un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie est dia-
gonalisable si et seulement s’il existe un polynome P de K|[X], scindé et sans racines
multiples, tel que P(f) = 0.

On rappelle que P est scindé si P est un multiple d’un produit de monémes X — a; avec
a; dans K.

6. Soit E un espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f.

a) Montrer que les espaces propres de f sont stables par g, d’abord directement, puis en
utilisant 1’exercice 4.
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a’) Méme question pour les espaces Ej(a, f) définis, pour a dans K et i dans N, par
Ei(a, f) = ker((aldg — f)").

b) En déduire que si E est de dimension finie et si f et g sont diagonalisables, alors f
et g sont diagonalisables dans la méme base.

1 11
¢) Application : résoudre I'équation X2 = |0 2 1| dans Ms3(C).
0 0 3

dans M373((C).

SN =
[ NC—

1
¢’) résoudre I'équation X2 = | 0
0

7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C et f un endomorphisme de E
tel que fo f = —Idg. Prouver que f est diagonalisable.

8. Soit M I'ensemble des matrices (a; ;); ; de M, ,(R) telles que pour tout 1 < i,j < n,
n

0<a;; <1, et, pour tout 1 <i < n, Zai,j =1.
j=1

Prouver que si M et N appartiennent a M, M N aussi, et que tout M dans M admet
1 pour valeur propre.
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Fiche 15 : Algébre (9) Déterminants

« Faire des mathématiques, c’est donner le méme nom
a des choses différentes. » Henri Poincaré

1 Rappels de cours

Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Une forme n-linéaire sur V' est une application
f: V" = K telle que, pour tout 1 < i < n et pour tout choix de vecteurs (vj);-; de V,
I’application

v f (U1, Ve, U, Vi1, - -5 Un),
est linéaire. La forme f est alternée si f(v1,...,v,) = 0 dés que v; = v; pour au moins
une paire d’indices j # i. En ce cas, pour tout élément s de &,

f(vs(l)v s 7'Us(n)) = €(S)f(’l)1, s 7'Un),

ou &(s) désigne la signature de la permutation s. On note 2,,(V') l'espace vectoriel des
formes n-linéaires alternées sur V.

Si V = K", le déterminant sur K" est la forme det définie sur 2,(K™) comme suit :
pour tout choix de n vecteurs v; = (v;j)1<j<n de K™,

det(vla e 7’Un) = Z E(s)vl,s(l) ©Unos(n)-
s€G,

Une définition équivalente est que det est I'unique forme n-linéaire alternée telle que
det(eq,...,en) =1, out (€;)1<i<n désigne la base canonique de K.

Pour tout espace vectoriel V' de dimension finie d et pour tout n > 1, la dimension de

d
A, (V) vaut 0 sin > d+1 et (n

n = d, donc Ag(V') est engendré par la forme déterminant dans une base quelconque et
les formes déterminants dans deux bases différentes sont proportionnelles.

> si n < d. En particulier cette dimension vaut 1 si

Tout morphisme d’espaces vectoriels f : V' — W induit, pour tout n > 1, un endomor-
phisme 4, (f) : 2, (W) — 2, (V), défini par

() (@) (01 0n) = a(f(v1), - -, fvn)).
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Dans le cas ou V = W, le déterminant d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel V'
de dimension d est 1'unique élément det f de K tel que pour tout « dans 4(V),

Aq(f)(@) = (det f) - o
SiV =K%et si M est la matrice de f dans la base canonique,
det f = det(C1,...,Cy),

ol C}; désigne la ieme colonne de la matrice M. On note ce nombre det M.

Une conséquence est que det f o g = det f - det g pour tous endomorphismes f et g. En
particulier, det M N = det M -det N pour tout n > 1 et toutes matrices M et N de taille
n xn.

Soit M = (m; j)1<i j<n une matrice n x n. Pour tous 1 < 4, j < n, soit M; ; la matrice
obtenue & partir de M en effacant la iéme ligne et la jeéme colonne. Donc M; ; est de
taille (n — 1) x (n — 1) et le coefficient (a,b) de M;; est mgp sia <iet b < j, mgpy1
sia<ietb>=jg, megpipsia=iethb<yj, et mepiper sia>iet b > j. Pour tous
1 < 1,5 < n, le cofacteur (i,7) de M est

Cij(M) = (=1)" det M, ;.
La matrice des cofacteurs de M est C(M) = (C;;(M))i<ij<n- On a
MC(M)' = C(M)*M = det M I,,.
Le développement du déterminant de M suivant la ligne ¢ ou suivant la colonne ¢ donne
le iéme terme diagonal de cette relation. Quant aux termes non diagonaux, le terme (i, )
avec i # j s’obtient en développant le déterminant de la matrice obtenue en remplacant

dans M la colonne j par la colonne 7 et en développant le déterminant obtenu, qui est
nul puisque deux de ses colonnes sont égales, par rapport a la ligne 7.

2 Exercices de cours

1. Soit V un espace vectoriel, (v;)1<i<n une famille de vecteurs linéairement dépendants
et f une forme de 2, (V). Prouver que f(vy,...,v,) =0.

2. Prouver que la forme det définie par une somme sur &,, dans les rappels de cours
appartient a A, (K™).

3. Prouver que £(s7!) = &(s) pour tout élément s de &,,. En déduire que, pour toute
matrice M de taille n x n, det M* = det M.
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4. Soit M une matrice n x n. On considere la matrice B = X 1,,— M, donc B appartient
a lalgebre M, ,,(K[X]) des matrices n x n a coefficients dans I’anneau des polynomes
K[X]. On considéere le polynéme caractéristique de M, défini par

xm(X) =det B=det(XI, — M).
Donc xp(X) = X™ 4+ an_1 X" 14+ ... 4 qp pour certains coefficients a; dans K. Enfin,

soit C' la matrice des cofacteurs de B.

a) Prouver qu'il existe des matrices A; éléments de M, ,(K), telles que
Cl=A, 1 X" 1. 4 A

b) Utiliser I'identité C*B = det(B) I,, dans M,, ,(K[X]) pour exprimer les coefficients a;

de xa(X) en fonction de M et des matrices A;.

¢) En déduire une « preuve matricielle » du théoreme de Cayley-Hamilton, affirmant que

xm (M) = 0,, avec

Xu (M) =M™+ an  M" - + agly.

3 Exercices

1. a)Soit M = <O" N) dans May, 2, (K). Déterminer det M en fonction de det N. On

I, O,

o . (O0n Iy
pourra consisidérer la matrice .
I’I’L 07’L

b) Soient A, B, C et D quatre matrices de M, ,(K) telles que I'une d’entre elles est

A B
c D) dans May, 2p (K).

c¢) Avec les notations de a), déterminer le polynome caractéristique de la matrice M en
fonction de celui de la matrice .

nulle. Dans les quatre cas, calculer le déterminant de <

2. a) Soient A et B des éléments de M, ,,(R) tels que A+iB est inversible dans M,, ,,(C).
Prouver qu’il existe un réel x tel que A + B est inversible.

b) Soient M et N des éléments de M, ,,(K). Prouver que M et N sont semblables si
et seulement si I'ensemble C'(M, N) des matrices X de M,, ,,(K) telles que XM = NX
contient une matrice inversible.

c¢) Déduire de b) et de I'exercice 11 de la fiche 14 que si K C C et si les matrices M et
N sont semblables sur C, M et N sont semblables sur K.

d) Application. Prouver qu'une matrice carrée a coefficients réels est diagonalisable sur
R si et seulement si elle est diagonalisable sur C et si toutes ses valeurs propres sont
réelles.
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3. Pour tout n > 1 et tout élément = = (;)1<i<n de K™, on note V(x) le déterminant
de la matrice M = (m; ;)1<i j<n définie par m; ; = a7t

a) Calculer V(x1), V(z1,x2) et V(z1,x2, 3).
b) On suppose que, pour tout 1 <k <n—1, V(zy,...,z5) #0.

Prouver que V(z1,...,x,) est un polynéme en xz, dont on déterminera le degré et les
racines.

En déduire une relation de récurrence entre V(z1,...,x%) et V(x1,...,25_1) puis la
valeur de V(z1,...,2p,).

c¢) Dans le cas général, donner la valeur de V(x1,...,zy).

4. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et (a;)1<i<n une base de
V. Soit f une forme bilinéaire alternée sur V. On suppose que a = 0 est le seul vecteur
de V tel que pour tout x dans V', f(a,x) = 0.

a) Soit A = (f (ai,a;))1<i,j<n- Prouver que A est inversible.

b) Soient a et b des vecteurs de V tels que f(a,b) # 0. On pose f.(z) = f(a,x) et
fo(z) = f(b,x). Prouver que f, et f; sont des formes linéaires non proportionnelles et
que I'ensemble des vecteurs x de V tels que

(*) f(a,:v):():f(b,x),

est un sous-espace vectoriel de V' de dimension n — 2.

¢) Prouver que V est somme directe du sous-espace engendré par a et b et du sous-espace
W des solutions de (). Prouver que si un vecteur z de W est tel que, pour tout vecteur
y de W, f(z,y) =0, alors z = 0.

d) En raisonnant par récurrence sur la dimension, prouver que la dimension de V est
paire, soit 2p, et qu’il existe une base de V' composée des vecteurs a; et b; pour 1 <7 < p,
telle que, pour 1 < 4,5 < p, f(ai,a;) = f(bi,b;) =0, pour 1 < i # j < n, f(a;,b;) =
f(bj,a;) =0, et pour 1 <i<n, fla;,b;) =1=—f(b;,a;).

e) Une matrice carrée A = («; j)1<i j<n €st alternée si, pour tous 1 < ,j < n,

a;; =0, Qi+ o = 0.

)

Prouver que si une matrice alternée est inversible, sa taille n = 2p est paire et il existe

une matrice U dans G L, (K) telle que U'AU = < Op Iy )

—I, Op
0 T oz
f) Prouver que pour tous z, y et z dans K, |[—z 0 y|=0.
-z -y 0
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5. Calculer les déterminants

1 0 p g O
a b ¢ 01 0 pgq
D3;=12a b 0, Ds=13 0 p 0 0],
0 2a b 03 0pO
00 3 0 p
et
1 0 a b 0 0 0
01 0 a b 0 0
00 1 0 a b 0
D;=10 0 0 1 0 a b
1 0 —2a -8 a? 0 0
01 0 —22 -8 da® 0
00 1 0 —2a —8b a?

6. Soit n >3 et (zi)i1<i<n et (¥i)1<i<n des éléments de K™. Pour tous 1 < 4,j < n, on
pose a; j = 1+ x;y;. Soit A = (a;j)1<i,j<n- Montrer que det A = 0.

7. Pour tout n > 1, on note D,, le déterminant n X n suivant :

3200 - 0
1320 - 0
D=0 132 - 0]
0000 --- 3

Pour tout n > 1, établir une relation de récurrence entre Dy, 12, Dyy1 et D,. Déterminer
toutes les suites réelles (up)p>1 qui vérifient la méme relation de récurrence. En déduire
la valeur de D,, pour tout n > 1.

8. Calculer le déterminant 8 x 8 ci-dessous :

2 -1. 0o 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 0 O
o -1 2 -1 0 O 0 O
De = o 0 -1 2 -1 0 0 O '
o o o0 -1 2 -1 0 -1
o o0 o0 o0 -1 2 -1 0
o o0 o0 o0 o -1 2 0
o o0 o0 o0 -1 0 o0 2
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Fiche 16 : Un probléme d’écrit

Notations
n est un entier supérieur ou égal a 2.
Dans cet énoncé toutes les matrices sont a coefficients réels.
On désigne par M, l'algebre des matrices carrées n x n.

On identifie le vecteur = = (z1,...,2z,) = (z;) € R™ ala matrice ligne X = (z1,...,2,) =
().

Si A est une matrice, on note A’ la matrice transposée de A. On notera ainsi X' la
matrice colonne transposée de la matrice ligne X = (z1,...,2,) € R™.

Questions préliminaires (étude d’exemples dans le cas n = 3)

0.1 Soit U = (1,2,3) et V = (1,2,5).
a) Calculer m = UV*' et M = V'U.
b) Calculer le rang de la matrice M.

c) Calculer M? et exprimer le résultat en fonction de M.

1 2 3
0.2 Soit M'=| 2 4 6
-4 -8 -12

a) Calculer le rang de M’.
b) Déterminer deux matrices U’ et V' telles que M' = (V')'U".

On revient au cas général n > 2.

Premiere partie

Soit U = (u;) et V = (v;) deux éléments non nuls de R".

On pose m = UVt et M = VIU.

1.1 Expliciter le réel m et le terme général de la matrice M en fonction des coefficients
des matrices lignes U et V.
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1.2 Résoudre le systéme M X! = 0 en I'inconnue X = (z;) dans R”™.
En déduire le rang de M.

1.3 On note E I’élément de M, dont tous les coefficients sont nuls sauf celui qui est
situé sur la premiere ligne et la premiere colonne, qui vaut 1.

a) Soient R et S deux éléments de M,,. Exprimer la matrice RES a ’aide d’une colonne
de R et d’une ligne de S.

b) Prouver qu’une matrice M’ de M,, est de rang 1 si et seulement s’il existe des matrices
inversibles R et S de M, telles que M’ = RES.

c¢) Déduire de a) et b) que si un élément M’ de M,, est de rang 1 alors il existe deux
matrices lignes non nulles U’ et V' de R telles que M’ = (V')IU’.

Deuxieme partie

On garde les notations de la premiere partie : U et V sont deux matrices lignes non
nulles de R*, m = UVt et M = V!U. Soit N = I,, + M.

2.1 Calculer M? en fonction de m et M. En déduire pour tout entier p > 1 la valeur
de MP en fonction de M, m et p.

On se propose de calculer N? par trois méthodes différentes.

2.2  En appliquant la formule du binéme a (I, + M )P exprimer N? en fonction de I,
M, m et p.

[Le résultat ne devra pas faire intervenir le symbole Z, pour cela on distinguera les cas
m =0 et m#0.]

Dans les deux questions suivantes on ne traite que le cas m # 0.

1
2.3 Soient les matrices P= — M et Q@ = I,, — P.
m

a) Calculer P2, PQ, QP et Q2.
b) Exprimer N en fonction de P, Q) et m.

c¢) En déduire la valeur de NP en fonction de P, @, m et p.

2.4 a) Calculer N? en fonction de N, I, et m.
b) En déduire un polynéme f(X) de R[X]| du second degré tel que f(N) = 0.
c¢) Calculer le reste de la division euclidienne de XP? par f(X).

d) En déduire une expression de NP.
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Troisieme partie

Soit A un élément de M,,. On dira que A possede la propriété P si le rang de A — I,
vaut 1.

3.0 Prouver que A possede la propriété P si et seulement s’il existe deux matrices
lignes non nulles U et V de R™ telles que A = I,, + V'U.

3.1 Soit N = I,, + VU une matrice possédant la propriété P et m = UV,
a) Prouver que N est inversible si et seulement si m # —1.

b) Prouver dans ce cas que N ! possede la propriété P.
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Fiche 17 : Un probléeme de CAPES blanc

Préambule
Dans tout le sujet, n désigne un entier fixé > 2.

On utilise les notations et observations suivantes.

[[1,n]] désigne ’ensemble {1,2,...,n}.

M désigne 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

Sp(M) désigne I'ensemble des valeurs propres (réelles ou complexes) de M € M.

C désigne 'espace vectoriel des matrices unicolonnes a n lignes a coefficients réels.

L désigne I'espace vectoriel des matrices unilignes a n colonnes a coefficients réels.

I désigne la matrice identité d’ordre n. Les colonnes de I, notées F1, ..., E,, forment

la base canonique de C et ses lignes 'E1, . .., 'E, forment la base canonique de L.

o Si M € M, oy désigne l'application ¢ : X € C — MX € C qui est linéaire de
matrice M par rapport a la base canonique de C.

e Si M € M, vy désigne I'application ¥p; : X € L — XM € L qui est linéaire de
matrice ‘M par rapport & la base canonique de L.

e U désigne le vecteur colonne U = !(1,...,1), c’est-a-dire 'élément de C dont toutes
les composantes sont égales a 1.

e Pour toute matrice M = (m; ;) (carrée ou rectangulaire), M > 0 désigne le fait que
m;; > 0 pour tous i et j, et || M| désigne le nombre max |m; |, qui est le maximum
de la valeur absolue des coefficients de M.

n
e Un vecteur ligne V = (vy,...,v,) € L est dit stochastique si Zvj =letsiv; >0
j=1
pour tout j € [[1,n]].
e Les espaces vectoriels M, C et £ sont considérés comme des espaces normés pour la
norme || - ||.

e Onnote MT ={Ae M|A>0},CT={XeC|X>20}et LT ={X e L]X >0}
Nota : La partie IV et le début de la partie V sont indépendants de la partie III.

I Matrices stochastiques

Soit S I'ensemble des matrices A = (a;;) de M vérifiant les conditions (1) et (2) sui-
vantes :

(1) A>o0. (2) vie(Ln]], > ai;=1
j=1
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Les éléments de S sont des matrices stochastiques.

1. On considere les propriétés (1'), (1”) et (2') suivantes :
1) palC)cct. (") walL) Lt (2) paU) =AU =U.

Montrer les équivalences : (1) <= (1) < (1”).
Montrer 1'équivalence : (2) <= (2/).

2. Montrer que pour toutes matrices A et B de S et tout réel ¢ € [0,1], la matrice
tA+ (1 —t)B est dans S (c’est-a-dire que S est une partie convexe de M).

3. Montrer que pour toute suite (Ag)reny de matrices de S convergeant vers B dans
M, la matrice B est dans S (c’est-a-dire que S est une partie fermée de M). Montrer
que la partie S est compacte.

4. Soit V = (vy,...,v,) un vecteur ligne stochastique. Montrer que pour toute matrice
A de S, le vecteur ligne V A est stochastique.

5. Montrer que S est une partie de M, stable pour la multiplication matricielle.

6.a. Soit A € S telle que A’A = I. Montrer que chaque ligne et chaque colonne de
A a tous ses coefficients nuls sauf un qui vaut 1. Préciser comment agit ¢4 sur la base
canonique F1,..., E, de C.

6.b. Que peut-on dire de G ={A € S|AA=1}7

II Eléments propres des matrices stochastiques

Soit A = (a;,j) une matrice de S.

1. Montrer que 1 est valeur propre de A.

2. Montrer que Sp(A) est inclus dans {z € C||z| < 1}.

[Pour traiter cette question, il pourra étre utile de considérer pour A € Sp(A), un vecteur

colonne Y = t(y1,...,yn) # 0 tel que AY = \Y et pu = max{|y;|,i € [[1,n]]}]

3. Soit A € Sp(A). Justifier le fait qu’il existe p € [[1,n]] tel que A —ap,p| <1 —apy.
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4. On suppose ici que a;; > 1/2 pour tout i € [[1,n]]. Montrer que A est inversible.
5. On suppose ici que a;; > 0 pour tout i € [[1,n]].
5.a. Montrer qu'il existe un réel o €]0,1] tel que Sp(A) est inclus dans I’ensemble

Dy={2€Cl||lz—a|<1-a}.

Interpréter géométriquement le résultat précédent et faire la figure correspondante.
5.b. Que peut-on dire du module des valeurs propres de A différentes de 17

6. On suppose ici que a; ; > 0 pour tous 7, j € [[1,n]]. Montrer que les valeurs propres
(complexes) de A autres que 1, sont de module strictement inférieur a 1, et préciser le
rang de la matrice A — 1.

7. Soit A € Spc(A) avec [N\ = 1.

7.a. Soit un vecteur colonne Y =*(yy,...,y,) # 0 tel que AY = Y. On note

p=max{ly|[i € [[L,n]l},  K={kell,nl]]lyl = p}

Construire une application f de K dans K telle que pour tout k € K, yyx) = Ayk-

7.b. En déduire qu’il existe un entier p compris entre 1 et n tel que AP = 1.

IIT Convergence

Soit A dans S. On s’intéresse dans cette partie a la convergence éventuelle de la suite

(AF)en. Pour tout k& € N, on note ag? le coefficient d’indice (i,j) de A* pour tous
i,j € [[1,n]].

1. La suite (Ak) ren peut-elle converger si A posséde une valeur propre A de module 1
et différente de 17

2. On suppose que la suite (A*),en converge vers B dans M.

2.a. Montrer que B € S et B?> = B.
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2.b. Montrer qu'on a aussi BA = AB = B. Ces égalités traduisent des propriétés
remarquables des colonnes et des lignes de B, lesquelles?

2.c. Lorsque n = 2, donner toutes les possibilités de matrices B.

3. On suppose ici que A est diagonalisable dans l’espace des matrices & coefficients
complexes et qu’elle ne possede pas de valeur propre de module 1 autre que 1. Montrer
que la suite (A*)cn converge.

4. On suppose ici que € = min{a; ; |4,j € [[1,n]]} > 0. Pour tout k dans N, et tout j
dans [[1, n]], on note :

ol =minfal” i € [[1,n]]}, AP = max{al? |i e [1,n))}, & =" oV
4.a. Montrer que pour tout k£ dans N, et tout j dans [[1,n]], on a :
o <ol < g < g Y < (1 - 208,

J J

4.b. En déduire que (Ak) wen converge. Si B = limy_,oo A¥, comparer les lignes de B.

5. Dire dans chacun des cas suivants, en faisant le minimum possible de calculs, si la
suite (A¥)zen converge ou non :

1/2 1/2 0 1/2 1/2 0

MHA=|[ 0 1/2 12| (@@)Aa=[1/2 0 1/2] ;
0o 0 1 0 1 0
010 1/2 1/3 1/6
(i) A=[0 0 1] ; (w)A=|[1/6 1/2 1/3
100 1/3 1/6 1/2

IV Chaines de Markov

Soit une suite de variables aléatoires (X )gen définies sur un méme espace de probabilité
(Q,7,P) a valeurs dans [[1,n]]. On dit que la suite (Xj)ren est une chaine de Markov
(a m états) si les propriétés suivantes sont réalisées :

(CM1) Il existe une matrice M = (p; ;) € M, appelée matrice de transition telle que
pour tout entier k > 0, tous i,j € [[1,n]], on ait

P(Xy =7 | Xp—1=1) =pi;.

Autrement dit, I'état X dépend de ’état X_; de maniere invariable.
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(CM2) Pour tout entier k > 1 et tous i, j,ix_2,...,% € [[1,n]], on a
P(Xp=j|Xp1=10,Xp2=1l2,...,Xo=10) = P(Xg = j | Xp_1 = 1).
Autrement dit, I’état X ne dépend que de 'état X;_1.

On considere une telle chaine de Markov (Xj)ien. On note M = (p; ;) € M sa matrice

de transition. Pour tout entier k, on note P(X, = i) = qi(k) pour tout ¢ € [[1,n]] et Qx
le vecteur ligne Q) = (qgk), cel q%k)) (laloi de X}). La loi de Xy donnée par QQy que 'on

notera simplement Qo = (q1, - . ., qn) est appelée la loi initiale de la chaine.

1. Montrer que M est dans S (M est stochastique) et que pour tout k > 0, Q est un
n

vecteur ligne stochastique, c’est-a-dire Z ngk) =1.
i=1

2. Pour tout entier £ > 0, montrer que Qi1 = QM. En déduire I'expression de la loi
de X} donnée par () a ’aide de M et de la loi initiale donnée par Q).

3. Montrer qu’il existe une loi initiale telle que Qo = QoM. Une telle loi est dite
stationnaire.

[On sera amené a montrer que si un vecteur V = (vy,...,v,) vérifie VM = V alors
V' = (|v1], ..., |vn|) vérifie aussi VM = V']

4. On suppose que la loi initiale est stationnaire, c¢’est-a-dire Qy = QoM. Montrer qu’il
existe une matrice N = (¢; ;) de S telle que ¢;; = P(Xy = j| Xy41 = ©) pour tout k
entier.

V Un exemple de chaine de Markov

Une urne contient initialement deux boules rouges et deux boules bleues. On décide de
faire une succession de tirages avec la regle suivante : pour tout k£ > 0, la boule tirée au
tirage k est laissée de coté au tirage k + 1 et n’est remise dans 'urne que pour effectuer
le tirage k4 2. On considére la suite de variables aléatoires (X )ren ou X est le nombre
de boules rouges dans 'urne apres le tirage k. Tous les tirages sont équiprobables sauf
le tirage initial de numéro k = 0, pour lequel on décide que P(Xy = 1) = p pour un
certain p €]0, 1] fixé.

0. Déterminer la loi de X7, sa moyenne E(X1) et sa variance var(X7).

1. Justifier que la suite (X )gen est une chaine de Markov dont on précisera la matrice
de transition M et la loi initiale.
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2. Montrer qu’il y a une seule loi stationnaire que ’'on précisera.

3. En s’aidant des parties 1. Matrices stochastiques a 3. Convergence, montrer que la
suite des lois des X} converge vers la loi stationnaire.

On note ici Ry = [X} = 1] '"événement “Au tirage k, une boule rouge a été tirée”. On
considere la variable aléatoire N égale au numéro d’ordre du premier tirage d’une boule
rouge (autrement dit N est égal au plus petit entier k tel que Ry est réalisé).

4. Exprimer pour k > 0 'événement [N = k] a l'aide de Ry, ..., Rg.

5. En déduire la loi de N, sa moyenne E(N) et sa variance var(N).
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Corrigé du probleme de CAPES blanc

I Matrices stochastiques

1. Montrons que (1) et (1’) sont équivalentes.

Soient C1,...,C, les colonnes de A. Par définition, AE; = C; pour tout i € [[1,n]].
Donc A > 0 si et seulement si pa(F;) = AE; > 0 pour tout ¢ € [[1,n]]. Comme
Ct={t1E1+ -+ tyEn,t; >0, Vi € [[1,n]]}, cette condition équivaut & p4(C*) c C*.

On raisonne de méme sur les lignes pour obtenir la condition équivalente 4 (L) C LT,

Montrons que (2) et (2') sont équivalentes.

n
Par définition, Zai’j = (AU); donc la condition (2) revient & imposer que toutes les
j=1
composantes de AU sont égales a 1, donc que par définition, AU = U.
2. Soit A et B dans & C M™ et t € [0,1]. La matrice tA + (1 — t)B est dans M™ et
(tA+ (1 —-t)B)U =tAU 4+ (1 —t)BU =tU + (1 —t)U = U . La matrice tA+ (1 —t)B
vérifie (1) et (2') donc elle est stochastique.

3. Les coefficients de chaque Aj sont positifs ou nuls donc leurs limites, qui sont les
coefficients de B, aussi. Comme 'application A € M +— AU € C est continue, la suite
de terme général AU = U converge vers BU, d’ou BU = U ; donc B vérifie (1) et (2'),
ce qui montre que B € &. Ainsi, la partie G est fermée dans M.

n
De plus, pour toute matrice A = (a; ;) € M, 0 < a;; < Z a;r = 1 pour tous ¢ et j. La
k=1
partie © est donc bornée, et comme & est déja fermée, & est compacte.

4. Observons que le fait que V' = (vy1,...,v,) € L soit stochastique revient & dire que
n
V e Lt et que Zvj =VU =1.Soit A € &. Alors VA = 14(V) € LT par la propriété

j=1
(1) et (VA)U = V(AU) = VU par la propriété (2), donc V A est stochastique.

5. Soient A et B dans &. Alors pap = ¢4 o g, donc pa(C*T) = @a(pp(Ch)) C
©A(CT) Cc C*. De plus, ABU = AU = U par les propriétés (1') et (2') satisfaites par A
et B. Donc AB € G.
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6.a. Soit C; la colonne numéro i de ‘A. Alors A'A = (tCiC’j) = I, en particulier 'C;C; =

n n n

2 N . . 2
E a;; = 1. D’apres (2), E a;; = 1. Comme 0 < a;; < 1 pour tous i et j, g a;; <
Jj=1 Jj=1 J=1

n
Zai,j = 1 et I'inégalité est stricte sauf si tous les a;; quand j varie de 1 & n valent 0
7j=1

ou 1. On est donc dans ce cas-la et, comme la somme sur j des a;; vaut 1, exactement
un des a;; vaut 1.

n
Comme A'A ="AA=1, Z a?; = 1. Sachant maintenant que chacun des a; ; vaut 0 ou
i=1
1, on a aussi que pour j fixé, tous les a; ; quand ¢ varie de 1 a n sont nuls sauf I'un d’eux
qui vaut 1.

Ceci revient a dire que la colonne Cj est un élément E, ;) de la base canonique, donc
Cj = AE,(j) = E,(j) ol o est une application de [[1,n]] dans lui méme. La condition
précédente sur les lignes de A indique que o est injective et donc o est une permutation.
L’application ¢ 4 permute donc les éléments de la base canonique. Une matrice associée
a une permutation de la base canonique est appelée une matrice de permutation.

6.b. On vient de justifier que G = {A € & |A'A = I} est le groupe des matrices
de permutations associées aux permutations de la base canonique de C, isomorphe au
groupe symétrique G,,.

I1 Eléments propres des matrices stochastiques

1. D’apres (1), ¢4(U) = AU = U donc U est vecteur propre de A pour la valeur propre
1.

2. Soit A € Sp(A) une valeur propre (complexe) de A. On reprend les notations de
I'indication de I’énoncé et on choisit un indice p pour lequel |y,| = p. Comme (AY), =
(AY)y,

n
(*) Nyp =D apjy;.
j=1

Par l'inégalité triangulaire, () implique
n n
(%) i = upl <D apjlysl < ap; = p,
J=1 Jj=1

soit A|ju < p. Comme Y # 0, pu # 0 donc |A| < 1.

3. Pour le méme indice p que dans la question précédente, on peut écrire (x) sous la
n n

forme (XA —app)yp = Z ap,jyj, donc |X —applp < Z apip = (1 —app)p. En simplifiant

J#p J#p
par p > 0, on en déduit I'inégalité cherchée.
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4. Pour tout A € Sp(A), par I'inégalité triangulaire, |A| = app — |[A—app| = 2ap,—1 >0
donc A # 0. Donc 0 n’est pas valeur propre de A et A est inversible.

5.

5.a. Montrons que si 0 < o < # < 1 alors Dg C D,. (C’est évident géométriquement :
les disques D, sont tangents en 1 a ’axe vertical passant par 1 donc ils sont emboités
les uns dans les autres et le rayon de D, vaut «.)

En effet z € Dg implique que |z —a| = |z =B+ —a| < [z =] +|f—a| < 1-F+F—a =
1—a, donc z € D,,.

Posons a = min{a;; |7 € [[1,n]]}. Par hypotheése, o > 0 et par la question 3., Sp(A) C
D,.

[Dessin : on savait depuis la question 2. que Sp(A) était une partie du disque unité, en

fait Sp(A) est méme une partie d'un disque D, de centre « et dont le bord passe par 1,
inclus strictement dans le disque unité.]

5.b. L’intersection de D, avec le bord {z € C||z| = 1} du disque unité est réduite au
point {1}.

En effet, tout point z dans cette intersection vérifie 1 = |z| < |[z—a|+a < (1—a)+a =1,
donc les inégalités sont des égalités. En particulier |z| = |z — o] + a donc |z — 0] =
|z — a| + |a — 0], ce qui signifie que le point « appartient au segment [0, z] C C. Le seul
point z du cercle unité vérifiant cette propriété est z = 1, donc on a terminé.

6. D’apres 2. et 5.b., le module de chaque valeur propre de A autre que 1 est strictement
inférieur a 1.

Montrons que le rang de A — I est exactement n — 1. En effet, sinon, il existerait un

vecteur propre Y = {y1,...,y,) pour la valeur propre 1 linéairement indépendant de U.
En remplacant Y par Y —y,U, on peut supposer que y, = 0. L’inégalité (xx) du 2. avec

n—1 n—1

A =1 s’écrit alors p1 < Zap’j|yj| < ,uz ap;j = (1—apn)p < p, puisque a,, > 0. Clest
j=1 J=1

absurde.

7.
7.a. Soit p un indice tel que |y,| = p. L'inégalité (xx) du 2. avec |A\| = 1 s’écrit p <

n
E ap.jly;| < p. La deuxiéme inégalité sera stricte si |y;| < p pour au moins un indice j
i=1

tel que ap ; # 0. On utilise alors I'évidence géométrique suivante : si le barycentre G'd’un
systeme pondéré de points du cercle de centre 0 et de rayon p est sur ce méme cercle,
alors tous les points du systeme de poids strictement positifs sont égaux a G. En voyant
les y; comme les affixes de points pondérés par les coefficients a, ; pour 1 < j < n, on
voit que y; = Ay, pour tout j tel que a,; # 0.

A tout indice p € K, on a associé un indice j tel que y; = Ay,. Donc |y;| = p et j € K.
Choisissons un quelconque de ces indices j et notons-le f(p), alors f envoie bien K sur
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K.

7.b. Soit k € K quelconque. Comme {k, f(k), f2(k),..., f*(k)} est une partie de K et
que le cardinal de K vaut au plus n, au moins deux éléments de cette orbite sont égaux,
par exemple fé(k) = fi(k) avec 0 < s < t < n. Soit z = Yreky €6 p =t — s, donc
I<p<snetz=Nypq) =Nz

Comme Y # 0, p # 0 donc z # 0 et on a montré que AP = 1.

IIT Convergence

1. Supposons que A posseéde une valeur propre A # 1 telle que |A\| = 1. D’apres II-7.b,
il existe un entier p > 1 tel que A’ = 1. Soit Y un vecteur propre de A pour la valeur
propre A. Alors AFPY = MNPY =Y et ARPHY = NPty — AV . Or A # letY #0
donc \Y # Y. La suite (A*Y) ey possede au moins deux valeurs d’adhérence distinctes
donc elle diverge. Par continuité de 'application M € M — MY € C, la suite (Ag)ren
diverge.

2.a. D’apres 1-3, & est fermé. Comme A* € & pour tout k, B € &.

La suite (A%*),cn est une suite extraite de (A¥)gen, donc elle converge aussi vers B. Par
continuité de application M x N € M x M +— MN € M, cette suite converge vers B2.
Donc B? = B, ce qui signifie que B est la matrice d’un projecteur.

2.b. On a BA = (limy_o A¥)A = limy_ ., A*! = B. On procede de méme pour AB.

Comme BA = AB = B, les colonnes et les lignes de B sont respectivement vecteurs
propres de w4 et de Y4 pour la valeur propre 1.

2.c. Si B est inversible et B?> = B alors B = . (Comme BA= B, A=1.)

Lorsque n = 2 une matrice stochastique non inversible B s’écrit (Z 1 : Z) qui vérifie
automatiquement B2 = B. (C’était prévisible car alors le noyau de g et la droite propre

RU pour la valeur propre 1 sont en somme directe donc ¢p est un projecteur.)

3. On dispose donc d’une matrice inversible M et d’une matrice diagonale D a coefficients
complexes telles que A = M DM 1. D’apres ce qui précede, D est la diagonale des ();)
et \; = 1 ou |\;| < 1. Donc A¥ =1 ou \¥ — 0, quand & tend vers l'infini, en tous les cas
(D¥)en converge et (A¥)pen aussi.

4.

4.a. Les inégalités demandées sont vraies méme si ¢ = 0. En ce qui concerne les coeffi-
cients o, pour tous ¢ et 7,

n n
k1 k k k
ay = Doy >3 iy = ol
=1 =1

(k+1)
J

(1

n considérant I'infimum sur 7, pour j fixé, on ient « Z ;. reuv ur les
En considérant ’'infi S o} fixé, on obtient > La preuve pour les
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coefficients 3 est similaire.

En ce qui concerne les coefficients §, on remarque d’abord que pour tout j,

1" = max {a!) — af) i € [1,n), # € [[1,n]]}

i,
Pour tous i, i’ et j,
(k) k+1 Z o®
Q5 = Ay yj )-
l=

(k)

On majore la derniere parenthese par § ;s £ #£iet par 0 sif=q. 1l vient

a(k) — k+1 5(k) Z aZ/ = (5 k 1 — ai/ﬂ-) < (1 — 6)5(k)

ij G J J
t#j
Si on choisit les indices 7 et i’ tels que agﬁ) réalise ﬂj(.k) et ag,k ;rl) réalise ﬂj(.kﬂ) , on obtient
(k k+1) k

A — gD < (1 - ol

De méme, pour tous i, ¢’ et j,
k+1 k)
a(J = Zalfa@y_az’y \5]( Za’é 1_5)'
C0F£3!

Si on choisit les indices i et i’ tels que ai ]+ ) réalise a§-k+1) et az(»,k ; réalise 04§k), on obtient

ozg-kﬂ) - agk) <(1- 5)5§k).

En sommant ces deux inégalités, il vient (5](k+1) — 5J(.k) <2(1— 8)(5](-k), ce qui est équivalent
a I'inégalité demandée.

4.b. Désormais, € > 0. De plus la somme d’une ligne de A vaut 1 et est au moins égale
ancdonce<1l/n<lcarn>2 Sionnotec=1—-2¢,0<c<1et 5§k) gckéj(.o) =cF
donc 5]( ) tend vers 0 lorsque k — oo. Les suites oz§ )
convergent vers une limite commune b;.

(k) (k) (k) (k
j < ai,j < ﬁj )

donc ai’j) tend vers b;.

et ﬁ]( sont adjacentes, donc elles

Pour tous i et j,

Finalement, (Ak)keN converge vers une matrice stochastique B dont toutes les lignes
sont égales a (by,...,b,) (qui est vecteur propre de 14 pour la valeur propre 1 d’apres
II1-2.b).

5.

(i) Les valeurs propres sont 1 valeur propre simple et % valeur propre double. Comme
A est triangulaire, A est diagonalisable donc la question 3. montre la convergence. Si B
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désigne la limite, la question 2.b. montre que les lignes de B sont des vecteurs propres

0 01
de 14 pour la valeur propre 1. Le vecteur E3 est tel, donc B= |0 0 1
0 0 1

(ii) Le polynome caractéristique est ya(X) = (X — 1)(X? + X/2 — 1/4) donc les
valeurs propres sont distinctes, A est diagonalisable et A* converge vers B d’apres
ITI-1. Le vecteur (1,1,1) est un vecteur propre de 14 pour la valeur propre 1 donc

1/3 1/3 1/3
B=|1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

(iii) A est la matrice du cycle (123) donc A3 = I mais A # I. La suite (A¥)zey
est périodique de période 3 et non constante donc elle diverge. Comme la somme des
colonnes de A vaut 1, le vecteur (1,1,1) est un vecteur propre de 14 pour la valeur
propre 1 donc la limite est la méme que dans le cas (ii).

IV Chaines de Markov

n n
1. Pour tout i, Zpi,j = Z P(Xy = j| Xk—1 =1). D’apres la formule des causes totales,
Jj=1 Jj=1
la derniere somme vaut P(Q|Xj,_; =) =1 donc M € &.

n n

D’autre part Z qZ(k) = Z P(X} =1) =1 car la variable aléatoire X}, prend ses valeurs
=1 i=1

dans [[1,n]], donc Qf est stochastique.

2. On décompose I'événement [(Xj1 = j| selon les valeurs de Xj. D’apres la formule

des causes totales et la formule de Bayes,

n n

P(Xpy1 =4) = Y P(Xp1 =, X = i) = > P(Xy, = i) P(Xpp1 = j|Xj = 0),
j=1 j=1

donc
k = k
+1
q]( )= Zqz( )pz’,gw
i=1
ce qui donne bien I’égalité entre matrices Qri1 = QrM. Donc la loi de X} est décrite
par le vecteur Qi = QoMPF.

3. La matrice de la transformation 5 est ‘M qui a le méme polynéme caractéristique
que M. Comme 1 est valeur propre de M, elle 'est aussi de ‘M, et donc il existe un
vecteur propre V de s pour la valeur propre 1 autrement dit V=V M et V #£ 0.

Notons V' = (v1,...,vy,). Soit V' = (|v1],...,|vn]). Montrons que V'M = V'. En effet,
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soit w = |vi| + -+ + |v,|. Pour tout j € [[1,n]],

n n
Y vy < Jvilpig-
i=1 =1

lvj| =

Sommant ces égalités sur j, il vient

n n

n n
w=Y "o <Y ol Y iy =D vl = w,
j=1 i=1 =1 i=1

donc ces n inégalités sont en fait des égalités, ce qui montre exactement que V'M = V.
Soit Qo = w™'V’. Alors Q¢ est un vecteur stochastique stable, donc une loi stationnaire.

4. Par hypothese, Qg est la loi de X, pour tout k € N. Supposons que ¢; > 0 pour tout
1. Encore une formule de Bayes donne, pour tous ¢ et j,

P(X}) = j)

P(Xij!XkH:i):m

P(Xpy1 =i| Xy =j) = %Pj,i‘
1

V Un exemple de chaine de Markov

0. Pour tout k > 0, X}, vaut 1 ou 2 donc P(Xj =2) =1—P(Xj = 1). Soit p = P(Xy =
1), donc py = p.

Si Xg = 1, il reste 1 boule rouge et 2 bleues avant le tirage 1 donc X; = 1 avec
probabilité % Si Xy = 2, il reste 2 boules rouges et 1 bleue avant le tirage 1 donc X7 =1
avec probabilité 2. Au total, p; = P(X; =1) =p: + (1 —p)2 = (2—p)/3.

Donc E(X1) =p1 x14+(1—p1)x2=2—p; = (44p)/3, BE(X}) =p1 x 1+ (1 —p1) x4 =
4 —3p; =2+ p et la variance de X1 vaut E(X?) — E(X1)? = §(2+p — p?).

1. La loi initiale est donnée par I’énoncé et vaut ¢ = P(Xo=1) =p=1— P(Xy, =2).

La couleur de la boule hors de 'urne entre les tirages k et k£ + 1 détermine le contenu de
I'urne avant le tirage k + 1 donc la loi de Xj11. Or, cette couleur est rouge si X =1 et
bleue si Xy = 2, donc X, détermine la loi de Xy 1. Ceci prouve (CM2). De plus, si Xy =
1, on sait que [Xy11 = 1] avec probabilité %, et si X = 2, on sait que [Xp41 = 1] avec
1/3 2 /3)

probabilité Z. Ceci prouve (CM1) et fournit la matrice de transition M = <2 /3 1/3

2. La trace de M vaut %, c’est la somme des deux valeurs propres et 1'une vaut 1
donc l'autre vaut % — 1 # 1, donc 1 est valeur propre simple. Il n’y a donc qu’une

loi stationnaire. Comme M est symétrique, c’est la loi uniforme décrite par le vecteur
(1/2,1/2).

3. Tous les coefficients de M sont strictement positifs donc d’apres III-4, (M k)keN
converge vers une matrice stochastique B dont toutes les lignes sont égales au vec-
teur (b1, b2), vecteur propre de s pour la valeur propre 1 d’apres III-2.b. D’apres la
question précédente ce vecteur décrit I'unique loi stationnaire donc B = (1/2,1/2).

171



4.0na[N=0]=Rpetpourk>1,[N=k]=R5N---NR;_, NRy.
5. PIN =0] = P(Rp) =p. Pour k> 1, [N =k| = [Xo =2,..., X1 = 2, X} = 1]. Par
la propriété de Markov,

P(N =k) = P(Xo = 2)P(X; = 2| Xo = 21 P((X1 = 1| Xo = 2).

Donc P(N = k) = 2(1 — p)/3* pour tout k > 1.

On vérifie que la somme des P(N = k) sur k > 0 vaut 1 et on calcule I'espérance et la
variance de N en utilisant les formules suivantes. Pour tout nombre complexe |z| < 1,

s(z):Zz": 1iz.

n>0

En dérivant cette série entiere, on obtient également

/ n— 1 1 n—
s(z):an 1= =SE s (z):Zn(n—l)z 2= R

n=0 n=0

La premitre formule pour z = £ donne P(N > 1) = 2(1 — p)s(z) = 1 — p, comme il se
doit. En utilisant la premiere dérivée, toujours pour z = %, on obtient

E(N) = 32(1 = p)nz"1(1 - 2) = (1 - p)(1 - 2)¢'(2),
n>1
donc E(N) = (1—p)/(1 — z) = 3(1 — p). Enfin, la deuxiéme dérivée donne
E(N(N —1)) =) (1 =pn(n—1)z""(1 —2) = (1 - p)2(1 - 2)s"(2),
n>=0
donc E(N(N —1)) =2(1 —p)z/(1 — 2)*> = 3(1 — p).

La variance de N vaut E(N(N —1))+ E(N) — E(N)? = 2a—a® avec a = 3(1—p), donc
la variance de N vaut 2(1 — p)(1 + 3p).
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