MAT244 Année universitaire 2011-2012 groupes 3-4 Feuille d’exercices 2

Exercice 1. Soit K le corps R ou C, I'espace vectoriel E' = M(K) et I'endomorphisme :

o:E— B, 0‘(<Z Z)):(_dc _ab)

1. Pour tout M, N € Ms(K) en calculant les sommes et produits de matrices indiqués, vérifier :
(a) La relation a(M - N) = a(N) - a(M).
(b) Le fait qu’il y a des applications A : My(K) — K et 8 : My(K) x My(K) - K
telles que M - a(M) = A(M)Idy et M -a(N)+ N -a(M) = (M, N)Id,.

(c) En déduire la relation A(M - N) = A(M) - A(N).
2. Rappeler ce qu’est symbole de Kronecker §; ; et expliciter la matrice (9; ;)1<; j<2 € Ma(K).

Bl

Pour des indices k,1 € {1, 2}, expliciter les quatre matrices e;; = (95 - 01)1<ij<2 € Ma(K)
et vérifier que € = (e11, €29, €12, €21) est une base de I'espace vectoriel E = M(K).

Ecrire la matrice A= Matg ¢(a) de o dansla base £ et calculer son polynome caractéristique.
En déduire les valeurs propres de « et vérifier le résultat en constatant que cvoar = Id k).

Déterminer les espaces propres de I’endomorphisme «.
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En déduire une rédaction sans calcul matriciel de de 1.(b) en vérifiant que les matrices
M- a(M)et M-a(N)+ N -a(M) sont dans I'espace propre de valeur propre 1 de a.

Exercice 2. Pour z € C et n € N, soit le polynome P? = (X — 2)" € C[X].
1. Questions de cours Rappeller (en montrant 'affirmation et donnant les définitions) :
(a) Pourquoi la famille M, = (P?),en est une base du C-espace vectoriel E = C[X].
(b) Si E un K-espace vectoriel muni d’une base (e;);er,

la définition de la famille B = (€});c; des formes linéaires coordonnées dans 5.

2. Soit ¢ = Z An - P une combinaison linéaire des formes linéaires coordonnées dans M.
neN
Prouver que pour n assez grand ¢(P%) = 0.
3. En déduire que ev; : C[X] — C,ev (P) = P(1), ’évaluation en 1 est un élément de E* hors

du sous-espace de E* engendré par (P%"),cy . Est-elle dans celui engendré par (P1"),cy ?

Exercice 3. Soit (e;);e; une base® d’un K-espace vectoriel E et ¢ : E — K une forme linéaire.

1. Dans le cas ou I est infini, prouver que la formule S(>, ;=i - €;) = >_,c; #; a un sens et
définit une forme linéaire S : E — K sur F qui n’est pas dans le sous-espace vectoriel du
dual E* de E engendré par les formes linéaires coordonnées e .

2. Rappeler la construction donnée en cours, quand dimFE est finie, d'une base de Ker .
3. Prouver que si ¢ est non nulle il y a un indice iy € I tel que ¢(e;,) # 0. On note J = I\{ig}.

4. Avec les notations de 3. prouver que, si f;, = e;, et si j # o, fj = €; — ]{(f7)) - €;,, les familles
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(fi)ier et (fj);jes sont des bases de E et Kerf respectivement.

5. En déduire que pour toute forme linéaire ¢ € £*\{0} non nulle sur E,
il y a une base (g;)ic; de £/ dont elle est forme linéaire coordonnée ¢ = gj .

Exercice 4. Soit F' C E un sous-espace d’un K-espace vectoriel F.

1. Prouver que pp : E* — F* pp(f) = fir : F — K la restriction des formes linéaires au
sous-espace F' est linéaire surjective. [Considérer une base de E contenant une base de F1.

2. Dans le cas ou dimFE est finie, en déduire en fonction de de dimFE et dimF' la dimension
du sous-espace F© = {p € E*;Vf € F,p(f) =0} du dual E* des formes s’annulant sur F.

1. Si z€ E, on note 'écriture de x dans cette base z = Ziel x; - e, x; = ef(z) € K.
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Exercice 5. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, k formes linéaires @1, ..., ¢, € E*

et F=F, o ={rx€E;p(x)="--=gi(x) =0} ensemble des zéros communs de ces ¢;.
1. Soit 1 <y < -+ <. < k tels que Vect(pi,, ..., i) = Vect(er,...,pr) C E*. Prouver :
F<pi1 7777 Pic = FSOI 7777 Pk

2. En considérant @ : £ — K¢, ®(x) = (¢;,(2), ..., ;. (z)), prouver que F,, est un sous-
espace vectoriel de E et que sa dimension vérifie : dimE — ¢ < dimF < dimFE, de plus? :

dimF = dimFE — ¢ <= ® est surjective <= (¢1,. .., p.) est libre dansE*

3. En appliquant 2. & une famille (¢;,,..., ;) comme dans 1. avec ¢ le plus petit possible,
déterminer la dimension de F,,, ., dans le cas :
E=RYk=4et3 p=cl—eh ps=ch—e} @3=c5+es— 2}, ps=¢}+es—2e;
Exercice 6. Les fonctions suivantes sont-elles bilinéaires, si oui, sont-elles sont symétriques ?
Lo:REXR? =R, b((x1,72), (Y1,92)) = 1Yo + Toyo.
2. b:R2xR2 =R, b((z1,72), (Y1,%2)) = T1Ya + Tox1.
3. b:R[X], xRX], =R, bPQ)=FP(1)Q(0)+ Q' (1)P(0).
4. b: C([a, b, R) x C([a,b,R) > R, b(f,g) = [, f(z)g(x)dz.

Exercice 7. Soit F, I’ deux K-espaces vectoriel et f € E*, g € F*. Prouver que :
I. f-g: ExG—=K, f-g(u,v)= f(u)-g(u) est bilinéaire. et si G = E, elle est symétrique.
2. Sip: E x E — F est bilinéaire alors go ¢ : E x F — K est une forme bilinéaire sur F.

Reprendre éventuellement la rédaction des points 1., 3. et 4. de I'exercice précédent.

Exercice 8. a) Pour chaque forme bilinéaire, calculer sa matrice M; dans la base B; et sa matrice
M, dans la base B,. Calculer la matrice de passage P de B; a By et vérifier que My = tPM, P.

1. ¢ :R2xR? = R, ¢((z1,72), (y1,y2)) = T1y2+3y112, By = ((1,0),(0,1)), By = ((1,1),(2,1))
2. ¢:(Q,R) € RIX],xR[X]y — Q(2)R(1) € R, By = (1,X,X2), By = (1, X—1, X2—3X+2).
3. ¢:(Q,R) € RIX]:xR[X]s = [} Q(2)R(1—z)dz, By = (1,X,X?), By = (1, X1, X*—X).

b) Prouver que 8 de I'Ex. 1. 1.(b) est une forme bilinéaire et écrire sa matrice B dans la base £.

Exercice 9. Soit E et I’ deux K-espaces vectoriels et une application bilinéaire v : E x £ — F.
1. Soit v,w € E. En appliquant la linéarité de chaque coté, développer (v + w, v + w).

2. En déduire que si pour tout v € E on a ¢ (u,u) = 0 alors ¢ est antisymétrique.

Exercice 10. Soit E un R-espace vectoriel et o, € E*. Démontrer que :

Lb:(u,v) € Ex Er ou)(v)+ ¢)(u) € C est une forme bilinéaire symétrique.

2. a:(u,v) € EXFEw pu)(v) — e(v)(u) est une forme bilinéaire antisymétrique.
Si E = R3 et pour tout = (21, T, 3) € R3, 0(x) = 8121 + Sos + 8373, V(1) = t121 +loTs + 1373,
ol les s;,t; € R sont fixés. Donner les matrices de a et b dans la base canonique de R3.

Exercice 11. Soit V un K-espace vectoriel. Soient b : V' xV — K une forme bilinéaire symétrique.
Montrer les relations suivantes :

(1) b(z +y,z+y) —blz,z) = by, y) = 2b(z,y)

(2) bz +y,z+y) = bz —y,z—y) =4b(z,y)

B)bx+y,z+y) +blzr—y,x—y)= 2[b(x,x) + b(y, y)]

Si b est le produit scalaire usuel sur R” que dit (3) du parallélogramme porté par x et y ?

2. Pour = de la seconde équivalence, si ® est non surjective, en complétant une base de 'image construire une
forme linéaire non nulle ¢ € (K)*\{0}, o(y1,---,Yc) = Ay1 + -+ + Acye.
3. ol (ef,...,e}) est la base des formes coordonnées dans la base canonique du dual E*.
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