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0. Motivations

Supposons que Nous Soyons ameresa NoUs promener en MoOMERE@N Nous regeranta partir
d'une carte detat-major.

On e ectue un petit ceplacement depuis le point §;y) jusqu'au point (x + dx;y + dy) en
supposant @x;dy) susamment petit pour que la pente du terrain n'ait pas le temps de
changer sensiblement (ce n'est pas recessairement le cas surenatessin, mais la eche
n'aurait pasee visible!) Le probeme est de calculer la distance pecourue.

Sur la carte, le ceplacement e ecte estp dx? + dy? d'apes le treoeme de Pythagore, mais
ceci ne tient absolument pas compte du fait que I'on se ceplace sun terrain en pente. En
ealie, l'altitude z varie comme une fonctiore = f (x;y) du point (x;y) regee sur la carte,
et la longueur du ceplacement e ectie est donc

ds= P dx2 + dy? + dzz;

du moins si on suppose que l'on s'est ceplae en ligne droite (sur udestance su samment
faible, on peut consicerer que c'est le cas). Par dierentiation, o a

dz=f2dx+ f)dy
a f2, f)? sont les ckerivees partielles au point §;y). On trouve donc
ds’ = dx® + dy? + (fldx + f)dy)* = (1 + f&)dx® + (1 + fF)dy® +2f ) Ddxdy:
Si (u; v),& (dx; dy) est le vecteur ceplacement, on voit que la distance parcourue sfgime
comme qg(u;Vv) ai g(u;Vv) est une expression de la forme

q(u;v) = au®+ bV + cuv:

C'est ce qu'on appelle unéorme quadratiquede 2 variables. Plus gereralement, on est amere
a consicerer des espaces de dimension plus grande, par exempieP@ysique on introduit
I'espace-tempsde dimension 4, avec ses coordonrees, Y;z;t) ai t est le temps. Dans ce
cas, une forme quadratique jouant un réle important en treoriele la relativie restreinte est
la forme quadratique de Lorentz

q(dx; dy; dz;df = dx?+ dy?+ dz*> c*dt?
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al c est la vitesse de la lumere. La theorie de la relativie gereralisee consiste en letude
de l'espace-temps courle par la pesence de la matere ; dang cas, de m&éme que dans
I'expression deds? pour un parcours vallonre en montagne, on peut avoir des termei?,
dxdy, :::, dxdt, :::, dt? dont les coe cients cependent eux-mémes dex( y;z;t)!

L'un des buts de ce cours est une etude sysematique des formmguadratiques et de leurs
proprees. Cette etude est fortement lee a celle des apgdications et formes lireaires, c'est
pourquoi nous commencerons par des rappels gereraux d'atge lireaire.

1. Rappels et compl ements d'alg ebre lin eaire

Un K-espace vectoriel est un ensemblée muni d'une loi de composition interne noee +
E E! E; (Xy)7!'x+y;
et d'une loi de composition externe noee (le etant d'ailleurs tes souvent omis)
K E! E; (;x)7 X;
appeke ici multiplication par un scalaire, satisfaisant aux proprees suivantes :
(1) (associativie de +) x+(y+ z)=(x+ y)+ z pour tousx;y 2 E
(2) (commutativie de +) x+ y = y+ x pour tousx;y 2 E
(3) eeEment neutre) il existe uneement 0 g tel que @ + x = x+0g = X pourtout x 2 E.

(4) pour tout x 2 E, il existe uneement x°2 E tel quex+ x°= x% x = 0g (cetekment
x? est alors unique, appek oppos de, et il est noe  x)

(5) 1 x= x pourtout x2 E
®6)( ) x= ( x)pourtous; 2K; x2E
(7) (x+y)= x+ ypourtousx;y 2 E; 2 K

B8 ( + ) x= x+ xpourtousx2 E; ; 2K.
Exemples 1.1. l'ensembleK" desn-uplets (x1;:::;X,) deements de K ; I'ensembleK[X]
des polyndmes a coe cients dansk ; I'ensemble M (K) des matrices carees d'ordren ;
I'ensemble C°(1; K) des fonctions continues : 1 ! K ; I'ensemble des suites eelles ou
complexes.

Un sous-espace vectoriel F deE est un sous-ensemble d& non vide , stable par addition
et multiplication par un scalaire :8x;y 2 F onax+y 2 F,et8 2 K,8 2 F,ona x2F.
De facon equivalente, c'est un sous-ensemble d& non vide et stable par combinaisons
lireaires : 8; 2 Ket8x;y2F on x+ y 2 K. Dans ce casf est lui méme un
K-espace vectoriel pour les lois + etinduites par E.

Remarque 1.2. Un sous-espace vectoridt de E contient toujours O, car six 2 F, alors
0 x=0g 2F.

Exemple 1.3. Un plan dequation ax+ by+ cz=0 (a; b;c2 R) est un sous-espace vectoriel
de R3.

Contre-exemple 1.4. L'ensemble ¢ nipar x y+2z = 3 n'est pas un sous-espace vectoriel
de R3.

SiFq, Fy, :::, Fy sont des sous-espaces vectoriels Bealors 'intersection

\N
Fi=F\ :::\ Fy
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est un sous-espace vectoriel d&, mais en ¢ereral la eunion

[N

Fi=Fu[ :::[ Fn

i=1
n'en est pas un (consicerer par exemple deux droites concourantes dans un pjan
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle famille ( nie ou in nie) de vecteurs d& une
collection S = (s))i2; de vecteurs deE, non recessairement distincts, nuneroes par des
indicesi dans un certain ensemblé (lorsque la famille est nie de cardinalm, on choisit
en gereral | = f1;2;:::;mg). Une combinaison lireaire  deements de la famille S est un
vecteur deE de la forme X

iSi,
i21

al ( )iz est une famille de scalaires n‘ayant qu'un nombre ni de coe cients; 6 0 (de
sorte que la somme se eduit en faita une somme nie); on dit qu'uneelle famille de
scalaires espresque nullgnoter que cette condition est toujours satisfaite di est ni).

Le sous-espace vectoriel de E engende par S est I'ensemble Vect) des combinaisons

lireaires deements de S. Autrr]e>r(nent dit, o
Vect(S) = iSi: i2K; 60ennombre ni

i21

On dit gu'une famille S de vecteurs deE estgreratrice  (ou engendre E) si tout vecteur
v 2 E est une combinaison lireaire deements deS (autrement dit si E = Vect( S)).

Exemples 1.5.

(1) Un plan de R® est engende par deux vecteurs non colireaires de ce plan.
(2) Lesn vecteurs (30;:::;0), :::, (0;:::;0;1) engendrentK".
(3) K[X] est engende par la famille in nie (X ")non-

(4) Une famille quelconqueS est toujours par ce nition une famille gereratrice de
Vect(S).

On dit qu'une famille S = (s;)i2s de vecteurs deE estlibre si pour toute famille de scalaires
( i)i21 presque nulle on aX

issi=0) =0pourtouti?2l:
i21
Cela aussi revienta dire qu'aucunekment deS n'est combinaison lireaires des autres.

Exemples 1.6.

(1) Une famille contenant 0 n'estjamais libre.

(2) Une famille contenant deux vecteurs identiques n'egamais libre, puisqu'on peut
ecrirel v+( 1) v=0.

(3) Sivy; v, 2 E, une famille (v1; v,) est libre si et seulement sv; et v, sont non nuls et
non colireaires.

(4) La famille de fonctions continuesf(;; f,;f3) de R dansR telle que
fi(x)=1; fa(x)=cos(2x); fa(x)=cos?(x)

n'est pas libre pourquoi ?)



(5) La famille (1;0;:::;0),:::, (0;:::;0;1) de vecteurs de&K" est libre.

(6) La famille (f; g) de fonctionsf (x) = cos(x), g(x) = sin(x) sur R est libre.
On dit gu'une famille de vecteursB = (&)i»; est unebase de E si elle esta la fois libre et
gereratrice. Cela revientgdire que tout vecteur x de E secrit de manere unique comme

combinaison lireairex = ,,, x;& dekments de B (la somme n'ayant qu'un nombre ni de
termesx; 6 0).

Exemples 1.7.

(1) La famille de vecteurs (10;:::;0), , (0;:::;0;1) forme une base d&K", appeke
base canonique .
(2) La famille (1;X;:::;X ") forme une base de I'espace vectoriel, nok[X ],, des po-

lyndbmesa coe cients dans K de dege au plusn. On a donc dinx K[X], = n+ 1.
(3) Plus ereralement, si P; 2 K[X] est un polyndbme de dege exactemenk (c'est-

On cemontre en e et facilement par ecurrence surn qu'il s'agit d'une famille libre,
respectivement d'une famille gereratrice.

(4) Si S est une famille libre deE, alors c'est une base de Vecd).

On dit que E estde dimension nie s'il existe une famille gereratrice de cardinal ni.
Dans ce caskE possde au moins une base, et toutes les bases sont de mémeircal; appek
la dimension de E sur K, nokee dimg E ; on omettra parfois l'indiceK dans cette notation
s'il n'y a pas d'ambiguie. (Nous ne recemontrerons pas ici ces sultats fondamentaux qui
font I'objet du cours d'introductiona l'algebre lireaire).

Si E n'est pas de dimension nie, on peut cemontrer aussi qu& admet une base (la
cemonstration utilise des raisonnements plus avanes de tremr des ensembles, en parti-
culier \'axiome du choix", et elle sera admise).

Theoeme 1.8 (autres proprees fondamentales)

(1) Toute famille libre S de E peut se compéter en une base dé&, et a donc un
nombre dekments inerieur ouegala dimg E.

(2) De toute famille gereratrice S de E on peut extraire une base d&, et S doit donc
avoir un nombre deements superieur ouegala dimg E.

(3) Si E est de dimension nie, il en est de m&me pour tout sous-espaectoriel F, et
on a
avecegalie si et seulement siF = E.

(4) Sin=dimg E est nie, une famille libre ou gereratrice ayant exactemat neements
est recessairement une base.

On suppose maintenant qu& est de dimension nien. Soit B = (ey;:::;&,) une base det.
Alors, pour tout x 2 E, on peutecrire
X = X6+ i+ Xn6n; Xi 2 K:
La matrice colonne 0 1
X1
X = @ A

Xn
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s'appelle la matrice desoordonrees dex dans la baseB. Il convient de distinguer soigneu-
sement le vecteurx de la matrice X qui le repesente (et qui d'ailleurs cepend de la bas&
choisie).

Attention! Une base est une famille ordonree! Si on change l'ordre des vecsgon obtient
une nouvelle base, et les coordonreas sont permutes.

la baseB° lorsqu'on les connait dans la basB ?

Soit P 2 M,(K) la matrice de passage dBa B° c'esta-dire la matrice caree P = (p;)
dont les colonnes successives
0o 1 0 1
P11 Pin
@:A;::::@: A
Pn1 Pnn
sont les matrices de cogrdonrees des vectewl:::; € de B%dans I'ancienne bas®. Alors
par e nitonona €= [ pje.Si
0 o1
X1
X0=@:A
Xn

cesignent les coordonrees du vecteux dansB® on a

X0 X o X0 XX o
X = Xj§ = X; pie = R Xj &,
j=1 j=1 i=1 i=1  j=1
et par conequent les anciennes coordonrees sont lees auguvelles par la relation

X
X; = i X, 0 X =PX°% | X%=p IX:
j=1
On notera que l'unicie des coordonrees entrane que l'applicatioX© 7! X = P X9 est
bijective, donc la matriceP doit etre inversible (sinon, il y a erreur,a moins que la famille
BP consiceee ne soit pas une base!)

Pour retenir la formule :  se souvenir que si la matric® exprime la nouvelle bas®&° par
rapporta I'ancienne, alors la formuleX = P X °donne au contraire les anciennes coordonrees
par rapport aux nouvelles.

Exemple 1.9. Supposons, dans un espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base
(i;J; k), que I'on e ectue le changgment de coordonrees

2x%=2x y+z
>y°= X+2y+4z
2= Ax+y+z

al (x;y;z) aesignent les coordonrees dans la basé | k ). A quelle base correspondent ces
nouvelles coordonrees ? Pour le trouver, on esout le sysene-dessus de la formX °= AX ,
ce qui donne une solution unique (\eri cation laisee au lecteur)

— 1,04 1,0 0
2x= 5x°+ 3y z

— 5,04 1,0 0
Y= X0+ gy z

T - 7404 1,04 150
Z= X+ gyt 5z

NI Wi
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Le changement de coordonrees est bien bijectif, les nouvelles rcimmrees sont assoceesa
la base (%j%k9 nieopar la matricle de passaggP =Al:

11 1 i0—  1; 5; 7
9 9 3g 2i°= 5 + 5k
—%6 3 5 soit e sl + 3+ 5K
7 1 1 . 0— 1; 1; 1, -
B 5 6 kKi= 31 3]+ gk
Sommes et sommes directes de sous-espaces vectoriels. SoientFy;:::;F, des sous-
espaces vectoriels dé. La somme des sous-espacés;:::; F, est le sous-espace vectoriel

Fi+:::+ F, deE & ni par
Fi+:::+Fn= v=vi+ i+ v,V 2F
(il est tes facile de \eri er que c'est bien un sous-espace vedtiel). Si on prend une basd;

deF; et une familleB qui est la eunion des base8;, il est facile de voir que c'est une famille
cereratrice (mais non recessairement une base) dé; + :::+ F,. On a donc en gereral

dimg(Fy+ i+ Fp) dimgFi+dimgFo+ o +dimg Fry:

L'iregalie est stricte s'il on prend par exemple pour E un plan vectoriel eel, et F; = Dy,
F, = D,, F3 = D3 trois droites deuxa deux distinctes de ce plan. Dans ce cas,&iest un
vecteur directeur deD;, on voit que (g;; &; €3) est un syseme gererateur deE = D+ D5+ D3,
mais ce n'est pas une famille libre.

Vit i+ vp,=0 ) wvi=:::=v,=0:
Par dierence de deux cecompositions donnant le méme vecteuwr
V=Vt iV = Vi i+ VO avecvi; V02 Fi;
ona0=(v; VO)+:::+(vy VO)etdoncv; v2=0,soit v2= v, ;on voit ainsi que lecriture

d'une sommev = v; + :::+ v, avecv; 2 F; estunique , et cette propree caracerise les
sommes directes (prendrg = 0 et v=0).

Dans cette situation, on dit queF = F; + :::+ F,, est lasomme directe des sous-espaces

F=F i Fn
De l'unicie de la decomposition on dceduit facilement que I'on obtient une baseB de F en
prenant la eunion de basesB; desF;. On a donc bien ici

dimg(Fy 0 Fp)=dimgFi+dimgF,+ oo +dimg Fy;
et en dimension nie cette propree caracerise les sommes dectes.

Sim = 2, on \eri e imnediatement que F; et F, sont en somme directe si et seulement si
onaF;\ F, = f0Og (en revanche I'exemple ci-dessus de 3 droitBs d'un plan montre que
D, + D, + D3 n'est pas en somme directe, bien qu2;\ D, = D,\ D3 = D;\ D3 = f0g.)

E = Kg Ke,:

Par exemple
R®= R(1;0;0) R(0;1;0) R(0;0;1):

Applications lireaires.  SoientE; E °deuxK -espaces vectoriels. Unapplication K-lireaire
de E dansE‘est une applicationf : E! E°\eriant les 2 proprees :

(1) f(vy+ vp) = f(vy)+ f(v2) pour tousvy;Vv, 2 E,



2 f(v)= f (v) pourtous 2K,v2E.

Il estequivalent de \eri er (1) et (2) ou la propreeequivalente de transformation parf des
combinaisons lireaires :

Q) f( wvat+ 2v2)= af(va)+ of (v2) pourtous 3; 22 K, vi;v2 2 E.
Dans ce cas, on a recessairemeft(0) = 0 (comme on le voit en faisant = 0 dans
I'axiome (2)).
Le noyau def, noe Ker f, est I'ensemble
Kerf = v2E;f(v)=0 E:
C'est un sous-espace vectoriel de.
L'image def, noee Imf, est 'ensemble
Imf = f(v);v2E E®
C'est un sous-espace vectoriel de°

Notation 1.11. On notera L (E;E9 I'ensemble des applicationk -lireaires de E dansE?°
(et on se permettra souvent d'omettre le corgs s'il n'y a pas d'ambiguie possiblé.

lireaire f 2 L (E;EY s'exprime sous la forme
X = x1§p+ Dl Xn€ 7! XO= f(x) = xif (&) + 1::+ Xpf (&):
Sil'on posef (§)= , . ,a € dans labased’) deE® a; 2 K, ona

0 xP X 0 XX 0
X=X % & = g Xj &
j=1 i=1 i=1 =1
La matrice colonne des coordonreeX ° de x° dans B® s'exprime donc par
xp
Xi0: aj Xj ; soit Xo: AX; al A=(aij)1 i Pl n:MatB;Bo(f)

j=1
est par ce nition la matrice de f relativement aux base® et B?; c'est une matricean lignes
et p colonnesa coe cients dansK, avecn = dimg E%et p=dim E.

Formule gererale de changement de base. Supposons que I'on change simultarement
les bases d& et de E°: dansE, on remplace la bas® = (&) par une basel = (g) & nie
par la matrice de passag®, et dansE°la baseB®= (€’ par une baseB°= (€&") & nie par
une matrice de passagB® Etant donre une application lireaire f 2 L «(E;E9, la question
est de trouver la nouvelle matrice

A& = Mat g.(f) en fonction de A = Mat gpo(f):
Avec des notationsevidentes, on a
X0= AX; X =PX¥, XO°=po%°
Ceci donne
®0=(PY IX%= (P9 AX = (P9 AP X
On voit donc que la nouvelle matrice dé est donree par
Matggo(f ) = &= (P9 *AP;

si P et P%sont les matrices de passage daBset E°respectivement.
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Treoeme 1.12  (Theoeme du rang). Soient E; E° deux K-espaces vectoriels, et soit :
E ! E%une application lireaire. Si E est de dimension nie, alorsKerf et Imf sont de
dimension nie et on a

dimg Kerf +dimg Imf =dimg E:

Demonstration. Comme Kerf est un sous-espace vectoriel de, il est recessairement de

une base ¢;:::;&,)deE, ww n=dimgE p.Onaf(e)= :::= f(g) =0 puisque ces
vecteurse sont dans Kerf . L'image Imf est par ¢ nition I'ensemble des vecteurs images
w=f(Xe+ :::+ Xp€,). Commef est lireaire, il vient

W= f(Xie + 11+ Xn€) = Xpeaf (6pa) + 111+ Xnf (€0) = F (Xpea €per + 111+ Xn&n);

et on voit cep que la famille G = (f (e,1);:::;f(&,)) est une famille gereratrice de Imf .
Montrons que c'est une base : il restea voir qué& est libre. Pour cela, supposonw = 0.
Alors v = Xpi1 €011 + 111+ Xn€, 2 Kerf , et comme €y;:::; &) est une base de Kefr, il existe
des scalaires/s;:::; Vv, 2 K tels que

V= Xps1 €1 + 110F Xn€h = Vi€ + 1l Vp&y!
Maintenant, comme €;:::;&,) est une base dé&, on en conclut quexps; = = X, =
(etaussivy = ::: = Vv, = 0). Ceci entra'me queGest bien libre. Onadoncdim Imf = n pet

dimg Kerf +dimg Imf = p+(n p)= n=dimgE:

Remarque compémentaire. Si S = Vect(ey1;:::;6), alors on a par construction la
somme directe

E=Kerf S;
et la restriction fis : S'! Imf est une bijection (\isomorphisme" d'espaces vectoriels),

Ce nition 1.13. Le rang d'une application lireairef : E ! E°est par c& nition
rangy (f) =dim g Imf

Il existe plusieurs methodes pour calculer le rang, I'une d'elles est @alculer Kerf et sa
dimension, puis d'appliquer le treoeme du rang. Une autre est d'aierver que pour toute
baseB = ("1;:::;",) de E, la famille G = (f ("1);:::;f (")) constittee par les vecteurs
colonnes de Mai(f) est une famille gereratrice de Imf. On cherche alorsaeliminer les
vecteurs qui sont combinaisons lireaires deg autres pour en eate une base de I ;
on remarquera que ces combinaisons lireaires ;f (";) = O s'obtiennent pecissment en
cherchant les vecteurx = ;"; tels quef (x) = 0.

Formes lireaires . Uneforme lireaire sur E est par ¢ nition une application lireaire de
E danskK.

Lemme 1.14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension, et soitf : E! K une forme
lireaire non nulle. Alors dimg Kerf = n 1

Demonstration. D'apes le theoeme du rang, il sut de montrer que dim ¢ Imf = 1. En
fait, on va montrer que Imf = K, ce qui entramera que dimImf =dimg K = 1.

Puisquef est suppose non nulle, il existeg 2 E tel quef (xo) 6 0. Soit maintenant 2 K.
On a

Xo = f(xo) = ;

f (Xo) f (Xo0)
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et donc 2 Imf. Cecietant vrai pour tout 2 K, on obtient Imf = K, ce qui acleve la
cemonstration.

Remarque 1.15. Le esultat peut étre approcte de manere plus calculatoire omme suit :
soit (e;:::;€,) une baseE. Posonsa; = f (g) 2 K. Alors pour tout X = X, + i+ X, €,

f(X)= xof (€) + :ii+ Xpf (€)= aXq + 111+ agXn:

On a donc
f(x)=0 X+ i+ anx, =0:
Puisquef est non nulle, un desy; est non nul, et donc

ag +
f(X)‘OO Xi = —X1 %ll+alx|+l+:::+%xn

0 0 1 0 1

x : 0 0

1 : :

0 X g a'a—ll + Xis1 a'a%l + 0+ X, =

. l .

0 : 1

al chaque matrice colonne du membre de droite n'a que deux coe ¢ies non nuls au plus.
Ces @ 1) matrices colonnes sont les coordonrees d'une base de Keelativementa la

Espace dual. Si E est unK-espace vectoriel, on appelldual de E le K-espace vectoriel
E = Lk(E;K) des formes lireaires surE.

Suupposons qué& soit de dimension nien, muni d'une base é;;:::;€,), etsoit " 2 E une
forme lireaire. Alors pourx = X;€; + :::+ Xp€, On a

T(X) = Xy () it Xy (€)= apXyt i+ agXy

aveca = (g). Si on utilise comme base d& la base canonique (1), la matrice de
relativement aux basesd;;:::;&,) de E et (1) de K est la matrice ligneA = (a;:::;a,).
En identi ant les scalaires aux matrices 1 1 on a
Xll
(x)=(a:;8) @: A = AX
Xn
al X est la matrice colonne dex dans (e;;:::;€,). On introduit maintenant les formes
lirraires coordonrees , nokee e, telles que
0. 1
X1
e(X)=x=(0;:::;0,1,0;: 1 0)@: A (le 1letant en position i):
Xn
On voit aussitoét que ces formes sont lireairement incependansg queeg (g) = j (Symbole
de Kronecker,egala 1 sii = et0 sii 6 j), et que
(X)) = age (X)) + i+ ane, (X); soit = e+ it ane,:
Il en esulte que (e;;:::;€,) est une base de&E . On l'appelle la base duale de la base
(er;:::; ). On notera que les coordonrees dedans la base €;;:::;¢e,) sont peciement

les coe cients a = "(g). Il esulte aussi de ce qui peede qu'on a toujours
dmcE = n=dimE



11

Endomorphismes, sous-espace stables, valeurs propres et v ecteurs propres.

Un cas tes important est le cas awlE°= E (les espaces de cepart et d'arrivee concident),
on dit alors qu'une application lireairef 2 L x(E; E) est un endomorphisme et on note

EndK(E) = LK(E, E)

Dans ce cas, on dit qu'un sous-espace vectorgel E eststable sif (S) S (on notera que
cette propree n'a pas de sens sif 2 L x(E;E9 et que E et E?sont sans rapport I'un avec
l'autre). On parlera de droite stable ou deplan stable sidimgS =1, resp. dimx S = 2.

Supposons en particulier qué® soit une droite stable, et soitv 6 0 un vecteur directeur
de D. CommeD = ftv; t 2 Kget quef(tv) = tf (v),onaf(D) D siet seulement si
f(v) 2 D, c'esta-dire si
9 2K telque f(v)= wv:

Un vecteurv 6 0 \eri ant cette propree s'appelle un vecteur propre def, et on dit que
le scalaire 2 K est lavaleur propre assoceeav (commef (tv) = tf (v) = (tv), la valeur
propre assoceea un vecteur colireairev= tv est aussiegalea ). Ne jamais oublier que
I'on doit avoir v 60!

Recherche des valeurs propres et vecteurs propres . Soit (e;;:::;€,) une base deE,
suppo de dimension nien, et soit A = Mat g.g(f ). Rechercher les vecteurs propres de
revienta esoudre lequation

AX = X; X 60 (A 1)X=0; X60:

Autrement dit, I'endomorphismef Idg de matriceA | doit avoir un noyau non eduit
a fOg (puisqu'il contient le vecteurv de matrice X 6 0), ce qui impose que detf | )=0.
Or, d'apes les proprees du ceterminant, A( )=det(A | ) est un polynbme de degen

a coe cients dans le corps K, de terme de plus haut dege ( 1)" ". Le polynbme A( )est
appek polynéme caraceristique de la matriceA.

On peut \eri er que ce polyndbme ne epend pas de la baseB dans laquelle la matrice de

f est exprinee :etant donre une nouvelle basd® ck nie par la matrice de passageP, la
nouvelle matrice def est donree park= P AP eton a

det(® 1) = det(P AP I )=det(P (A 1)P)
= (det(P)) det(A I )det(P)=det(A 1):
On parlera donc aussi de polyndbme caraceristique de I'endomdrigme f, et on notera
t( )= a(). En ceveloppant le ceterminant, on voit que
AC)=(C D" "+ ( D" TTr(A) " P+ i+ det(A)

a Tr(A) = [, a estlatrace deA. Les coe cients Tr(A) et det(A) ne cependent eux
aussi que dd (mais pas de la bas®), on posera donc Tr{) = Tr( A) et det(f ) = det( A).

Lorsque l'on est sur le corpK = R, il peut arriver que lequation ;( ) = 0 n'ait aucune
racine, mais surK = C on sait (treoeme de d'Alembert-Gauss) que le polynébme ; ( )
de degen admet exactement n racines 4;:::; n,lorsque celles-ci sont compees avec
multiplicies (il peut y avoir des racines multiples, eteventuellement il peut n'y avoir qu'une
seule racine 1 de multiplicie n). Les vecteurs propres assoces a la valeur propre; se
calculent en esolvant explicitement le syseme lireaire

(A j1)X =0:

On obtient ainsi un sous-espace vectori& forme de vecteursv tels quef (v) = v, appek
espace propre assocea la valeur propre ;. En consequence :
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Theoeme 1.16. Sif 2 Lc(E;E) est un endomorphisme sur un espace vectoriel de
dimension nie n 1 sur le corps des complexes, aloffs possede au moins une droite
stableD (la droite D = Cv assoceea un vecteur propre.

On remarquera que ce esultat est faux sur le corps = R, il sut de prendre pour f une
rotation d'angle dans un plan, avec 6 0; modulo 2 . Neanmoins, surK = R, s'il existe
une valeur propre eelle, le esultat peedent est correct.Sinon, il existe certainement une
racine complexe = +1i du polynbme caraceristique, et la esolution du syseme lireare
assoce donne une matrice colonne compleXxe= X + iY non nulle solution deAZ = Z ,
c'esta-dire

AX +IAY =( +i )X +iY)() AX =X Y; AY = X + Y:
Si 2 R, les vecteurs colonneX et Y ne peuvent étreR-colireaires sinon on aurait disons
X 60 Y =tXetzZ=X+itX = (1+ it)X serait C-colireairea X, de sorte que
X = (1 + it) 1z serait aussi vecteur propre deA pour la valeur propre (mais c'est
contradictoire avec la relationAX = X a A, X sont eels et non eel ; le raisonnement
est le méme siY 6 0 et X = tY). Consicerons alors le plan vectorieP  E engende par
les vecteursu, v de coordonreesX, Y. On a les relations

f(u= u va2P, f(wv=u+v2PpP=) f(P) P

et on voit que P est un plan stable def . On peutenoncer :

Treoeme 1.17. Sif 2 Lg(E;E) est un endomorphisme sur un espace vectorigl de
dimension nie n 1 sur le corps des eels, alord posede au moins une droite stablP
(s'il y a une valeur propre eell§ ou un plan stableP (si la matrice assocee posede une
valeur propre complexe non eelle

2. Formes bilin eaires.

SoientE, E® F desK-espaces vectoriels, et soit
"CEOE% OF (xy) 7 (Xy)

une application deE  E°dansF.

Ce nition 2.1.  On dit que' estune application bilireaire si' est lireaire en chacune
des variables. Autrement dit est une application bilireaire si pour tousxi;X,; X 2 E,
yi;Y2;y 2 EC ettous ; 2K, ona

(Xt X2 y) = (X)) (Xery); T (xy )=t (xy) (lirearie en x);
Gyt y2) = Gyt (Kye) T (xy)= " (xy) (lirearie en y):
En prenant = =0, on voit qu'on a recessairement
"(0;y)="(x;0) =0 pour tous x;y 2 E:

Une autre faconequivalente de formuler les axiomes de la bilireagitest de \eri er l'unique
identie de \distributivie"

"(aXat 2Xor ayit 2¥2) = 11t (XYt o1 2t (Xaiy2)t o2 1" (Xaiy) 2 2 (X2iY2);
(mais cette forme plus concise n'est pas recessairement la plustpyae).

Ce nition 2.2. Une forme bilirraire  est une application bilireaire' : E E°! K,
c'esta-dire que l'espace d'arrieeF = K est le corps des scalaires.
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Dans la plus grande partie de ce qui suit, on ne consicerera que lesaa E = E° c'esta-dire
le cas a les vecteurs(;y sont pris dans leméme espace vectoriel E. On dit alors que

E E! F estsynetriqgue si' (y;x)="(x;y) pourtousx;y 2 E.

:E E! F estanti-synetriqgue si' (y;x)= ' (X;y) pourtousx;y 2 E.
Exemples 2.3.
(1) L'application
X
"CRY ORI R (XY)=(( X Xo i Xn )i (Y Y2 i y) 7TE X oy = XiYi

i=1
est une forme bilireaire synetrique. Lorsquen = 2 ou 3, on retrouve le produit scalaire
usuel des vecteurs.

(2) Identi ons ici R aux vecteurs colonnes de dimension 3. L'application

00 1 0 11 0 1
X1 Y1 X2Ys  X3Yy2

'R® ORI R%(xy)= @A @Qy,AA 71 x Ay = @y, xiysA
X3 Y3 X1Y2 X2y

est une application bilireaire anti-synetrique (mais ce n'est pas unérme bilireaire).

(3) L'application
" Mp n(R) Mp n(R)! My n(R); (M;N)7![M;N]=MN NM

est une application bilireaire anti-synetrique.

(4) L'application
TR ORI R ((X15%2); (Y1;Y2)) 7! XaXz + 2X1Y>

n'est pas bilireaire. En e et, posonsx = (X1;X2), Y = (VY1;¥2). On a

(XY )= (X D)(X2)+2(X 1)Y2= XX +2X1Y28 ' (XY) = (XiXz + 2X1Y2)

en cereral (prendre par exemplex; = X, =y =y, =1, =2).

(5) Soit E = C°([a; d;R) I'ensemble des fonctions continues sur l'intervalleafl, a valeurs
dansR. Alors l'application ' :E E ! R e nie par
YA b
“(fig)= f(x)9(x)dx
a

est uneforme R-bilireaire.

(6) Lorsque E = CP([a;l;C) est l'espace des fonctions continues a valeurs complexes, la
formule du (5) e nit cette fois une forme C-bilireaire ' : E  E ! C. Rappelons
la ce nition de l'inegrale d'une fonction f a valeurs complexes : il existe alors deux
fonctionsfy;f,: [a;d! R telles quef = f;, + if , et on pose

Zy Zy Zy
f(x)dx = fo(x)dx+ i fo(x)dx 2 C:
a a a
Cette inegrale jouit de proprees similairesa celles de I'ipéegr ale d'une fonctiona valeurs
eelles et en particulier, il est facile de \eri er quef 7! abf (x) dx est C-lireaire et que
Zy Zp—— Z, Zy
f(x)dx= f(x)dx= f(x)dx i fo(x)dx:

a a a a



14

Ecriture matricielle d'une forme bilireaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension
nie n, soit B = (ey;:::;&,) une base deE, et soit’ : E E ! K une forme bilireaire.
Etant donres des vecteurs
X X
Xx= Xx&2E; y= vye2E;
i=1 i=1
les proprees de bilirearie de ' permettent decrire
X X X X xXoxXo
C(y) = xieyy = xi'(exy)=  xi' e ye§ = xiy; " (& §):
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Si I'on introduit les coe cients ¢; = (a;q))% K, ceci devient simplement
L(%y) = Cj XiYj !
18 n

Inversement, toute expression de cette forme avec des coenigc; 2 K quelconques e nit
bien une forme bilireaire deE  E dansK.

Ce nition 2.4. Si E est unK-espace vectoriel de dimension nie, B = (e;;:::;€,) une
base deE, et' :E E ! K une forme bilireaire, on appellematrice repesentative  de
' dans la baseéB la matrice n n de ses coe cients:

Matg(' )= C=(c)=("(&:§))1 ij n
Rappelons que sM = (¢;) est une matricen p @ n lignes etp-colonnes), on appelle
transpoge de M, noee M!, la matrice p n telle que
Mi=(m;), ®@ =m
obtenue en transformant les lignes et colonnes et vice-versa. dtevident que (M)t = M
Rappelons aussi que M, N sont des matricesm petp r quelconques, alors

(MN) = NtM
Il est commode d'introduire ici les mgtrins colonn%s L
X1 Y1
X = @ A : Y = @ A
Xn Yn

repesentant les coordonrees des vecteursy 2 E dans la baseB. On constate alors que
I'on a legalie

0 10 1
X Ci1 i Cn Y1

L(xy) = G XY = X1 i Xp @: : A@:A=x'CcYy
Lo Chi 111 Cn  Yn

si I'on identi e les scalaires et les matrices 1 1 (ce que nous ferons toujours desormais).
On notera que la matriceC est uniquement cetermiree par' dans toute baseB = (&),
puisque I'on doit avoirC = (¢; ) avecc; = ' (&;§).

Si' :E E! K estune forme bilireaire, saranspoge '‘' est la forme & nie par
YY) = (yiX); 8xiy 2 E;
elle est encore bilireaire. Commeé '(e;g) = ' (g;&), on voit aussitot que
Matg(' )= C =) Matg(' )= C"
Lenone suivant estevident.
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Tleoeme 2.5. Soit E un espace vectoriel de dimension ni@, B = (ey;:::;€,) une base
deE,' :E E! K une forme bilireaire et C = Mat g(' ) sa matrice. On a

(1) ' synetrique, ''=', C'=C, ¢ =¢ pourtousl i;j n.

(2) ' anti-symetrique , '‘'= , C'= C, g = ¢ pourtousl i;j n.

Dans le cas anti-synetrique, on notera qu'on a recessairemegt = 0 sur la diagonale, tandis

que dans le cas synetrique les coe cients diagonaug; sont quelconques.

Exemples 2.6.

(1) L'application
"IR?ORPDR; ((X1:X2)i (Y Y2)) 7! Xay1 + XaY2 +3X1Y2  Xayi

est une forme bilireaire, et sa matrice repesentative dans la bascanonique deR? est

1 3
11

Cette forme n'estni synmetrique ni anti-synetrique..

C =

(2) Consicerons l'application
" IRX]: RX]! Ry (P;Q) 7! P(1)Q(0):
On peut \eri er directement que ' est bilireaire, mais un calcul explicite en coordonrees
le montrera aussi. Pour cela, consicerons la base; §; X 2) de R,[X ]. Onecrit alors
P = X1+ XX + XsX?% Q= yp+ yoX + ysX*
On a alors' (P; Q) = (X1 + X2+ X3)y1 = X1y1 + Xpy1 + Xgy1. Donc' est bilireaire et sa
matrice repesentative dans la base (IX; X 23 est
100
Mat(l;x;x 2)(I ): @l 0 OA‘ .
100
Cette forme n'estni synetrique ni anti-synetrique.

(3) Consicerons l'application .

'RIXL RX]! R; (P;Q)7! lI3‘(t)Q(t)dti
0

. Rl 1
On voit que ' (X?;X?) =t Pdt = = donc

at 1
1 1=2 13
Matg.xx 2y(' ) = @1=2 1=3 1=4A:
1=3 14 15
Il s'agit ici d'une forme bilireaire synetrique.

Remarque 2.7. Si' :E E ! K estune forme bilireaire quelconque, on peutecrire

1 1

o= (4 [ + Z( vty

=GR R G
et on remarque que = %(' + '!) est symetrique, tandis que = %(' 'Y est anti-
synetrique :

1 1
t— = t+ ' - - t— =t ' =

Inversement, si on a une cecompositioh = + avec synetriqgue et anti-synetrique,
alors' ' = et par conequent = %(' +'Het = %(' 'Y, de sorte que cette
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cecomposition est unique. De facon equivalente, toute matriceC = ( G; ) se cecompose de
manere unique en une sommeé = S+ A d'une matrice synetrique S = (s;j) et d'une
matrice anti-synmetrique A = (a; ) par les formules

1 1 1 1
= 5(C+CY s = 56 + G =5(C CY) & =350 G):
De facon plus abstraite, on peut dire aussi que l'espace B{E) des formes bilireaires est

somme directe de ses sous-espaces Jff), Antisym  (E) des formes bilireaires synetriques
(resp. anti-synetriques) :

Bilc(E) = Sym((E) Antisym,(E):

L'espace Bik(E) est isomorphea I'espace M ,(K) des matrices ¢; ) careesn na coef-
cients dans K, donc

dimg Bilx(E) = n%
La matrice C = ( ¢; ) d'une forme' 2 Antisym, (E) est cetermiree par les coe cients sitles
au dessus de la diagonale (sqgit> i ), ceux sities sous la diagonale etant alors donres par
Gi = Gj.Une base est obtenue en prenant les matricdg dont tous les coe cients sont
nuls, sauf ceux d'indicesj etji (j >i ),egaux respectivementa 1 et 1. La dimension est
doncegale au nombre deements sites strictement au desss de la diagonale, soit

n2 n_n(n 1)
2 2 '
De méme, une base des matrices synetriques est obtenue empre les matrices diagonales

D; n'ayant qu'un seul coe cient non nulegala 1 en position ii, et les matricesS; ayant un
1 en positionij etji (j >i ), et O partout ailleurs. Au total

dimy Antisymy (E) =

: 1 +1
dimg SymK(E) = M +n-= M:
2 2
Formes quadratiques. Si' : E E ! K est une forme bilireaire, on appelle forme

guadratiqueq assoceea ' l'application
g:E! K; x7'q(x)="(x;x):
[Le but des formes bilireaires synetriques est de fournir une geralisation du produit scalaire
X Y, celui des formes quadratiques est de cereraliser le care dame x X.]
On notera que pour tout scalaire 2 K on a
"(x;x )= 2 (x;x) donc q(x)= 2q(x)

(d'as la terminologie de \forme quadratique"). En particulier I'application q n'est pas
lirraire , etevidemment, elle n'est pas non plus bilireaire. SC = (¢;) = (' (&;§)) est la
matrice des coe cients de' dans une basd =(¢g); i , deE, on a bien sor

X

qix) = " (x;x) = Gij XiXj;
148 n

g s'exprime donc comme urpolyndme homogne du second dege dans les variables

dratique assoceea une forme bilireaire.

Si' est anti-synetrique, la relation ' (y;x) = ' (x;y) donne' (x;x) = ' (X;x) quand
y = X, doncq(x) = ' (x;x) = 0. Par congequent, si 'on cccompose = + en lasomme
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d'une forme bilireaire synetrique et d'une forme bilireaire anti-synetrique , on trouve
simplement

a(x) =" (xx) = (X;x):
Ceci montre que l'on peut toujours se ramener au cas Qi est synetrique, quitte a la

remplacer par sa partie synetrique = %(' +' ). On supposera donc la plupart du temps
que' est une forme bilireairesynetrique , c'esta-dire quec; = Gj .

Identie du paralkklogramme et formule de polarisation. On suppose ici que
q(x) = " (x;x)

est la forme quadratique assoceea une forme bilireairgynetrique’ :E E ! K. Alors
pour tous vecteursx;y 2 E on trouve

gix+y)="(x+y;x+y)="0x)+ " (y)+ " (y;x)+ " (y;y)
par bilirearie, ce qui, compte tenu de la synetrie de' , donne les formules
a(x+y)=ax)+2" (x;y) + a(y);
ax y)=alx) 2 (xy)+ ay);

la deuxeme ligne se deduisant de la premere en remplecany par Yy. On en ceduit alors
par addition et soustraction :

gx+y)+qlx y)=2 q(x)+ g(y) (identie du paralelogramme);
ax+y) ax y)=4'(xy) (formule de polarisation:

Dans le cas du produit scalaire usuel, l'identie du paralelogramme @ut s'interpeter en
disant que la somme des cares des longueurs des diagonales d'uralptbgramme estegale
a la somme des cares des longueurs des coes :

X+y
kx + yk? + kx  yk? = 2(kxk? + kyk?) :
XX Yy

L'identie de polarisation, quanta elle, peut se ecrire

'(X:y)=%q(><+y) ax y) ;

on dit aussi que' est laforme polaire de g On a une formule analogue permettant de
retrouver ' a partir de g, donree par I'expressiona trois termes

1
FGy)= 5 ax+y) o) oY)
Une conequence de ces formules est le esultat suivant.

Treoeme 2.8.  Soit Quad, (E) I'ensemble des formes quadratiques Huespace vectorieE.
C'est un K-espace vectoriel et on a une bijection lireaire

Sym¢(E) !  Quad((E); " 7! g @ q(x)="(XX)
(la surjectivie esulte du fait que I'on peut toujours prendre' symnetrique, et l'injectivie des
formules de polarisation calculant en fonction deq). En particulier
nin+1)

dimg Quad, (E) = dim ¢ Sym((E) = >
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Exemple 2.9. Consicerons, dansE = R® muni de sa base canoniquB = (e;;&;€s), la
forme quadratique

O(X1;X2;X3) = X3 +3X1X3+2X5  5XoXz  4X3; X = (Xg1;X2;X3) 2 R®:

La question est de trouver la forme polairé et sa matrice dans la basB. Dans cet exemple,
en consicerant un par un les termes cares? et les termesx;x;, i 8 j, on voit que la forme
polaire' est donree par

3 5
V(X1 X2 X3); (Y1r Y2: Y3)) = Xayi + §(X1y3 + X3Yy1) + 2XaYo §(X2YS + Xay2)  4XzYa:

On notera le \cedoublement” des termesx;x; en %(xiyj + X;y;) pour i 6 |, tandis que
les cares x? donnent des termes cep synetriquesx;y;. En e et, il estevident que ' est
bilireaire synetrique et que ' (x;x) = q(x) (et on sait par ce qui peede que la forme

polaire est unique). On en ceduit

0 1
1 0 32

Matg(' )= @0 2 5=2A :
32 52 4

On n'oubliera pas que la matrice trouweedoit &tre symetrique !

Becomposition en sommes de cares de formes lireaires. On observe d'abord que
Si 1;::5;r 2 E sont des formes lireaires, ef;;:::;a 2 K des scalaires, la \somme de
cares"
X
ax)= &’ j(x)% x2E

j=1
est une forme quadratique, de forme bilireaire symetrique assee

X
"y)= g (X)(y); Xy 2E:

=1

Inversement, on va cemontrer que toute forme quadratique o &tre mise sous cette forme,
grace a une nethode due a Gauss (Carl Friedrich Gauss, 1777855, I'un des tes grands
matrematiciens de cetteepoque, auteur de nombreux travaud'arithnetique, de geonetrie
et d'astronomie...)

Theoeme 2.10.  Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie e une forme quadratique
sur E. Alors il existe une famille de formes lireairesne&ependantes ;;:::; , 2 E et des

X
q(x) = a°(x)? 8x2E
j=1

(\cecomposition en cares de formes lireaires incependantes”).
Avant de donner la preuve gererale, nous allons donner deux exeles.
Exemple 2.11. Consicerons surE = Q3 la forme quadratique
ax;y:z) = x%2+3xy+2y? 5xz+3z2+8yz; (x;y;z)2 Q%
On commence par regrouper tous les termes contenant I'une desialles, par exemplex :

x2+3xy 5xz:
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L'icee est decrire ceux-ci comme le cebut d'un care, auquelon va retrancher les termes qui
ne contient pasx :

3 5 29 25 15

2 — 2 2 .

X“+ 3X 5xz = X =y+ -z +-y°+—z° —yz:

Y YTt T Tt Y

En incorporant ceux-ci dansg(x;y; z), on obtient le care dep trouwe et des termes qui ne

contiennent plus la variablex :

y

(X;y:2)= X 3 +§z L 3—722+} z:
A%y 2) = 277" 2 ARV

On proede maintenant de m&me avec les termes restants quintennent I'une des autres
variables, par exempley :

1_7y2 + }yz = 1_7 y2 + Eyz = 1_7 y + iz ? izz'
4 2 4 17 4 17 68
En ck nitive, si v =(x;y;z) 2 Q3, on obtient
alx;y;z) = X §y+ §Z 2+ 1_7 y+ iZ 2+ EZZ
T 2 2 4 17 17

ar 1(V) + & 2(V)2 + as's(v)?

avec

3 5
a= 1 (V)= X zy+ =z;
1 1(v) 2y 5
a_17_ V)= y+ 12_
2 — 41 2 _y 171
az = 157, “3(v) = z:
3 — 171 3 - .

On observera que les formes lireaires, ,, 3 sont forement inckependantes car si on a
11+ 22+ 3 3=0,0n trouve successivement; =0 du fait que "; est la seule des trois
formesa contenir x, puis , =0 car ", contient y mais pas'3, etenn 3=0.

Exemple 2.12. Lorsque la forme quadratique ne contient aucun terme care, one peut
proeder comme ci-dessus et il faut utiliser une technique dienete. Consicerons par exemple
la forme quadratique surE = R* ¢k nie par

a(x;y;z;t) =3xy +5yz+7zt 4yt+9xt. (x;y;z;t) 2 R*%:

Dans ce cas on choisit un \terme rectangle” forme de 2 variablesgltque Xy, et on essaie
de regouper tous les termes contenartou y en un produit (X +[::])(y +[::2]) au les [:::] ne
font intervenir que les autres variables, c'esta-dire ict et t. Ceci donne

5 4
3Xy +5yz 4yt+9xt =3 xy + éyz éyt+3xt

4
=3 x+gz 3t y+3t 15zt + 12t?%;

et donc

5 4
qx;y;z:t)=3 x+ 32 3 y+3t  8zt+12t%
Les termes restants (ici 8zt + 12t?) ne doivent plus faire intervenir que les variables non
encore traiees, soientz et t. On peut ramener le premier produitAB a une dierence de

deux cares gracea l'identie de polarisationeementaire

1 1
AB = Z(A+ B)> =(A B)Z
4( ) 4( )
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Il vient
3 5 5 2 3 5 13 2 5
ViZit)= - X+ y+ —z+ = = + 2z = + .
qx;y; z;t) 7] X+y 3z 3t 7] X Yy 3z 3t 8zt + 12t
Il restea transformer les derniers termes en cares, on traee par exemple :
2 1 2 4
+ 2 = 2 — = — — 2:
8zt+12t“ =12 t 3zt 12 t 3z 3z
En ¢ nitive on obtient la cecomposition en cares de formes lireaires
(x; 'Z't)_§X+ +§z+§t2 §x +§z E”t2+12t 122 f’zz'
aeyzl)= g xry*tgzt gt 32X YT3r 3 3¢ 3

et on peut \eri er que ces formes sont incependantes dans(*) .

Preuve et cas greral de la nethode de Gauss. On travaille par ecurrence sur la
dimensionn (sin =1, g(x) = c;3x3 est cep un care et il n'y a riena faire). En gereral, soit
a cecomposer en cares une forme quadratique
X
a(x) = Gj XiXj; X =(X1;Xz;:11;%y) 2 K™
16 n
( ) Si la somme contient un terme care non nul, disons;;x3, ¢;1 6 0, on regroupe tous les
termes contenantx,, c'esta-dire

Ci12 C1
C11X5 + 2C1oX1 X + 111+ 2CinX1Xy = Cp1 X5 +2 XXt i 2 =2 xiX,

11 Ci11
Ci12 ..., Cn N
=C1 Xp+ —Xo+ Ill+ —Xp al(X2; 1175 Xn)
Ci1 Ci11
al gdxz;:::;%y) ne contient plusx;. On en dceduit
C12 ..., Cin 2 . .
O(X) = Ci1 X1+ —Xp+ 1ii+ —X, + &(X2;:11;Xn):
Ci11 Ci11
Par hypothese de ecurrence pour la dimensiom 1, on obtient queg(X,;:::;Xn) S'exprime
comme une somme de cares de formes lireaires incependantesnd les variablex, ;:::; X,
..... — s 2 A A 2. 00— e
@(X2;: i Xn) = @ (X924 i+ a (X920 xP=(XopiiiiXn)
A cette somme, il faut encore ajouter le care initialement troue
C C
N 2. — .o — 12 - 1n i
ar 1(X)5 @ = Cuy 1(X) = Xg+ —Xo+ i+ —Xq!
Ci1 Ci1
On voit que les formes lireairesx 7! “1(x), “2(x9;:::; 1 (x9 sont encore incependantes dans
(K") car "{(x) est la seule forme qui fasse intervenk,, donc ;7 ,+ .+ :::+ =0
impligue ;=0etparsuite ,>+:::+ |, =0,daaussi ,=:::= ,=0.

() Siq(x) ne contient aucun terme care mais contient un \terme rectanig" non nul, par
exemple 2,,X1X5, C1» 6 0, on regroupe tous les termes contenamt; ou X,, c'esta-dire

2C1oX1X2 + 2C13X1 Xz + 111+ 2CnX1Xy + 2Cp3XoXz + i+ 2ChXoXn

Ci13 G Co3 C
Z2C XiXp+ —X Xz + it X Xp F XXz F it - XoXy
C12 C12 C12 C12
Co3 C Ci3 C
=2C X1+ —Xg+ i+ X, Xo+ —Xg+ it —/x,  oAXziiiiiXn):
Cio Cio Ci2 C12
On en ceduit
Co3 C Ci13 G
A(X) =2Cip X1+ —Xg+ 111+ —Xp  Xo+ —Xg+ i+ —X, + &@(X3lliiiXn):
C12 C12 C12 C12
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Le produit 2c;,AB skcrit comme 2ci(A + B)?  Zci(A B)? = & 1(X)? + a2 »(x)? avec
a; = %012, a = %012, (X)) = Xg+ X+ (i), 2= X1 Xp+(:::), tandis qu'on a par
hypothese de ecurrence pour la dimensiom 2 une decomposition en cares de formes
lireaires incependantes

..... — ~ 0§2 R A 0Q2.
a(Xs; i Xn) = ag (X% + i+ a (%92 x
Si ;1+:::+ 7, =0, alors en regardant les termes qui contiennenx; et x,, pesents dans
les seules formes; et ,, on voitque ;+ ,=0et ; »=0,donc ;= ,=0, puis

3 = :::= = 0 par hypotrese de ecurrence. Le treoeme est cemonie. En voici une
conequence importante.

00— [y ve-n-

Theoeme 2.13.  Soit g une forme quadratique sur urK-espace vectorieE de dimension
nie n. Alors il existe une basde;:::;e,) dans laquelley s'exprime en coordonrees comme

q(x) = aei+ i+ a. RS @ 2 K;
de sorte que la forme polaire assocee
C(GY) = ARt it aa Ry
admet dans cette base une matrice diagon(z);lle

1
a ;0 0
vt ()= B a i
0 i &
Demonstration. Supposons donree une base(:::;e,) de E dans laguelle on exprime la

matrice colonneX = (X;) des coordonrees d'un vecteux 2 E. On utilise une cecomposition
en cares de formes lireaires incependantes

q(x) = a;"1(x)?+ i+ a T (X)% g 2 K; g 60:
[de manere pratique, dans la nethode de Gauss, on se fatigue greral le moins possible
en ajoutant juste les coordonrees;(x) = X; qui n‘ont pas encore ee choisies dans les

etapes successives du processus de ecurrence]. On comepussi les coe cientsa; en posant
&+ = ..:= a,=0sir<n.Lechangement de coordonrees

B = 1(X);:15 By = Tn(X)

est alors bijectif, du type X = LX au les lignes deL sont les matrices lignes des formes.
En calculant P = L ! on obtient la matrice de passage vers une basg)(dans laquelle les
coordonrees sont peciement les ;). Le esultat s'ensuit.

Formule de changement de base pour les formes bilireaires. Soit' :E E! K

C =Mat g(' ) la matrice de' dansB. On e ectue un changement de base
B=(g)7! B=(g) donre par une matrice de passagp.

Si X, Y (resp. X, ¥) cesignent les matrices colonnes de vecteursy dans les bases respec-
tives B, B nous avons
' (x;y) = X'CY; X=PX Y =P¢:
Ceci donne
' (xy)=(R'P)C(P¥)= R'(P'CP)¥;
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par conequent la nouvelle matrice€ = Mat (' ) est donree par la formule
€ = P'CP:
On peut maintenant reformuler le Treoeme 2.13 comme suit.

Tleoeme 2.14. Soit g une forme quadratique sur urK-espace vectorieE de dimension

nie n, de matrice C relativementa une base(e;;:::;e,) de E. Alors il existe une base
(e1;:::;€,) donree par une matrice de passage telle que
1
a .. 0
€ = P'CP = matrice diagonale%)i a X
0 ::: a,
P
Pour cela, on cherche une decomposition en carg(x) = J_r:l 3" (x)? en somme de cares
de formes linaires incependantes, on compkte en une bagq; »;:::; ) deE et on calcule

P=1L 'a L estla matrice dont les lignes sont les matrices des formesalires ;.

Remarque 2.15. Lorsque le corps de base et = Q on s'arréte en gererala ce point.
LorsqueK = R, on peutecrire g; = "jjgj avec"; = 1, et donc
q — 2

g i(x)*="  jaiix) ;1 j &
Les formes P jaj 1 . sont zncore incependantes puisqueg; 6 0, donc en remplacant

' par t} = Ja,—j, 1 r et en compktant en une base t11; i :bn) de E on obtient
maintenant une cecomposition en cares

a(x) = "B (x)%+ i+ B0
ce qui donne une matrice diagonale de rang

Oll T T
1 ees ens
o-F -
: 0
O ::: ::: 0

n‘ayant comme coe cients diagonaux quée’; = 1 ou 0. Sur le corpK = C, les coe cients
a; admettent toujours des racines carees g et on peutecrire

ax) = B2+ i+ Bz Beo= P
ce qui conduita la matrice de rangr

1
0

0 1
0

1 :::
@z?@f 1 Eg:
0 ::: 0

On montre pour terminer que le rang ne tepend pas de la ceccomposition en cares (et donc
du changement de base e ectwe pour diagonaliser). Pour cela otilise le lemme suivant {
en matrematiques, unlemme est un petit treoeme peparatoire.

Lemme 2.16. Soitu:E! F,v:F! G,w:G! H des applications lireaires. Siu et w
sont des isomorphismes, alors

rang(w v u)=rang(Vv):
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De manere analogue, pour des matriceé; B; C multipliables, siA et C sont des matrices
inversibles, on a
rang(ABC) =rang(B):

Demonstration. 1l sut de cemontrer le esultat dans le cas des applications lireaires. Par
e nition rang( v) =dim v(F) et de méme

rangw v u)=dimw v Uu(E):

Or, commeu est par hypothese un isomorphisme, on a en particulier que est surjective,
donc u(E) = F. De méme, I'hypothese quew soit un isomorphisme implique quewn est
injective, donc la restrictionw : v(F) ! w(v(F) est injective. Comme cette restriction est
evidemment surjective, on en ceduit quew : v(F) ! w(v(F) est un isomorphisme, donc

dimw v u(E)=dim w(v(F)) =dim v(F) =rang(Vv):

Le lemme en esulte. On observera que le esultat est vrai en fajilus gereralement siu
(resp. C) est surjective etw (resp. A) injective.

Theoeme 2.17. Si' est une forme quadratique e€ sa matrice dans une base quelconque,
alors r = rang(C) ne cepend pas de la base choisie pour calculer Le rang r est aussi
le nombre de cares apparaissant dans une decompositiomugconque en cares de formes
lireaires incependantes.

Demonstration. Si on e ectue un changement de base donre par une matrice desgageP,
la nouvelle matrice de' devient € = P'CP. CommeP et P! sont inversibles, le lemme
implique bien que rang€) = rang(C). D'autre part, trouver une dcecomposition en somme
de cares de formes lireaires independantes revienta rendri&a matrice C diagonale, et dans
ce cas le rang est bien le nombre de coe cients diagonaux non nuls.

3. Orthogonalit e par rapport  a une forme bilin eaire sym etrique

Soit' :E E! K une forme bilireaire synetrique etq(x) = ' (x;x) la forme quadratique
assocee.

Ce nition 3.1.  On dit que deux vecteurs;y 2 E sont(' -)orthogonaux lorsqué (x;y) =0,
et onecrit alors x ? y (oux ?. y s'il y a ambiguie).

De nition 3.2.  SiF  E est un sous-espace vectoriel & on note F? (ou au besoirF?")
I'ensemble des vecteung de E qui sont orthogonauxa tous les vecteurs de F, c'esta-dire

F?= y2E;82F;'(xy)=0

Onecritaussiy ? F (ouF ? y) pour exprimer quey est perpendiculairea tous leseements
deF, c'esta-dire quey 2 F~.

Il est immediat de veri er en utilisant la bilirearie de ' queF? est bien toujours un sous-
espace vectoriel d&€ ;eneet, siy;;y,2 F? etsi 1; ,2 K, alors 1y, + 2y,2 F?.

Remarque 3.3. Cette notion gererale ne correspond pas recessairementa l'taition usuelle
de ce que sont les vecteurs orthogonaux. Ainsi, si on choisit= 0 (forme bilireaire nulle),
tous les vecteurs sont orthogonaux entre eux, et on a doRé = E pour tout sous-espacé !
Pour sortir du cas' = 0 (qui n'esta vrai dire pas tes ineressant...), on peut consierer
I'espaceE = K[X] des polyndbmesa coe cients dan¥K et la forme bilireaire synetrique non
nulle' (P; Q) = P(0)Q(0). Dans ce cas, on constatera que le polynorRe= X est orthogonal
a tout polyndéme Q, c'esta-dire queX 2 E?. On \eri era facilement ici que E’ consiste en
I'ensemble des polynébmeR tels queP (0) = 0.
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Calcul de l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel F. Supposons qué& soit de dimen-

Reciproquement, siy ? g, 1 j p, on voit facilement quey est aussi orthogonala tout
vecteurx = a1+ :ii+ pa, 2 F, puisque

xP
"(@iy)=0 =) "(xy)= i (g:;y)=0:
j=1
En pratique les conditions' (a;;x) = ::: =" (&, Yy) = 0 se traduisent matriciellement par le
syseme dequations lireaires

(A))'CY =0; :::; (Ap'CY =0

a C = Matg('), Y = Matg(y), Aj; = Matg(a). D'apes ce qui peecde, ces equations
ceterminent le sous-espacé& ? .

Theoeme et @ nition 3.4. On noteKer' = E? l'ensemble des vecteuns2 E orthogo-
nauxa tous les autres. SIE est de dimension nie, muni d'une basd, et siC = Mat g(' ),
Ker' est I'ensemble des vecteuss de E dont la matrice colonneY dans la baseB \erie
CY =0 (autrement dit, Ker' correspond en coordonrees au noyau de la matri€g).

Bemonstration, Remarquons d'abord que pour deux matrices colonn¥s= (x;) et Z = (z),
onaX'Zz = [, xz etparsuite X'Z = 0 pour tout X si et seulement sZ = 0. Par
conequent

'(x;y)= X'CY = X{(CY)=0 pourtout x2E () Z=CY =0:
C'est exactement I'a rmation du treoeme.

Ce nition 3.5. On dit que la forme bilireaire' estagreee si Ker' 6 f0g, et non
ccereee  siKer' = f0g.

En dimension nie, il sut de calculer le ceterminant det C de la matrice dans une base.
Dire que' est non cegereee revienta dire det C 6 0 ou encore que rang = n =dim E,
ou encore que le nombre de cares intervenant dans une cecoagition en cares de formes
linaires incependantes estegala la dimension de I'espace. Outre f®yau, une autre notion
utile est celle devecteur isotrope

Ce nition 3.6. On dit qu'un vecteur x est isotrope pour la forme quadratique (ou pour
la forme bilireaire assocee' ) si

q(x) =" (xx)=0
autrement dit si le vecteurx est orthogonala lui-méme. On noteralsotrope() (ou parfois
Isotrope( )) I'ensemble des vecteurs isotropes &erelativementa q.

La propree q(x ) = 2q(x) montre que tout multiple x d'un vecteur isotrope est encore
isotrope. Dans un espace vectoriel un sous-ensemble invariant paultiplication par les
scalaires s'appelle un cone (de sommet 0). On parlera doncadme des vecteurs isotropes .

Exemple 3.7. Prenonsk = R? et q(x;y) = x2 y2 La forme bilireaire assocee est

1 0

ey (Cy) = xx® yyS etonaC=Mats(')=
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dans la base canoniqudd de R?. On a detC = 1 6 0, donc ' est non cecereee,
Ker' = f0g. Enrevanche, I'ensemble des vecteurs isotropes Isotrogefst obtenu enecrivant
q(x;y) = x? y? =0, c'est donc la eunion des deux diagonaleg = x ety = x dans le

plan Oxy. On notera que Isotropeg) n'est pas un sous-espace vectoriel.

Dans ce cas, il est facile de ceterminer les orthogonaux des s@aspaces vectoriel§ de
E=R2 OnaeneetdimgF =0;10u 2. SidinkF =0alorsF = fOgetF? = E = R

SidimgF =2, alorsF = E=R?etF? = E? =Ker' = f0g. Il restea traiter le cas a1 F
est une droite. Or, siF est la droite de vecteur directeur 4; b, on a
Y)2F7 0 ' ((ab;(xy)= ax by=0:

On voit donc queF~ est la droite de vecteur directeur If; d. On prendra garde au fait que
I'on peut touta fait avoir F? = F ! En fait, c'est le cas pecisment si le vecteur &; b est
isotrope, c'esta-direb=a, ce qui correspond aux deux diagonales du pl&xy.

Exemple 3.8. On prend ici E = R* (I'espace-temps d'Einstein) et on consicere la forme
guadratique dite de Lorentz

ax;y;z;t) = x2+ y?+ 22 cA4t?

al ¢ > 0 est la vitesse de la lumere. Il s'agit d'une forme quadratiquaon cegereee (la

matrice est diagonalea coe cients non nuls), c'esta-dire que Ke' = f0g. L'ensemble des
vecteurs isotropes est constitte au temps$ des vecteurs de la sprerex? + y? + z2 = ¢t?

de rayonR = (jtj, autrement dit il s'agit d'une splere qui grossit exactementa la wesse
de la lumere. Dans ce cas, le cOne des vecteurs isotropes esiveat appek le \coOne de
lumere". L'inerieur du cébne de lumere, c'esta-dire les vecteurs tels quex? + y? + z? < ¢?t?

peut-etre interpee comme les points de I'espace-temps quiquvent &tre reles au big-bang
(pris comme point origine) par des plenonenes se propageantwdtesse inkrieure a celle
de la lumere. Les pointsx? + y? + z2 > ¢?t? de I'espace-temps sont \au deh" de I'hnorizon
accessible par un lien de causalie aux prenonenes issus du bigrga(si toutefois la vitesse
limite est bien celle de la lumere...)

Remarque 3.9. Si' est une forme bilireaire synetrique, on a toujours

Ker Isotrope( );

en e et Ker' est constitte des vecteursc tels que' (x;y) = 0 pour tout y, on trouve donc
en particulier ' (x;x) =0 en prenanty = X. Les exemples peedents montrent que I'on n'a
pasegalie en gereral.

Proposition 3.10. Pour tout sous-espace vectori¢t deE, on a(F?)? F.

En eet, tout vecteur x de F est orthogonal a tout vecteur de F? par & nition, donc
x 2 (F?)?. En revanche, legalie n'a pas toujours lieu, comme le montre I'exaple suivant.

Exemple 3.11. PrenonsE = R® 3 (x;y;z) et q(x;y;z) = x? y? La forme bilireaire
assocee est

0 1

1 0 O

((ay;2)(GYSZY) = xx® yyS  etona C=Matg(')= @ 1 OA
0O 0 O

dans la base canoniquB de R3. Le noyau (calcuk en prenant le noyau de la matric€) est
donre par lesequationsx = y = 0, soit

Ker' = R(0;0;1);
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il s'agit donc d'une forme quadratique cegereee. L'ensemble $otrope(q) est constitie de la
eunions des deux planx = y et x = y. Calculons ici I'orthogonal de la droite

D = R(1;2;1):
La condition d'orthogonalie (x;y;z) ? (1;2;1) secrit
"((xy;2);1;21)=x 2y=0 , x=2y:
Il s'agit donc d'un plan P admettant pour base les vecteurs (24;0) et (0;0;1). Calculons
maintenant (D?)? = P?. L'orthogonal P? est I'ensembles des vecteur;(y;z) qui sont
orthogonauxa la foisa (2; 1; 0) et (0; 0; 1), ce qui donne lesequations®? y =0 et Ox+0y = 0.

La second est toujours \eriee, et on voit que O©?)? est en fait un planP?%a savoir le plan
dequation 2x y = 0. Ce plan P°contient la droite D, mais on a bien soP°= ((D?)? 6 D.

On va voir que cette dicule ne se produit pas lorsque la forme bilireaire ' est non
ceereeee. Rappelons un lemme utile d'algebre lireaire.

Lemme 3.12. Soient 1;:::;, 2 E des formes lireaires incependantes sur urK-espace
vectoriel de dimension nieE. alors le sous-espace
S= X2E; 1(x)=:1:1= p(x)=0

est de codimensior, c'esta-dire que
dimg S=dimgE p:

Cemonstration. Competons ("1;:::; p) en une base (;;:::; ) de E , avecn =dimk E =
dimg E . On peut e ectuer le changeénent de coordonrees bijectif

2R = 1(X);

o \

"By = p(X):
Soit L la matrice dont les lignes sont les coe cients des formes lireaireg. Ce changement
de coordonrees€ = LX corresponda une based;;:::;e,) donree par la matrice de passage
P = L ! Dans ces coordonreesS est le sous-espace ck ni par lesequations

B = .= By =0;

c'est donc le sous-espace engende pah{;;:::;€,), et on voit que dimk S=n p.

Theoeme 3.13.  Soit' une forme bilireaire synetrique non cegereee sur un espace vec-
toriel E de dimension nie. Alors pour tout sous-espace vectori®l de E on a

dimK F? =dim k E dlmK F:

p formes lireaires

Montrons qu'elles sont incependantes : si 1;:::; p, 2 K sont des scalaires tels que
11+ 11+ p,p=0,alorsona
0= 1)+ it pp(x)= 1" (b)) + it (b)) =" (X b+ it phy)
pour tout X 2 E, autrement dit ;b + :::+ b, 2 Ker' . Or Ker' = f0Og par hypotrese,
donc by + :::+ ph,=0etparsuite ;=:::= ,=0.Lelemme peedent montre que
F? est de codimensiom, c'esta-dire que

dimg F? =dimxE  p=dimxE dimkF:



27

Notons que ceci s'applique en particulier au produit scalaire usuelrsR". Une consquence
importante est la suivante.

Tleoeme 3.14. Soit' une forme bilireaire synetrique non cegereee sur un espace vec-
toriel E de dimension nie. Alors pour tout sous-espace vectori€l deE on a

(F?) = F:

Demonstration. On sait cep que (F?)?  F. De plus le treoeme peedent nous dit que
dimg(F?)? =dimcE dimg F? =dimcE (dimc E  dimg F) =dim F;

ce qui implique bien £7)? = F.

Attention! Meme si' est non cegereee, il n'est pas vrai en gereral queE = F F?. Ainsi,

sig(x;y) = x*> vy?, le vecteur (1 1) est isotrope et la droiteD = R(1;1) est orthogonalea
elle méme. On aen faiD? = D, doncD, D? ne sont pas en somme directe.

PourqueF F? =E ilfautetilsutque F\ F? = f0g, en e et on a dans ce cas
dimgF + F? =dimcF F? =dimgF +dimg F? =dim E:
Ce nition 3.15.  Soit E un espace vectoriel muni d'une forme bilireaire syetrique. On dit

{ orthogonale sih ? b pouri 6 | ; ceciequivauta dire que' (b;h) =0 pouri 6 j, ou
encore que la matriceMaty,....,,)(* ) est diagonale).

.....

{ orthonornee si de plusq(h) = ' (h;h) =+1 ; ceciequivauta dire que Maty,....p,)(' ) = In
(matrice unie d'ordre n).

On notera que d'apes la nethode de Gauss, une forme bilireaireysetrique ' quelconque
admet toujours des bases orthogonales. Siest non cegereee et si K = R, on peut se
rameneraq(h) = ' (h;8) = 1 (en divisant si recessairdy par  jg(hy)j); en revanche
sur C, on peut toujours se ramener dans ce casgh) =1:

Theoeme 3.16.  Soit E de dimensiomn sur le copsK. Si K = R, une forme bilireaire ' non
ceereee admet toujours une base orthogonaléby;:::;h,) telle queq(h) = 1. SiK = C,

Formes quadratiques semi-positives et @ nies positives . Comme la notion de posi-
tivie implique l'utilisation d'une relation d'ordre, on supposera ici queK = R (bien que les
notions fassent sens aussi lorsqie= Q).

Ce nition 3.17. On dit gqu'une forme quadratiqueg (ou la forme bilireaire synetrique '
assocee est semi-positivesur I'espaceE si pour toutx 2 E on a

aqx)="(x;x) O
On peut alors associeraq la semi-norme
kxk = P q(x) = P (X;x) 2 Ry

On notera alors que pour tout scalaire 2 R
kx k= P 2q(x) = | jkxk:
D'autre part, on a par ¢ nition
Isotrope(@ = X2 E; qx)=0 = x2E; kxk=0 :

La notion de forme quadratique semi-regative est te nie de mém (mais on s'abstient alors
d'introduire la norme).
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Ce nition 3.18. On dit que g estce nie si g ne possede pas de vecteur isotropeé 0.

On forme quadratique ce nie est recessairement non cegeaee (puisque tout vecteur du
noyau est isotrope).

Exemples 3.19.  SurR", la forme quadratiqueq(Xy:::;X,) = (X3+ :::+ x2) est ck nie,

Sur R3, la forme quadratiqueq(x;y; z) = x2+(y+ z)? est semi-positive. Le cone Isotropg)
est constitte des vecteurs X;y;z) 2 R® tels quex = 0 et y + z = 0, c'esta-dire la droite
vectorielle R(0; 1; 1). La formeq est non ck nie.

Sur Q|20 la forme quadratiqueq(x;y) = x*  2y® est e nie. En e et q(x;y) = Oequivaut
ax-= 2y, ce qui est impossible avex;y rationnels non nuls, puisque 2 est irrationnel.
Bien queq soit c& nie, on remarquera qu'elle n'est ni semi-positive ni semi-rgative.

sur le corpsK = R, une forme quadratique e nie est soit & nie positive, soit c& nie
regative : en e et, elle doit tre non cegereee, et si elle adnet apes changement de base
une dcecomposition en cares de formes lireaires

A(Xe; 00 Xn) = "1RE+ 1+ MRS

avec"; = 1, alors tous les signes doivent etre les mémes, sinortjsk 1 6 "y = 1, on
obtient un vecteur isotrope non nul en prenank; = X, = 1 et les autres coordonrees nulles.

Conformement aux ce nitions qui peedent, on utilise la term inologie suivante.

Ce nition 3.20. On dit gu'une forme quadratiqueq sur un expace vectoriel eeE est
e nie positive si g(x) > 0 pour tout vecteurx 2 E, x 6 0,
e nie regative si g(x) < O pour tout vecteurx 2 E, x 6 0.

Sigest e nie > 0, la semi-normekxk = P g(x) est une vraie norme, c'esta-dire que
kxk=0 | gx)=0 x=0
Si g est seulement semi-positive, on a bien sOr
kxk =0 ) X 2 Isotrope(Q):

Ce nition 3.21. On appelleespace euclidierun espace vectoriel eel muni d'une forme
quadratiqueq ce nie positive, et de sa forme bilireaire symetrique asocee' . On la note en
cereral (x;y) 7' hx;yi =" (x;y), et on appellehx; yi le produit scalaire

Exemple 3.22. Soit E = C%[a; d;R) I'ensemble des fonctions continues sua;[lj muni de
la forme bilireaire synetrique
Zy

'(fig)= Mgi= f(x)g(x)dx:

a
On \eri e facilement que (E;' ) est un espace euclidien (de dimension in nie).

Iregalie de Cauchy-Schwarz. C'est une iregalie fondamentale qui majore le produit
scalaire en fonction de la (semi)-norme assocee.

Theoeme 3.23  (Iregalie de Cauchy-Schwarz). Soit g une forme quadratique semi-positive
sur un R-espace vectorieE et ' la forme bilireaire synetrique assocee. Alors pour tols
vecteursx;y 2 E on a

i oy)i K xkkyk= " a0 aly):
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Dans un espace euclidien, onecrira cette iregalie sous la forme
h<;yi  k xkkyk:

Demonstration. On consicere le polynbme de dege 2 en la variable 2 R

P()=d(x +y)="(x +y;x +y)=q(x) 2+2' (xy) + qy):
D'apes I'hypotlese de semi-positivie de g, nous avonsP( ) 0 pour tout 2 R.

Si g(x) = 0 (c'esta-dire si x est isotrope), nous avond( ) = 2' (x;y) + ((y) et cette
fonction a ne ne peut-étre positive pour tout 2 R que si elle est constante, c'esta-dire
" (x;y) = 0. L'iregalie est donc bien vraie dans ce cas (0 0).

Siq(x) > 0, il s'agit d'un vrai trindbme P( ) du second dege, et son discriminant est
recessairement 0, sinon > 0 entramerait I'existence de deux racines eelles; < 5 et
P( )= qgXx)( 1)( o) serait strictement regatif sur] 1; 2[. On en ceduit

=4 ' (xy)* 490)aly) 0 =) T (xy)? a(x)a(y):
L'iregalie de Cauchy-Schwarz s'en ceduit en prenant les racinesarees. On peutegalement
\eri er l'iregalie directement en ceveloppant le care de lanor mede x + y :
0 a(x +y)= 290)+2 " (xy)+ “qy);
soit
0 k x + yk?= 2%kxk?+2 ' (xy)+ 2kyk?:
Silon prend = kyket = k xk, on trouve

0 k xk?kyk? 2kxkkyk' (x;y)+ kxk?kyk® = 2kxkkyk kxkkyk ' (x;y) :

Si kxk 6 0 et kyk 6 0 on peut diviser par kxk kyk, ce qui donnekxkkyk ' (x;y) O.
Sikxk =0, le choix = ", =1donnej (x;y)j ("=2)kyk?® pour tout " > 0, donc
j" (X;¥)] =0, et on raisonne de méme skyk=0en prenant =let = "

Corollaire 3.24. Si g est une forme quadratique semi-positive, onkaer(q) = Isotrope(q).

En eeb on sait cep que Ker(q) Isotrope(q). Inversement, six est isotrope, on a
kxk = g(x) =0, donc ' (x;y) = 0 pour tout y 2 E par Cauchy-Schwarz, ce qui signi-
e que x 2 Ker(q), et donc Isotrope@)) Ker(Q).

Discutons maintenant le cas degalie, en supposant] e nie positive. Le deuxeme raison-
nement direct montre que l'iregalie de Cauchy-Schwarz est unegalie lorsque

d(kykx k xky)=0;

ce qui impliqguekykx k xky =0 et donc x, y colireaires sikxk 6 0 ou kyk 6 0 (mais si l'un
des vecteursx;y est nul, ils forment de toute manere une famille lee). Reciprogement, si
X; y sont colireaires avec par exemplg = x, 2 R,ona

kxkkyk = j jkxk?; (y)= t(xx)= kxk?= ] jkxk®= k xkkyk
suivant le signe de . On peut doncenoncer :

Tleoeme 3.25 (Cas degalie de l'iregalie de Cauchy-Schwarz). Si g est une forme qua-
dratique ce nie positive de forme polaire assocee' , legalie ' (x;y) = + kxkkyk (resp.
" (x;y¥) = k xkkyk) se produit si et seulement sk; y sont colireaires de méme sensr€sp.
colireaires de sens opposs
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Produit scalaire et angles non orienes. Si E est un espace euclidien de dimension
nie n sur R, on sait qu'il existe toujours une base orthonorneeg(;:::;e,), de sorte que
he;gi = ;. Dans ce cas l'application

R"! E; (Xg;:i0Xn) 7V X = X6+ 100+ Xp€y

¢k nit un isomorphisme E ' R" tel que

2 _ U2 2. Ny =
kxk® = xT+ 11+ X5 h;yi = Xqy1 + 20+ XnYn

importante (méme si elle est assezevidente !) est que les coorte®s x; se calculent comme
des produits scalaires :
Xj = hg;Xi; 1 j n
D'autre part, pour deux vecteursx; y 6 0, le rapport % 2 [ 1;1] ne change pas lorsqu'on
multiplie x ouy par un scalaire > 0. Par analogie avec le cas usuel du plan euclidien, on
e nit I'angle non oriene = ([x; y) par
hGyi

kxk kyk -

Cette relation donne un angle 2 [0; ] unique. On obtient alors la formule classique

hx;yi = kxk kyk cos:

Pro@e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt. Si F est un sous-espace de dimen-
sion nie p d'un espace euclidienk;" ), la restriction ' z ¢ du produit scalairea F en fait

de base, de sorte que digF; = | et F, = F. On calcule les vecteur$) par ecurrence surj,

en commercant par
1
= —a ’
b=
et on proede en sorte qua chaqueetapg on ait

F; =Vect(ay;:::;8)=Vect(b;;:::;Q) etdonc Fj=F 1 Ra =F 1 Rb:

=3 (in+:iii+ i o) k2 R:
La condition d'orthogonalie g ? b, donne
Mo gi = Mgai =0 da  =Hogi; 1k j L
Ceci conduita la formule

() 8 =g
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Le vecteurg; ne peut etre nul, sinong; serait dans le sous-espa¢g , = Vect(b;;:::;Q 1) =
Vect(ay;:::;8 1) ce qui est absurde, et on peut donc rendre ce vecteur de norinen posant
1 1

Les formules () et () permettent le calcul des vecteurss; et j par ecurrence (avec
a; = a;). On observera que l'on a bien par construction

voulue.

Remarque 3.26. On peut combiner les formules () et () pour obtenir une formule de
ecurrence directe pour les vecteurs; : on prende; = a;, puis

X" ha; gi
( ) g = g k:lm

L'inerét de cette formule (enterement equivalente aux preedentes) est qu'elle evite tout

a:

Exemple 3.27. On identi e ici R®a l'espace des matrices colonnes 31, que I'on munit
de son produit scalaire canonique, et on consicere la base

01 01 0o 1
1 1 0
a;= @A: a,=Q@0A; a=@1A;
0 1 2
Appliquons le proede de Gram-Schmidta cette base a n d'obtefir une base orthonorree
(by; bp; b3). On trouve 0 1
1
1 1
= : = = — @1A :
a = a, o] kalkal 9—2 0 ;
puis
01 01 0 .1 0 1 0o 1
1 1 2 1 : 1 1 1 1
@ =a, hbaib= @A p— 1@1A =@ 1A =-@ 1A; h=p=@ 1A
1 2 0 T 2 2 6 2
(le facteur% se simpli e dans le calcul dd), et enn
0 0 1 0 11 0 1 1

2 2
@;= azg hbyagiby hbyaib= @1A pl—z 1@1A pl—é ( 5@ 1A
2 0 2

On notera (poureviter des calculs fastidieux) que les racines caes prises pour calculer les
normes sont toujourseleees au care dans les lignes de calculkerieures ; le facteur ( 5)
qui intervient par exemple dans {gvalyation du termehiy; agif, n'est autre que le produit

scalaire du premier vecteuia; = @ 1 A par le vecteur @ 1A qui intervient dans b,. On
2 2
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obtient nalement

O o 1,5t 9.1 0 1 0 1
2 6 3 1 1
Q=01 1 X=0B k=01 n=p 0@IA:
2 0+3 : 1 1

Exemple 3.28. L'application
Z

‘RIX] RIXEk! R (P;Q7! lP(t)Q(t) dt
1

est bilireaire synetrique. De plus, comme linegrale sur [ 1;1] d'un monbme de dege
impair est nulle, on voit que 1?. X et X ?. X2 En revanche, 1 etX? ne sont pas

' -orthogonaux, puisque l'on a' (1;X?) = % ; la base standard Po; P1; P2) = (1;X;X ?)
n'‘est donc pas' -orthogonale. Cependant, comm®&, ? P,, la methode de Gram-Schmidt
appliqieea (Po; P1; P») anenea une base' -orthogonale &; B;; B,) avec

Bo=Po=1;, Bi=P;=X; B,=P, Pg=X?* ;
et commeRll By (t) B, (t) dt = Rll(t2 )dt= %2 2, on voit qu'il faut prendre = 1 pour

avoir aussi®, ?. B,. Une calcul de normes fournit la base orthonornme€;, = kBk B
correspondante :

2 8
kik? = 2; kX k? = Z; kX2 1=3k*= —;
H 3! _3 451
d'as
1 P3 °%
Qo = P—éi Q1= P—EX; Q2= —P§(X 1=3):
Calcul de la projection orthogonale sur un sous-espace F de E. La cetermination
d'une base orthonornee Iy;:::;h,) de F par la nethode de Gram-Schmidt permet aussi

d'obtenir I'expression en coordonrees de la projection orthogoleasur F. On notera que
dans un espace euclidieE on a toujoursF \ F? = f0g, car un vecteurx 2 F\ F? est
orthogonala lui-méme, ce qui n'est possible par hypotrese qua x = 0. Pour tout x 2 E
on peutecrire

xP xXP
x=x%+x% avec x°=  m;xih 2 F x%=x x°=x hy;xih 2 F’
j=1 j=1
(en e et il est facile de constater quely ; x°? = 0 de sorte quex®? F). On voit donc que
E=F F7;
cecietant valable méme siE est de dimension in nie,a condition queF soit de dimension
nie. Les projections orthogonales ¢ (x) et (- (X) sur F et F? sont donrees par

xXP xp
F(X)= M;xih 2F; £2 (X) = X hy;xih 2F:
i=1 j=1
Remarque 3.29. On observera que le proec d'orthogonalisation de Gram-Schniicevient
a prendre g = & F .(g) ar () est la projection orthogonale deg; sur Fj .
En termes des vecteurs;, les projections s'expriment (sans racines carees) par

X gy xi X gy xi )
'~ _a 2F; > (X) = X —a 2F°:
j=1 mj;e"lq ) j=1 mj;ajlq

F(X) =
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La synetrie orthogonale par rapporta F est donree quanta elle par
e(x) = x% x%=2x% x%+ x%=2x° x=2 (x) x

(soit encore ¢ =2 ¢ Idg), ce qui implique la formule

X X gy xi
F(x)=2 hy;xi b x=2 —
j=1 ERLEL]
Signature et tlreoeme d'inertie de Sylvester. Revenons maintenant a letude des

formes quadratiques eelles de signe quelconque. Skitun espace vectoriel eel de dimen-
sion n et g une forme quadratique de rang sur E. On sait qu'on peut trouver une base

1
0

£ a-am
0

Le noyau deg est Ker(q) = Vect(b+1;:::; 1), sadimension estdimker(q) = n r. On intro-
duit les sous-espaces

a; o
MatB(q):%f % ;
o ::: i

F.=Vect ;1 j ra=9)>0; F =Vect ;1 | nra=ql)<0;
et on note
r. =dimgF, = (nombre de coe cients diagonauxa > 0);
r =dimgF = (nombre de coe cients diagonauxa < 0):
Nous avons par construction une somme directe
E=F. F Ker; r +r =r=n dimgKer(q)

avecq e nie > OsurF,,gdenie < 0surF (et bien sarqg= 0 sur Ker(q)). Il n'est pas
evidenta priori que les dimensionsr, et r soient incependantes de la base orthogonale
choisie. C'est ce qu'a rme le treoeme suivant.

Tleoeme 3.30 (Threoeme d'inertie de Sylvester et ¢k nition de la signature). Soit E un
R-espace vectoriel de dimension nien, et soit g : E ! R une forme quadratique. Soit
B = () une baseg-orthogonale et

r. =cardfj; qlg) > 0g et r =cardfj; g(h) < Og:
Alors le couple(r:;r ) ne cepend pas de la basgorthogonale choisieB. De plus
r« +r =r=rang(g) = n dimgKer(g):
On dit que le couplgr;r ) est lasignaturede q.

Demonstration. Soit B = (§) une autre baseg-orthogonale et soit
e, =cardfj; qB)> 0g et e =cardfj; q(§) < Og:
Comme explique ci-dessus, nous avons deux decompositions emsee directe
E=F. F Ker(qQ=EB, F Ker(g):
Ceci donne en particulier pour les dimensions respectives
ry+r =p +e =1 dimgKer(gQg=n
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Par constructionq > 0 surF, r f0g, tandisqueq OsurP Ker(g). Les deux sous-espaces
vectorielsF. et ®  Ker(g) ne peuvent donc se rencontrer gu'en 0, ce qui fournit une somme
directe
S=F, P Ker(g E:

En prenant les dimensions, on en ceduit

dmgS=r,+e +(n r) n = e rore=r =) B I
Enechangeant les roles d® et & on obtient de m&mer, . etr B , par suiter, = B
etr = e .

Remarque 3.31. Pour calculer la signature d'une forme quadratique, il sut d'utiliser
I'algorithme de Gauss pourecrireq(x) sous la forme d'une somme de cares

q(x) = a1 (x)?+ i+ T (x)?
de formes lireaires incependantes, et de compter les nombres; r de coe cients a qui
sont respectivement> 0 et < 0. Ainsi dans l'exemple 2.11, la signature est (2), dans
2.12 la signature est () et dans 3.11 la signature est (11). Un espace euclidienK; q) de

dimensionn est de signature ; 0). En gereral, la forme quadratique est non cegereee si
et seulement sir. +r = n=dimgE, et cegereee si et seulement sir, +r <n.

4. Formes sesquilin eaires

Le but de la treorie des formes sesquilireaires est principalemenedgreraliser le produit

scalaire, la norme et I'orthogonalie au cas des espaces vectorietsnplexes. Une grande
partie de la treorie est tes similairea celle des formes bilireaires \gretriques. Nous nous
attacherons donc surtouta expliquer les dierences.

Consicerons I'espace vectoriel complexe = C" muni de sa base canonique. On note
z=(z1;::1;2,) 2 C" avec z = x; +1iy; 2C; Xy 2 R:
La \norme canonique" deC" est donree par

kzk? = jz4j2 + 111+ jznj i7i?= xt+ y5

. P— —
soit encorekzk = * jz3j2 + :::+ jzuj2. Pour un autre vecteurw = (wg;:::;Wy) 2 C", nous
sommes ameresa poser
le:wi = Zywi + 0+ Zyw, 2 C;
ce qui donne alors I'expression attendue pour la norme :
te;zi = kzk?:
Si ; sont des scalaires complexes, on voit que
hz:wi= hz;wi; he; wi= he;wi:
L'application w 7! hz;wi est doncC-lireaire, mais z 7! hz; wi n'est pasC-lireaire, elle est
seulementanti-lireaire :

Ce nition 4.1. On dit qu'une forme' : E E ! C sur un espace vectoriel complexe
estune forme sesquilireairesi

X 71" (x;y) est anti-lireaire pour y 2 E >, c'esta-dire

(xy)= " (xy); (X X2 y) = (X y) (X2 )
pour tout 2 C ettousx;xq;X2y2 E,
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y 7! ' (x;y) estC-lireaire pour x 2 E »e, c'esta-dire
G Y)=E (Y Tyt y) = (YD) (X Y2)
pour tout 2 C ettousx;y;yi;y. 2 E.
Une autre formulationequivalente de la sesquilirearie est de i er l'identie de distribu-
tivie
"Xt oXar aYit 2¥2) T 11 (XYt o1 2 (XYt 2 1t (Xaiy)+ 2 2t (X23Y2)

pour tous 1; 2; 1; 22 Cetxy;Xay15y22 E.

Ecriture matricielle d'une forme sesquilireaire. On suppose iciE de dimension nie
n sur C, muni d'une base &;;:::;¢&,). Etant donres des vecteurs
X X
X = Xjg 2E;, y= y g 2 E;
i=1 i=1
I'nypotrese de sesquilirearie de' implique
X X X X XX
C(xy) = gy = X'(e:;¥)= X' §; Y& = XYk (g &)
j:l j:]_ j=l k=1 j=l k=1
Si I'on introduit les coe cients Gy = ' (q;a(g<2 C, ceci devient simplement
L(xy) = Cik X Yk
1 jk n

Inversement, toute expression de cette forme avec des coemwig ¢y, 2 C quelconques e nit
bien une forme sesquilireairée :E E! C.

Ce nition 4.2.  Si E est un C-espace vectoriel de dimension nien, B = (e;;:::;&,) une
base deE, et’ :E E ! C une forme sesquilireaire, on appellenatrice repesentative
de' dans la baseB la matrice complexen n de ses coe cients:

Matg(" ) = C=(ck) =(" (§;8))1 jk n:
SiM = (¢j) est une matricen p @ n lignes etp-colonnes), on appellenatrice adjointe
deM, noee M , la matricep n telle que
M = Vt = (mkj)
obtenue en conjuguant les coe cients et en transposant. Il esvident que (M ) = M. On
prendra garde au fait queM 7! M est anti-liraire (et non pas lireaire) :

(M) = M ; (M1+ M) =M, + My,:

D'autre part, si M, N sont des matricesm petp r quelconques, alors

(MN) =N M :
Comme dans le cas des formes bilireaires, on introduit les matricedarmnes complexes

0 xll 0 yl1

X=@:A; vy=0@:A
Xn Yn
repesentant les coordonrees des vecteussy 2 E dans la baseB. On obtient alors
X 0011 el Clnloyll
L(%y) = GXiY; = X1 i Xy @: :A@:A=XxCY

L@on Ch1 -0 Gin Yn
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La matrice C est uniquement cetermiree par les relations, = ' (g; &). L'espace vectoriel
SesqE) des formes sesquilireaires est donc un espace vectoriel complde dimensiomn?,
isomorphea I'espace des matrices carees complexes n

SesqE) ' My n(C):
Par exemple, sin = 2, on a un espace de dimension complexe 4 ayant pour base les fame
sesquilireaires de matrices
10, 00, 01, 00O
o0’ 120" OO0 01
Si' :E E! C estune forme sesquilireaire, on & nit la forme sesquilireaireadjointe
commeetant la forme

(x;y)="(y;x); 8x;y2E:

La forme" est encore sesquilireaire : en e et on a
(xy)="(:ix)="(;x)= " (Xy)

Gy)="(yix)="(y;ix)= " (Xy):

Comme' (g;&) =" (&;8g), on voit aussi que Mag(" )= C .

Ce nition 4.3. Soit E un espace vectoriel de dimension nie, B =(ey;:::;&,) une base
deE,' :E E! C une forme sesquilireaire eC = Mat g(' ) sa matrice. On dit que

(1) ' est hermitiennesi' =', C =C, Ty =Gk pourtous1l jk n.

(2) ' estanti-hermitiennesi’ = ', C = C, G; = ¢Cxpourtousl jk n.

On utilise aussi la terminologie de forme sesquilireaire \synetrique'du \anti-synetrique”.

Exemple 4.4. Soit E = C%([a; d; C) I'espace (de dimension in nie) des fonctions continues
[a;g! C. Prenonsegalement une fonction continue complexg 2 E. La forme
Zy

"w(fg) = w(x)f (1) g(t) dt

a
est une forme sesquilireaire (\eri cation imnediate). On a
Z z
"w(fig)="w(gif) = w)g®f()dt= w(t)f(t)g(t)dt=" w(f;g):
a a
On voit que ' ,, est une forme hermitienne si et seulement si la fonction est eelle (la

condition ' w(f;g) = ' w(f;g) entrame facilementw W = 0 en soustrayant et en prenant
f(t)=1letg=w W)

Une caracerisation alternative (qui n'existe pas dans le cas bili@re) est la suivante.

Proposition 4.5. Une forme sesquilireaire’ est hermitienne si et seulement si(x; x) est
eel pour tout x 2 E.

Demonstration. En eet, si ' (x;y) = ' (y;X) = ' (X;y) on obtient * (x;x) = " (x;x) pour
y = X, donc"' (x;X) est eel. Inversement, supposons que(x; x) soit eel pour tout x 2 E.
Alors pour tousx;y 2 E

oY) (X)) =T (xFyix+y) (X Yy X Y)2R;
ce qui entrame

Y)Y =y T (sx) T (yx) 2R
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En remplacant y par iy on en ceduit aussi

iCOqy) T (yix) =" (xiy) T (y;x) 2 R:
Si un nombre complexea \eriea la fois a2 R etia 2 R, alorsa = 0. On en cduit que
"(x;y) " (y;x)=0,donc"' est hermitienne.

Remarque 4.6. Comme (' ) = i' , on a de faconevidente
hermitienne ) I' anti-hermitienne; ' anti-hermitienne () I' hermitienne

donc' est anti-hermitienne si et seulement si(x; x) 2 iR (imaginaire pur) pour tout x 2 E.
En particulier, pour ' hermitienne, les coe cients diagonaux \erient ¢; 2 R, tandis que
pour' anti-hermitienne on ag; 2 iR.

Toute forme sesquilireaire’ se decompose de manere unique en une somme

= + ; avec hermitienne et anti-hermitienne,
ces composantesetant cetermirees par les formules

1 1
e _ 1 + 1 . = _ 1 1 :
On en ceduit la proposition :
Proposition 4.7. On a la decomposition en somme directe de sous-espaces meets eels
SesgE) =Herm(E) Antiherm(E)

avec
dimg Herm(E) = dim g Antiherm(E) = %dimR SesqE) = n?:

Demonstration. On a une bijectionR-lireaire
() Herm(E) I Antiherm(E); AR I

En particulier, Herm(E) et Antiherm( E) ne sont pas stables par multiplication par le scalaire

= I, ce ne sont donc pas des sous-espaces vectoriels complexes;dlagscependant que
ce sont des sous-espaces vectoriels eels. On a glBesqE) = 2dim¢SesqE) = 2n?, et
I'isomorphisme () donne bien les dimensions annonees.

Formule de polarisation hermitienne. Soit ' une forme sesquilireaire hermitienne.
La forme quadratique assocee est par ce nition

gx) = ' (X;x); x 2 E:
On sait que g(x) 2 R, par conequent q est egalement assocee a la formeR-bilireaire
(x;y) 7' Re' (x;y) ; on notera que celle-ci est synetrique, car
Re' (y;x)=Re"' (x;y) =Re"' (X;y):

Observons aussi que par rapporta une forme quadratique habglle, g \eri e la propree
suppkementaire

q(x)=j j%q(x); 8 2C;8x2E:
Lorsqu'une forme quadratiqueq \eri e cette propree additionnelle, on dit que c'est une

forme quadratique hermitienne . La formule de polarisation a ici encore pour but de
calculer’' en fonction deg. On part des identies

gx+y)="(x+y;x+y)="0x)+"xy)+ " (y;x)+ " (V;y);
ax y)="x y;x y)="0x) "xy) ")+ iy,
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%q(xw) ax y) =%'(X:y)+

(y;x) =Re’ (xy);

la dernereegalie provenant de ce que' (y;X) = ' (X;y). [Notons que la dernere ligne n'est
en fait rien d'autre que la formule de polarisation appligieea la formeilireaire symetrique
(x;y) 7! Re' (x;y)]. En remplacant y par iy on obtient

7 Ax+iy) alx ly) =Re’(xiy)=Re i' (xy) = Im"(xy);
car pour tout nombre complexea= u+iv,onaRefa) =Re(iu v)= v= Ima Comme
"(x;y)=Re’ (x;y)+ iIm" (x;y), on obtient la formule de polarisation hermitienne

1 . . . .

(PH) T(Gy)= g ax+y) axoy) dalx+iy)+igix y)

Proposition 4.8. Si q est une forme quadratique eelle \eri ant la propree additionnelle
g(ix) = g(x) pour tout x 2 E, alors la formule (PH) c& nit une forme sesquilireaire hermi-
tienne' . C'est donc le cas si est une forme quadratique hermitienne.

Demonstration. L'hypotrese que g soit une forme quadratique eelle implique que

(6y)= 7 dx+y) ax y)

est une forme bilireaire synetrique eelle. On en ceduit que

'(x;y)=%q(X+y) ax y) igx+iy)+iqg(x iy) = (xy) i (xiy)

est une formeR-bilireaire. On trouve par ailleurs

L(xiiy) = % gix +iy) a(x ly) iq(x y)+iqg(x+y) =i' (xy);
tandis que I'hypotrese g(ix) = g(x) implique g(x) = q( x) = g( ix), d'as

L(ixy) = % qix iy) gx+iy) igx+y)+ig(x y) = i' (xy):

Il en esulte facilement que' est hermitienne.

Methode de Gauss. On va expliquer comment fonctionne ici la methode de Gauss dans
le cas hermitien. Les calculs sont un peu plus compliges que dans Is &ela cause de la
pesence de complexes conjugtes dont il faut impgerativementenir compte.

Exemple 4.9. Consicerons dansE = C? la forme quadratique hermitienne
d(z;w) =3zz 2izW+2iwzZ 5ww:

(on notera que les coe cients dezw et wz doivent recessairement &tre conjugles, sinoq
n'est pas eelle et il ne s'agit pas d'une forme quadratique hermitiemn..) La forme sesqui-
lireaire hermitienne assocee est donree par

"((z;w); (2%w9) =322 2iwZl+2izw® Sww’

(seules les conjugLeg et w doivent apparatre pour qu'il s'agisse d'une forme sesquilireaire,
et les coe cients doivent \erier G; = Cyx). La matrice de' dans la base canoniqu
de C? est

3 2

2

MatB(l ) = i 5
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On cherche maintenanta decomposer icig(z; w) en somme de careg’j(z; w)j? de formes
lireaires. Lorsqu'on a un terme care du typez z, on regroupe tout les termes contenant la
variable z, soit ici (en remettant les conjugLes en premier)

. : 2 2 4
3Zz 2iwWz+2izw=3 z+§lw z+§lw §Ww:
On obtient donc
2i 2i 19 19
; =3 +_ +_ ity v :3.\ ; .2 _.‘ ; .2
qzw=3 z+ ZTw z+Sw  TWw=3[a@wWP S a(ziw)]
avec o
(zyw) = z+ glw; To(z;w) = we
Pour trouver une base o(rthogonale, on e ectue I(e changement deordonrees
B=z+ 32w 0 z=e 2w
W= W W= \®
soit
X = LX 0 X = PR

al L est la matrice de la famille de formes lireaires'(; *») et P = L . On trouve donc ici
une base €;; e;) donree par la matrice de passage

p= 1 5 . st &=(1,002C% &= 21 2¢%
- O 1 ’ SOl el_(’) !ez_ §, y

et les formesg et ' s'expriment dans les nouvelles coordonrees par
.., 19
oz;w) = 3jg* < jwj’
_ 19
' ((z;w); (2% wY) = 3 eR° 39\&\&05
3 0

Mat(el;ez)(I ) = 0 19
3

On obtient ainsi une base orthogonalee(;e,), et on voit que q est de rang 2, de signa-
ture (1;1).

Cas greral. Reprenons le cas gereral d'une ;‘(orme quadratique hermitienneirsC"

A(X15::05 %) = Cik X Xk
1 jk n
On va montrer par ecurrence surn que g se cecompose en une somme de cares de modules
de formes lireaires complexes incependantes
xr - -
q=  &jjj* avec;2(C"),a 2R et0 r n
j=1
On suppose d'abord quey comporte un \terme care" non nul, par exemplec;; X;x;. On
regroupe alors tous les termes contenari en factorisant le coe cient c;; 6 0 (qui est eel).
On obtient
C C C
Ci1 Xi1Xq1 + EY:[XQ + 0+ ﬂ7:|_Xn + £72X1 + o+ ﬁinxl .
Cu1 C11 C11 Cu1
Compte tenu des relations de conjugaisaty; = Cy, ceci se factorise sous la forme

C12 G Ci2 (o]
Cit X1+ —Xo+ 11+ =Xy Xp+ —Xo+ 1+ —xXn qUX2riiiXn):
C11 C11 C11 C11
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Si on introduit la forme lireaire
. Ci2 G
(X1 Xn) = Xg b —=Xo+ 1l — X
C11 C11

il vient

Dans le cas ai il n'y a pas de termes cares non nuls, mais seulemelds termes rectangles
non nuls, par exemplec;, X1X, + Cp1 XoX1, ON regroupe tous les termes contenamt; ou X,
et on essaie de les factoriser en un produwi,(x; + :::)(X2 + :::) + conjugLe. Poureviter
decrire 2 fois chaque terme et son conjugle, on se bornera paxemple a necrire que les
termesX; Xy comportant X; (conjugte) ou X, (non conjugte). Ceci donne

_ o Ci3_ Cin_ Cs2 ., Gho_ . e
= Cpp XiXo+ —X X3+ i1+ —XiX, + —x3x2 D+ —=XpXp tconjugle + [ X3:iiXy]
Cio C12 C12 C12

Co3 C C13 G .
= Cio Xpt —Xg+ it =X, Xpt —Xg+ i+ —0x, +conjuge +[Xsz:i:iXn]
Co1 Co1 Ci2 C12

al [X3:::X,] designe des termes qui ne contiennent plus que les variables: ::; X, ou leurs
conjuglees. On trouve ainsi

(X1;:15i %) = AB + BA + @(Xs; 111 Xn)

avec

C C C
A:x1+£x3+:::+ﬂxn; B =cp x2+£x3+:::+—xn
Co1 Co1 C12 C12
Pour mettre g sous forme de somme ou dierence de cares, onecrit simplemen

KB+§A=%(A+B)(A+B) (A B)(A B) :%jA+Bj2jA Bj?

Ceci fait apparatre les deux formes lireaires incependantes

. C C C C
(X X)) = A+ B =X+ £x3+ N S ﬂxn+ Cip Xo+ £x3+ N ﬂxn X
Co21 Co21 C12 C12
C C2 C C1
2(X15 5 Xn) = A BT Xgt oxgH i X, Gy Xpt —oXg+ i+ —0x,
Co1 Co1 Ci12 Ci12
(A; B sont incependantes du fait quec;, 6 0, donc "1; ", le sont aussi). On obtient alors
----- 1 N TR 2 1 N TR PR
a(X1;::0Xn) = > 1(X1; 707 %) > 2(X13 115 %) CF @(Xar i1 Xn);
et on poursuit le calcul avecg qui comporte 2 variables de moing et qui, par hypothese
de ecurrence, se dacompose en somme ou dierence de ozsig = J _, & jj* de formes
lireaires incependantes "3;:::; ', en les variablexs; : : :; X,. Nous pouvons esumer les esul-

tats obtenus comme suit.

Tleoeme 4.10. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension nie munie d'une

en somme de cares
X
q= ajij? avec’;]2E ,g 2R et0 r n
j=1
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al (T1;:::; ) sont incependantes. La forme polaire assocee est la forme sesquilireaire
hermitienne X L
t(xy) = g (%) (y):
1

Si I'on compkte les ' en une basg1;:::; ) de E (par exemple en introduisant les co-
ordonrees " (x) = Xy, qui n'ont pasee utilies dans la methode de Gausg on obtient de
nouvelles coordonree®; = *j(x), c'esta-dire enecriture matricielle ¥ = LX , X = PX
avecP = L !. La matrice de passag® donne une base orthogonale;;:::;e,) dans laquelle

a ..
Mat e,:::e,)(Q) = % ay & avecas;:::;a 60, a4+ = :::=a, =0, r =rang(0Q):

0 Doan

Y=P¢ dau X =(X)P et
"(x;y)=(X) P CP¥¢:

Ceci donne la formule

€=Matg(')=P CP:
Le Theoeme 4.10 peut alors se reformuler ainsi : pour toute méte hermitienneC, il existe
une matrice de passagP telle que€ = P C P soit diagonale de coe cientsa; :::;a, 2 R.
Le raisonnement conduisanta la preuve du treoeme d'inertie d&Sylvester est inchangee par
rapport au cas eel (si ce n'est qu'on consicere les dimensionsrs@).

Tleoeme 4.11 (Treoeme d'inertie de Sylvester, cas hermitien) Soit g une forme qua-
dratiqgue hermitienne de rang sur un espace vectoriel complexe de dimensionn. Il existe
une cecomposition en somme directe

E=F, F Ker(q)

assoceea toute base orthogonal@;:::h,), a F. (resp.F ) est engende par les vecteur
tels quea; = q(h) > O (resp. g = q(hh) < 0), et au Ker(q) est engende par les vecteury
tels quea; = q(h) = 0. Les dimensions

ro =dimcFy; r =dimcF

r +r =r=n dimcKer(g):
On dit que le couplgr+;r ) est la signature deg.
Ce nition 4.12. Si' est une forme sesquilireaire hermitienne sUg et x, y des vecteurs
deE, onecrit x ?. y (ou simplementx ? y) si' (x;y) =0.
On abienx? y, y? x, du fait de la relation' (x;y) = ' (y;x).
Tleoeme 4.13.  Pour tout sous-espace complexe de E, I'orthogonal
F?= y2E;82F; ' (xy)=0

de F par rapporta une forme sesquilireaire hermitienne' est un sous-espace vectoriel
complexe deE. On a toujoursF  (F?)?.
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On ¢k nit ici encore
Ker(' )= E? =fy; 8x2E; "' (x;y)=0g;

Ker(* ) se calcule matriciellement en cherchant le noyau K& = fY; CY = 0g de la
matrice C. L'ensemble des vecteurs isotropes @gx) = ' (x; X) est

Isotrope(@) = fx 2 E; q(x) =0g;

c'est ici un cbne complexe, c'esta-dire qug 2 Isotrope(q) implique x 2 Isotrope(q) pour
tout scalaire complexe . On a en gereral Ker(" )  Isotrope(q), l'inclusion pouvant &tre
stricte.

Exemple 4.14. Sur E = C?, la forme quadratique hermitienneq(zy;z,) = jzij? j zj? est
non cegereee, sa forme polaire’ admet pour matrice dans la base canoniqug

: 1 0

C = Mat B( ) = 0 1
qui est une matrice inversible. On a donc

Ker(" ) = fOg 6 Isotrope(q) = (z1;2) 2 C?; jzij = jz5

Tleoeme 4.15. Si' est une forme sesquilireairenon cgreee (c'esta-dire de noyau
Ker(" ) = f0g) sur un espace vectoriel complexe de dimension nie, alors

dimcF? =dimcE  dimcF et (F?)° =F
pour tout sous-espace complexe de E. On a en particulier
E=F F~
ks queF \ F? = f0g, ce qui est toujours le cas si est & nie positive.

Tleoeme 4.16  (Iregalie de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace vectoriel complexe muni
d'une forme hermitienne' de forme quadratique assoceg semi-positive. Alors pour tous
X;y 2 E ona

P—P ——
(Yl ko xkkyk="qx)  oly):

De plus, sig est & nie positive, legalie a lieu si et seulement si les vecteursx, y sont
C-lireairement cependants.

Demonstration. On a cep obserne que la forme quadratique hermitienneq est assocee a
la forme R-bilireaire symetrique (X;y) = Re' (X;y). Pour x;y 2 E (vu comme espace
vectoriel surR), l'iregalie de Cauchy-Schwarz eelle implique donc

o . P—P —
jRe" (x;y)] a(x)  ay):
Utilisons uneecriture du nombre complexez = ' (x;y) en coordonrees polaires :
tay)=re s r=§ ()i
Nous avons
r=e'"(xy)="(e x;y)=Re ' (€ x;y)
puisquee ' = @ etr 2 R,. On en ceduit
. : o P—0P P p
' (xy)i= Re ' (e xy) qe x) aly)= alx) ay):

Si g est ¢k nie positive, on sait d'apes le cas eel que legalie a lieu si et seulement si
€ X ety sont R-lireairement cependants. Ceci entrame bien que, y sont C-lireairement
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cependants. Reciproquement, six, y sont C-lireairement cependants, on a par exemple
y= x avec 2 C,etil vient

P__p_  pP_p__
xy)= "t (xix) = q(x); ax) ay)=1Jj ax) ax)=j jax):
Par consquent on a bierj' (x;y)j = P @p q(y) dans ce cas.

Corollaire 4.17. Si q est une forme quadratique hermitienne semi-positive, on a
Ker(q) = Isotrope(q);
et q est & nie positive si et seulement skKer(qg) =0.

Exemple 4.18. Soit E = C%([a; j; C) I'espace des fonctions continueslj! C.Siw 0
est une fonction continue surd; b, la forme
YA b
“w(fig) = w(t)f(t)g(t)dt
a
est une forme sesquilireaire hermitienne, de forme quadratiquesasee semi-positive
b

a(f)= w()jf ()j*dt 0

a

On en ceduit l'iregalie de Cauchy-Schwarz

Z . M ars S ars
() w(t) f (1) g(t) dt w(t) jf (1)j2dt w(t) jg(t)j>dt:

a a a

Observons quey, est ¢ nie positive ces que w > 0, ou méme ces quev 0 ne s'annule
qgu'en des points isoks : l'inegrale d'une fonction continue 0 non nulle est strictement
postive, doncq,(f) = 0 entrame wjfj2 = 0, et donc f (t) = 0 en tout point t 2 [a; au
w(t) 6 0 ; mais siw ne s'annule qu'en des points isoks, ceci entraYi€t) = O partout. Dans
ce cas, legalie a lieu dans () si et seulement si les fonctiong, g sont proportionnelles, i.e.
s'il existe 2 Ctelqueg(t)= f (t) pourtoutt 2 [a;H, ouf (t)= g (t) pourtoutt 2 [a; .

Ce nition 4.19. On appelleespace hermitienun espace vectoriel complexe muni d'une
forme quadratique hermitienneg ce nie positive, et de sa forme sesquilireaire hermitieme
assocee' . On la note en gereral (x;y) 7! hx;yi = ' (X;y) et on appelleh;yi le produit
scalaire complexe

Proeca d'orthonormalisation de Gram-Schmidt et projec tions orthogonales. SiF
est un sous-espace complexe de dimension nie d'un espace hermitien ), le proede d'or-
thonormalisation de Gram-Schmidt permet de cdeterminer une baseorthonornee

On utilise les m&émes formules que dans le cas eel : on calcbhje= Kllkal, puis de proche
en proche par ecurrence suj
Xt oo 1
() &=3  Mgib=a §.@&) () b= s
_ 8;
k=1
De faconequivalente, on peut calculer directement leg; en prenante; = a; et

. Ximgai
¢ 578 fagad ™



44

On a ici encore une cecomposition en somme directe orthogonale
E=F F?;
et les projections orthogonalesg :E! F, > :E! F7 (resp. les synetries orthogonales
£, g» deE par rapporta F et F?) se calculent par les formules
xXP xp ,
F(x) = Hy;xih 2 F; 2 (X) = X My;xih 2 F7;
j=1 j=1
xP
F(X)=2 g(X) x=2 Hy ;xi b X;
i=1
xr) -
Fr(X)=x 2g(X)=x 2 My;xih = g(x):
j=1
Il faut juste prendre garde au fait de placer le vecteux du bon coe des produits scalaires
complexes, pour tenir compte de I&-lirearie.

5. Normes et distances, m ethode des moindres carr  es
Soit (E; h; 1) un espace euclidien ou hermitien, dtxk = P hx; xi la norme assocee. Pour
tous x;y 2 E, nous avons
kx + yk? = I+ y;x + yi = ;o xi + hx;yi + hy;xi + hy;yi;
et commehy; xi = hx;yi on obtient la formule gererale
() kx + yk? = kxk? + 2 Rehx; yi + kyk?:
(la partie eelleetant bien sOr sans e et dans le cas euclidien).
Tleoeme 5.1  (Iregalie triangulaire) . Pour tousx;y 2 E on a
kx + yk k xk+ kyk;
et legalie a lieu si et seulement six;y sont R-colireaires et de méme sens, c'esta-dire s'il
existe 2 R, telquey= X oux=y.

Demonstration. On peut toujours se ramener au cas euclidien en remplecant au basle
produit scalaire hermitien complexe par le produit scalaire euclidienet hx; yir = Rehx; yi.
Il sut donc de raisonner dans le cas euclidien. L'iregalie de Cauclj-Schwarz implique

h<;yi jh x;yij k xkkyk
et lesegalies ont lieu si et seulement sk;y sont R-colireaires et de méme sens. D'apes la
formule (), on en ceduit
kx + yk? k xk?+ 2kxkkyk + kyk?:

c'esta-dire

kx + yk?  (kxk + kyk)?:
En prenant la racine caree, on obtient le esultat voulu, et legalie se produit si et seulement
si x;y sont R-colireaires et de méme sens.

Il est souvent utileegalement de savoir minorer la norme d'une sonmende vecteurs :

Proposition 5.2. Pour tousx;y 2 E, on a
kx + yk  kxk Kk yk:
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Demonstration. L'iregalie triangulaire appligireea x°= x+ y et y°= y donne
kxk = k(x+y)+( y)k k x+ yk+ kyk;

donckx + yk k xk k yk. Enechangeant les rbles de& et y on obtient de méme liregalie
kx + yk k yk k xk, ce qui cemontre la proposition. On pourra \eri er ici que legalie se
produit si et seulement six;y sont R-colireaires et de sens contraires.

Une autre congequence imnediate de la formule § est le \treoeme de Pythagore gereralise™ :

Tleoeme 5.3.  Soit (E; h; i) un espace euclidien ou hermitien. Alors pour tous;y 2 E,
on a

kx + yk? = kxk?+ kyk? ()  Re(x;yi)=0:
En particulier, si E est un espacesuclidien on a
kx + yk? = kxk®+ kyk® (  x?y:

Les deux propositions suivantes sont souvent tes utiles.

Proposition 5.4. Soit (E; h; i) un espace euclidien ou hermitien, et soiemt;:::;xx 2 E
une famille de vecteurs deuxa deux orthogonaux. Alors on a

kxq + 010+ Xk? = kxok? + 1o+ kxek?:

hx;;xji =0 pour tout i 6 j:
Mais alors, on a

X
Kxp+ 214 Xgk® = Mo+ D004 XX+ i X = X, X;i:
i
Mais puisquetx;; x;i = 0 pour tout i 6 j, on obtient
Xk
kxy+ 10+ xek®> = g xgi = kx; k?;
i=1 i=1
ce que I'on voulait cemontrer.
Proposition 5.5.  Soit (E; h; i) un espace euclidien ou hermitien, et soierd;;:::;a 2 E
une famille de vecteursion nuls deuxa deux orthogonaux. Alorga;;:::;a) est une famille
libre.
Demonstration. Soient ;:::; « 2 K tels que

@1+ i+ ag =0g:
Soitl j k.Ona
hgj; 1a1+ i+ ai = hgy; Ogi = 0;

et donc
X«
ihgy ;a1 = 0:
i=1
Puisque lesa; sont deuxa deux orthogonaux, cela secrit
ihgj; a1 =0:

Puisque par hypotreses; 6 0,onahg;;ai > 0, etdonc ; = 0. Ceci acleve la cemonstration.
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Le treoeme suivant donne une caracerisation de la projectia orthogonale comme solution
d'un probeme de minimisation, qui gereralise une propree bien connue de la projection
orthogonale d'un vecteur deR? ou R®.

Proposition 5.6. Soit (E; h; i) un espace euclidien ou hermitien, et sok un sous-espace
de E de dimension nie. Soitx 2 E. Alors la projection orthogonalev = ¢ (x) estl'unique
ekment v 2 F \eri ant
kx vk=min kx wk:
w2F

Demonstration. Par ce nition de la projection orthogonale v = ¢ (x), nous avons
X=V+(X V) V2F; x V2F?:
Soitw 2 F. On peutecrire
X w=(v w+(x V) v W2F; x Vv2F?
et le treoeme de Pythagore donne
kx  wk®= kv wk®+ kx vk
Ceci implique bienkx wk k x vk, avecegalie si et seulementkv wk = 0, c'esta-dire
Siw=v.

Ce esultat permet souvent de esoudre des probemes de mimisation { peciement ceux
qui mettent en jeu des formes quadratiques { c'est la nethode ditdes \moindres cares".

Exemple 5.7. Consicerons le probeme suivant. On veut mesurer une donreg (pH d'une
solution, temperature) en fonction d'un paranetre x (concentration d'un ion, temps). Consi-

ne sont pas aligres.

Comment trouver la droite de meilleure approximation, c'esta-direla droite dequation
y = x + telles que les points treoriquesQ; = (X1; X 1+ );::5;0Qn = (Xp; X n+ )
soient les plus proches possibles des points exgerimentale :::; P, ?

Plus peciement, comment choisir la droitey = x + telle que
d:= P1Qi+ :::+ P,Q3
soit minimale ?
On veut donc trouver ; 2 R? tels que
di=(yr (x1+ D*+:i+(ya (xa+ ))?
soit minimale. Posons
- min 0.1 0. 1 0,1
X1 V1 1
X=@:A; Y=@:A et U= @A;
Xn Yn 1
On voit facilement que
0 1
yi (X1+ )
Y (X + U)= @ A
Yn (Xat )
et donc
d=kY (X + U)k%
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PosonsF = Vect( X;U). On veut donc minimiserkY VK, lorsqueV decrit F. D'apes les
proprees vues ci-dessus, le minimum est obtenu pour la projégon orthogonaleV = ¢ (Y).
Les coecients et seront alors donres par la relation

F(Y)= X + U

Posons
Xi+ i+ X + i+
X = 1 n; 7: yl yn:
n n

Appliquons l'algorithme de Gram-Schmidta la base &;;a,) = (U; X) de F. Onab, = U
et

hU; Xi 1

—_U=X XU; = —ay:
hJ; Ui & kaok 2
Ora, = X XU est le vecteur ayant pour composantes, X, et on a donc

F(Y) = hoYib+ Hy Yiby = I‘U;UiU+|‘H2;aziaz

Q = a h bl;azibl: X

X
(Xi  X)yi
= yU+ o—— (X XU):
xi X 2
i=1
On remarque que
X X X
(Xi Xy = XiYi nxy = (Xiyi  XY);
i=1 i=1 i=1
ce qui donne
X 0 X 1
(Xiyi  XY) (Xiyi  XY)
F(Y):‘;1 X + By 7‘; U= X + U
xi  x)? i x)?
i=1 i=1

Ainsi, la droite de meilleure approximation est donree pay = x + , soit encore
X

(Xiyi  XY)
y= S (x
(X X)?

X)+ V.

Exemple 5.8. On cherche maintenanta approximer une fonctiorf : [a; ! R par une
droitey = x + . Dans ce cas, la nethode peedente ne fonctionne plus telle glie, puisque
I'on doit a priori consicerer une in nie de points.

L'icee est de consicerer un grand nombre de points sur le grapheed, dont les abcisses sont
egulerement espaes P; = (Xq;f (X1));:::; Py = (Xn;f(Xn)), avec x; = a+ (b_a)i et de

consicerer la droite de meilleure approximation pour ces points. BiesOr, plusn est grand,
meilleure sera l'approximation. L'entiernetant »>e, on doit donc minimiser

di=(f(x)) (xa1+ DP+iii+(f(xn) (xn+ )=
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Ceci revient aussia minimiser

X.I .
Sn = % (f(xi) (xi+ ))?% avecx; = a+ (b na)l

D'apes la treorie de l'inegrale de Riemann, la sommeS, converge vers
Zy
(f(x) (x + ))2dx:
a

En particulier, S, est tes proche de cette inegrale lorsquen est su samment grand. Il est
alors naturel de e nir la droite de meilleure approximationy = x + comme celle qui
minimise l'inegrale ci-dessus. Ce genre d'inegrale s'interpete savent comme lenergie d'un
syseme. Ainsi, le probeme de minimisation peedent revienta demandera minimiser cette
energie.

Consicerons par exemple le probeme de minimisation suivant : trorer ; 2 R tel que

l'inegrale
Z _
2 2
COSX X “dx
0

soit minimale. Pour cela, on introduit I'espace vectoridt des fonctions continue$ : [0;5]! R,
et la forme 7

h:i:E E! R (kg)7!  f(X)g(x) dx:
0

On sait queh; i est un produit scalaire euclidien suE. Consicerons le sous-espade de E
engende par les fonctionsx 7! 1 etx 7! x, c'esta-dire

F=1fx7 + x;; 2Rg:

Le probeme de minimisation se reformule alors ainsitrouver v 2 F tel quekcos vk soit
minimal. D'apes la Proposition 5.6, cela revienta dire quev = g (x 7! cosx). On cherche
donca calculer la projection orthogonale dex 7! cosx sur F.

Appliquons le proed de Gram-Schmidta la basea; = (x 7! 1), a, = (x 7! x) deF. On a
r_ r

) 2 2 : 2 : 2
kayk®= 57 b= —a= x71 = M= —heyaian = ——a = o
2 8 4
et
@&=a hb:aibj=a -a:x7'x = kakz—g— ; b, = 1a'
2 2 y A2 2 4 1 - . 41 2 3 4 ’ kazk 2.
On obtient en ¢ nitive
ha,; cos ha,; cos

v= g(cos)=Hhy;cosh + hy;cosh, =

a+ a,:
katk? “' " kegk? C
Un calcul explicite donne

hey;cos =1;  hap;cod = (x =4)cosxdx= 4 L
0

96

2
V(X) = —+ — 2 1 x 2 " 1:158469 0:66443%:
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Exemple 5.9. Dans une situation plus gererale, on cherche a approximer uneohction
f :[a;d! R parune fonctionv appartenanta un sous-espace vectoriél = Vect(ay;:::;ap)
de C°([a; d; R), de facona ce que l'inegrale

b(f () v(x))dx

soit minimale lorsquev cecrit F. Comme peecdemment, le calcul consiste a utiliser la

methode de Gram-Schmidt pour trouver une base orthogonal@q;:::;@,) (resp. une base
orthonornee (by;:::;h)) de F, et on prend
xP _ xP cfi
v= g(f)= HM;fib= ha{. -8,
i=1 i=1 hei; i

6. Endomorphismes sym etriques, anti-sym etriques, orthogonaux et unitaires

On suppose ici queE est un espace vectoriel euclidierK(= R) ou hermitien (K = C) de
dimension nie n = dimg E, et on note (;y) 7! hx;yi le produit scalaire deE. Fixons

une base orthonornee €;;:::;&,). Si X = (x;) et Y = (y;) sont les matrices colonnes des
vecteursx;y 2 E dans la base ¢ ), on peutecrire
X
hX,yI = Yj yj = XY

j=1
(la conjugaisonetant sans e et siK = R, dans ce caM = M! pour toute matrice eelle).

Theoeme 6.1. Soitu 2 L¢(E;E) = Endk(E) un endomorphisme de matricA dans la

que

8x;y 2 E; hu (x);yi = I u(y)i:
De plus, on a

Mate)(u)= A = Mat)(u)
On appelleu I'endomorphisme adjointde u.

Demonstration. Le vecteuru(y) admet pour matrice AY, on a donc
h; u(y)i = X (AY)=(X A)Y =(A X) Y:

Si I'on e nit u comme etant I'endomorphisme de matriceA , on a donc bien la relation
voulue hu (x);yi = hx;u(y)i. Il n'y a pas d'autre choix possible, car sB est la matrice
de u, la relation hu (x);yi = hx;u(y)i se traduit par (BX) Y = X (AY), c'esta-dire
X (B A)Y =0 pour toutes matrices colonnes(; Y . Ceci entraneB A =0 lorsqu'on
consickre tous les couplesx(y) = ( g ; &) de vecteurs de base, donB = A .

La ce nition de l'adjoint implique aussitét que (u) = u. On prendra garde au fait que
I'adjonction est anti-lireaire : ( ju; + ,Uy) = 1u;+ ,U, lorsque 4; ,2 C.
Ce nition 6.2. On dit que

u est un endomorphisme synetriqu¢K = R), resp. hermitien(K = C), siu = u.

u est un endomorphisme anti-synetrique, resp. anti-hermgn, siu = u.

On utilise aussi indieremment la terminologie \endomorphisme symnetrique” ou \endomor-
phisme anti-synetrique" dans le cas complexe.
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Exemple 6.3. SoitF un sous-espace vectoriel de, et  : E! F laprojection orthogonale
sur F. Si on utilise la cecomposition en somme directe
E=F F7?; x = x%4 x% y=yo0+ y0 x%y02 F; x0y00 F?
nous obtenons
h;yi = k% yd + x%y%%:
Comme ((x) = x%et g(y) = y° ceci donne en particulier
h; e(y)i = O+ xPy% = x%y3 = xCyo+ yO = h ¢ (X);yi
et on voit donc que ¢ = ¢ est un endomorphisme synetrique. La synetrie orthogonaler

est donree par ¢ =2 ¢ Idg, etcomme (Ick) =Idg, on voit que ¢ =  est aussi un
endomorphisme synetrique.

Le treoeme suivant relie les caraceristiques geomnetriquesd'un endomorphismeu et celles
de son adjointu .

Tleoeme 6.4. Soitu 2 L x(E; E) un endomorphisme d'un espace vectoriél euclidien ou
hermitien de dimension nie. Alors

Ker(u)=Im(u) ~;

Im(u ) = Ker(u) 7

Si S est un sous-espace de stable paru, i.e. u(S) S, alors son orthogonalS” est stable
paru,ie.u (S?) S?.

Demonstration. Soit x 2. On ax 2 Ker(u ) si et seulement siu (x) = 0, ce quiequivaut

a hu (x);yi =0 pour tout y 2 E du fait que le produit scalaire est suppos non cegeree.

Commehu (x);yi = hx; u(y)i, ce terme s'annule pour touty si et seulementx est orthogonal

a Im(u) soit x 2 (Im(u))?. Ceci cemontre la premereegalie. En remplacant u par u dans

celle-ci, on obtient Ker(t) = Ker(u )= (Im u )?, donc en passant aux orthogonaux
Ker(u) ~ = (Im(u))? 7 =Im(u)

et la deuxeme egalie s'ensuit. Supposons maintenant quei(S) S et soitx 2 S?. Alors
pour tout y 2 Sonau(y) 2 S, donc
hu (x);yi = hx;u(y)i =0
puisquex 2 S?. Ceci montre bien queu (x) 2 S?, doncu (S?) S°.
Comme exemple, on va consicerer le cas des projections et synes obliques relatives a

une cecomposition en somme directE = F° F% avecF°et F®non (recessairement)
orthogonaux. Pourx 2 E, on note

x = x%+ x%9 x02 F® x00p Fo0 ropodX) = X% popoo= x%  x%
@ ropooest la projection surF°paralelementa F¥et ropw=2 rorw Idg la synetrie par
rapporta F°paralelementa F% Rappelons la caracerisation des projections et synetries.

Tleoeme 6.5. Soient p;s 2 Lk (E;E) des endomorphismes d'un espace vectorkel de
dimension nie. Alors

p est une projection si et seulement g9 p = p. Dans ce cas,p est la projection sur
FO=Im( p) paralelementa F= Ker(p). De plus

FO=Im(p)=Ker(p Idg)=fx2 E; p(x) = Xg:
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s est une synetrie si et seulement s§ s=1Id ¢ (i.e. s est une \involution"). Dans ce cas,
s est la synetrie par rapporta F°= Ker(s Idg) = fx 2 E; s(x) = xg (vecteurs invariantg,
paralelementa F®=Ker(s+Idg)= fx2 E; s(X) = xg.

Demonstration. La projectionp = ropwetlasynetrie s= roroo\eri ent bien les proprees
enonees. Reciproquement, supposong p = p et soient F°= Im( p), F%= Ker( p). Alors
pour tout X 2 E on peutecrire

x=x%+ x%  x%=p(x); xP=x pX):

Nous avonsp(x%) = p p(x) = p(x) = x° tandis quep(x’y = p(x) p p(x) =0. Ceci montre
bien quex®2 F°= Im( p) et x%°2 F%= Ker( p). \eri ons maintenant que F°\ F%= fQg :
soit x = p(v) 2 FO=Im(p). Six 2 F%°= Ker(p), alorsx = p(v) = p p(v) = p(x) =0

doncx =0. Enn, on a bien Im(p) Ker(p Idg)dufaitque(p Idg) p=p p p=0,
et inversement il estevident que

Ker(p Idg)=fx2E; p(x)=xg Im(p):

Les proprees relativesa s se cemontrent en posants = 2p Idg, ce quiequivauta prendre
p= %(s+ Id ). La propret d'involution s s=Idg implique

p p= % S S+2s+ldg) = %(s+ldE): P
et on voit que F%°= Ker(p) = Ker(s+Idg), F=Ker(p Idg)=Ker(s Idg).

Exemple 6.6. Consicerons une projection obliquep = ropo. Alors p p = p implique
P p = p,cequimontre quep est encore une projection. Or Keg( ) = (Im( p))? = (F9?
et Im(p) = (ker(p)? = (F%’. Ceci impliquep = (roy2.(r9>, autremennt dit on a la
formule

( ,:o;Foo) = (F9?(F9? .
Larelation s=2p Idg donne de méme la relation entre les synetries obliques :

( |:o;|:oo) = (F9? (F9? .
Corollaire 6.7. Un endomorphismep 2 L (E;E) est une projection orthogonale si et
seulement sip p = petp = p. Un endomorphismes 2 L¢(E;E) est une synetrie

orthogonale si et seulement s s=Idg ets = s, autrement dit le caracere orthogonal de
ces endomorphismes est caracerie par la condition de sgtrie u = u.

Demonstration. On sait que la conditionp p = p implique I'existence d'une somme directe
E=F° F%ellequep= fropoc COmmep = (ru°.roe, la condition p = pequivauta
prendre F%°= (F9?. M&me raisonnement pous.

Endomorphismes orthogonaux et unitaires

Theoeme 6.8. Soitu 2 L ¢(E; E) un endomorphisme d'un espace euclidien ou hermitien
E de dimension nie surK = R ou C. Les proprees suivantes sontequivalentes

(1) u peserve la norme: 8x 2 E, ku(x)k = kxk ;

(2) u peserve le produit scalaire: 8x; y 2 E, hu(x); u(y)i = h;yi ;
(3)uestinversibleey =u () u u=u u=ldg;

(4) il existe une base orthonormedh ). ; , telle que l'image(u(ly)) soit orthonornee;
(5) pour toute base orthonormeglhy ), j n, limage (u(h)) est une base orthonornee.

On dit alors queu est un endomorphismerthogonal (K = R), resp. un endomorphisme
unitaire (K = C) ; dans les deux cas, on dit aussi queest uneisonetrie.
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Demonstration. 1l est clair que (2)) (1) en prenantx = y. L'implication (1) ) (2) esulte
de la formule de polarisation. Par exemple dans le cas eel, l'invariande la norme implique

hu(x); u(y)i =

:;"rkx+yk2 k x yk2 = hx;yi:

Remarquons maintenant que si I'on remplace par u(x) dans la formule d'adjonction
hu (x);yi = hx; u(y)i il vient

ku(x) + u(y)k® k u(x) u(y)k® = % ku(x + y)k? k u(x y)k?

hu  u(x);yi = hu(x);u(y)i:
On en ceduit
hu(x);u(y)i h x;yi=hu  u(x) x;yi=hu u Idg)(x);yi:
Cette expression est nulle pour toug;y 2 E si et seulement su  u Idg =0, c'esta-dire
u u=Idg. Mais commeE est de dimension nie, ceciequivauta dire queu est inversible
(det(u) 60) et u 1= u . On voit ainsi que (2) et (3) sontequivalents.

Montrons maintenant que (2)) (5) : on observe simplement que l'invariance du produit
scalaire implique

hu();u(b)i = ;i = x (=1 sij =k, =0sij 6 k).
L'implication (5) ) (4) estevidente (on utilise tout de méme I'existence de bases odh
normees pour tout produit scalaire positif ngn degeree !) Pour boucler la bgsicle, il reste
a voir par exemple que (4)) (1). Orsix =, ; | Xjby nous avonskxk® = | ; | jx;j?
puisque la IQasetg) est orthonornree, et legalie u(x) =, ; ,x;u(h) implique de méme
ku(x)k? = = | j LiXjj? si la base ((h)) est orthonornee. Si (4) est \erie, on voit donc
que u peserve la norme (propree (1)).

Corollaire 6.9. Soit (e;;:::; &) une base orthonornmee dé& et A = Mat (¢)(u) la matrice
d'un endomorphismeu 2 L «(E;E). Alors u est orthogonal, resp. unitaire, si et seulement
si la matrice A = (&) \eri e 'une des conditionsequivalentes suivantes

(1) A estinversibleetA = A () AA =A A=1, (matriceunie n n);

(2) les vecteurs colonne€y = (@)1 j » forment une base orthonormee d&" pour le pro-
duit scalaire usuel.

(3) les vecteurs lignes; = (ax)1 « » forment une base orthonornee d&" pour le pro-
duit scalaire usuel.

Une telle matriceA est appeke matrice orthogonalécas eel), resp. unitaire (cas complexg

Demonstration. On raisonne dans le cas des matrices complexes, qui contient le ea& r
Lequivalence de (1) et (2) esulte de lequivalence de (3), (4)et (5) du treoeme peedent.
Maintenant, si A est unitaire, alorsB = A' I'est aussi (et eciproquement) :

B '=(A)'=(A)=(A)'=(A) =B :
Comme les lignes dé\ sont les colonnes d&, on voit que (2) et (3) sontequivalents. On
peut voir aussi queA est unitaire si et seulement sA est unitaire.

Theoemes spectraux . En dimension nie, le spectre d'un endomorphisme est par ¢ nition
I'ensemble de ses valeurs propres. La treorie spectrale est leke des valeurs propres et vec-
teurs propres des endomorphismes gventuellement gerera&esa la dimension in nie, an
de prendre en compte des operateurs tels que l'operateur de I8edinger de la mecanique
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guantique...). Mais il faut bien commencer par le cebut, et nous allongi nous conten-
ter de la theorie spectrale des endomorphismes synetriques, taeynetriques, unitaires et
orthogonaux en dimension nie.

Theoeme 6.10 (theoeme spectral, cas complexe) Soit E un espace hermitien de dimen-
sion nie n=dimcE, etsoitu2 L ¢(E;E).

(1) L'endomorphismeu est hermitien(u =u) si et seulement possde une baserthonornee
(h)1 j n de vecteurs propres assoces a des valeurs propreelles , i.e. u(h)= b,
i 2 R. On a alors

0 1
1 i 0
Mat(Q)(U) = % j g ; j 2 R:
o :::
(2) L'endomorphismeu est unitaire (u = u 1) si et seulementu possde une basertho-
normee (); ; » de vecteurs propres assocesa des valeurs propres de module ], i.e.
ulh)= b, ;2C,j;j=1.0naalors
0
1 .o 0
Mat(ta)(u)=%75 j K i2C jji=1
0O :::
(3) Dans les deux ca$l) et (2), les sous-espaces propr&s S° assocesa des valeurs propres
, Odistinctes sont orthogonaux entre eux.

1

Demonstration. Pour (1) et (2), on raisonne par ecurrence sun = dimcE. Sin =1 la
matrice A de u est cep diagonale, A = () (et tout vecteur non nul est vecteur propre de
valeur propre !). Nous avonsA = ( ), donc A = Aequivauta 2 R, et la condition
A A =(l)equivauta =] j?>=1. Les esultats annones sontevidents sin = 1.

Supposons maintenant le threoeme cemonte en dimensiom 1. Comme on est sulC, il
existe une valeur propre 2 C (n'importe quelle racine du polyndbme caraceristique) et
un vecteur proprev 2 E assoce, soitv 6 O tel que u(v) = v. Siu = u, nous avons
hu(v);vi = hv;u(v)i, ce qui implique

hv;vi=Hh;vi =) kvk®= kvk®> =) = =) 2 R:
Si u est unitaire, nous avonku(v)k = kvk, donc
kvk=kvk =) j jkvk=kvk =) j j=1:

On voit donc que les valeurs propres sont eelles dans le cadermitien, et qu'elles sont
de module 1 dans le cas unitaire. Choisissons une telle valeur propre = ;, un vecteur

propre assoceb, = Wlkv de norme 1, et soitD = Chb, la droite engendee par ce vecteur
propre.

Cette droite est stable :u(D) D. On sait alors que I'nyperplan orthogonaH = D? est
stable paru . Dans le casu hermitien, nous obtenonsu(H) H, tandis que dans le cas
U unitaire nous trouvonsu (H) H. Cette dernere inclusion est uneegalie caru ! est
bijective et donc dimu *(H)=dim H = n 1 ; par conequentu(H) = u(u (H))= H, de
sorte queH est stable dans tous les cas. La restrictiamy est alors un endomorphisme dd .
Siu est hermitien (resp. unitaire), il estevident de \eri er que u;y est encore hermitien (resp.
unitaire). D'apes I'hypothese de ecurrence, I'hyperplanH, qui est de dimensiom 1, admet
une base orthonorneelf;:::; k) de vecteurs propres pouu;,, avecu(ly) = un () = ;b
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cemonte par ecurrence sur n, puisque les conditionsenoncees en (1) et (2) sont trivialement
su santes.

(3) Supposonsu(x) = x etu(y) = % avecx;y 6 0 et avec des valeurs propres 6 °
Alors siu = u, la relation hu(x);yi = hx;u(y)i implique

hxyi=h; Yi=) ( 9hgyi=0=) ( 9hgyi=0=)h x;yi =0
(on notera que est eel dans ce cas). Lorsque est unitaire, la relation hu(x); u(y)i = hx;yi
implique

hx; Yi=hgyi=) (% Dhyi= (% )xyi=0=)h xyi=0
(du fait que j j? =1 ici). Dans les deux cas, on voit que les espaces prop8sS°® assocesa
et 9sont orthogonaux.

Remarque 6.11. Un endomorphismeau est anti-hermitien si et seulement su est hermitien.
On ckduit alors du threoeme peedent que u est anti-hermitien si et seulement su admet
une base orthonormee If ) de vecteurs propres correspondanta des valeurs propres?2 iR
purement imaginaires.

Nous allons maintenant etudier les analogues de ces esultats Igiee K = R. Le cas
synetrique eel est sans changement par rapport au cas heiten.

Theoeme 6.12  (theoeme spectral, cas synetrique eel). Un endomorphismeu 2 L g(E; E)
d'un espace euclidierE de dimension nie n est synetrique si et seulement su admet

eelle n  n qui repesente u dans la base ). CommeR C, on peut aussi consicererA
comme une matrice hermitienne&n n. On sait d'apes ce qui peede que toutes les valeurs
propres sont eelles. Il existe donc des vecteurs propresleget on peut faire un raisonnement
par ecurrence sur la dimension, exactement comme dans le casrhigien.

Corollaire 6.13 (interpetation matricielle) . Si A est une matrice synetriquen n eelle,

il existe une matrice de passage orthogonale eelle telle que® AP = P AP =D, a D
est la matrice diagonale ayant les valeurs propres 2 R de A comme coe cients diagonaux.
Un esultat analogue est vrai pour une matriceA complexe hermitienne, avec cette fois une
matrice de passag® unitaire.

Remarque 6.14. Pour diagonaliser une forme quadratique eellg, il sut donc de diago-
naliser la matrice synmetrique A qui la repesente en cherchant les valeurs propres et les
vecteurs propres. On fera attention au fait que si des vecteupopres correspondant a
des valeurs propres dierentes sont bien orthogonaux, en remahe des vecteurs propres
correspondanta une valeur propre multiple ne sont pas automatiggment orthogonaux ; si
cette dernere situation se produit, il faut rendre ces vectewrorthogonaux par le proece de
Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonornee...

Ce calcul est en gereral beaucoup plus complige que la nethadde Gauss (bien sor, il peut
toujours se produire des miracles, mais en pratique ceux-ci ne tstequents que dans les
enonaes d'exercices et de probemes de L2 !) On notera que laathode de Gauss, quanta
elle, ne fournit pas a priori une matrice de passade orthonornee ; siK = Q, elle produit
une matrice de passag® dans Q, alors que la recherche des valeurs propres conduit en
cereral (de nouveau, sauf miracle !)a des racines irrationnelledu polynéme caraceristique.
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Exemple 6.15. Consicerons la forme quadratiqueq(x;y) = 3x?> 2xy + 5y? sur R?. Sa
matrice dans la base canonique de? est

_ 3 1

A= 1 5

Le polyndbme caraceristique est donre par
_ 3 1 _ - 2
P( )=det 1 5 =(3 5 ) 1= 8 +14
dont les racines sont ; = 4 + pi, > =4 P 2.Uncalcul de Ker@ 1), = i0u j,
montre que les vecteurs propres correspondants sont
1 1
vy = 1 p 5 Vp = 1+ p 5

Cette base {;; v,) est recessairement orthogonale (ceci esulte du fait que lealeurs propres
sont distinctes, les sous-espaces propresetant alors orthagax), il sut de diviser par les
normes pour obtenir une base orthonornee de vecteurs propre

b, = 1 1 p_ - b = 1 1 D
a+272 1 27 4 22 1+ 2
Dans cette base, la matrice dg devient
p_
_ 4+ 2

La nmethode de Gauss donne quanta ellg(x;y) = 3(x %y)2 + %yz, soit un changement
de coordonreesg = X %y, =Yy) X=Rr+ %g, et donc une matrice de passage (non
orthogonale)

PO=

[N

1

0
vers une based; ) dans laquelle

3 0

Mat(eg;eg)(Q): 0 «“

3

Treoeme 6.16.  Si g, o° sont deux formes quadratiques sur un espace vectofielde di-
est orthonormee pourq et orthogonale pourd.
Demonstration. C'est juste une reformulation du theoeme spectral dans le casynetrique.

orthonormee pour g, et A la matrice de ¢ dans cette base. Il existe alors un matrice de
passageP orthogonale (resp. unitaire) qui diagonalise la matricé de . Ceci fournit une

Theoeme 6.17  (theoeme spectral, cas orthogonal) Un endomorphismeu 2 L r(E; E)
d'un espace euclidierE de dimension nie n est orthogonal si et seulement si I'espade
admet une cecomposition en somme directe orthogonale

E= 1 ::: s D1 i Dy

formee de plans ; et de droitesD; stables pawu, de sorte quay; ; soit une rotation d'angle
et up, = Idp,. Choisissons une base orthonornegg;; ) de ; et un vecteur directeur
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unitaire v; deD;. Alors B = (ag;by;:::; 85 bs;ve; 0115 %) est une base orthonornee d&, et
dans cette base la matrice de est donree par
COoS ; sin; O 0 0 O1
siny cos; O 0 0 0
& = Mat g(u) = 0 0 ;i coss  sing O 0 - = 1
0 ;i sing coss O 0
0 0 s 0 0 1 0
0 0 T 0 0 0O i
Autrement dit, si (e;:::;&,) est une base orthonormee donree d'avance ét = Mat () (u)

la matrice orthogonale repesentantu, il existe une matrice de passage (orthogonalg vers
une nouvelle base orthonornee, de sorte q#e= P AP = P!'AP soit de la forme ci-dessus.

Demonstration. On raisonne par ecurrence sur la dimension. &i= 1, le esultat estevident,
les seuls endomorphismes d'un espaBede dimension 1 sont les homotheties de rapport
2 R, et il s'agit d'un endomorphisme orthogonal si = 1, d'a u= Idg.

Sin = 2, soit (e;&) une base orthonormee deE et A la matrice deu dans cette base.
Alors (u(e;); u(ey)) est une base orthonornee et on peutecrirai(e;) = cos e; +sin e, pour
un certain angle 2 R (qu'on peut choisir sans [p2 [ si on veut). Le vecteuru(e;) etant
orthogonala u(e;) et de norme 1, nous avons seulement deux possibilies,a savoir

u(e) = sin e;+cos e, ou u(e)=sin e; COS ey;
ce qui donne
cos sin cos sin
A= . ou A= )
sin cos sin cos

Dans le premier cas, il s'agit d'une rotation d'angle (les valeurs propres deA sont les
nombres complexes conjuges = € , = e '), dans le deuxeme on \eri e facilement que

1 0
0 1 °

A=p AP, p= C0ST2 sih=2 . o
sin =2 cos=2
il s'agit d'une synetrie orthogonale par rapporta la droite vectorielle D -, d'angle polaire
=2, dont les valeurs propres sont +1 et 1. Dans les deux cas on se ranmenea une base dans

laquelleu a une matrice& = A (resp. & = A9 du type voulu.

Supposons maintenant que le esultat soit connu en dimensionn 1, avecn 3. On sait
d'apes le Theoeme 1.17 queu posede un sous-espace stalbffede dimension 1 ou 2 (une
droite ou un plan). On a une cecomposition orthogonal&E = S S? et on sait queS?
est stable paru, de sorte que la restrictionu;s- est encore un endomorphisme orthogonal.
On obtient alors I'existence d'une cecomposition orthogonale d&’ \eri ant les conclusions
du treoeme par I'hypothese de ecurrence, tandis que surS on applique les observations
cep faites en dimension 1 et 2.

Corollaire 6.18. Siu 2L g(E;E) est un endomorphisme orthogonal, alors
det(uy= q::: (= 1L

Ce nition 6.19. Siu 2 Lg(E;E) est un endomorphisme orthogonal, on dit que est
une rotation (ou endomorphisme orthogonal posijifsi det(u) = +1 et un anti-ceplacement
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(ou endomorphisme orthogonal regalifsi det(u) = 1. On note O(E) (resp.O" (E), O (E))
I'ensemble des endomorphismes orthogonguesp. orthogonaux positifs, regatifs

Remarque 6.20. Les matrices

1 0 . resp 1 0 .
0o 1" ' 0 1
sont des rotation planes d'angle = 0, resp. = , donc on peut toujours ne faire appara’tre
qu'au plus une fois les valeurs propres; = 1 et ; = 1 (de sorte quil y a au plus
deux droites dans la cecomposition en somme directe orthogonal&) dimg E = 3, il existe
toujours une cecomposition orthogonaleE = D et une base orthonorneeB = (a; b;\)
al (a; b une base oghonorrree de etlv un vecteur directe(l)Jr deD = 7 dans iaquelle
cos sin O cos sin 0
Matg(u)= @sin  cos OA ou Matg(u)= @sin  cos 0A
0 0 1 0 0 1

suivant queu 2 O"(E) ouu 2 O (E). Dans le premier casu est une rotation d'axeD et
d'angle , dans le second cas est la compose de cette rotation avec la synetrie orthogonale
(x;y;2) 7' (x;y; z) par rapport au planz = 0. On observera que I'angle n'est e ni qu'au
signe pes (un changement d'orientation de la baseb) de change en ). Chaque plan
j @ u est une rotation d'angle ; corresponda des valeurs propres complexes conjuglees
i =€i, ;=e'i delamatrice deu.

Remarque 6.21. En Physique, le mouvement d'un solide est carackerie par la varian
dans le temps d'un repere orthonorme Mq(t); B(t)), en consicerant le ceplacement d'un
point 2 M, du solide et la variation d'un syseme d'axes orthonorne assoce&u solide.
On s'ineresse ici seulementa la variation de la bas8(t) en fonction du temps.

Choisissons ) = B(0) comme base de etrence. Alor8(t) est donree par une matrice de
passage orthogonal® (t) telle que P(0) = I, (matrice unie n n); le fait que la matrice
soit orthogonale esulte de I'hypotrese qu'il s‘agit d'un solide : les disnce mutuelles de ses
points ne changent pas, donc la transformation doit peserver lnorme des vecteurs.

Maintenant, pour des raisons duesa la Physique, I'application matriellet 7! P (t) doit &tre

continue (et méme en cereral dierentiable, la vitesse de dcepacement ne peut étre in nie...).
Ceci entra'me que 7! det(P (1)) est continue. Comme detP (t)) = 1 et qu'il ne peut y avoir
de saut, et on a donc def (t)) = +1 pour tout temps t, puisque detP (0)) = det(1,) = 1.

Ceci entrame qu'un mouvement de solides ne peut se faire que patations (et ne peut
jamais conduirea un endomorphisme orthogonal regatif).

Reciproquement, toute matrice de rotation A peut s'obtenir par un mouvement continu
t 7! P (t) sur un intervalle de temps unie [Q 1], c'esta-dire tel queP(0) = I, etP(1) = A (et
ceci en dimensiom quelconque,a supposer que notre espace ne soit pas de dimen8ian).

(les valeurs propres 1 sont en nombre pair, on peut les regrouper en rotations planes
d'angle ; = ). On pose alors

ceci donne un mouvement continu (et méme ince niment dierertiable) pour t 2 [0; 1], tel
queP(0)=Q YU,Q=1,etP(1) = A.

Theoeme 6.22  (threoeme spectral, cas anti-synetrique). Un endomorphismeu 2 L r(E; E)
d'un espace euclidierE de dimension nie n est anti-synetrique si et seulement si I'espace
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E admet une cecomposition en somme directe orthogonale

E= . i s K
formee de plans ; stables pamu et du noyauK = Ker( u). Choisissons une base orthonornee
(3;0) de j etune base orthonormedv,;::;;v;) deK. Alors B = (ag; by :: 1 as b ves it )

est une base orthonornee d&, et quittea changerly en b, la matrice deu se met sous
la forme

0 0 . 0 0 i 0 ::: Ol
1 O O O @ 0 ::2 0
AR=Matg(uy=pg0 0 ::: O s 0 10 O: ;>0 r=rang(u)=2s:
0 O ::: 5 0 O0: 0
0 0O ::: 0 0O O0: 0
0 O @0 0 O0::20
Autrement dit, si (ey;:::;&,) est une base orthonormee donree d'avance ét = Mat (¢ )(u)

la matrice anti-synetrique repesentant u, il existe une matrice de passage (orthogonalg
vers une nouvelle base orthonornee, de sorte qée= P AP = P'AP soit de la forme
ci-dessus.

Demonstration. Le sous-espac& = Ker uetant stable, son orthogonalK ? est stable par
u = u, doncegalement paru. La restriction uy - est encore anti-synetrique, on sait que
sa matrice n'admet que des valeurs propres purement imaginairgs= i ;, ;2 R, ;60
(on ne peut avoir ; =0, sinon on obtiendrait un vecteur non nul du noyau dan& ?, ce qui
est impossible puisqué \ K? = f0g). SiK = E, onau=0 etil n'y a riena faire. Sinon,
prenons par exemple la valeur propre; = i 1, on obtient un plan stable ; dans lequel
la matrice assocee est antisynetrique. Ayant choisi une basathonornee (a;;by) de 4, la
seule possibilie est une matrice de la forme
_ 0 1

Mat(al;bl)(uj 1) = 1 0
dont les valeurs propres sont peciement; =i 1, 1= i 1 (il Se peut qu'on tombe sur la
matrice oppose, mais dans ce cas il sut de remplacera(; b) par (a;; by) pour changer
les signes, et on peut donc se ramenera > 0). On raisonne maintenant par ecurrence sur
la dimension deE, en consicerant une cecomposition orthogonal& = ; S. Le noyauK
est recessairement contenu danS, et on appllque I'nypothese de ecurrence pour voir que
S admet une cecompositionS= , ::: s K comme souhait.

7. Coniques et quadriques

On va maintenant appliquer la theorie des formes quadratiquesaetude des coniques et des
guadriques. On se place dans I'espaB muni de son produit scalaire usuel, avec = 2 ou
n = 3 (sauf dans le tout dernier paragraphe an sera quelconque).

Ce nition 7.1. Une conique C est le lieu geonetrique deR? ¢k ni par une equation po-
lynomiale P(x;y) du second dege en les coordonreds;y), c'esta-dire uneequation de la
forme

P(x;y)= ax®>+ bxy+ cy’+ dx+ ey+ f =0:
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On peutecrire une telleequation sous la forme
axy)+ (xy)+f =0
al g(x;y) = ax?+ bxy+ cy? est une forme quadratique suR?, *(x;y) = dx + ey une forme

lireaire et f une constante. Il est utile egalement de plonger le plan dans l'esgaR® et
d'introduire le polyndme \homogeres" de dege 2

Q(x;y;z) = ax?+ bxy+ cy? + dxz + eyz+ fz 2

Ce polyndme est une forme quadratique siR3, et on voit que P (x;y) = Q(x;y; 1). La coni-
gue C est donc l'intersection du cone isotrop€(x;y;z) =0 avec le planane = fz=1g.
Or, en diagonalisantQ par un calcul de valeurs propres, on trouve de nouvelles coordess
orthonornees (g; g; 2) dans lesquelles lesequations deviennent

Q(x;y;z)= ®?+ ¢’+ B?>=0; ©uR+ ve+ we=1:
Ceci permet de repesenter classiquement les coniqgues commes skections planes de cones ;

en fonction de la position relative du plan et du cébne, on peut obteniercles, ellipses,
paraboles et hyperboles (cette descriptionetait cecp connueades Grecs::) :

Cercle, Ellipse Parabole Hyperbole

Nous allons maintenant classer les coniquesa isonetrie pes, auayen de diagonalisations
et de eductions successives de lequatioR (x;y) = 0.

Classi cation euclidienne des coniques. On cherche pour cela unequation eduite

de la conique. On commence par diagonaliser la forme quadratigu(e; y) = ax?+ bxy+ cy?
dans un repere orthonorne ; on pourrait calculer valeurs props et vecteurs propres, mais
en dimension 2 il est plus rapide d'e ectuer directe(ment une rotatiosous la forme

X _ u v B 0 X= UR Vg
y v u ¢ y = VR + ug
Apes substitution dans P(x;y) = q(x;y) + dx+ ey+ f il vient
P(x;y)= a(ue vg)’+ b(ur vg)(ve+ ug)+ c(ve+ ug)’+ d(ur veg)+ e(ve+ ug) + f
= (au®+ buv+ cVP)R?+ ((c  a)2uv+ b(u®> Vv))eg+(av? buv+ cu?)g?
+(du+ eve+( dv+ eue+ f:
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On veut rendre nul le coe cient (¢ a)2uv+ b(u®> v?) de gg. En posantu = cos , Vv =sin
ceci donne la condition ¢, a)sin(2 )+ bcos(2) =0, soittan(2 )= bc a)siaé c et
(par exemple)u = v=1= 2 sia= c. On est ainsi ramerea une expression de la forme

() P(xGy)= B*+ g’+ R+ p+f
Onaici =det(g)= ac P=4,et , sontpeciement les valeurs propres dg. Sigestnon
egereee |, c'esta-dire det(q) = 6 0, on peuteliminer la partie lireaire "(x;y)= r+ @

en observant que

2 2 2 2
() P(x;y) = E+2— + ¢+2— + f 1 4—:X2+Y2+"
et en posant

Bp= 5 %= 5 X=® B, Y=¢ %

On aboutit ainsia kquation eduite
X 2+ YZ2+"=0:
La conique X 2+ Y 2+ " =0 admet le point! : (X;Y) = (0;0) comme centre de synetrie

et les axesX = 0, Y = 0 comme axes de synetries, on dit qu'il s'agit d'uneconique a
centre. Dans les anciennes coordonrees, le centre est donre peg;&) = ( > ), Soit

(Xo;Yo) = (URy  Vey; VBy + UR), est les axes sont les droites de vecteurs directeursv( u)
et (u; V), soit

ux Xxo)+ v(y Yo)=0; V(X Xg)+ u(y VYo)=0:

Pour calculer directement le centre dans les coordonrees initiales) peut aussi observer que

dP = %I:dx+ %dez (2ax+ by+ d)ydx + (bx+2cy+ e dy=2 XdX +2 Y dY,;

le centre (X;Y ) =(0;0) est caracerie par la propree dP =0, ce qui anenea esoudre le
syseme dequations

8

E%z:ZaH by+ d=0

2 @P

T — = bx+2cy+ e=0;
@y Y

dont la solution fournit le centre! : (Xo;Yo) chercle.

Maintenant, si on divise ( ) par " (en supposant” 6 0), on est ramerea l'un des cas
suivants.

Cas @ (q est & nie positive ou regative , = det(q) > 0, ce quiequivauta
; > 0 [signature (2,0)] ou ; < 0 [signature (0,2)] . On trouve alors uneequation
de I'un des 3 types suivants.

X2 Yz

(a) 2 + 5 =1 : c'est une ellipse de demi-axesg; b ou un cercle sia= h.
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Equations paranetriques :

(
a X X = acost)
Y = bsin(t):
X? Y2 et | -
(b = + T 1: c'est 'ensemble vide .
X 2 Y2
(c =z + % =0 : cas cegeree d'une ellipse eduitea son centre.

Cas w ( est de signature (1,1). Quittea permuter les coordonrees, on aboutita une
equation de 'un des 2 types suivants.

X2 Y?
(a) 2z B =1 : c'est une hyperbole de paranetres; hequilakre si a= h.

Equations paranetriques :

( X = acosht)

Y = bsinh(t):

Le changement de coordonrees (non orthonorn#) = 2+ ¥,V = X L ranene I'hyperbole

a lequation classique UV = 1, les asymptotes sontlesaxed = =+ £ =0,V =2 L =0.
X2 Y2

(b 2z 7 =0 : cas d'une hyperbole cegereee en ses 2 asymptotes.

Cas & qest de rang 1. Dans ce cagy(x;y) = &2, 60, et on peuteliminer le terme
lireaire ® par changement d'origine. Ceci conduit au deux cas suivants suivaue le terme
lireaire restant contient Y ou non :

(a) X 2+ Y =0, 60 :ils'agitdune paraboleY = X 2.

(b X 2+ " =0:il s'agit de deux droites paralelesX = ,eventuellement confondues,
ou de I'ensemble vide .
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Cas ww g est de rang 0. Dans le cas cegeree ai g(x;y) = 0, lequation se eduita
une equation ane dx+ ey+ f = 0. On obtient une droite si (d;e) 6 (0;0), et ; ou R?
si (d;e) = (0;0), suivant quef 6 0ou f =0.

Remarque 7.2. Consicerons le cébne de evolution 2(x2+ y?) z2=0, > 0. Le lecteur
\eri era facilement que l'intersection de ce cbne avec le plan= x + de pente 0 est
une ellipse si < , une parabole si = et une hyperbole si > (si =0, il s'agit de
cas cegerees, la conique se eduita un point, une droite oudeux droites scantes).

Description des coniquesa l'aide des foyers.

Consicerons deux points distinctsF, F°du plan, et notonsc = %d(F; F9 leur demi-distance.
Si I'on choisit un repere dont l'origine! est le milieu du segmentH; F9 et dont I'axe !x est
pore par la droite (FF9, on peut supposer qué= = (0;c) et F°=(0; 0.

Cherchons d'abord I'ensemble des pointd = (x;y) 2 R? tels qued(M;F)+ d(M;F 9 = 2a,
aveca > c. La condition skcrit

P+ Y+ xr P y=2a
ce qui implique
(crof+y= 2a D (x 9PryPi=4d da (K QPFYIE(X P+
ou encore (apes transposition et division par 4) :
aIO (x 02+y2=a®> cx =) & (x o?+y? =(a2 cx)?=a* 2a%cx+ A%

Cettﬁ dernereequation se ranenea celle d'uneellipse , car en posant? = a®> ¢, c'esta-dire

b=" a2 c?, on peut la ecrire

X2
(@ Ax*+a%y?=a' ad=a(a? &) | =7 % =1:
[On notera que cettedequation entra’h%en faifxj aetjyj b donca’? cx a? ac>0
et (x 0?2+ y? (a+ )2+ P = 2a?+2ac < 2a, et les deux implications invoqLees
peecdemment sont alors bien desequivalences]. &xcentricie  de I'ellipse est par ¢ nition
Po—0p
p__
e= = aibzz 1 k=2 2 [01[
a a
y
b
M

On peut cemontrer que la tangente et la normalea I'ellipse au poinM sont les bissectrices
des droites MF ), (MF9).
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Cherchons maintenant I'ensemble des poinid = (x;y) tels que d(M;F) d(M;F9 =2a,
aveca < c¢ (l'iregalie triangulaire impose en fait 2a  d(F;F9 = 2¢). La condition s&crit

(+ Pr Y= (X oPry 2a
ce qui implique
(crof+y= L Fry 2ai=(x OF+y' da (x 0Pt yi+ad
ou encore (apes transposition et division par 4) :

2 — 2

P
cx a’= a (x 02+y2 () a®(x 0?+y? =(cx ad)?=cx* 2a%cx+ at

Cette dernere nguation se ramene a celle d'unehyperbole , car en posantt> = &2 a2
c'esta-dire b= " ¢ a2, on peut la ecrire
X2 y2
(¢ a)x? a¥y?=a’d? a‘=aid &) | 2z g b
n notera que si par exemplex 0, cette equation entrame en fait x a et donc
(x+ )2+ y2 at+c > 2a,desorte que la pbemére implicatiorf” esbbien uneequivalence :

on ne peut avoir legalie parasiteeventuelle  (x + €)%+ y? = 2a (x ©2+y2 2a].
L'excentricie  de I'hyperbole est par ¢ nition
P
+P P
e:§=aT= 1+=& 2 JL+1[

<Y

Ici encore, la tangente et la normale e a I'hyperbole sont les bissectrices des droites
(MF), (MF 9 (exercice!)

Ce nition monofocale des coniques. Etant donre une droite (directrice), un point
F 2 (foyer) et un eel e > 0 (excentricie), I'ensemble des pointaV tels que
d(M;F)=edM;)

est une conique. Pour le voir, on peut par exemple choisir un regedans lequelF = O
est l'origine et = fx = kg, k > 0. La condition devient x2+ y2 = ¢gx kj, soit
x2+y2= €(x k)2 ou encore

(1 e)x%+2€kx + y? = k?:

Sie=1, il s'agit d'une parabole Xkx + y?=k*, x=% ly2 Sje6 1, c'est une conique

de centre! =( 192';;0),a savoir une ellipse de demi-axea= ekS1 &), b=ek= 1 &2
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sie < 1, et une hyperbole de demi-axes= ek&? 1), b= ek:IO l1sie>1.0n\rie
facilement que lequation polaire de la conique est donree par

- p

= = ek:
1+ ecos P

Parabole

Excentricie e=1

Description des quadriques de  R3.

Une quadrique est par ck nition I'ensemble des pointsx;y;z) 2 R3 ¢k ni par uneequation
du second dege en 3 variables, c'esta-dire

P(Xy;2) = ax;y;2)+ (Xy;2)+ ¢c=0

a g est une forme quadratique, une forme lireaire surR? et c une constante.

Comme peedemment, on va classer les quadriquesa isonetryges, et pour cela, on cherche
a obtenir uneequation eduite. On commence par diagonaliseq dans une base orhonornee :
cette fois, il convient de calculer les valeurs propres €t; et les vecteurs propres par la
nmethode gererale. On trouve alors de nouvelle coordonreese( g; ) dans lesquelles

P(x;y;z)= R%*+ @2+ B?’+ R+ "g+ B+C

Cas w det(g) = 6 0 (forme quadratique qnon cgreee). On peut alorseliminer
la partie lireaire et il s'agit d'une quadrique a centre. Le centre Ko;Yo; Zo) peut s'obtenir
directement en esolvant lesequations lireaires

et on introduit alors les nouvelles coordonrees
X=r B, Y=¢ @ <Z-=-PB =B

Apes division par la constante restante (si elle est non nulle), cimgement de signe et
permutationeventuelle des coordonreeX;Y; Z, on obtient uneequation eduite  d'un des
types suivants.

(1) Signature (3;0) ou (0;3). Ona 3 cas :
X2 yz z2

(a) 7 + 5 + =z =1 : c'est un ellipsode (ou une sprere sa= b= ¢).



z
c
| b Y
a
X
X2 Yz z2 , , :
(b = + G + 9 = 1:c'estl'ensemble vide .
X2z y2 z2
() —+ — + — =0 cas cegeree d'un ellipsode eduita son centre.
a2 P
(2) Signature (2;1) ou (1;2). Ona 3 cas :
X2 yz 2z2
-+ = : !
(a) 2 7 2 1 : c'est un hyperbolodea une nappe

On peut \eri er qu'un tel hyperbolode est engende par deux aamilles de droites :

r
X2z Yz z2
O @

= 1:c'estun hyperbolodea deux nappeZ = ¢ 1+ = + =

X2 Y2

65
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X2 yz z2
() =z + ¥ @ = 0 (constante nulle) : c'est un cone elliptique ou circulaire.
Cas w la forme quadratique g est de rang < 3. On distingue ces cas en fonction de
la signature deq et de la pesence d'une partie lireaire” ou d'une constantec non nulle.
Par changement d'origine, on peuteliminer dans celles des coordonrees; g; 2 qui corres-
pondenta des valeurs propres non nulles di Apes isonetrie et permutationeventuelle des
coordonrees on aboutit aux situations suivantes.

(3) Signature (2;0) ou (0;2). On a 4 cas

X2 Y? I : .
(a) ' + 5 = Z : c'est un parabolode elliptique (ou de evolution sia = b).

X2 2 , . o
(b = + 5 =1 : c'est un cyclindre elliptique

X2 y?

() =z + T =0 (cas cegeree) : c'est 'axe OZ.
X2 y? , . :

(d) = + i 1 : c'est 'ensemble vide .

(4) Signature (1;1).llya3cas :

X2 y?
(a)§ F_Z'

c'est un parabolode hyperbolique.
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X2 Y? . .
(b 2 T 1 : c'est un cyclindre hyperbolique.
X2 Yz : . , . X Y
() 2z B =0 : il s'agit de la eunion des 2 plans verticaux sacantsg 5 =0.

(5) Signature (1;0) ou (0;1). Nous avons deux cas :
(a) X2 =2pY : cylindre parabolique.

(b) X?=: plan paraleles ou confondus oy .

(6) Signature (0,0). Dans ce cas tes cegeree on retombe sur uneequation a ne
(x;y;2)+ ¢c=0:

Il s'agit d'un plan, de R3 tout entier ou de I'ensemble vide .

Exemple 7.3. Soit la quadrique

X2+ Y2+ 22 +2xy +2xz +2yz + P 3 + IO§y+2:O:

La partie quadratique de lequation estq(X;y; z) = x2+ y?+ z2+2Xxy+2xz+2Yyz ; on s'apercoit
aussitot qu'il s'agit d'une forme quadratique de rang 1 donree pag(x;y;z) = (X + y + z)2.
Pour trouver une base orthonornmee de vecteurs propres il st de consicerer le vecteur
01
1 1
e = p= @A
3 1
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normal au plan = fx+ y+ z=0g et une base orthonornee ; e;) de , ce qui donne
01 0 1 ; 1
1 1 1 5 3
6=p@A; e=p @ 1A; g= Z@1A;
3 1 2 3 21

les vecteurs etant respectivement des vecteurs propres polaés valeurs propres 3, 0 et O.
Soientg; g; 2 les coordonrees dans la nouvelle base. Par construction de cditese, la forme
q(x;y; z) secrit 3 2. Elle est donc de signature (10).

Commex = pLr+ pip+ peety = PR pop+ PR On \erie que lequation de cette
quadrique dans la nouvelle base est

3&2+2g+p§e+2:0;
soit

12 p_. 5
3 e+ - + 2B+ -=0:
E¥3 BT 3

SionposeX = R+ %, Y =p+ 5&—5 Z = ¢, on obtient lequation eduite

3’
X2= péw

il s'agit d'un cylindre parabolique.

Gereralisation : quadriques de R". De nouveau, on ¢k nit une quadrique deR" comme

P(X)=ax)+ (x)+ ¢

al g est une forme quadratique, une forme lireaire etc une constante. Pour trouver une
equation eduite, on commence par diagonaliseq en recherchant une base orthonornee

X
a(x) = q(r) = iR a r =rang(g), ;60:

i=1
On peut cecrire geonretriguement cette situationa l'aide d'une somme directe
R"=S K @ K=Ker(g)=Vect(e.,1;::::6); S=K?=Vect(e;;:::;€g):

Apes avoir eexprime " (x) en termes de;, on voit comme peecdemment que gracea une
translation X; = g g’ dansS (1 i r), il est possible deliminer les variables;;:::;®,
de "(x) en les inegrant dans les cares deg(r). Ceci fournit une forme simpliee

P(x)=gX)+ fe)+e avec Hr)= (1B + i+ B,

forme lireaire sur K .

Si le rangr estegala n, on a recessairemenK = f0g et €= 0, et on obtient alors apes
divisioneventuelle par la constante esiduelle (si elle est non nulle)ne equation eduite

(a) IXZ+ 0+ X2= 1 ou (O XZ+ i+ X2=0:

Dans le cas @), en fonction de la signature, il s'agit d'une quadrique de type ellipste ou
hyperbolode (ou; ), dans le cas ) il s'agit d'un cbne,eventuellement eduita son sommet.

Supposons maintenant que n 1, de sorte queK 6 f0g. Si €6 0, on peut trouver une
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de Ker€et = fb.1) 6 0. Soient (X,+1;:::;X,) les coordonrees d&K relativesa la base
(Br+1;:::;By) (les coordonrees X 1;:::; X;) de S restant inchangees). On trouve alors
qk) = X r+l:

Comme 6 0, on peuteliminer la constante esiduelle par une translation de lacoordonree
Xr+1, Ce qui, apes division par , menea lequation eduite

(©) IXZ+ i+ X2 X, =0:

Il s'agit d'un parabolode sir = n 1, d'un cylindre a base parabolodale sir n 2
(produit d'un parabolode de R™*! par R" " 1),

Il reste enn le cas plus simple awf = 0. Dans ce cas, apes division eventuelle par la
constante esiduellee si e 6 0, on aboutita lequation eduite

(d) X2+ 00+ XZ= 1 ou (® X2+ i+ (X2=0:
Dans le cas ¢), en fonction de la signature, il s'agit d'un cylindre a base ellipsode w

hyperbolode gventuellement cegeree en un sous-espae lireaire ou en; ), et dans le cas €),
il s'agit d'un cylindrea base conique (= produit d'un cone deR" par R" ").

8. Un bref aperai de la vie de Fourier

Singulere destiree que celle de Jean Baptiste Joseph Fourier eren 1768a Auxerre dans
une famille modeste { son pere est garcon-tailleur { il est orphelin d nerea 8 ans et
orphelin de perea 10 ans. Envoye au pensionnat par l'organistealla ville, il fait sesetudes
a |' Ecole militaire d'Auxerre alors tenue par les Beredictins. lletudie le latin, la rketorique,
la theologie, mais aussi les sciences et les mattematiques, qui @eEnent rapidement son
principal centre d'inerét { Fourier decouvre ainsia la biblioth eque d'Auxerre des ouvrages
ecrits par quelques matrematiciens de premier plan comme Clairaufourier se eele vite
@tre un ekve hors norme, et il collectionne les premiers prix. Seproges sont si rapides
gue le directeur de lecole militaire d'Auxerre lui demande bientdt d'asurer la fonction de
professeur de matrematiques, bien gu'il n'ait que 16 ans et demi!

Un peu plus tard, Fourier prend une part activea la Revolution; en1792, il devient ainsi
pesident de la socet populaire d'Auxerre. Mais en 1794, c'esta Terreur, et Fourier est
emprisonre. llechappe de peua lechafaud, gracea la la chte de Robespierre qui intervient
juste avant la date pevue pour son jugement ce nitif. L'ouverture sociale consecutivea la
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evolution permet au citoyen modeste qu'est Fourier d'entrer comeekvea I' Ecole Normale
de Paris nouvellement fondee en 1795. Ses travaux sur lesequais algebriques le font tes
vite remarquer par le matrematicien Gaspard Monge. En 1796, celai lui con e une charge
de coursa I'Ecole Normale, et le faitegalement nommer professeuraltole Polytechnique :
a moins de trente ans, Fourier est cep ainsi un scienti que reonnu. En 1798, Bonaparte
organise l'exgedition d'Egypte, et Fourier y est assoce comme l'un des principaux conseilie
scienti ques. Il s'occupe de travaux de topographie, puis est nora secetaire de I'Institut
d'Egypte au Caire, a1 il e ectue de nombreuses missions de natureisnti que, adminis-
trative ou diplomatique. Apes la tebéacle frarcaise enEgypte, Fourier revient en France en
1801, et Napokon le nomme peu apes pefet de l'lere. C'est Grenoble, ai il restera de
1802a 1815, que Fourier entame ses travaux fondamentaux darpropagation de la chaleur.
Son activie est cebordante { il cee l'universit et le lyee de G renoble, dirige les travaux de
drainage de la valke, fait construire la route de Grenoblea Briacon par le col du Lautaret.
Paralelementa ses travaux sur la propagation de la chaleur quitzoutissenta la publication
d'un nemoire de I'Acacemie des Sciences en 1807, il edige son impamnte \peface histo-
riqgue pour la description de [Egypte”, parue en 1809. Fourier fait la connaissance des feres
Champollion, d'abord de I'aYe Jacques-Joseph puis de son feradet Jean-Frarcois; les
encouragements de Fourier et ses travaux pecurseurs sur i@ilisationegyptienne joueront
ainsi un réle cecisif dans le dechi rage des heroglyphes par Jn-Francois Champollion en
1822. Apes la chute de Napokon en 1815, Fourier connat giggies di cules (il avaitete
nomme baron d'Empire en 1809!), mais c'est nalement la conscrain avec sonelectiona
I'Acacemie des Sciences en 1817. En 1822, il publie son monumentait sur la \Treorie
analytique de la chaleur" qui contient aussi en germe la treorie desries et des transfornees
de Fourier, et il devient secetaire perpetuel de I'Acacemie desciences. Ses talents decrivain
lui valent d'¢tre elu simultarementa I'Acacemie Frarcaise en 1826, quelques anrees avant
son cees en 1830.

L'’Analyse de pourier est devenue aujourd’hui un ges vaste chamdetudes. Les ®ries de
Fourier eelles  a, cosn!x + b, sinnx ou complexes c,e€™ permettent de repesenter tous
les prenonenes periodiques et sont donc fondamentales endbrie des ondes et en treorie
du signal. Mais il se trouve qu'il existe aussi un algorithme nuneriqueapide de calcul
des =ries de Fourier, connu sous le nom de FFT ou \Fast Fourier dnsform”. Celui-ci a
des applications aussi bien en arithnetique que dans de nombreuardaines technologiques.
L'algorithme de compression des images photographiques au forddBEG utilise quanta lui
une \transfornmee de Fourier" discete en cosinus, portant suunechantillonnage par cares
de 8 8 pixels. C'est ainsi que Fourier est peut-tre devenu le matrerheien le plus cie
au monde, aucune branche de la science ne pouvantechapper anes et transfornees de
Fourier. Mais, bien que cela soit nettement moins connu, Fourier a sgiee un pecurseur
en statistiques; encore plus fort, il aee le premiera imaginer etcecrire I'e et de serre
do a la etention de chaleur dans l'atmosplere des plaretes gaeuses, dans un nmemoire
pemonitoire puble en 1824 dans les Annales de chimie et de physiguFourier peuta bon
droit étre consicee comme le fondateur de la physique matremtique!

9. L' equation de la chaleur

Nous allons ici expliquera la lumere des connaissances modernesheminement qui conduit
a lequation de la propagation de la chaleur. Consicerons un objematriel soumisa un
echau ement initial, par exemple un barreau netalligue, comme gue ci-dessous :
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Le probeme est de ceterminer la temperature = (X;y;z;t) de cet objet au point de
coordonrees K;y;z) et au tempst. Nous savons aujourd’hui que la temgerature mesure
lenergie ciretique moyenne de vibration des atomes ou mokcuteconstituant I'objet (mais
la treorie atomique de Dalton esta peine ree et Fourier n'y fait pasetrence). Du fait
que les particules s'entrechoquent, lenergie ciretique se proge, d'autapt plqs vite que la

dierence de temperature entre des points voisins est plus grate. Notons ="~ ( x;y;z;t)
la densie de ux de chaleurtraversant I'objet : c'est par ce nition la grandeur vectorielle
dont la norme vaut = dQ=dS dt), si dQ est la quantie de chaleur traversant une surface
in niesimale dS pendgnt le tempsdt, pour une surfacedS perpendiculairea la direction de

propagation poree par . Ces consicerations conduisenta la loi physique
1

0
| | @ =@x
(9:1) - grad = @@ =@y
@ =@z

al estla conductivie thermique du maeriau ; la densie de ux s'ex prime enJs 'm 2 =
Wm 2, et l'unie de conductivie thermique est donc le WK 'm ! (w J = Joule, W =
Js ! =watt, K =Kelvin). On prendra garde au signe moins devant, qU| traduit le fait

,que la chaleur se teplace des points chauds vers les points fr0|d30|$posed8 d$n a
" n est le vecteur normala leement de surface, alors la quantié de chaleurdQ le traversant
est en gereral donree par

| |
dQ= ‘dsdt

| !
et ce, quelles que soient les orientations deet de "dS.

Consicerons maintenant un petit paralekepipede [x;x + dx] [y;y+ dx] [z;z+ dz] d'arétes
paraleles aux axes, de volumalV = dxdydz La quantie de chaleur qui entre dans ce
paraleepipede pendant le temps dt est la somme algebrique des quanties de chaleur qui
entrent ou sortent par chacune des 6 faces, soit par exemple

dQx Z ( x;y;2;1) (dyd!zi)dt ! ( x+dxyy;z;1) (dyd!zi)dt

= 4(xXy;z;1) «(X+ dx;y;z;t) dydzdt
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|
pour les faces d'abscisseset x + dx, et en notant , la composante de suivant Ox. Si
dx est tes petit, on trouve

(X Y,z x(x+ dxiy;z;t)

du fait que I'on peut approximer le taux d'accroissement par la ceriee.

On obtient ainsi
de =

En prenant la somme suivant les 3 paires de faces, on obtient que le itkes \entees-sorties”
de chaleur est

@y @x, 6 @,
dQ = dQy + dQ, + dQ, = + + dx dy dz dt:
En combinant ce esultat avec I'expression (9.1) du ux, on obtient
@ @ @
9:2 dQ= —— dxdydzdt:
©2) °F e ey e Y

Une autre loi physique fondamentale est la loi donnant la variation dempgerature d pro-
duite par I'apport d'une quantie de chaleur dQa uneement de matere de massem. C'est
une relation de proportionnalie, que l'on peutecrire

(9:3) dQ= mcd

al c est une constante appeke capacie calori que, s'exprimant edK kg ! (Joules par
dege et par kg). Ici la masse du petit paralekpipgede vautm = dxdydz ar  est la masse
volumique (enkgm 3). En comparant (9.2) et (9.3), on obtient legalie

_ _ @ @ @ _
dQ=( dxdydz)cd = @z @—§/+@—% dx dy dz dt:

Apes division par cdxdydzdt, on trouve lequation fondamentale

o @ _¢.,0.¢@

@t c @)’( @9 @2
Cette equation ne vaut que si le solide consicee ne recoit pas @ chaleur de I'exerieur {
disons, par contact ou par rayonnement { et s'il ne produit pas lui-éme de chaleur { ce
qui est le cas s'il est le sege d'une eaction chimique ou nuckairmterne. Dans ce cas plus
cereral, on note P = P(x;y; z;t) la production (ou I'apport) volumiquede chaleur par unie
de volume et de tempsa la position X;y; z) et au tempst, enW m 2 ; il va alors s'ajouter



73

a dQ une quantie de chaleur suppementairedQ® = P(x;y;z;t) dxdydzdt ce qui donne
lequation gererale

@e. @ .,6 .0 P
@t c @% @y ©@% c
appekesquation de propagation de la chaleuAux notations pes, c'est exactement lequation
propose par Fourier en 1807! Il est commode d'introduire la caasite D = =c speci que
du maeriau, gu'on appelle le coe cient de di usivie thermique (en m?s 1). Avec cette
notation, lequation de la chaleur prend la forme usuelle

@=D @+@+@ +P-
@t

(9:5)

(9:6)

@ @ @z c

Lien avec les ries trigononetriques. Lequation de la chaleur ne peut en gereral etre
esolue explicitement. Consicerons le cas d'un barreau netalliquele longueurL, qui aee
chaue initialement de manere non uniforme, et dont onetudie l'evolution de la temperature.
On l'assimile a un segment [QL] dans la direction &, en regligeant son epaisseur et les
variations de temperature eny et z, de sorte que la temperature est juste une fonction

(x;t) de l'abscisse et du temps. En I'absence de production interne de leha, lequation
(9.6) prend la forme tes simpliee

@ @
7 —=D—:
(9:7) at P @z
A cette equation, il faut ajouter le fait que le ux de chaleur ( x;t) = %X(x;t) est nul

aux extrémies du barreau, donc lorsquex = 0 ou x = L, ce qui donne les conditions
suppkmentaires (ditesconditions aux limite9

. @ .\ _A. @ ..\_nA.
(9:8) =0 ZyLt=0:

Cesequations sont cep bien assez dicilesa esoudre! La nethode de Fourier consiste a
rechercher des solutions sous forme de fonctions a variablepaees (x;t) = f(x)g(t).
Lequation (9.7) devient dans ce cad (x)gqt) = Df %¢x)g(t), soit encore

g{t)=g(t) = Df %Rx)=f (x)
si les fonctions ne s'annulent pas. On voit que ces quotients doive¥ite constants, disons
f®x)=f(x) = a et gqt)=g(t) = aD. La deuxeme relation donne aussitotg(t) = C &,
ce qui est physiquement inacceptable si > 0 (la temperature augmenterait de manere

exponentielle avec le temps). La constanta est donc regative ou nulle, et on peut poser
a= |2 Cecifournit alors lesequations dierentielles bien connues

FORx) = 1% (x); gy = (1 *D)g(t);
d'au les solutions

f(x)= coslx + sinlx; g (t)= e '°P' a constante pes;
(x;t)= f(x)g(t) =( coslx + sinlx )e 't

La premere condition (9.8) impose%x(o;t) = le !'"Pt =0, donc =0, et la seconde
donne alors%x(L;t) = | sinlLe '°Pt = Q, donc sinlL = O (on remarquera que Si
I =0, la solution estf (x) = + X qui ne permet de ealiser (9.8) que si =0, auquel cas
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(x;t) = = Cte, et sinon on peut supposelt > 0). Cette dernere condition montre que
I'on doit avoir IL = n etdonc! = n=L, n2 N. Ceci fournit la solution

()= cos x e (" *=Lpr,
H L b

encore valable poun = 0. Comme lequation (9.7) est lireaire, on peut ajouter ces solubns
entre elles, ce qui donneegalement comme solutions toutes les st

(x;t) = * n COS nTx g (n* *=L7)Dt.
0On N
et par passagea la limite quandN ! +1 toutes lesseries trigononetriques convergentes
Xt n 2 22
(9:9) (x;t) = nCOS =X e (n® “=L5)bt .
n=0

Il faut supposer ici que les coe cients ( ) soient choisis en sorte que I'on puisse ceriver terme
a terme la grle deux fois par rapporta x et une fois par rapportat, ce qui est le cas par
exemple si ; - N? nj < +1 .A ce point, la grande audace de Fourier aet de petendre
que l'on obtenait ainsi toutes les solutions! Si I'on etudie levolutionde la temperature a
partir du temps t = 0, il faudrait dep que

X1 n
(9:10) (x;0) = n COS —X

n=0 L
puisse repesenter au temps initial n'importe quelle fonction temgrature su samment egu-
lere sur l'intervalle [0;L], disons par exemple n'importe quelle fonction cerivablea cerivee
continue, de cerivee nulle enx =0 et en x = L. Face aux objections de ses contemporains,
Fourier tente de se justi er, et il y parvient en partie, mais une prave vraiment indiscutable
de cette propree ne viendra que plus de 20 ans plus tard, avde matlematicien allemand
Gustav Lejeune-Dirichlet (1805{1859), en 1829. Il nous resteolc encore bien du travail
a accomplir pour cetailler et justi er matlematiquement tous ces esultats et toutes ces
intuitions! Ce sera l'objet des sections suivantes.

10. Series de Fourier, introduction

Comme nous l'avons cep entrevu, l'une des ickes essentielles deuier est I'approximation
des fonctions periodiques par des sries trigononetriques. AGntroduita cet e et la c& nition
Suivante.

Ce nition 10.1. On appelle polyndbme trigononetriqgue de dege N et de pulsation! > 0
toute fonction de la forme
XN
P(x) = ce™ ; ¢ 2 C:
n= N
On notera Py, le C-espace vectoriel des polyndbmes trigononetriques de deg N et de
plusation! .

On voit imnediatement qu'il s'agit de fonctions periodiqgues  de periode
ro2.
!
Onaeneete =1, dw

ein! (x+T) — 4nlx +in 2 _— ein!x (e2| )n — ein!x .



75

et doncP(x+ T) = P(x) ; plus gereralement, on aP(x + kT) = P(x) pour tout k 2 Z.

AN A by b
SNV W T T T

Son de la tte Son du violon

En theorie du signal, on s'ineresse aux fonctions periodiques dgeriode T donree, et la

question fondamentale est de savoir si on peut approcher tout s& periodique f par une

suite fy 2 Py, de polyndbmes trigononetriques, avec des composantes dont fegjuences

n! sont multiples de la fequence fondamentale = 2 =T . Par ekrence aux signaux sonores,
les composantes, €™ s'appellent les harmoniques de la fequence fondamentale.

La formule d'Euler _
€™ =cos(n!x )+ isin(nx )

permet decrire alternativement tout polynbme P(x) = ;. c,€"™ sous la forme
XN
P(X)=co+ a, cosf!x ) + b, sin(n!x )
n=1

aveca,: h, 2 C reles aux %oe cients ¢, par les relations
a =C +Cy
h,=ic, ic ,

Lorsque I'on travaille avec des fonctions eelles, il peut en e et s'erer plus commode de

travailler avec les fonctions cos et sin (mais pas toujours!). Recipguement, partant d'une
ecriture en cos et sin, les formules

pour tout n 1

1 in! in! . 1 in! in!
cosflx ) = 5 e +e ™ sin(n!x ) = 5 e e ™
permettent de calculerc, en fonctions des coe cientsa, et kb, :
1 1 1 1
= — + —b; C = — —0D:
28 * o5 = 5% b
Introduisons quelques ¢k nitions et notations utiles pour la suite.
Notation 10.2. Soitp O un entier etl R un intervalle. Pour K = R ouK = C, on
designera par
(1) CP(I; K) I'ensemble des fonction$ : 1 ! K de classeCP, c'esta-dire I'ensemble des
fonctions f admettant des ceriveesf, 2 :::, f () continues surl .
(2) CP(R=TZ;K) l'ensemble des fonctiong : R ! K de classeCP qui sont en outre

periodiques de periodeT : f (x + KT) = f (x) pour toutk 2 Z.

Il arrive cependant assez fequemment que certains signaugnmodiquesf utilies enelectro-
nigque ou en physique ne soient pas continus (\signal care" par erple). Il est donc commode
d'introduire aussi les fonctions de classéP par morceaux.
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Ce nition 10.3. Soitp O un entier.

(1) Une fonctionf :[a;g! K est dite de class€P par morceaux s'il existe une subdivi-
sion nie

a=z gp<ai;<:.:<ags=b

de [a; g telle quef soit de classeCP sur chaque intervalle]ay 1;ax[, et qu'en outre les
limites a droite eta gauche f ()(ax  0) = lim, 4 of 1)(x) existent pour toutk et tout
j =0;1;:::;p(avec la conventiorf @ = f ; on prend seulement la limitea droite era et la
limitea gauche enb). On notera CP..([a; b; K) I'ensemble des fonction€P par morceaux.

(2) On notera de mémeCP . .(R=TZ;K) I'ensemble des fonctions periodiques de periodé
qui sont de classeCP par morceaux sur tout intervalle[xq; Xo + T] (compte tenu de la
periodicike, le choix de xo n'a pas d'importance.

a & a agz b

Fonction de classe CP par morceaux

Sur le sclrema pe@dent, on voit quex = a, est un point de continuie pour f , mais comme
c'est un point anguleux du graphe, il s'agit d'un point de discontinuiepour f ° seules les
ceriveesa droite eta gauche sont ce nies.

Ce nition 10.4. Si f est une fonction continue par morceaux, on ck nit lavaleur prin-
cipale def en tout point par

VP(f)(x) = % f(x+0)+ f(x 0):
On a donc en particulierVP(f )(x) = f (x) en tout point au f est continue.

Sur le schema ci-dessus, on a par exemdié€a;) = VP( f )(a;), mais ce n'est pas le cas pour
le point az (dans cette & nition, on ne se peoccupe pas des ceriveesealf :::).

Notation 10.5. Dans l'espaceCP ..(R=TZ;K), on consicere le sous-espace

morc

CPVPI(R=TZ:K)

morc

des fonctions periodiques de clasgeP par morceaux qui concident avec leur valeur principale
en tout point; autrement dit, on suppose que

f(x)=VP(f)(x)= % f(x+0)+ f(x 0)

en tout point x de discontinuie. Il est immediat que C,'%Qﬁf](R:TZ; K) est un sous-espace
vectoriel deCP ..(R=TZ;K).

Pourf 2 C% ,.(R=TZ;C) et g > 0, on & nit la semi-norme L9 def commeetant le nombre

eel O
1ZX0+T 1=q
kf kq = T if (x)j9dx

Xo
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L'inegrale est bien e nie gracea I'hypothese que f est continue par morceaux. On notera
que l'inegrale ne cepend pas du choix du point initialxo du fait de la periodicie de f ; on
choisira souventxg = 0 ou Xo = T=2, en fonction de la commodit des calculsa e ectuer.
(Les espaces @ ontek introduitsa la suite des travaux du matrematicien fran cais Henri-
leon Lebesgue (1875{1941), fondateur d'une theorie de l'ingration tes anelioee entre
1902 et 1904 ; c'est la raison pour laquelle on utilise la lettle:::). Dans toute la suite,
on consickrera surtout la normeL? (q = 2), car dans ce cas il s'agit d'une (semi)-norme
hermitienne assoceea la f%rme sesquilireaire hermitienne semogpitive

Xo+ T

igi= = FOg) dx; ;9 2 Coe(R=TZ;C):

Xo
Cette forme sesquilireaire n'est pas ¢ nie positive sulC?.,.(R=TZ;C) car les fonctionsf
nulles partout en dehors d'un ensemble nfacg modulo T sont d'inegrale nulle (et sont
bien continues par morceaux); elles constituent donc des vecteusotropes. Comme une
fonction continue O d'inegrale nulle est recessairement nulle, on voit que ces fonctie f
sont les seuls vecteurs isotropes pesents da@§,.(R=TZ; C). Si I'on impose quef concide
avec sa valeur principale, cet ennui dispara, car les valeurga,) sont alors recessairement
nulles elles aussi :

Corollaire 10.6. Le produit scalaireL? est c& ni positif sur C%LYE](R:TZ; O).

L'une des observations essentielles de la theorie des sries de f@uest la suivante.

Tleoeme 10.7. Pour a2 R, consicerons les fonctionse,, cos, sin, telles que
e.(x) = €; cos(x) = cos(ax); sing(x) = sin( ax):
Alors

(1) la famille (e, )n2z est une famille de vecteurs orthonornee pour le produit dede her-
mitien L2, c'esta-dire que he,;eni = ,m (indice de Kronecke}.

(2) la famille (ey; cosy ;sinm )n 1 €st une famille orthogonale pour le produit scalaile? (sur
K =R ouC).

Les normesL? de ces fonctions sont donrees par

. 1
ke k, = 1; kcos, k3 = ksin, k3= >

Demonstration. Commee,(x) = e = e "X on obtient par ¢ nition
ya Z -
heieni = = @ @M dx= = gm MK gy
’ T 0 T 0
Sin=m,onaé™ ™ =1 etdonc he,;eyi =1. Sin6& m, une primitive de &(m ™M™
est i(ml n)e'(m X et compte tenu de la periodicie on voit que linegrale est nulle, i.e.
he,;eni = 0. Ceci cemontre cep le point (1). On \erie aiementa pa rtir de & que les
produits scalaires mutuels des fonctions

1 . 1
COS = 5 €& +€n | SN = 2 €n em | nm 1
sont nuls, sauf les normek? kcos, k3 = j3j2+ j3j* = % etksinn k3= jZj*+j%j>= 1. En
d'autres termes, on a des \valeurs moyennes quadratiques"dgaa % :
Z ; Z

1 . 1
T (cosn!x )?dx = T (sinn!x )2dx = >
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Il est facile de voir aussi quex ? cos, et e ? sin, . Le Threoeme en esulte.

En utilisant la Proposition 5.5, on en deduit dep le corollaire suivant.

Corollaire 10.8. Les familles(en )n2z €t (ey; cOSy ;Siny )y 1 sont libres . En particulier,
I'espacePy. des polyndbmes trigononetriques de dege N est de dimensior2N +1 sur C;
il admet

(n) N n +n COmmMe base orthonormee
et

(ep;COSy ;SiNy )1 n n COMme base orthogonale.
Etant donre une fonction f 2 CQ . .(R=TZ;C), on cherche maintenant un polyndme trigo-
nonetrique fy 2 Pys qui approximef le mieux possible en normé&2. D'apes la Proposi-
tion 5.6, la fonctionf qui eponda la question est laprojection orthogonale

fn = N(F) def surPy,:
D'apes les esultats vusa la Section 4, nous avons la formule

XN
fy = hen ;fien;
n= N
Ssoit encore
XN _
fn(x) = Ca(f) €™
n= N
avec par ce nition 7
1 Xo+ T ]
c(f)=hey ;fi== f(x)e ™ dx:
T

Notation 10.9. Pour f 2 C0 (R=TZ;C), on appellecoe cients de Fourier def les
nombres complexe@(n) = he, ;fi, encore noesc,(f ), c'esta-dire

f(n) = c,(f) =

1 Z Xo+ T

T f(x)e ™ dx:

0

Si I'on petkre travailler avec des fonctions eelles, on utilisera lutét la base orthogonale
(€9;C0OSy ;SINy )1 n n. Compte tenu de la norme :pl—é de cog et sin, , ceci conduit aux

formules alternatives

X
fn = hegfig+ 2hcos, ;fi cosy +2hsing ;fi sing ;
n=1
ou encore
X
fn(X)= cof) + a,(f) cosin!x )+ by(f) sin(n!x )
n=1
avec
1 Xo+ T
Cc(f) = hey;fi = T f (x) dx = valeur moyenne def;
X
02 Z Xo+ T
a,(f)=2hcos, ;fi = T f (x) cos(n'x ) dx;
2 Z ())(0+T

h(f) =2hcos, ;fi

T . f (x) sin(n!x ) dx:
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Lorsquef est paire ou m&@ure on peut utiliser le choix synetriquexo = T=2 qui conduit
a consickrer des inegrales . _2( 1), et on en ceduit I'observation pratique importante :

Proposition 10.10.
(1) Sif est paire, alorsh,(f) =0 et la projectionfy = (f) est donree par

)(\I 4 Z T=2
fn(X) = cof) + an(f) cosn!x ); an(f) = T f(x) cos!'x )dx; n 1L
n=1 0
(2) Sif estimpaire, alorsa,(f) =0 et la projectionfy = (f) est donree par
X 4 Z 12
fn(x) = b (f) sin(n!x ); b(f) = T f(x)sin(n'x )dx; n 1
n=1 0

En cereral, commef = fy +(f fy)avecfy 2Pny et (f fy) 2 Pﬁ;! , le treoeme de
Pythagore donne la formule

kf k3 = kfyks+ kf  fyk3;

en particulier kf y k3 k f k3. Cette iregalie, attriolee au matrematicien Friedrich Wilhelm
Bessel (1784{1846) peut encore senoncer sous la forme soiea

Theoeme 10.11  (Iregalie de Bessel). Pour tout f 2 C2_..(R=Z; C) et tout entier N 2 N,
on a liregalie

mor

XN Z Xo+ T
i (f)i* k fks= T jf (x)j%dx:

n= N Xo

La question essentielle qui subsiste est de savoir si I'on a bieny\im.; kf  fyk, =0
(et donc limy, +1 kfnks = kf ky). Ce probeme est le a letude de la convergence de la
®rie de Fourier def ,a savoir la srie trigononetrique

Xl

Ca(f) €™ :

n=1
Avant d'entamer letude de la convergence d'une telle srie, nougurons besoin de quelques
esultats peliminaires gereraux concernant les fries nuneriques (sommes in nies de nombres
eels ou complexes).

11. Notions de base sur les s eries num eriques et les s eries de fonctions

Une srie nunerique est une somme in nie de la forme

Xl
() Un; u, 2 RouC:
Nn=ngo
Dans la theoriegdes ries dg Fourler on a plutdt a airea des somes in nies surZ tout
entier, du type :_l 1 U= L 1 c,€"™ : on les regroupera en gereral sous la forme
Xl
Co + (Cnein!x +C € in!x )
n=1

P, P .
(on pourrait aussi calculer paement les deux sommes - 0 Un, ;jl u , etles ajouter,
mais les conditions de convergence ne sont pas exactement idemgen gereral car les
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termesu, et u , peuvent se compenser entre eux). Pour donner sensa une sosnim nie
telle que (), on calcule lessommes partielles
X
Sy = Up = Upg+ Upger + 10+ Up+ 222+ Uy 1+ Uy

nN=ngo

et on pose la ¢k nition suivante.

P,
& niton 11.1.  On dit que la ®rie 2

n=n, Un €stconvergente silalimite S=1imy; +1 Sy
existe dansC. Dans ce cas onecrit

et on dit que S est la somme de la ®rie . Dans le cas contraire, on dit que la srie
estdivergente .

. . P : P
H,est clair que toute combinaison lireaire ;jno( u,+ v,) de sries convergentes u,,

Vv, est convergente. Une autre observation imnmediate importantesela suivante :

Xl
Proposition 11.2. Pour qu'une srie U, converge, il est recessaire quellim1 u, = 0.
n! +

n=ngo

Demonstration. Eneet,onau, =S, S, i1, doncl'existence d'une limiteS =1limy: +1 Sy
implique limp, +1 U, =S S=0.

Si la srie converge, on appelleeste d'ordre N de la srie la dierence Ry = S Sy.
Il estevident que l'on a alors
Xl
Ry = u, et im Ry =0:
NI' +1
n=N+1
Exemple 11.3. Consicerons la \srie geonetrique de raisona”
Xl
a’; a2C:
nN=ngo
D'apes une identie remarquable bien connue on obtient
1 aN no+l ano aN +1
Sy =a"(l+a+a’+ i+ al )= g = sia6 1:
N ( ) 1 a 1 a
Sia=1,ontrouve Sy = N ng+1,donclimy, +1 Sy =+ 1, la srie est divergente.

Supposons maintenana 6 1.
Sijaj < 1, nous avons lim, +1 aV¥*™ =0, donc la srie geonetrique est convergente et

Xl anO

Sijaj > 1, nous avons lig, +1 jaV*'j = + 1, donc limy, +1 jSyj = + 1 et la wrie
geonetrique est divergente.

Si jaj = 1, c'esta-dire a = € , le nombre complexea®** = &MN*D dbcrit le cercle
trigononetrique sans avoir de limite sia 6 1, la suite (Sy) n'a donc pas de limite et la srie
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est divergente. On remarquera cependant que I'on a dans ce cas

2
ISn] s =)
Jon) i1 a
les sommes partielles sont borrees. Par exemple, dans le eas 1 et ng pair, on voit
aussitdt que les sommes partielleS,, successives sont;0;1;0;1;0;:::.

En esune, la ®rie geonetrique de raison a converge si et seulement $aj < 1, et dans ce
cas le reste de la srie est donre par

X1 aN+L
RN = a = .
n=N+1

Sriea termes positifs.  Les sries les plus simplesaetudier sont les sriesa termes és
u, 0. En eetles sommes partiellesSy forment alors unesuite croissante 0, puisque
St =Sy 1+uy Sy 1. On adonc deuxeventualies :

la suite (|§N) est majoee. Dans ce cas elle admet une limiteegalea sa borne sugerieure,
etla®rie 1 u, converge versS2 R,.

n=n

la suite (Sy) n'est pas majoee. Dans ce cas ligy +1 Sy =+ 1 et la %rie est divergente.
On convient decrire encore

(cette notationetant eseree exclusivement au cas des sesa termes positifs).
Le criere de comparaison suivant est tes utile, méme s'il est qasimentevident.

P+1
n=n

P+1
n=n

Proposition 11.4 (Criere de comparaison) Soient
que u|5 V, Opourn ng agsez grand.

Si ! u, converge, alors ‘! v, converge.
0

n=no n=n

"2 Un diverge(vers+1 ).

n=n

, Un €t o Vn deux sries telles

Si ! v, diverge, alors

nN=nNgo

Demonstration. Comme la nature (convergence/divergence) d'une rie ne chanpgas si on
change lindice de sommation initialno, on peut toujours supposer queé; = fp (quitte a

rerﬁplacerno et n; par max(ny; n1)). Soit Sy (resp. SY) les sommes partielles de Bin (resp.
de v,).L'hypotrese u, v, OentraneSy S 0. Par con$qu<f:pt, siS = ;=1n0 Un

cor[1ye+rlge, la suite $2) admet la majoration S §”+1 S, donc ;=an V, converge.
Si n=no Vn diverge, alors limy, +1 S =+ 1, donc n=no Un = Imyi +1 Sy =+ 1 di-

verge.

Remarque 11.5. Si[_un > 0 gtvn > O sont telles queu, Vo, quandn! +1 ,0nen
ceduit que les sries u, et v, sont de m&me nature, puisque pour tout > 0 on a
O u, (@+")vpet0 v, (@+")u,pourn n-assez grand.

Methode de comparaison des ®ries et des inegrales. goit f o [ng+1[! R
Kne fonction positive cecroissante. Nous allons comparer la srie ;jnof (n) et l'inegrale

+1
no f (x) dx.
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Y4
f
f(n - >
f(n) |- __
fn+)r-——--—---F----
f(n) [f(n+1)
n 1 n n+1 X

Commef est obcroissante,zon a les iregalies

n+1 n
f(x)dx f(n) f (x) dx:
n n 1
En e ectuant la somme den = nga N, il vient
Z N +1 XN YA N
f (x) dx f(n) f(ng)+ f (x) dx:
No n=no No
Si I'on pose par ¢ nition
Z +1 VA A
. f(x)dx = AI!|n;|l . f (x) dx;

on obtient en ¢k nitive I'encadrement :

Theoeme 11.6.  Pour toute fonctionf : [ng;+1 [! R positive cecroissante on a
Z . X1 Z 4
f (x) dx f(n) f(ny)+ f (x) dx;
No n=ng No

+
n

en particulier la serie
gentes ou divergentes.

R
jn f(n) et linegrale w1 f (x) dx sont simultarement conver-
0 No

Nous allons utiliser ce criere pour ceterminer la nature de la friede Riemann

Xl
()= X 2R

etdee en profondeur par le matrematicien Bernhard Riemann {826{1866).A l'aide d'une
ck nition alternative, Riemann montra en fait la possibilie deten dre ( )atout 2 Cr flg.
\L'hypotrese de Riemann" est la question de savoir si les zros( ) = 0 de \eriant
Re( ) > 0 sont bien tous sittes sur la droite Re() = % C'est une des questions majeures
non kesolues des matrematiques contemporaines, qui aurait d'portantes congequences en
arithrmetique et en cryptographie ; c'est d'ailleurs I'un des sept \priobkmes du milenaire”,
dont la solution est ecompensee par un prix d'un million de Dollars!

Notons queni =n 1 lorsque 0, donc nous trouvons () = + 1 avec la
e nition ci-dessus. Lorsque > 0, la fonctionf (x) = x  est cecrojgsante, et on ceduit du
Theoeme 11.6 que la ®rie ( ) est de m&me nature que l'inegrale 1+l X dx. Or

A h 1 a1 A

X dx= —x

—_— si 61
1 1 1 1
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R
et 1AFQ( dx=InAsi =1, de s&rte gue la convergence a lieu si et seulement si 1,
avec ;' x dx= -1 tandisque " x dx=+1 si 1. Par conequentla ®rie de
Riemann ( ) converge si et seulementsi > 1.Le Theoeme 11.6 donne I'encadrement
1 1
- 1+ = :
1 () 1 1

On notera en particulier que la \serie harmonique" 1 +% + i+ % + ::: est divergente.
1

D'apes ce que nous avons vu peedemment, la somme partiell§y = 1 + %+ S S
satisfait I'encadrement

IN(N) In(N+1) Sy 1+In(N);
onadoncSy In(N)quandN ! +1 .

P
Sries absolument convergentes.  Lorsque |3 rie  u, n'est plusa termes positifs, on
peut essayer de s'y ramener enetudiant la frie ju,j, qui est quanta ellea termes positifs.

P
B nition 11.7.  On dit que la erie  un est absolument convergente si la erie des modules
junj est convergente.

Consicerons par exemple la srie

XLt 1 1 1 1 1
— =1 -+ - -+t — =t
o1 n 2 3 4 2p 1 2p
Comme % = % et que la rie harmonique est divergente, on en conclut que la
Lrie ;zll % n'‘est pas absolument convergente. Cependant, en regrouparg termes

congecutifs deux par deux, on observe que ces termes \se camgent presque” :
1 1 1

20 1 2p 2p@p 1) 42

Comme la srie de Riemann (2) = ;zll piz converge, on en ceduit facilement que la srie
n 1 .
+1 (D ° ast en fait convergente (on peut montrer que sa somme vaut InNf2En cereral,
n=1

nous avons le esultat suivant.

0< quandp! +1:

P
Theoeme 11.8. Toute srie  u, absolument convergente est convergente.

Demonstration. L'hypotlrese est queP junj converge. Lorsquel, 2 R, on utilise la decompo-
sition d'un eel x en sa partie positivex” = max(x; 0) et sa partie regativex = max( x;0)
(de sorte que par exemple (3) =0, ( 3) = 3, tandis que la partie regative d'un eel
X 0 est nulle). Avec cette notation, on \eri e aussitdt que I'on peuecrire

Xx=x" X
pour tout eel x. Comme 0 (un)* j unjet0 (un) | Yaj, 'hypothese de convergence

absolue et le principe de comparaison entra'ent que les riegu,)” et (u,) convergent,
mais alors X X

Un = ((un)™  (un) )
est bien convergente. Lorsque, 2 C, onecrit u, = X +|§,yn avegXn;¥n 2 R. Comme
O j Xnj J upjetO j ynj J unj, onen conclut que les wries x, et y, sont absolument
convergentes (et donc convergent)ezs, puisch(Je le cas eel et dmonte). Par conequent
Up = Xn + 1yn

est bien convergente dan€.
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Une application importantea la theorie des sries de Fourier est lasuivante.

Treoeme 11.9. Si i 127 Cn €St une frie absolument convergente de nombres complexes
la serie trigononetrique
Xl
S(x) = C e
n=1 P
converge vers une fonctios : R! C continue . De plus, siSy(x) = . \ &€"* ,on a
convergence uniforme de Sy vers S, c'esta-dire que la \norme L "

kS SN kl = Suij(X) SN (X)J
X2R

tend versO quandN tend vers+1 .

P .
Demonstration. L'hypothese est que la srie F,nzzjcnj converge. Commgc,e€™ j = jcj,

il esulte du treoeme peedent que les sries ;:11 c ,e ™ convergent en tout point. De
plus
Xt X1
jIS(X)  Sn(x)j= (€™ +cn,e™) Ry:= (icaj + jc )
n=N+1 n=N+1
et le resteRy tend bien vers 0 quandN tend vers I'in ni puisqu'il s'agit du reste d'une
Lrie convergente ; nous avons ici par ce nitionkS  Syk; Ry . Fixons maintenant un

point Xo 2 R et " > 0. Il existe alorsN (cependant de ") tel que 0 Ry ". Comme la
fonction Sy est une somme nie de fonctions trigononetriques, eIIe est contiBuau pointxg
et il existe > O tel quejx Xoj implique jSy (X) Sy (Xo)] . Pour jx  Xoj on

obtient par conequent
JS(X)  S(x0)j ] S(X) Sn(X)j+jSn(X) Sn(Xo)j+iSn(Xo) S(x0)j Rn+"+Ry 3%
Ceci montre que la fonctionS est bien continue erx,.

Sries alterrees . Consicerons une \rie alterree” de terme gereralu, = ( 1)"c, avec une
suite (c,) positive dcroissante tendant vers 0 quandn! +1 .0On symbolise souvent
cette situation enecrivant .
X
( D'c: &&O
n=ng
Sion regroupe les termes d'indicep2t 2p+1, on obtient ¢, Cyp+1, qui \eri e I'encadrement

0 Cp GCpi1  Cp Copr2

du fait de la decroissance de la suited}). Maintenant, si I'on fait la somme de ces iregalies
a partir d'un indice initial pair ng = 2pg, 0On voit que
Sopr1 = (Copy Copor1) + 111+ (Cp  Cpra)  (Copy  Coppr2) + 111+ (Cp  Copez)
= Cpy  Czp+2 Copo -

Ceci entra™e que $,+1) est une suite croissante majoee, donc la limit& = lim p +1 Sppia
existe, avec d'ailleurs 0 S cyp,. On notera que I'on aaussb,, = Sy, 1+ Cxp ! S, puisque
limy +1 Cp = 0 par hypottese. Ceci entrame |mrred@tement qu'une Lrie derree comme
ci-dessus est toujours convergente, et que la sommq1 ,( 1)"c, est majoee en valeur
absolue par le terme |n|t|alcno et du méme signe ( 1)"° que lui (sing est pair, c'est ce qu'on

a vu, et sing est impair, il sut de changer tops les signes et de cecaler les indicasune
unie). En particulier lereste Ry =S Sy =, _y.a( 1)"c est du signe de (1)N* et
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majoe par cy+1, ce qui permet d'estimer la vitesse de convergence. On ceduit paxemple
de ce qui peede que la srie de Riemann alterree

X1 ( 1)n 1
n

()=

n=1
est convergente pour tout > 0. Comme les termes d'indices pairs donnent la contribution

1 1 1 1 1 1 1
+ ittt = — 1+ —++—+0 = — ()
2 4 (2p) 2 2 p 2

et qu'il faut I'ajouter deux foisa ( ) pour obtenir € ), on voit que

)= () 2 5 ()= 1 55 ()

pour > 1.

12. Series de Fourier, th  eor emes fondamentaux de convergence

Pour f 2 C? ..(R=TZ;C), nousetudions ici la convergence des sommes partielles de ldeser
de Fourier introduite dans la Section 10 :
XN 1 Z Xo+ T

fu(x) = a(f)e™  a af)= T f(x)e ™ dx:

n= N Xo
Les esultats fondamentaux sont les suivants.

Tkeoeme 12.1  (Dirichlet, 1829). Supposons qué 2 C2...(R=TZ;C) admette des cerivees
a droite eta gauche en un pointx 2 R (il sut pour cela que f soit de classeC! par
morceauy. Alors en ce point

X1 _ 1
lim fy(X)= o (F) €™ =VP(f)(x)=§f(x+O)+f(x 0) :

N! +1
n=1

Treoeme 12.2  (Convergencd.! ). Sif est de class€! par morceaux sans discontinuies,
alors fy converge uniforrement verst (i.e. kf  fyk; tend versO quandN ! +1 ).

Le esultat suivant est doa Marc-Antoine Parseval (1755{186).

Theoeme 12.3  (Parseval). Pour toute fonctionf 2 C2 . .(R=TZ;C) on a

1 Z Xo+ T Xl
kfks = = jf (0)j%dx = je(f)j*:
T Xo n=1
En termes des coe cientsa,(f ), b, (f), ceci secrit
2 - .2 1Xl - 2 - 2
kfkz = jeo(f)i"+ 5 jan(f)i"+ il (f)i" :

n=1

Corollaire 12.4 (Convergencel?). Pour toute fonctionf 2 C2,.(R=TZ;C), le polyndme
trigononetrique fy converge en norme.? versf, c'esta-dire

lim kf fyk,=0:

NI +1
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Avant de passer aux cemonstrations de ces esultats, donnerd'abord quelques exemples.
Lorsqu'on travaille avec des fonctions continues par morceaux, aotera que I'on peut com-
mencer par remplacerf par VP(f) dans les calculs, car ceci ne chang§equ'en un nombre
ni de points, par conequent les coe cients de Fourierc,(f) ne sont pas modies et les
conclusions desenones de convergence ne sont pas a eces

Exemple 12.5 (Signal en dent de scie discontinu)Soit f la fonction geriodique de periode
T =2 (i.e. de pulsation! = 1) telle que f(x) = X pour x 2]0;2 [. On a alors
fO+0)= ,f(0 0)=1"f(2 0) = , donc on posef (0) = f(2k ) =0 an que f
concide avec sa valeur principale aux pointsk2 , k 2 Z.

NN N
NV

La fonction f etzant impaire, on est amerea calculer uniqguement les coe cientsh, ()

h |
2
()= o ( Wsinmx)dx= 2 (xS 2 coshx) 4o 2.
2 n 0 0 n
Le treoeme de Dirichlet implique
Xl

2 .
o sin(nx) = VP( f)(x) = f (x) pour tout x 2 R:
n=1

En particulier, pour x = =2 etn = 2p pair, on a sin(1=2) = sin(p ) = 0, tandis que
pour n = 2p+ 1 impair on a sin(n =2) =sin((2p+1) =2) = ( 1)°. L'identie pecdente
nous donne une formule dcep connue du matkematicien indien Malhava de Sanganmagrama
(1350{1425), et rececouverte par Gregory et Leibniz entre ¥6 et 1680 :
X1 p p

(P _, 1,1 (P

p=02p+1_ 3 5 7 2p+1 4
L'identie de Parseval implique d'autre part
Z Z
1 X 1X 4 1 1 ?
- . f‘2=— e f 22 - = 2d=—,
n=1 n=1
et on en ceduit une autre formule ekbre :
Xt 1 2
2) = — = — Euler 1735
@= H=5 )
Exemple 12.6. On consicere maintenant la fonctionf periodique de periode 2 telle que
f(x) = € sur[ ; [, a aestun paranetre eel non nul. Elle est bien de class€?! par

morceaux, avec des discontinuies aux points +2k , k 2 Z. La fonctionf n'est ni paire ni
impaire, et on s'apercoit tout de suite qu'il est beaucoup plus facileedcalculer les coe cients
complexesc, (f ). En e et, comme a®e ™ = & "X gte ™ =( 1), on trouve

Z 1 he(a in)xi 1

cn(f):zi e*e ™dx = —

2 a in T2 (a in)( e et
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On en ceduit
X1 _ e ea 1 X gnx g inx
f)g™m=_-__~- "4 n +
_ Ga(f)e 2 a (1 a in a+in
n=1 n=1
_¢ e? 1 Xt [y 2acosfx) 2nsin(nx)
B 2 a nzl( ) a2 + n2 ’

et cette srie a pour somme VP{)(x) en tout point, soit f(x) pour x 6 + 2k , et
VP(f)( +2k )= i(e® +e?).

$VR()( )

o
f (x)
—>
3 0 3 X
En particulier, pour x =0 et x = , nous obtenons les formules
& ea 1 X 2a & ea 1 X 2 1
_— —+ N"— =1, — —+ —— == e +e?
2 a n:l( )a2+ n2 2 a a2+ n2 2

L'identie de Parseval donne quanta elle

& X1 a 2 Z a 2a
= TS e b e &0
- ., 47@+n) 2 4a

Ceci fournit la formule

Xt 1 & +e 2

a2+n2 ae ea

n=1
(qui se trouve fortuitement étreequivalentea celle trouvee plus haut pourx = ).

Exemple 12.7 (Signal en dent de scie continu)On consicere ici la fonction periodique de
periode 2 telle quef (x)= j xjpourx2[ ; 1]

A

f(x)

3 0 3 X

Il s'agit d'une fonction continue, de class€?! par morceaux. La fonctiorf est paire, on calcule
donc les coe cients a,(f ). La valeur moyenne def estcy(f) = =2 (calcul imnediat), et
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pourn 1 on obtient

z h : i Z ,
4 2 5
amf)= & ( xycospx)dx= 2 (SN0 2 sin(nx)
2 0 . n 0 0 n
_2" s’ _ 20 (1),
- n2 0 - n2 .
Seuls les coe cientsa, (f ) d'indices impairs sont non nuls, et on trouvey,. (f ) = (2p+11)2_
On a VP(f) = f et le treoeme de Dirichlet implique
Xl 4 1
2" o @+ @p+1)? cos((p+1)x)= f(x)  pourtout x 2 R:

En particulier, pour x = 0 on trouve

_ L Xa
2 p=0 (2p+1)2
donc
X1 1 _ 2
, @p+12 8’

P
Ce esultat est bien cokerent avec celui cep trouwve pour (2), puisque la somme ;zlo ﬁ

estegalea (1 ‘—11) (2) = { (les termes d'indices pairs dans la srie(2) ayant peciement
pour somme%1 (2)). L'identie de Parseval donne ici

1 X 2 19Xt 16 1
. .2+ - . .2: _ +

i+ 5 Jaat™= 7+ 5 Soprys

n=1 Z n=1 Z
— l H :2 — l 2 — 2.
=5 jf (x)jdx = 0( X)“dx = 3

et on en ceduit

Xl l 4 l Xl 4
- = _ =1 - (4 ' 4) = o=
C(2p+1)* 96 T 90

Exemple 12.8. Signal care (ou signal en ceneau). Il s'agit de la fonctiorf de periode 2
telle quef (x) =1six2]0; [,f(x)= 1six2] ;O[etf(k)=0

f(x
. ° ° . 0 ° ° ° ° =X
o———0 0—1 o———0 o—0

La fonction f est de class&C! par morceaux, impaire, et

h n
0(1)= o sin(x)dx= 2 cosp)' _ 21 (1),

0 n 0o n
d'ar bypsq (f) = 2p+l et b,(f) =0 si n =2p est pair. Commef =VP(f), on trouve
Xt g . f
J— + = .
p+1 sin((2p+ 1) x) (%) pour tout X 2 R;

p=0
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et l'identie de Parseval implique

X1 Xt
2= B
2 2, Z(2p+1)

= kfki=1
n

. P +1 1 2 . . . .

(qui redonne la valeur iy ep connue). Il est particulerement ineressant

dans ce cas d'observer les sommes partielfgqdx) approchant la fonction en ceneau :

i A

- T

O p 0 N=1 O p 2 N=5
A A
0 p 4 N =9 0 P 8 N =17

Henry Wilbraham a remarqe en 1848 que des oscillations persistenproximie des dis-
continuies, méme lorsque l'entierN est pris tes grand : les bosses se rapprochent de la dis-
continuie, mais la hauteur des oscillations au deh de l'intervalle de s& ne tend pas vers 0.
Cette observation resta cependant lettre morte jusqu'en 1898nree au Albert Michelson
utilisa une table tracante pour obtenir des repesentations grphiques plus pecises. Il crut
d'abord que les oscillations provenaient d'impecisions de trae, nim Josiah Willard Gibbs
comprit en 1899 qu'il s'agissait bel et bien d'un prenonene matheratique. Celui-ci est connu
maintenant sous le nom detenonene de Gibbs

Pour expliciter le pkenonene, calculons la somme partielléy (x) pour N = 2m 1 et
X = a=2m. On trouve

X 4 sin((2p+ 1) ) a
- =) fom 1 =

_aX 13 sin((p+ 3)a=m)_
2p+1 2m  m

(p+ Da=m

fom 1(X) =

p=0 p=0

On observe que I'expression de droite n'est autre qu'une somme derRa@n de la fonc-
tion continue g(x) = 2 %, inegee sur lintervalle [0;a], avec une subdivision em sous-

intervalles de longueura=m et des valeurs prises au milieup(+ %)azm de chaque sous-
intervalle. Comme la fonctiong est continue, il en esulte que

Z zZ, .
lim f Ve - LLL
ml 41 2m 1 2m - 0 g - 0 X .
La fonction \sinus inegral” & nie par
z
2 %sin
si@= £ MMgx

0 X
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es.ttune fonction impaire (puisquex 7! =7* est paire). Comme sin+ n ) =( 1)"sinx, on
voit que

Z
27 (D ginx 2 sinx
Uy = — dx=( 1)"—

— dx
n X o N +X

e nit une wrie alterree ;:10 u, dont la valeur absolue du terme garerq],unj est cecroissante
et tend vers 0. On ceduit du tegeme des ries alterrees ge la ®rie X u, est conver-
gente, et donc que l'inegrale2 0” Sixﬂdx converge elle aussi ; on montrera plus loin que
limy +1 Sl(@) = 1. La repesentation graphique de Sl (donree ici seulementus [0;+ 1 [)

fournit de facon pecise l'allure des oscillations quandN ! +1

. . . >
0 2 4 6 a
Ug calcul nunerique montre que la fonction SI passe par un maximurBI( ) = up =

2 0 Si%dx " 1:17898 :: (h encore, cela esulte du fait que le signe dei, est alterre).

En gereral, on peut obtenir le esultat suivant que nous cemorirerons plus loin.

P .
Treoeme 12.9  (Prenonmene de Gibbs) Les sommes partielle$n (x) =,  &n(f) gn

de la ®rie de Fourier d'une fonctionf 2 Cl .(R=TZ;C) \eri ent les estimations suivantes.
SiXg<Xp<:::<Xg= Xo+2 sontles points de discontinuie modul@ , il existe des
constantesCy; C,; C3;C4 0 telles que pour tout 2 ]0; T=4], on ait

convergence uniforme déy versf a lecart des points de discontinuie :

N
les \estimees de saut” suivantes au voisinage de chaquerpaile discontinuie Xy :

fn(x) f(x) &+p% pour X 2 [Xk + ;Xk+1 L, 0 k s 1

fn(Xk + h) VP(f)(xk) + % f(xk+0) f(xk 0) SIIN'h) Csh+ pc% si jhj
Il en esulte que pour toutx 2 R ettouta2 R on a
I\I!iml fn(X+ a=N) = VP(f)(x)+ % f(x+0) f(x 0) Sl('a):

Cette valeur tend verd (x 0) quanda! 1 et se eduit simplementa f (x) si x est un
point de continuie de f .

Preuve des esultats de convergence fondamentaux. Pour f 2 C2,,.(R=TZ;C), on
sait que la wrie ;zll jca(f)j? est convergente et que sa somme est majoee piirk3
(iregalie de Bessel). La Proposition 11.2 entra'me cep le eailtat important suivant.
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Theoeme 12.10 (Lemme de Riemann-LebesguepPour tout f 2 C2 ,.(R=TZ;C) on a

mor

'Iilm c(f) = I'irln a,(f) = I'irln b,(f)=0:
. P o
Demonstration. En e et, la convergence de la ®rie |-, jc,(f)j° exige que
lim c,(f)=0:
n'i

Les relations entre les coe cientsa, (f ), b, (f), ¢, (f) impliquent que a,(f), b, (f) tendent
egalement vers O quanch! +1 oun! 1

On cherche maintenant une expression inegrale explicite pour le lyp6me trigononetrique

XN _
fn(x) = c(f)em™
n= N
Comme
1 Xo+ T ]
w(f)= = f(y)e ™ dy;
T
nous obtenons
XN . 1 xoeT XN _
fn(x) = G (f)e™ = = flyy & e™dy
n= N Xo n= N
Soit encore Z
fn(X) = f(y)Dn(Xx y)dy

Xo
avec une fonctionDy appeke \noyau de Dirichlet” :
1 XN
Dn(y) = T eny
n= N

P : , . .
Comme N & =e™NY (1+¢Y +:::+ &N ) on trouve

Dy (y) = 1e Yy gl2N +1) ity 1 1e Ny a(N+1=2)ily (N +1=2)ily e (N+1=2)ily
WETET ey 1 T T @z vz e e

soit encore plus simplement

1sin((N +1=2)ly )
T  sin(y=2)

Dn(y) =

Nous aurons besoin des proprees suivantes du noyau de Dirief :

(1) Dy est une fonction paire, geriodique de periodeT, eelle, et de classeC? .
- Z -
T=2 T=2
1

(2) Dn(y)dy =1, Dn(y) = 5.

T=2 0
Cette deuxeme propret esulte imnediatement de la c& nition initiale de Dy, car seul le
terme constantey(y) = 1 contribuea l'inegrale par periodicie. Sil'on e ectue le chan gement
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de variablet 7' y=x+t, t=y x (etdoncdy= dt) dans la formule donnantf (x) on
aboutit, par utilisation de la parie et de la periodicie,a

Z Xo X+ T Z T=2
fn(x) = f(x+t)Dn( t)dt= f (x+ y)Dn(y) dy
X0 X T=2
T=2

= f(x+y)+ f(x y) Dn(y)dy:

Si I'on retranche VP(f )(x) = % f(x+0)+ f(x 0),il vient
Z 12

fn(x)  VP(f)(x) = fix+y)+f(x y) (f(x+0)+ f(x 0)) Dn(y)dy
0

gracea la propree (2).
Supposons maintenant qué admette des cerivvesa droite eta gauche au pointx. Alors la
fonction g e nie sur [ T=2;T=2]r fOg par
f(x+y)+ f(x f(x+0)+ f(x O
a(y) = (x+y)+f(x vy y( (x+0)+ f( )
_fx+y) f(x+0) f(x y) f(x 0)
y y ’

admet une limitea droite eny = 0,egalea la dierence des ceriveesa droite eta gauche
def enx. Puisqueg est impaire, elle admet aussi une limitea gauche en 0, et il est clair
qu'elle est (commef ) continue par morceaux partout ailleurs qu'en 0. On en conclut qug
se prolonge en une fonction continue par morceaux surT=2; T=2]. D'apes ce qui peede,
nous avons z

() VP(0= 5 g)yDu(y)dy

y60

(on a de nouveau utilie la parie). Or

1 y :
= < =2)I1
yOn(y) = 5 snly= 5SIn((N +1=2)ly )
1 y . .
= _ ly= | ly= | .
T sinly=2 sin(ly=2)cosN!y ) + cos(ly=2)sin(N!y ) :
On observe ici quesm!yﬁ se prolonge par continuie eny = 0 (puisque sin(ly=2) ly=2,la
limite vaut 2=!); comme sin{y= 2) s'annule seulement aux pointy = 2k =!I = KT, on voit
quey 7! Sm,yﬁ se prolonge en une fonction continue sur T=2; T=2]. On en deduit qu'on
peutecrire
Z 1=
fn(x)  VP(f)(x) = u(y)cosN!y )+ v(y)sin(Nly ) dy
T=2

avec des fonctionau; v continues par morceaux sur [T=2;T=2]. Le lemme de Riemann-
Lebesgue implique alors que ces coe cients de Fourier tendent veds On a donc bien
limy: +1 Tn(X) =VP(f)(x) et le teoeme de Dirichlet 12.1 est cemonte. En ¢ nitive, la
preuve est extrémement subtile, on peut excuser Fourier quéleeci lui aitechappe !

Etude de la convergence L' . On suppose ici qué 2 C} . (R=TZ;C) est de classeC!
par morceaux etsans discontinuies . Alors la cerivee f ©est bien ce nie sauf peut-etre en
un nombre ni de points anguleuxa, ; si on pose arbitrairementf {a,) = 0 en ces points,
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on obtient une fonction continue par morceaux. Grace a une iegration par parties, les
coe cients de Fourier de f ° s'expriment par
Z

Z h i
1 Xo+ T . 1 . IX +T 1 Xo+ T ) .
foqn) = = fqx)e ™ dx= = f(x)e "™ ’ — f(x)( in!)e "™ dx
T 4 T X0 T 4
(Pour justi er cette formule, on peut inegrer sur chaque intewvalle [Xy; Xx+1] a1 f est vrai-
ment C?, et on applique la formule de Chasles pour les inegrales pour faire larsme). En

utilisant la continuie de f et la periodicie, on voit que le terme " T ast nul, donc

Theoeme 12.11. Sif 2 C},.(R=TZ;C) est de class&® par morceaux etcontinue , on

a la formule
1b0(n) = in! Ib(n):
Sous ces hypotleses, on obtient par conequent

fb(n) = n—ll 1b0(n) sin60.

On utilise maintenant l'iregalieeementaire ab %(a2 + I?) pour tousa;b 0. Il vient

o) ot 5 ) %

2! 2n2
P
et comrlge la ®rie |, Ibo(n) ? est convergente d'apes l'iregalie de Bessel, on en ceduit que
la erie ., fb(n) est convergente. D'apes le Treoeme 11.9, la suite des sommjeartielles
fnG) = i fn) €™ converge uniformement vers sa somm®(x), qui concide avecf (x)

par le treoeme de Dirichlet, i.e. kf  fyky !' OquandN ! +1 , etle Theoeme 12.2 est

cemonte. Mais on a de faconevidente

1 Z Xo+ T

kf  fyki= = if(x) faX)j2dx  supjf (x) fn(x)j>= ki fyk?
T X0 X2R

donckf fyk, ! 0. En utilisant legalie de Pythagore kf k3 = kfyks + kf  fyk3, ce

dernier esultat montre le Threoeme 12.3 et le Corollaire 12.4 lorsge f est de class&€?! par

morceaux et continue. Pour cereraliser ces esultatsa desdnctionsf seulement continues

par morceaux, on peut utiliser un proec de moyennisation.

Un proeae de moyennisation. Etant donre une fonction f inegrable et periodique de

periode T, on lui associe la fonction
Z Z.

0= 5 fWdy= 5 fx+y)dy;
. .

a savoir la valeur moyenne def sur l'intervalle [x ";x + "]. Il est clair que -f est conti-

nue, et elle est encore periodique de periodd. Lorsque™ ! 0, -f(x) ! f(x) en tout

point x ai f est continue. Sif est seulement continue par morceaux, on voit aiment que

lim-, o «f (x)=VP(f)(x) en tout point. De plus -f estC! par morceaux puisqu'elle a en

tout point des ceriveesa droite eta gauche

( -f)Yx O)=2—],',(f(x+" 0 f(x " 0)

qui sont C° par morceaux. D'apes ce qui peede, la formule de Parseva'appliqguea -f ;
on va en ceduire qu'elle s'applique aussid par passagea la limite. Des esultats standards
de treorie de l'inegration permettent de cemontrer que lim-, ok -f  fk, = 0 du fait que
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«f 1 f presque partout; nous admettrons ici ce esultat doa Lebegue. Le theoeme de
Fubini pour les inegrales doubles donne quanta lui les coe cientsde Fourier de -f :

A | 112 Z |
d.f (n) = = f(x)e ™ dx = T f(x+y)e ™ dxdy
on 7 Xo X Xo+T "y "
- él ein!y f(X + y)e in! (x+vy) dx dy
2'T 7 y " Zxo X Xo+T
= Zi% eny f(x)e ™ dx dy (par periodicie)
2 y " 0x T
o sin(n!
= ) s ay= S D)

oy
Puisquejsinxj  x pour tout x 0, on en ceduit de facon quelque peu miraculeuse que
d.f (n) j fb(n)j pour tout n 2 Z. Par congequent, comme legalie de Parseval est connue
pour -f qui est continue etC! par morceaux, on obtlent

X
k fkZ=  df(n)? it(n) %
n2z n2z
Par passagea la limite quand" ! 0, on voit que kf k3 nZZjfb(n) ? et les treoemes

fondamentaux 12.3 et 12.4 en esultent.

Preuve du Treoeme 12.9 (ptenonene de Gibbs). Quittea changer l'unie de temps,
il n'est pas restrictif de supposei =2 et! =1. Letape principale est de \eri er explici-
tement les iregalies voulues dans le cas de la fonction en dent ddesc

g(x) = X x2]0;2 [, gk )=0:
D'apes les calculs de I'exemple 12.5, nous avohs(g) = % pourn 1 eta,(g) =0. Pour
x 2]0;2 [, ceci implique
X5 Zy X 2y gin(2Vr
§0) 9= Zsinm) (0= 1+2  cospy) dy= o2 Vg,
n sin(3)

n=1 n=1
car la somme entre parentteses n'est autre que le noyau de Diridhle
A

QA Ov; N = 4,816
N\

<Y

N

On e ectue maintenant une inegration par parties pour obtenir
2 hcos(z'\‘T”y)' <, Z x 1 cos@y) cos() g
2N +1 sin(%) 2 sin*(%)

N (X)  a(x)=
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Commej cos 2'\'7+1y)j 1, une majoration brutale des dierents termes donne
Z
i) 9] 1o, X1 cosf) 2 2
IO G N+ T sing) 2sid(y) 7 T 2N +1 sin()

(la fonction y 7! cos{) ne change pas de signe sur, X ]). Comme siny 2y sur [0 5] par
concavie de la fonction sin, et comme I = 5, Ceci montre cep que

4
2 1 2 2

2N +1 sin(;) N 25 N~

sup ]JgN (x)  g(x)j

x2[;2

Pourf = get! =1, on veut maintenant estimer les quanties
1
fn(Xk + h) VP(f)(xk) + > f(xk+0) f(xxk 0) SIN'h)

aux points de discontinuie xx. Modulo 2 , la fonction g admet seulement le point de discon-
tinuie xx =0, avecg(Xxk +0) g(xk 0)=2 et VP(g)(xx)=0. Il nous faut donc estimer

g~ (h) SI(Nh) = le % sin(nh) ZZONh Siﬂdy
= “ox 2 cosfy) dy ZZ NhSiﬂdy
ot © 7 A
_ Oh Sms(iznl\l(T:él)y) L dy 2 O(N +1=2)h j% dy+2 N(hN +1=2)h ? dy
- 0h sin 2N2+ 1y sinl(%) % b 2 N(hN o Siﬂdy "

la dernere ligne s'obtienta la suite du changement de variable 7! %y dans l'inegrale
O(N +1=2h Si%dy. Comme j sinyj y, la dernere inegrale est majoee par 2h=2) = h.

On obtient donc .
L N +1 1
+ =
on(h)  SI(Nh)  2hj S =5y uy)dy — ar u(y) sin(Z)
On peut \eri er au moyen d'un ceveloppement limie que la fonction u se prolonge en une
fonction de classe€€?! (et méme de class€?! ) SH{] 2; 2 [, enposantu(0) = 0. En utilisant

une inegration par parties on voit alors que Oh sin &y u(y)dy s5p S, donc

NI<| =

() av()  SI(Nh) 2jhj+%:

Le cas de la fonctionf = g estetabli. Dans le cas a1 la fonctionf est de classeC! par
morceaux etcontinue , on sait qu'il y a convergence uniforme sur tout intervallexp; xo+2 .
Une majorationa l'aide des coe cients de Fourier def et f “donne

X _ X X
) f () () & fmi= P

jnj N+1 jnj N+1 jnj N+1

= jPn)j2

inj N+1 inj N+1
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al la deuxeme ligne esulte de l'iregalie de CR)uchy Schwarz etla dernere de I'estimation
du reste de la srie de Riemann par l'inegrale 1 dx combiree avec l'iregalie de Bessel
pour % On a donc bien fy(x) f(x) COhL N et les estimations voulues sont \eriees
pour f .

Dans le cas greral, lorsquef 2 Cl . .(R=TZ;C) pesente des points de discontinuiesxy,
elle admet des \sauts" d'amplitudef (x,+0) f (xx 0), et on peut lui retrancher la fonction
en dent de sciex 7! Zi f(xk +0) f(xxk 0) g(x xk) pour faire dispara'tre ces sauts,
puisque ceux dex 7! g(x Xxx) sont d'amplitude 2 enx = x,. Ceci montre que

X
RO= 100 o f6+0) 0w 0) g xy)
k

n'a plus de sauts, et donc qué® est continue (quittea la rece nir convenablement en x,).
La fonction f€ est aussi clairement de classe! par morceaux. Si lI'onecrit
X 1
f(x)= fx)+ 5 f(xe+0) f(xk 0) g(x Xu);
k

les estimations de Gibbs sont \eriees pourf€ et pour chaque terme de la sommation, il ne
reste plus qua en faire la somme pour obtenir le esultat dcesie :méme six, n'‘est pas un
point de discontinuie de € ou deg(x x:), ~ 6 k, il faut quand méme s'assurer qué, et

lesgn (X Xx°) \erient les estimees de saut enxy ; cela esulte de I'estimee uniforme prise
au point xi + h et du fait qu'on a

jifxc + h)y  ©x)j C%hj

d'apes le treoeme des accroissements nis.
Remarque 12.12. Posons SI(+1 ) =lim 4 .1 SI(x). Comme
Jim_gw (h) = g(h) = h pourh2]0;2 [;

I'estimation () implique | h SI(+1 )] 2h,doncjl SI(+1)j 3h= et puisque
ceci est vrai pour touth > 0 on en ceduit que SI(+1 ) = 1. Ce esultat n'est pas du tout
evidenta trouver directement, car la fonction x 7! =2* n'a pas de primitive explicitable!

Remarque 12.13. Lorsque la fonctionf est de classe&C? ! et de classeCP par morceaux
avecp 2, un raisonnement par ecurrence montre un(p)(n) =( in)pfb(n), de sorte qu'on
a la majoration d'erreur anelioee
X X X 1
() () f(n) & if(n)j = s ifte ()
jnj N+1 jnj N+1 jnj N+1
S _X—l S X
n2e
jnj N+1 jnj N+1
r— -
1 1 C
(p) P_.
p IN® 1N N
On voit que la convergence est d'autant plus rapide que est egulere, autrement dit les
harmoniques tendent vers 0 d'autant plus vite que est grand.

iAo (n)j

Ceci aegalement pour consquence que I'on peut aneliorer lesrteesC :p N enC =N dans
les estimees de Gibbs lorsque la fonctioh est de class&C? par morceaux. Pour le prouver,
il convient delimineregalement les points anguleux, ce qu'on peutdire en soustrayantaf®
des translaees de fonctions du typé(x) = x? sur[ ; ], pour lesquelles on a convergence



97

uniforme enjhy  hj C=N (exercice !); la fonction restante® devient alors de class€*
et C2 par morceaux, et on a donc d'apes ce qu'on vient de vojify, § C%N32,

Sries de Fourier des fonctions  L2. Nous indiquons ici brevement des ceveloppements
plus modernes de la theorie des sries de Fourier, poserieurspaanrees 1900. Mathemati-
quement, il n‘est en e et pas tes naturel de supposer que lesrfctions sont continues par
morceaux, puisque les coe cients de Fourier d'une fonctioh se calculent ces lors que la
fonction f est inegrable. L'inegrale de Riemann n'est cependant pas satigfsante dans ce
cadre ; pour obtenir des esultats complets on doit s'appuyer slimegrale de LebesgueA la

n des anrees 1950, Jaroslav Kurzweil et Ralph Henstock ont mba qu'il su sait d'une
tes petite anelioration de la ce nition de l'inegrale de Riemann po ur y parvenir. C'est celle
gue nous donnerons ici (a n de rester parfaitement rigoureux efe ne pas donner denones
matrematiquement incorrects, mais nous ne cevelopperons pasaiment la treorie :::).

[e nition 12.14  (Inegrale de Kurzweil-Henstock). Soit f : [a;ld ! C une fonction quel-
conque.Etant donre une subdvision poinee D = f([a;;8+1];Xj)d j«m de[a;l, c'esta-
dire des sous-intervalle$a; ; & +1 ]
a=g<a;<az<:ii<api<am=Db;
et des points intermediairesx; 2 [a;;a+1], on introduit la somme de Riemann
R 1
So(f)= (g« &)f(x)

j=0

qui repesente la somme des aires algebriques des rectiesys'appuyant sur le graphe

y i+ q (Xj)
T on
N
Al
f (%)} -
é )éj X

On dit quef estinegrable au sens de Kurzweil-Henstogku KH-inegrable) s'il existe un eel

A (qui va repesenter l'aire algebrique exacte sitlee souke graphe dd ), tel que pour toute
marge d'erreur” > 0 donree a priori, on peut trouver une fonction positive :[a;g! R,

en sorte que pour toute subdivision poine® de [a;ld on ait

D est -ne,i.e. 8, a.+1 & (x;) =) j Sp(f) A} ™
Le nombre eel A de la ¢ nition peedente est appek inegrale de f sur [a;d, onecrit
Zy K 1
A= T000=lim So)= Jim, (@ 8)1 ()

a i

R
et on dit que ;f (x) dx est la limite (au sens de Kurzweil-Henstogkdes sommes de Rie-
mann, lorsque la subdivisioD devient de plus en plus ne.
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La dierence avec la ce nition usuelle de l'inegrale de Riemann est que l'on s'autorise a

prendre des pas;.; @ variables, controks par une fonction (x) > 0 quelconque, que I'on
peut prendre tes petite aux endroits ai la fonctionf est \mauvaise" (fortes oscl‘:glations).
En fait rien n'interdit non plus de prendref non borree, par exemple l'inegrale Clx dx

converge quandc! 0, et < 1;il sura de prendre des pasa;.; & de plus en plus
petits quand on se rapproche de O (et donc une fonction de carig”des pas telle que
limy, o (X) =0 tes vite, choisie pour avoir une pecision" su sante).

On peut maintenant introduire les espacekP de Lebesgue pour toup 1.

Ce nition 12.15. On dit qu'une fonctionf : [a;d! C estLP (au sens de Lebesguai f
est KH-inegrable et sijf j? estegalement KH-inegrable. On ¢ nit la semi-norme LP def

ar
g Zy 1=p

kf kp = if (X)jP ;
a
et on noteEP([a; d; C) I'ensemble des fonctionsPa valeurs complexes sufa; 4.

L'espace€?([a; I; C) se trouve &tre muni d'une forme sesquilireaire hermitienne sembsitive
b
H;gi=  f(x)gx)dx;  f;g 2 E*([a;H;C);
a
linegrabilie de fgetant garantie par le fait quej fg | %(jf j?+jgj?). Une petite di cule est
gu'il y a beaucoup de vecteurs isotropes ; on dit qu'un ensemtite [a;  est regligeable
si sa fonction caracErisﬂquelE (telle quelg(x) =1six 2 E et1lg(x) =0si x 2 E) est

KH-inegrable et \eri e ab 1 (x)dx = 0. Alors :

Theoeme 12.16  (Admis). Une fonction f dans EP est de semi-normekf k, = O si et
seulement si il existe un ensemble regligealtitetelle quef (x) = 0 pour tout x 2 [a;dr E
(f pouvant prendre des valeurs quelconques €urdu fait que E est \tes petit" ).

On notera qu'un ensemble regligeable peut tout de m&éme avoir une nie de points,
par exemple on peut montrer queg;j\ Q est regligeable (et méme que tout ensemble
cenombrable est regligeable). Un autre exemple classique d'endam regligeable in ni est
'ensemble triadique de Cantor E  [0;1], & ni comme I'ensemble des nombres eels
de l'intervalle [0; 1] pouvant secrire en base 3 sous la forme

Xl
X = a3 "; a,=0o0ua, =2;
n=1
autrement dit 'ensembie des eels de [A] n'ayant en base 3 que les chires 0 ou 2. Il est clair
par canition que E = Ey @ Ey estlaeunion des 2 intervalles de la formef,r +3 N],

r= N, a3" ccrivant I'ensemble des nombres triadiques aN chires ne secrivant

qu'avec des chires 0 et 2. Les ensemblé&s, s'obtiennent ierativement en partant de I'in-
tervalle Eq = [0; 1] et en otant le tiers nedian de chacun des intervalles constituafiy ;. La
longueur totale des intervalles constituanEy e%Z\' 3N = (2|-\—;3)N I OquandN ! +1,

ce qui implique queE est regligeable on a0 01 1 (x) dx 01 1, (X)dx = (2=3)N .

Les ensembles triadiques Eyn, 0 N 6.
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Poureviter d'avoira consicerer des vecteurs isotropes, on awvient d'identi er deux fonctions

f et g cbs lors gqu'il existe un ensemble regligeablgy (kpendant def et g) tel quef etg
ne dierent que sur Etg, et concident sur fa; r Erg. On note LP([a; ; C) (sans tilda)
I'espace obtenu apes avoir fait cette identi cation des fonctionsD'apes ce que nous avons
explige plus haut, leseements isotropes sont maintenant idetiesa la fonction 0. On en
ceduit :

Treoeme 12.17.  La forme sesquilireaire ci-dessus est ce nie positive suL?([a; b; C), par
consquent(L?([a;d;C);h; i) est un espace hermitien.

On introduit de m&me l'espace hermitienl(?(R=TZ;C);h; i) des fonctionsL? periodiques
de periode T, identiees modulo les ensemble regligeables, avec

Xo+ T
H;gi = = f (x)g(x) dx; f;g 2 L3R=TZ;C):
On calcule comme peedemment les coe cients de Fouriet, (f ) (et de méme les coe cients
an(f), b(f)) d'une fonction f 2 L2(R=TZ;C).

Treoeme 12.18  (ldentie de Parseval, versionL?). Pour toute fonctionf 2 L?(R=TZ;C),
on a
X . .2 . .2 1X1 . -2 . -2 2
ien(®)i"=co(f)i"+ 5 jan(f)i"+ im(f)i" = kiky =

n2z n=1

Z

1 Xo+ T

- if (x)j2dx:

T . (x)]
Demonstration. La preuve est essentiellement la m&éme que celle que nous avores \thg :

la projection orthogonalefy def sur P“ﬁ(' satisfait l'iregalie

kKink3=  jen(f)i? k fKE:
jnj N

En e et, ceci esglte du treoeme de Pythagore, qui impliquekf yk3+kf  fyki= kfk3.Ona
doncalalimite . jc.(f)j? k f k3. Pourerier l'iregalie oppoee kf k3 1oz icn(f)i4,
on e ectue une moyennisation -f, et on utilise le esultat de theorie de l'inegrale de Le-
besgue qui dit quek -f fk, ! 0. Mais on cemontre aussi dans cette treorie que -f
est une fonction continue, et l'identie de Parseval cep connie dans ce cas (Treoeme 12.3)
implique

X . X . : . _sin(n!") . o :

k-fkz= el +f)j je(f)i% car je( +f)j= —r— Ja(®)i e

n2z I:)nZZ )
A la limite il vient kf k3 127 (f )j2. On notera que ce raisonnement fournit dans tous
les cas l'iregalie ineressante k -f ky k fko.

Un autre espace hermitien qui intervient naturellement dans la therie L? est I'espace
noe “?(Z;C) dessuites de care sommable . C'est par e nition I'ensemble des suites

S =(Sn)n2za valeurs comp;(exes telles que X

ksk3:=  jspj®< +1; avec hs;ti .= Syt
n2z n2z
La convergence du produit scalaire est assuee par le fait qus, t, j %(jsnj2 + jtnj?), etil
est clair que I'on obtient ainsi un espace hermitien. Une autre fecate formuler la theorie L?
des series de Fourier est de dire que I'on a un isomorphisme isoneute%d'espaces hermitiens
Xo+ T

L3(R=TZ;C) ! %Z;C); f 7! (C)n2z; @ G =1(n)= % f(x)e ™ dx

Xo
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qui peserve les normes.? et donc aussi les produits scalaires hermitiens : c'est le treoeme
de Riesz-Fischer (1907), qui arme entre autres la \competu@" de L?(R=TZ;C) et la
surjectivie de l'isonetrie peedente. L'isomorphisme inverse est donre par
X .
2(Z;C) ! L*R=TZ;C); (Cn2z 7! f; @ f(X)= ch e -
n2z
En fait, le treoeme de Riesz-Fischer est impligle par le esultattes profond suivant dda

Lennart Carleson (matrematicien swedois re en 1928) { la cemastration est beaucoup trop
di cile pour pouvoir &tre donree ici.

Treoeme 12.19  (Carleson, 1966) Pour toute suite de care sommablgc,) 2 “%(Z;C),
la serie trigononetrique X
f(x)= c, e

n2z
converge presque partout, c'esta-dire qu'elle convergair tout intervalle [Xo;Xo + T] de

longueur T, saufeventuellement sur un ensemble regligealle  [Xg; Xo + T]. La limite f
ainsi ce nie est dans L2(R=TZ; C), et ses coe cients de Fourier sont les(c,).

P .
On notera que les polyndbmes trigononetriquesy (X) =, y c,€"* convergent versf

pour la normelL?, puisque le treoeme de Parseval implique
X
kf  fyks= jcnj?

jnj>N
(ce esultat de convergence.? est beaucoup plus simplea justi er que le theoeme de conver-

gence ponctuelle de Carleson!) Il s'agit b des premeres bribes tketreorie des espaces de
Hilbert, qui jouent un réle important en theorie des operateurs et emecanique quantique.

Solution de kquation de la chaleur. Revenons maintenanta lequation de la chaleur
discueea la section 9 :

@ @

—=D—; x2[0;L]; t2][0,+1T[:

ot P o3 oLl t2[0+1 ]

Comme on I'a vu, le ux de chaleur est nul aux extrémies du barrea [O; L], ce qui conduit
a imposer les conditions au bord

@ .._@ .. _ : : :
@>£O,t) = @)QL,t) =0 pour tous x 2 [O;L] ett 2 [0;+1 [:

On cherche une solution (x;t) telle que (x;0) soit une distribution de temgerature f (x)
donree a priori au tempst =0, ¢ nie pour x 2 [O;L].

Il est naturel (ne serait-ce que pour pouvoirecrire lequationde la chaleur) de supposer que

(x;t) est deux fois cerivable par rapporta x et une fois cerivable par rapport au tempg. En
particulier f (x) = (x; 0) doit étre suppose deux fois cerivable sur [L]. Cette hypotlese
implique a fortiori que f et f ° sont continues (puisque cerivables), donc qué est de classe
Cl sur [O/L]; en fait, il nous sura ici de supposer quef est continue et de class€?! par
morceaux.

A la section 9, nous avons trouwe des solutions de la forme
X1 n

() (x;t) = nCOS =X € (n
n=0

2 2z1.2)pt .
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Pour que cela soit une solution de notre probeme, il faut cep gie pourt = 0 on ait
Xt n
f(x)= n COS —X
L
n=0
Le membre de droite est une fonction paire ex. Si I'on prolonge arti ciellement f en une
fonction paire®sur [ L; 0] en posant® x) = f (x) pour x 2 [0; L], on obtient une fonction
continue et de classe€?! par morceaux sur [ L;L]. Commef( L) = L), on peut m&me
prolonger € en une fonction periodique de periodeT = 2L sur R tout entier de sorte quef®
soit continue et de class€! par morceaux. Dans ces conditions, le Treoeme 12.2 montre que
la fonction paire f€ secrit comme une srie absolument convergente en cosinus, piglsation
| =2 =T =2 =2L = =
Xt n Xt
&(x) = 8 COS =X | janj < +1:
n=0 n=0
On est donc amerea choisir , = a, dans (). Nous allons en deduire le magni que
Theoeme 12.20  (Fourier, 1807 ::: et successeurs)Soit f : [O;L] ! R une fonction

continue et de classeC! par morceaux sur[0;L], et soienta, = a,(f) les coe cients de
Fourier ce nis par

14t 241
Q=0C= — f (x) dx; ah = — f(x)coshx=L)dx; n 1L
L o L o
Alors lequation de la chaleur
@__.@. O .
@t D@, x2[0;L]; t2]0;+1 [

admet une unique solution continue : [O;L] [0;+1 [! R telle que%t; c% existent et
soient continues surfO;L] ]0;+1 [; \eriant les conditions au bord

@ n_ @ . _ .. Oy — : : :
@>£O,t) = @)SL,t) =0; et (x;0)=f(x) pourtoutx 2 [O;L] ettoutt?2 ]0;+1 [:

Elle est donree par

X1 n
-1 2
(X,t) = an coSs TX e (n2 2 )Dt:
n=0
Demonstration. Posons
X1 n
(xt) = a, Cos Tx g (n? ?=L?)Dt.
n=0

Nous savons qué\ = P ;jo janj < +1 , donc la grie donnant (x;t) est absolument conver-
gente pour tout (x;t) 2 [O;L] [0;+1 [. On en ceduit comme pour la cemonstration du
Theoeme 11.9 que est bien continue sur [QL] [0;+1 [, avec (x;0) = f(x) grace au
choix , = a,(f). Comme

2 22 2)py AnP

P (n
n“a, e gln? 2=L2)Dt

et que I'exponentielle I'emporte sur tout polynbme, on voit que

2 2z 2p  Cle

nPa, e = pourt 2 [to;+1 [, tg> O.
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Ceci entra'me facilement que I'on obtient des sries absolument ehifornremement conver-
gentes sur [QL] [to;+1 [, apes avoir pris autant de cerivees que I'on veut enx ou ent de

chacun des termes, cos T-x e (™ *=Pt par des treoemes standards (admis ici) sur

les eries de fonctions dierentiables, on en ceduit que admet en fait des cerivees partielles
continues en k;t) sur [O;L] ]0;+1 [,a tout ordre. En particulier

@ Xt n . n 2 222
= (x;t) = — a,sin —x e (M FLAHBL
anii= L &SN T
n=0
s'‘annule bien pourx =0 et x = L, et

@ X1 n 2 n 2 2.2
—(x;t) = — cos —x e (N7 “=LAD
@xNV= T e

: 1@,
concide avecy @t(x, t).

Ceci montre que (x;t) est une solution du probkeme, et il restea voir que c'est la seule.
Si (x;t) est une autre solution, Posonsi(x;t) = (X;t) (x;t). La lirearie de lequation
de la chaleur entrame

@Iz @u
—(X;t) = D—=(x;t sur [O; L O+1 [;
() @ ) @9(( ) oLl 1] [
tandis que 840;t) = SYL;t) = 0 pour tout t> 0 etu(x; 0) = f (x) f(x) =0. Introduisons
maintenant la normeL? -
L
J(t) = u(x;t)?dx; t2[0+1 [:

0
Nous allons montrer quel est identiquement nulle, ce qui entra™era qua(x;t) = 0 pour
tout (x;t) 2 [O;L] [0;+1 [d'apes I'hnypothese de continuite de u. Notons cep que J(0) =0
par construction.

Les treoemes usuels de \continuie et cerivabilie sous le signe somme" (admis ici) im-
pliquent quet 7! J(t) est continue pourt 2 [0;+1 [ (du fait que u(x;t) est continue sur
[0;L] [0;+1 [), et queJ(t) admet une cerivee JYt) obtenue en prenant la cerivee partielle
de l'inegrande par rapporta t :

ZL ZL @
Jqt) = — u(x;t)? dx = 2u(x;t) —(x; t) dx:
W= G 2u0xt) ixit)
Compte tenu de lequation (), on peutecrire
A @u
J(t)=D 2u(x;t) == (x;t) dx:
W=D 2uxy ga(x)

En inegrant par parties par rapporta la variable X, il vient, en tenant compte des conditions
au bord £40;t) = S41L;t)=0:

‘L@t
0 @x
Par conequentJYt) 0 pour tout t > 0. Ainsi J est cecroissante, et on a

J(t) J(@O)=0 pourtoutt O.

Mais J (t) est l'inegrale d'une fonction positive ou nulle, et on a donc aussi(t) 0 pour
tout t 0. On en ceduit que J(t) = O, par suite u(x;t) =0 et (x;t) = (x;t) pour tout
X2 [0O;L]ettoutt2 [0;+1 [.

J9t) = 2D dx:
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Remarque 12.21. Lorsque le tempst tend vers +1 , on peut facilement \eri er que la
solution satisfait limy +; (Xx;t) = ag, car toutes les exponentielles tendent rapidement
vers Oa l'exception du terme constantn = 0. On a donc une temgerature qui atteinta
la limite une temperature dequilibre, laquelle se calcule commeetainla valeur moyenne

L

a(,:co:1 f (x) dx
L o

de la temperature du barreau au tempgs = 0. Ce esultat se fonde bien entendu sur I'hy-
potlese que la ceperdition denergie du barreau vers I'exerieir est regligeable (d'ar en
particulier les hypotreses de ux %X(O;t) = %X(L;t) = 0 aux extrémies). En premere ap-

proximation, cette hypottese est ealiste dans la mesure ai laanductivie thermique d'un

netal estelewee, bien pluselewee que celle de I'atmosplere. ks exponentielleg (* *=-*)0t

cecroissent donc su samment vite pour que la dissipation de chalewers I'atmosplere n'ait

pas le temps de jouer un réle. En pratique, la dispersion de tempture maxj (x;t) agj

au tempst est principalement contrbee par le termen = 1, on voit qu'elle est majoee par
Ce (=Dt q; C > 0 est une constante.



