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0. Motivations

Supposons que nous soyons amen�es �a nous promener en montagne, en nous rep�erant �a partir
d'une carte d'�etat-major.

On e�ectue un petit d�eplacement depuis le point (x; y) jusqu'au point (x + dx; y + dy) en
supposant (dx; dy) su�samment petit pour que la pente du terrain n'ait pas le temps de
changer sensiblement (ce n'est pas n�ecessairement le cas sur notre dessin, mais la 
�eche
n'aurait pas �et�e visible !) Le probl�eme est de calculer la distance parcourue.

Sur la carte, le d�eplacement e�ectu�e est
p

dx2 + dy2 d'apr�es le th�eor�eme de Pythagore, mais
ceci ne tient absolument pas compte du fait que l'on se d�eplace sur un terrain en pente. En
r�ealit�e, l'altitude z varie comme une fonctionz = f (x; y) du point (x; y) rep�er�e sur la carte,
et la longueur du d�eplacement e�ectu�e est donc

ds =
p

dx2 + dy2 + dz2;

du moins si on suppose que l'on s'est d�eplac�e en ligne droite (sur unedistance su�samment
faible, on peut consid�erer que c'est le cas). Par di��erentiation, on a

dz = f 0
x dx + f 0

y dy

o�u f 0
x , f 0

y sont les d�eriv�ees partielles au point (x; y). On trouve donc

ds2 = dx2 + dy2 + ( f 0
x dx + f 0

y dy)2 = (1 + f 02
x )dx2 + (1 + f 02

y )dy2 + 2f 0
x f 0

y dx dy:

Si (u; v) = ( dx; dy) est le vecteur d�eplacement, on voit que la distance parcourue s'exprime
comme

p
q(u; v) o�u q(u; v) est une expression de la forme

q(u; v) = au2 + bv2 + c uv:

C'est ce qu'on appelle uneforme quadratiquede 2 variables. Plus g�en�eralement, on est amen�e
�a consid�erer des espaces de dimension plus grande, par exemple en Physique on introduit
l'espace-tempsde dimension 4, avec ses coordonn�ees (x; y; z; t) o�u t est le temps. Dans ce
cas, une forme quadratique jouant un rôle important en th�eoriede la relativit�e restreinte est
la forme quadratique de Lorentz

q(dx; dy; dz; dt) = dx2 + dy2 + dz2 � c2 dt2
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o�u c est la vitesse de la lumi�ere. La th�eorie de la relativit�e g�en�eralis�ee consiste en l'�etude
de l'espace-temps courb�e par la pr�esence de la mati�ere ; dans ce cas, de même que dans
l'expression deds2 pour un parcours vallonn�e en montagne, on peut avoir des termesdx2,
dx dy, : : : , dx dt, : : : , dt2 dont les coe�cients d�ependent eux-mêmes de (x; y; z; t) !

L'un des buts de ce cours est une �etude syst�ematique des formes quadratiques et de leurs
propri�et�es. Cette �etude est fortement li�ee �a celle des applications et formes lin�eaires, c'est
pourquoi nous commencerons par des rappels g�en�eraux d'alg�ebre lin�eaire.

1. Rappels et compl �ements d'alg �ebre lin �eaire

Un K-espace vectoriel est un ensembleE muni d'une loi de composition interne not�ee +

E � E ! E; (x; y) 7! x + y;

et d'une loi de composition externe not�ee� (le � �etant d'ailleurs tr�es souvent omis)

K � E ! E; (�; x ) 7! � � x;

appel�ee ici multiplication par un scalaire, satisfaisant aux propri�et�es suivantes :

(1) (associativit�e de +) x + ( y + z) = ( x + y) + z pour tous x; y 2 E

(2) (commutativit�e de +) x + y = y + x pour tous x; y 2 E

(3) (�el�ement neutre) il existe un �el�ement 0 E tel que 0E + x = x +0E = x pour tout x 2 E.

(4) pour tout x 2 E, il existe un �el�ement x0 2 E tel quex + x0 = x0+ x = 0E (cet �el�ement
x0 est alors unique, appel�e oppos�e dex, et il est not�e � x)

(5) 1 � x = x pour tout x 2 E

(6) (�� ) � x = � � (� � x) pour tous �; � 2 K; x 2 E

(7) � � (x + y) = � � x + � � y pour tous x; y 2 E; � 2 K

(8) (� + � ) � x = � � x + � � x pour tous x 2 E; �; � 2 K.

Exemples 1.1. l'ensembleKn desn-uplets (x1; : : : ; xn ) d'�el�ements de K ; l'ensembleK[X ]
des polynômes �a coe�cients dansK ; l'ensemble Mn (K) des matrices carr�ees d'ordren ;
l'ensembleC0(I; K) des fonctions continuesf : I ! K ; l'ensemble des suites r�eelles ou
complexes.

Un sous-espace vectoriel F deE est un sous-ensemble deE non vide , stable par addition
et multiplication par un scalaire :8x; y 2 F on ax+ y 2 F , et 8� 2 K, 8x 2 F , on a� �x 2 F .
De fa�con �equivalente, c'est un sous-ensemble deE non vide et stable par combinaisons
lin�eaires : 8�; � 2 K et 8x; y 2 F on � � x + � � y 2 K . Dans ce cas,F est lui même un
K-espace vectoriel pour les lois + et� induites par E.

Remarque 1.2. Un sous-espace vectorielF de E contient toujours 0E , car si x 2 F , alors
0 � x = 0E 2 F .

Exemple 1.3. Un plan d'�equation ax + by+ cz = 0 ( a; b; c2 R) est un sous-espace vectoriel
de R3.

Contre-exemple 1.4. L'ensemble d�e�ni par x� y+2z = 3 n'est pas un sous-espace vectoriel
de R3.

Si F1, F2, : : :, FN sont des sous-espaces vectoriels deE, alors l'intersection
N\

i =1

Fi = F1 \ : : : \ FN
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est un sous-espace vectoriel deE, mais en g�en�eral la r�eunion
N[

i =1

Fi = F1 [ : : : [ FN

n'en est pas un (consid�erer par exemple deux droites concourantes dans un plan).

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle famille (�nie ou in�nie) de vecteurs deE une
collection S = ( si ) i 2 I de vecteurs deE, non n�ecessairement distincts, num�erot�es par des
indices i dans un certain ensembleI (lorsque la famille est �nie de cardinalm, on choisit
en g�en�eral I = f 1; 2; : : : ; mg). Une combinaison lin�eaire d'�el�ements de la famille S est un
vecteur deE de la forme X

i 2 I

� i si ;

o�u ( � i ) i 2 I est une famille de scalaires n'ayant qu'un nombre �ni de coe�cients� i 6= 0 (de
sorte que la somme se r�eduit en fait �a une somme �nie) ; on dit qu'unetelle famille de
scalaires estpresque nulle(noter que cette condition est toujours satisfaite siI est �ni).

Le sous-espace vectoriel de E engendr�e par S est l'ensemble Vect(S) des combinaisons
lin�eaires d'�el�ements de S. Autrement dit,

Vect(S) =
n X

i 2 I

� i si ; � i 2 K; � i 6= 0 en nombre �ni
o

:

On dit qu'une famille S de vecteurs deE est g�en�eratrice (ou engendre E) si tout vecteur
v 2 E est une combinaison lin�eaire d'�el�ements deS (autrement dit si E = Vect( S)).

Exemples 1.5.

(1) Un plan de R3 est engendr�e par deux vecteurs non colin�eaires de ce plan.

(2) Les n vecteurs (1; 0; : : : ; 0), : : : , (0; : : : ; 0; 1) engendrentKn .

(3) K[X ] est engendr�e par la famille in�nie (X n )n2 N.

(4) Une famille quelconqueS est toujours par d�e�nition une famille g�en�eratrice de
Vect(S).

On dit qu'une famille S = ( si ) i 2 I de vecteurs deE est libre si pour toute famille de scalaires
(� i ) i 2 I presque nulle on a

X

i 2 I

� i si = 0 ) � i = 0 pour tout i 2 I:

Cela aussi revient �a dire qu'aucun �el�ement deS n'est combinaison lin�eaires des autres.

Exemples 1.6.

(1) Une famille contenant 0 n'estjamais libre.

(2) Une famille contenant deux vecteurs identiques n'estjamais libre, puisqu'on peut
�ecrire 1 � v + ( � 1) � v = 0.

(3) Si v1; v2 2 E, une famille (v1; v2) est libre si et seulement siv1 et v2 sont non nuls et
non colin�eaires.

(4) La famille de fonctions continues (f 1; f 2; f 3) de R dansR telle que

f 1(x) = 1 ; f 2(x) = cos(2x); f 2(x) = cos2(x)

n'est pas libre (pourquoi ?)
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(5) La famille (1; 0; : : : ; 0), : : : , (0; : : : ; 0; 1) de vecteurs deKn est libre.

(6) La famille (f; g ) de fonctionsf (x) = cos(x), g(x) = sin( x) sur R est libre.

On dit qu'une famille de vecteursB = ( ei ) i 2 I est unebase de E si elle est �a la fois libre et
g�en�eratrice. Cela revient �a dire que tout vecteur x de E s'�ecrit de mani�ere unique comme
combinaison lin�eairex =

P
i 2 I x i ei d'�el�ements de B (la somme n'ayant qu'un nombre �ni de

termesx i 6= 0).

Exemples 1.7.

(1) La famille de vecteurs (1; 0; : : : ; 0), : : : , (0; : : : ; 0; 1) forme une base deKn , appel�ee
base canonique .

(2) La famille (1; X; : : : ; X n ) forme une base de l'espace vectoriel, not�eK[X ]n , des po-
lynômes �a coe�cients dans K de degr�e au plusn. On a donc dimK K[X ]n = n + 1.

(3) Plus g�en�eralement, si Pj 2 K[X ] est un polynôme de degr�e exactementk (c'est-
�a-dire de coe�cient de X j non nul), alors (P0; P1; : : : ; Pn ) est une base deK[X ]n .
On d�emontre en e�et facilement par r�ecurrence surn qu'il s'agit d'une famille libre,
respectivement d'une famille g�en�eratrice.

(4) Si S est une famille libre deE, alors c'est une base de Vect(S).

On dit que E est de dimension �nie s'il existe une famille g�en�eratrice de cardinal �ni.
Dans ce cas,E poss�ede au moins une base, et toutes les bases sont de même cardinal, appel�e
la dimension de E sur K, not�ee dimK E ; on omettra parfois l'indiceK dans cette notation
s'il n'y a pas d'ambiguit�e. (Nous ne red�emontrerons pas ici ces r�esultats fondamentaux qui
font l'objet du cours d'introduction �a l'alg�ebre lin�eaire).

Si E n'est pas de dimension �nie, on peut d�emontrer aussi queE admet une base (la
d�emonstration utilise des raisonnements plus avanc�es de th�eorie des ensembles, en parti-
culier \l'axiome du choix", et elle sera admise).

Th�eor�eme 1.8 (autres propri�et�es fondamentales).

(1) Toute famille libre S de E peut se compl�eter en une base deE, et a donc un
nombre d'�el�ements inf�erieur ou �egal �a dimK E.

(2) De toute famille g�en�eratrice S deE on peut extraire une base deE, et S doit donc
avoir un nombre d'�el�ements sup�erieur ou �egal �a dimK E.

(3) Si E est de dimension �nie, il en est de même pour tout sous-espace vectorielF , et
on a

dimK F � dimK E;
avec �egalit�e si et seulement siF = E.

(4) Si n = dim K E est �nie, une famille libre ou g�en�eratrice ayant exactement n �el�ements
est n�ecessairement une base.

On suppose maintenant queE est de dimension �nien. Soit B = ( e1; : : : ; en ) une base deE.
Alors, pour tout x 2 E, on peut �ecrire

x = x1e1 + : : : + xnen ; x i 2 K:

La matrice colonne

X =

0

@
x1
...

xn

1

A
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s'appelle la matrice descoordonn�ees de x dans la baseB. Il convient de distinguer soigneu-
sement le vecteurx de la matriceX qui le repr�esente (et qui d'ailleurs d�epend de la baseB
choisie).

Attention ! Une base est une famille ordonn�ee ! Si on change l'ordre des vecteurs, on obtient
une nouvelle base, et les coordonn�eesx i sont permut�ees.

Soit B0 = ( e0
1; : : : ; e0

n ) une autre base deE. Comment calculer les coordonn�es dex 2 E dans
la baseB0 lorsqu'on les connait dans la baseB ?

Soit P 2 Mn (K) la matrice de passage deB �a B0, c'est-�a-dire la matrice carr�ee P = ( pij )
dont les colonnes successives 0

@
p11
...

pn1

1

A ; : : : ;

0

@
p1n
...

pnn

1

A

sont les matrices de coordonn�ees des vecteurse0
1; : : : ; e0

n de B0 dans l'ancienne baseB. Alors
par d�e�nition on a e0

j =
P n

i =1 pij ei . Si

X 0 =

0

@
x0

1
...

x0
n

1

A

d�esignent les coordonn�ees du vecteurx dansB0, on a

x =
nX

j =1

x0
j e

0
j =

nX

j =1

x0
j

� nX

i =1

pij ei

�
=

nX

i =1

� nX

j =1

pij x0
j

�
ei ;

et par cons�equent les anciennes coordonn�ees sont li�ees aux nouvelles par la relation

x i =
nX

j =1

pij x0
j () X = P X 0 () X 0 = P � 1X:

On notera que l'unicit�e des coordonn�ees entrâ�ne que l'applicationX 0 7! X = P X 0 est
bijective, donc la matriceP doit être inversible (sinon, il y a erreur, �a moins que la famille
B0 consid�er�ee ne soit pas une base !)

Pour retenir la formule : se souvenir que si la matriceP exprime la nouvelle baseB0 par
rapport �a l'ancienne, alors la formuleX = P X 0donne au contraire les anciennes coordonn�ees
par rapport aux nouvelles.

Exemple 1.9. Supposons, dans un espace vectorielE de dimension 3 muni d'une base
(i; j; k ), que l'on e�ectue le changement de coordonn�ees

8
><

>:

x0 = 2x � y + z
y0 = � x + 2y + 4z
z0 = � 4x + y + z

o�u ( x; y; z) d�esignent les coordonn�ees dans la base (i; j; k ). �A quelle base correspondent ces
nouvelles coordonn�ees ? Pour le trouver, on r�esout le syst�emeci-dessus de la formeX 0 = AX ,
ce qui donne une solution unique (v�eri�cation laiss�ee au lecteur)

8
><

>:

x = � 1
9x0+ 1

9y0 � 1
3z0

y = � 5
6x0+ 1

3y0� 1
2z0

z = 7
18x0+ 1

9y0+ 1
6z0:
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Le changement de coordonn�ees est bien bijectif, les nouvelles coordonn�ees sont associ�ees �a
la base (i0; j 0; k0) d�e�nie par la matrice de passageP = A � 1 :

P =

0

B
@

� 1
9

1
9 � 1

3

� 5
6

1
3 � 1

2
7
18

1
9

1
6

1

C
A soit

8
><

>:

i0 = � 1
9 i � 5

6 j + 7
18k

j 0 = 1
9 i + 1

3 j + 1
9k

k0 = � 1
3 i � 1

2 j + 1
6k:

Sommes et sommes directes de sous-espaces vectoriels. Soient F1; : : : ; Fm des sous-
espaces vectoriels deE. La somme des sous-espacesF1; : : : ; Fm est le sous-espace vectoriel
F1 + : : : + Fm de E d�e�ni par

F1 + : : : + Fm =
�

v = v1 + : : : + vm ; vi 2 Fi

	

(il est tr�es facile de v�eri�er que c'est bien un sous-espace vectoriel). Si on prend une baseBi

deFi et une familleB qui est la r�eunion des basesBi , il est facile de voir que c'est une famille
g�en�eratrice (mais non n�ecessairement une base) deF1 + : : : + Fm . On a donc en g�en�eral

dimK (F1 + : : : + Fm ) � dimK F1 + dim K F2 + : : : + dim K Fm :

L'in�egalit�e est stricte s'il on prend par exemple pour E un plan vectoriel r�eel, et F1 = D1,
F2 = D2, F3 = D3 trois droites deux �a deux distinctes de ce plan. Dans ce cas, siei est un
vecteur directeur deD i , on voit que (e1; e2; e3) est un syst�eme g�en�erateur deE = D1+ D2+ D3,
mais ce n'est pas une famille libre.

On dit que F1; : : : ; Fm sont ensomme directe si pour tout v1 2 F1; : : : ; vm 2 Fm , on a

v1 + : : : + vm = 0 ) v1 = : : : = vm = 0:

Par di��erence de deux d�ecompositions donnant le même vecteurv

v = v1 + : : : + vm = v0
1 + : : : + v0

m avecvi ; v0
i 2 Fi ;

on a 0 = (v1 � v0
1)+ : : :+( vm � v0

m ) et doncvi � v0
i = 0, soit v0

i = vi ; on voit ainsi que l'�ecriture
d'une sommev = v1 + : : : + vm avec vi 2 Fi est unique , et cette propri�et�e caract�erise les
sommes directes (prendrev = 0 et v0

i = 0).

Dans cette situation, on dit queF = F1 + : : : + Fm est la somme directe des sous-espaces
F1; : : : ; Fm et on �ecrit

F = F1 � : : : � Fm :
De l'unicit�e de la d�ecomposition on d�eduit facilement que l'on obtient une baseB de F en
prenant la r�eunion de basesBi desFi . On a donc bien ici

dimK (F1 � : : : � Fm ) = dim K F1 + dim K F2 + : : : + dim K Fm ;

et en dimension �nie cette propri�et�e caract�erise les sommes directes.

Si m = 2, on v�eri�e imm�ediatement que F1 et F2 sont en somme directe si et seulement si
on a F1 \ F2 = f 0g (en revanche l'exemple ci-dessus de 3 droitesD i d'un plan montre que
D1 + D2 + D3 n'est pas en somme directe, bien queD1 \ D2 = D2 \ D3 = D1 \ D3 = f 0g.)

Exemple 1.10. Si e1; : : : ; en est une base deE, alors

E = Ke1 � � � � � Ken :

Par exemple
R3 = R(1; 0; 0) � R(0; 1; 0) � R(0; 0; 1):

Applications lin�eaires. SoientE; E 0deuxK-espaces vectoriels. Uneapplication K-lin�eaire
de E dansE 0 est une applicationf : E ! E 0 v�eri�ant les 2 propri�et�es :

(1) f (v1 + v2) = f (v1) + f (v2) pour tous v1; v2 2 E,
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(2) f (�v ) = �f (v) pour tous � 2 K, v 2 E.

Il est �equivalent de v�eri�er (1) et (2) ou la propri�et�e �equivalente de transformation par f des
combinaisons lin�eaires :

(3) f (� 1v1 + � 2v2) = � 1f (v1) + � 2f (v2) pour tous � 1; � 2 2 K, v1; v2 2 E.

Dans ce cas, on a n�ecessairementf (0) = 0 (comme on le voit en faisant � = 0 dans
l'axiome (2)).

Le noyau de f , not�e Ker f , est l'ensemble

Ker f =
�

v 2 E ; f (v) = 0
	

� E:

C'est un sous-espace vectoriel deE.

L'image de f , not�ee Im f , est l'ensemble

Im f =
�

f (v); v 2 E
	

� E 0:

C'est un sous-espace vectoriel deE 0.

Notation 1.11. On notera L K (E; E 0) l'ensemble des applicationsK-lin�eaires de E dansE 0

(et on se permettra souvent d'omettre le corpsK s'il n'y a pas d'ambiguit�e possible).

Si B = ( e1; : : : ; ep) est une base deE et B0 = ( e0
1; : : : ; e0

n ) une base deE 0, toute application
lin�eaire f 2 L (E; E 0) s'exprime sous la forme

x = x1ep + : : : + xnep 7�! x0 = f (x) = x1f (e1) + : : : + xpf (ep):

Si l'on posef (ej ) =
P

1� i � n aij e0
i dans la base (e0

i ) de E 0, aij 2 K, on a

x0 =
pX

j =1

x j

� nX

i =1

aij e0
i

�
=

nX

i =1

� pX

j =1

aij x j

�
e0

i :

La matrice colonne des coordonn�eesX 0 de x0 dansB0 s'exprime donc par

x0
i =

pX

j =1

aij x j ; soit X 0 = AX; o�u A = ( aij )1� i � p; 1� j � n = Mat B;B0(f )

est par d�e�nition la matrice de f relativement aux basesB et B0 ; c'est une matrice �an lignes
et p colonnes �a coe�cients dansK, avecn = dim K E 0 et p = dim K E.

Formule g�en�erale de changement de base. Supposons que l'on change simultan�ement
les bases deE et de E 0 : dansE, on remplace la baseB = ( ej ) par une baseeB = ( eej ) d�e�nie
par la matrice de passageP, et dansE 0 la baseB0 = ( e0

i ) par une baseeB 0 = ( ee0
i ) d�e�nie par

une matrice de passageP0. �Etant donn�e une application lin�eaire f 2 L K (E; E 0), la question
est de trouver la nouvelle matrice

eA = Mat eB; eB0(f ) en fonction de A = Mat B;B0(f ):

Avec des notations �evidentes, on a

X 0 = AX; X = P eX; X 0 = P0eX 0:

Ceci donne
eX 0 = ( P0)� 1X 0 = ( P0)� 1AX = ( P0)� 1AP eX:

On voit donc que la nouvelle matrice def est donn�ee par

Mat eB; eB0(f ) = eA = ( P0)� 1AP;

si P et P0 sont les matrices de passage dansE et E 0 respectivement.



9

Th�eor�eme 1.12 (Th�eor�eme du rang) . Soient E; E 0 deux K-espaces vectoriels, et soitf :
E ! E 0 une application lin�eaire. Si E est de dimension �nie, alorsKer f et Im f sont de
dimension �nie et on a

dimK Ker f + dim K Im f = dim K E:

D�emonstration. Comme Kerf est un sous-espace vectoriel deE, il est n�ecessairement de
dimension �nie. Soit (e1; : : : ; ep) une base de Kerf , avecp = dim K Ker f . On la compl�ete en
une base (e1; : : : ; en) de E, o�u n = dim K E � p. On a f (e1) = : : : = f (ep) = 0 puisque ces
vecteursei sont dans Kerf . L'image Imf est par d�e�nition l'ensemble des vecteurs images
w = f (x1e1 + : : : + xnen ). Commef est lin�eaire, il vient

w = f (x1e1 + : : : + xnen ) = xp+1 f (ep+1 ) + : : : + xn f (en ) = f (xp+1 ep+1 + : : : + xnen );

et on voit d�ej�a que la famille G = ( f (ep+1 ); : : : ; f (en )) est une famille g�en�eratrice de Imf .
Montrons que c'est une base : il reste �a voir queG est libre. Pour cela, supposonsw = 0.
Alors v = xp+1 ep+1 + : : :+ xnen 2 Ker f , et comme (e1; : : : ; ep) est une base de Kerf , il existe
des scalairesv1; : : : ; vp 2 K tels que

v = xp+1 ep+1 + : : : + xnen = v1e1 + : : : + vpep:

Maintenant, comme (e1; : : : ; en ) est une base deE, on en conclut quexp+1 = : : : = xn = 0
(et aussiv1 = : : : = vp = 0). Ceci entrâ�ne queGest bien libre. On a donc dimK Im f = n� p et

dimK Ker f + dim K Im f = p + ( n � p) = n = dim K E: �

Remarque compl�ementaire. Si S = Vect( ep+1 ; : : : ; en ), alors on a par construction la
somme directe

E = Ker f � S;
et la restriction f jS : S ! Im f est une bijection (\isomorphisme" d'espaces vectoriels),
envoyant la base (ep+1 ; : : : ; en ) de S sur la baseG = ( f (ep+1 ); : : : ; f (en)) de Im f .

D�e�nition 1.13. Le rang d'une application lin�eaire f : E ! E 0 est par d�e�nition

rangK (f ) = dim K Im f

Il existe plusieurs m�ethodes pour calculer le rang, l'une d'elles est decalculer Kerf et sa
dimension, puis d'appliquer le th�eor�eme du rang. Une autre est d'observer que pour toute
baseB = ( "1; : : : ; "n ) de E, la famille G = ( f ("1); : : : ; f ("n)) constitu�ee par les vecteurs
colonnes de MatB(f ) est une famille g�en�eratrice de Imf . On cherche alors �a �eliminer les
vecteurs qui sont combinaisons lin�eaires des autres pour en extraire une base de Imf ;
on remarquera que ces combinaisons lin�eaires

P
� j f (" j ) = 0 s'obtiennent pr�ecis�ement en

cherchant les vecteursx = � j " j tels quef (x) = 0.

Formes lin�eaires . Une forme lin�eaire sur E est par d�e�nition une application lin�eaire de
E dansK.

Lemme 1.14. Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn, et soit f : E ! K une forme
lin�eaire non nulle. Alors dimK Ker f = n � 1.

D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme du rang, il su�t de montrer que dim K Im f = 1. En
fait, on va montrer que Imf = K, ce qui entrâ�nera que dimK Im f = dim K K = 1.

Puisquef est suppos�ee non nulle, il existex0 2 E tel que f (x0) 6= 0. Soit maintenant � 2 K.
On a

f
� �

f (x0)
x0

�
=

�
f (x0)

f (x0) = �;
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et donc � 2 Im f . Ceci �etant vrai pour tout � 2 K, on obtient Im f = K, ce qui ach�eve la
d�emonstration. �

Remarque 1.15. Le r�esultat peut être approch�e de mani�ere plus calculatoire comme suit :
soit (e1; : : : ; en ) une baseE. Posonsai = f (ei ) 2 K. Alors pour tout x = x1e1 + : : : + xnen

f (x) = x1f (e1) + : : : + xn f (en ) = a1x1 + : : : + anxn :

On a donc
f (x) = 0 () a1x1 + : : : + anxn = 0:

Puisquef est non nulle, un desai est non nul, et donc

f (x) = 0 () x i = �
� a1

ai
x1 + : : : +

ai � 1

ai
x i � 1 +

ai +1

ai
x i +1 + : : : +

an

ai
xn

�

()

0

B
B
B
B
B
@

x1
...

x i
...

xn

1

C
C
C
C
C
A

= x1

0

B
B
B
B
B
@

1
...

� a1
ai
...
0

1

C
C
C
C
C
A

+ : : : + x i � 1

0

B
B
B
B
B
@

...
1

� ai � 1

ai
...
0

1

C
C
C
C
C
A

+ x i +1

0

B
B
B
B
B
@

0
...

� ai +1

ai

1
...

1

C
C
C
C
C
A

+ : : : + xn

0

B
B
B
B
B
@

0
...

� an
ai
...
1

1

C
C
C
C
C
A

o�u chaque matrice colonne du membre de droite n'a que deux coe�cients non nuls au plus.
Ces (n � 1) matrices colonnes sont les coordonn�ees d'une base de Kerf relativement �a la
base (e1; : : : ; en ) de E.

Espace dual. Si E est un K-espace vectoriel, on appelledual de E le K-espace vectoriel
E � = L K (E; K) des formes lin�eaires surE.

Suupposons queE soit de dimension �nien, muni d'une base (e1; : : : ; en), et soit ` 2 E � une
forme lin�eaire. Alors pour x = x1e1 + : : : + xnen on a

`(x) = x1`(e1) + : : : + xn `(en ) = a1x1 + : : : + anxn

avec ai = `(ei ). Si on utilise comme base deK la base canonique (1), la matrice dè
relativement aux bases (e1; : : : ; en ) de E et (1) de K est la matrice ligneA = ( a1; : : : ; an ).
En identi�ant les scalaires aux matrices 1� 1 on a

`(x) = ( a1; : : : ; an )

0

@
x1
...

xn

1

A = AX

o�u X est la matrice colonne dex dans (e1; : : : ; en ). On introduit maintenant les formes
lin�eaires coordonn�ees , not�ee e�

i , telles que

e�
i (x) = x i = (0 ; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)

0

@
x1
...

xn

1

A (le 1 �etant en position i ):

On voit aussitôt que ces formes sont lin�eairement ind�ependantes, quee�
i (ej ) = � ij (symbole

de Kronecker, �egal �a 1 sii = j et 0 si i 6= j ), et que

`(x) = a1e�
1(x) + : : : + ane�

n (x); soit ` = a1e�
1 + : : : + ane�

n :

Il en r�esulte que (e�
1; : : : ; e�

n ) est une base deE � . On l'appelle la base duale de la base
(e1; : : : ; en ). On notera que les coordonn�ees dè dans la base (e�

1; : : : ; e�
n ) sont pr�ecis�ement

les coe�cients ai = `(ei ). Il r�esulte aussi de ce qui pr�ec�ede qu'on a toujours

dimK E � = n = dim K E:
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Endomorphismes, sous-espace stables, valeurs propres et v ecteurs propres.

Un cas tr�es important est le cas o�uE 0 = E (les espaces de d�epart et d'arriv�ee co•�ncident),
on dit alors qu'une application lin�eaire f 2 L K (E; E) est un endomorphisme et on note

EndK (E) = L K (E; E):

Dans ce cas, on dit qu'un sous-espace vectorielS � E est stable si f (S) � S (on notera que
cette propri�et�e n'a pas de sens sif 2 L K (E; E 0) et que E et E 0 sont sans rapport l'un avec
l'autre). On parlera de droite stable ou deplan stable si dimK S = 1, resp. dimK S = 2.

Supposons en particulier queD soit une droite stable, et soitv 6= 0 un vecteur directeur
de D. Comme D = f tv ; t 2 Kg et que f (tv) = tf (v), on a f (D) � D si et seulement si
f (v) 2 D, c'est-�a-dire si

9� 2 K tel que f (v) = �v:

Un vecteur v 6= 0 v�eri�ant cette propri�et�e s'appelle un vecteur propre de f , et on dit que
le scalaire� 2 K est lavaleur propre associ�ee �av (commef (tv) = t f (v) = � (tv), la valeur
propre associ�ee �a un vecteur colin�eaire ~v = tv est aussi �egale �a� ). Ne jamais oublier que
l'on doit avoir v 6= 0 !

Recherche des valeurs propres et vecteurs propres . Soit (e1; : : : ; en ) une base deE,
suppos�e de dimension �nien, et soit A = Mat B;B(f ). Rechercher les vecteurs propres def
revient �a r�esoudre l'�equation

AX = �X; X 6= 0 () (A � �I )X = 0; X 6= 0:

Autrement dit, l'endomorphismef � � IdE de matriceA � �I doit avoir un noyau non r�eduit
�a f 0g (puisqu'il contient le vecteur v de matriceX 6= 0), ce qui impose que det(A � �I ) = 0.
Or, d'apr�es les propri�et�es du d�eterminant, � A (� ) = det( A � �I ) est un polynôme de degr�en
�a coe�cients dans le corps K, de terme de plus haut degr�e (� 1)n � n . Le polynôme� A (� )est
appel�e polynôme caract�eristique de la matriceA.

On peut v�eri�er que ce polynômene d�epend pas de la baseB dans laquelle la matrice de
f est exprim�ee : �etant donn�e une nouvelle baseeB d�e�nie par la matrice de passageP, la
nouvelle matrice def est donn�ee par eA = P � 1AP et on a

det( eA � �I ) = det( P � 1AP � �I ) = det( P � 1(A � �I )P)

= (det( P)) � 1 det(A � �I ) det(P) = det( A � �I ):

On parlera donc aussi de polynôme caract�eristique de l'endomorphisme f , et on notera
� f (� ) = � A (� ). En d�eveloppant le d�eterminant, on voit que

� A (� ) = ( � 1)n � n + ( � 1)n� 1 Tr( A)� n� 1 + : : : + det( A)

o�u Tr( A) =
P n

i =1 aii est la trace de A. Les coe�cients Tr( A) et det(A) ne d�ependent eux
aussi que def (mais pas de la baseB), on posera donc Tr(f ) = Tr( A) et det(f ) = det( A).

Lorsque l'on est sur le corpsK = R, il peut arriver que l'�equation � f (� ) = 0 n'ait aucune
racine, mais surK = C on sait (th�eor�eme de d'Alembert-Gauss) que le polynôme� f (� )
de degr�e n admet exactement n racines � 1; : : : ; � n , lorsque celles-ci sont compt�ees avec
multiplicit�es (il peut y avoir des racines multiples, et �eventuellement, il peut n'y avoir qu'une
seule racine� 1 de multiplicit�e n). Les vecteurs propres associ�es �a la valeur propre� j se
calculent en r�esolvant explicitement le syst�eme lin�eaire

(A � � j I )X = 0:

On obtient ainsi un sous-espace vectorielSj form�e de vecteursv tels quef (v) = � j v, appel�e
espace propre associ�e �a la valeur propre� j . En cons�equence :
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Th�eor�eme 1.16. Si f 2 L C(E; E) est un endomorphisme sur un espace vectorielE de
dimension �nie n � 1 sur le corps des complexes, alorsf poss�ede au moins une droite
stableD (la droite D = Cv associ�ee �a un vecteur propre).

On remarquera que ce r�esultat est faux sur le corpsK = R, il su�t de prendre pour f une
rotation d'angle � dans un plan, avec� 6= 0; � modulo 2� . N�eanmoins, surK = R, s'il existe
une valeur propre r�eelle, le r�esultat pr�ec�edent est correct.Sinon, il existe certainement une
racine complexe� = � + i� du polynôme caract�eristique, et la r�esolution du syst�eme lin�eaire
associ�e donne une matrice colonne complexeZ = X + iY non nulle solution deAZ = �Z ,
c'est-�a-dire

AX + iAY = ( � + i� )(X + iY ) () AX = �X � �Y; AY = �X + �Y:

Si � =2 R, les vecteurs colonnesX et Y ne peuvent êtreR-colin�eaires sinon on aurait disons
X 6= 0, Y = tX et Z = X + itX = (1 + it )X serait C-colin�eaire �a X , de sorte que
X = (1 + it )� 1Z serait aussi vecteur propre deA pour la valeur propre � (mais c'est
contradictoire avec la relationAX = �X o�u A, X sont r�eels et � non r�eel ; le raisonnement
est le même siY 6= 0 et X = tY ). Consid�erons alors le plan vectorielP � E engendr�e par
les vecteursu, v de coordonn�eesX , Y. On a les relations

f (u) = �u � �v 2 P; f (v) = �u + �v 2 P =) f (P) � P

et on voit que P est un plan stable def . On peut �enoncer :

Th�eor�eme 1.17. Si f 2 L R(E; E) est un endomorphisme sur un espace vectorielE de
dimension �nie n � 1 sur le corps des r�eels, alorsf poss�ede au moins une droite stableD
(s'il y a une valeur propre r�eelle) ou un plan stableP (si la matrice associ�ee poss�ede une
valeur propre complexe non r�eelle).

2. Formes bilin �eaires.

Soient E, E 0, F desK-espaces vectoriels, et soit

' : E � E 0 ! F; (x; y) 7! ' (x; y)

une application deE � E 0 dansF .

D�e�nition 2.1. On dit que ' est une application bilin�eaire si ' est lin�eaire en chacune
des variables. Autrement dit' est une application bilin�eaire si pour tousx1; x2; x 2 E,
y1; y2; y 2 E 0, et tous �; � 2 K, on a

' (x1 + x2; y) = ' (x1; y) + ' (x2; y); ' (�x; y ) = �' (x; y) ( lin�earit�e en x);

' (x; y1 + y2) = ' (x; y1) + ' (x; y2); ' (x; �y ) = �' (x; y) ( lin�earit�e en y):

En prenant � = � = 0, on voit qu'on a n�ecessairement

' (0; y) = ' (x; 0) = 0 pour tous x; y 2 E:

Une autre fa�con �equivalente de formuler les axiomes de la bilin�earit�e est de v�eri�er l'unique
identit�e de \distributivit�e"

' (� 1x1 + � 2x2; � 1y1 + � 2y2) = � 1� 1' (x1; y1) + � 1� 2' (x1; y2) + � 2� 1' (x2; y1) + � 2� 2' (x2; y2);

(mais cette forme plus concise n'est pas n�ecessairement la plus pratique).

D�e�nition 2.2. Une forme bilin�eaire est une application bilin�eaire ' : E � E 0 ! K,
c'est-�a-dire que l'espace d'arriv�eeF = K est le corps des scalaires.
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Dans la plus grande partie de ce qui suit, on ne consid�erera que le cas o�u E = E 0, c'est-�a-dire
le cas o�u les vecteursx; y sont pris dans lemême espace vectoriel E. On dit alors que

� ' : E � E ! F est sym�etrique si ' (y; x) = ' (x; y) pour tous x; y 2 E.

� ' : E � E ! F est anti-sym�etrique si ' (y; x) = � ' (x; y) pour tous x; y 2 E.

Exemples 2.3.

(1) L'application

' : Rn � Rn ! R; (x; y) = (( x1; x2; : : : ; xn ); (y1; y2; : : : ; yn )) 7! x � y =
nX

i =1

x i yi

est une forme bilin�eaire sym�etrique. Lorsquen = 2 ou 3, on retrouve le produit scalaire
usuel des vecteurs.

(2) Identi�ons ici R3 aux vecteurs colonnes de dimension 3. L'application

' : R3 � R3 ! R3; (x; y) =

0

@

0

@
x1

x2

x3

1

A ;

0

@
y1

y2

y3

1

A

1

A 7! x ^ y =

0

@
x2y3 � x3y2

x3y1 � x1y3

x1y2 � x2y1

1

A

est une application bilin�eaire anti-sym�etrique (mais ce n'est pas uneforme bilin�eaire).

(3) L'application

' : Mn� n(R) � Mn� n (R) ! Mn� n (R); (M; N ) 7! [M; N ] = MN � NM

est une application bilin�eaire anti-sym�etrique.

(4) L'application

' : R2 � R2 ! R; ((x1; x2); (y1; y2)) 7! x1x2 + 2x1y2

n'est pas bilin�eaire. En e�et, posonsx = ( x1; x2), y = ( y1; y2). On a

' (�x; y ) = ( �x 1)( �x 2) + 2( �x 1)y2 = � 2x1x2 + 2�x 1y2 6= �' (x; y) = � (x1x2 + 2x1y2)

en g�en�eral (prendre par exemplex1 = x2 = y1 = y2 = 1, � = 2).

(5) Soit E = C0([a; b]; R) l'ensemble des fonctions continues sur l'intervalle [a; b], �a valeurs
dansR. Alors l'application ' : E � E ! R d�e�nie par

' (f; g ) =
Z b

a
f (x)g(x) dx

est uneforme R-bilin�eaire.

(6) Lorsque E = C0([a; b]; C) est l'espace des fonctions continues �a valeurs complexes, la
formule du (5) d�e�nit cette fois une forme C-bilin�eaire ' : E � E ! C. Rappelons
la d�e�nition de l'int�egrale d'une fonction f �a valeurs complexes : il existe alors deux
fonctions f 1; f 2 : [a; b] ! R telles quef = f 1 + if 2 et on pose

Z b

a
f (x) dx =

Z b

a
f 1(x) dx + i

Z b

a
f 2(x) dx 2 C:

Cette int�egrale jouit de propri�et�es similaires �a celles de l'int�egr ale d'une fonction �a valeurs
r�eelles et en particulier, il est facile de v�eri�er quef 7!

Rb
a f (x) dx est C-lin�eaire et que

Z b

a
f (x) dx =

Z b

a
f (x) dx =

Z b

a
f 1(x) dx � i

Z b

a
f 2(x) dx:
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�Ecriture matricielle d'une forme bilin�eaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension
�nie n, soit B = ( e1; : : : ; en) une base deE, et soit ' : E � E ! K une forme bilin�eaire.
�Etant donn�es des vecteurs

x =
nX

i =1

x i ei 2 E; y =
nX

i =1

yi ei 2 E;

les propri�et�es de bilin�earit�e de ' permettent d'�ecrire

' (x; y) = '
� nX

i =1

x i ei ; y
�

=
nX

i =1

x i ' (ei ; y) =
nX

i =1

x i '
�

ei ;
nX

j =1

yj ej

�
=

nX

i =1

nX

j =1

x i yj ' (ei ; ej ):

Si l'on introduit les coe�cients cij = ' (ei ; ej ) 2 K, ceci devient simplement

' (x; y) =
X

1� i;j � n

cij x i yj :

Inversement, toute expression de cette forme avec des coe�cients cij 2 K quelconques d�e�nit
bien une forme bilin�eaire deE � E dansK.

D�e�nition 2.4. Si E est un K-espace vectoriel de dimension �nien, B = ( e1; : : : ; en ) une
base deE, et ' : E � E ! K une forme bilin�eaire, on appellematrice repr�esentative de
' dans la baseB la matrice n � n de ses coe�cients:

MatB(' ) = C = ( cij ) = ( ' (ei ; ej ) )1� i;j � n :

Rappelons que siM = ( cij ) est une matricen � p (�a n lignes et p-colonnes), on appelle
transpos�ee de M , not�ee M t , la matrice p � n telle que

M t = ( emij ); emij = mj i

obtenue en transformant les lignes et colonnes et vice-versa. Il est �evident que (M t )t = M .
Rappelons aussi que siM , N sont des matricesn � p et p � r quelconques, alors

(MN )t = N tM t :

Il est commode d'introduire ici les matrices colonnes

X =

0

@
x1
...

xn

1

A ; Y =

0

@
y1
...

yn

1

A

repr�esentant les coordonn�ees des vecteursx; y 2 E dans la baseB. On constate alors que
l'on a l'�egalit�e

' (x; y) =
X

1� i;j � n

cij x i yj =
�
x1 : : : xn

�
0

@
c11 : : : c1n
...

...
cn1 : : : cnn

1

A

0

@
y1
...

yn

1

A = X tC Y

si l'on identi�e les scalaires et les matrices 1� 1 (ce que nous ferons toujours d�esormais).
On notera que la matriceC est uniquement d�etermin�ee par ' dans toute baseB = ( ei ),
puisque l'on doit avoir C = ( cij ) avec cij = ' (ei ; ej ).

Si ' : E � E ! K est une forme bilin�eaire, satranspos�ee ' t est la forme d�e�nie par

' t (x; y) = ' (y; x); 8x; y 2 E ;

elle est encore bilin�eaire. Comme' t (ei ; ej ) = ' (ej ; ei ), on voit aussitôt que

MatB(' ) = C =) MatB(' t ) = Ct :

L'�enonc�e suivant est �evident.
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Th�eor�eme 2.5. Soit E un espace vectoriel de dimension �nien, B = ( e1; : : : ; en ) une base
de E, ' : E � E ! K une forme bilin�eaire et C = Mat B(' ) sa matrice. On a

(1) ' sym�etrique , ' t = ' , Ct = C , cj i = cij pour tous 1 � i; j � n.

(2) ' anti-sym�etrique , ' t = � ' , Ct = � C , cj i = � cij pour tous 1 � i; j � n.

Dans le cas anti-sym�etrique, on notera qu'on a n�ecessairementcii = 0 sur la diagonale, tandis
que dans le cas sym�etrique les coe�cients diagonauxcii sont quelconques.

Exemples 2.6.

(1) L'application

' : R2 � R2 ! R; ((x1; x2); (y1; y2)) 7! x1y1 + x2y2 + 3x1y2 � x2y1

est une forme bilin�eaire, et sa matrice repr�esentative dans la base canonique deR2 est

C =
�

1 3
� 1 1

�
:

Cette forme n'estni sym�etrique ni anti-sym�etrique.

(2) Consid�erons l'application

' : R[X ]2 � R[X ]2 ! R; (P; Q) 7! P(1)Q(0):

On peut v�eri�er directement que ' est bilin�eaire, mais un calcul explicite en coordonn�ees
le montrera aussi. Pour cela, consid�erons la base (1; X; X 2) de R2[X ]. On �ecrit alors

P = x1 + x2X + x3X 2; Q = y1 + y2X + y3X 2:

On a alors' (P; Q) = ( x1 + x2 + x3)y1 = x1y1 + x2y1 + x3y1. Donc ' est bilin�eaire et sa
matrice repr�esentative dans la base (1; X; X 2) est

Mat (1;X;X 2 )(' ) =

0

@
1 0 0
1 0 0
1 0 0

1

A :

Cette forme n'estni sym�etrique ni anti-sym�etrique.

(3) Consid�erons l'application

' : R[X ]2 � R[X ]2 ! R; (P; Q) 7!
Z 1

0
P(t)Q(t) dt:

On voit que ' (X a; X b) =
R1

0 ta+ bdt = 1
a+ b+1 , donc

Mat (1;X;X 2 )(' ) =

0

@
1 1=2 1=3

1=2 1=3 1=4
1=3 1=4 1=5

1

A :

Il s'agit ici d'une forme bilin�eaire sym�etrique.

Remarque 2.7. Si ' : E � E ! K est une forme bilin�eaire quelconque, on peut �ecrire

' =
1
2

(' + ' t ) +
1
2

(' � ' t );

et on remarque que� = 1
2(' + ' t ) est sym�etrique, tandis que � = 1

2(' � ' t ) est anti-
sym�etrique :

� t =
1
2

(' t + ' ) = �; � t =
1
2

(' t � ' ) = � �:

Inversement, si on a une d�ecomposition' = � + � avec� sym�etrique et � anti-sym�etrique,
alors ' t = � � � et par cons�equent � = 1

2(' + ' t ) et � = 1
2(' � ' t ), de sorte que cette



16

d�ecomposition est unique. De fa�con �equivalente, toute matriceC = ( cij ) se d�ecompose de
mani�ere unique en une sommeC = S + A d'une matrice sym�etrique S = ( sij ) et d'une
matrice anti-sym�etrique A = ( aij ) par les formules

S =
1
2

(C + Ct ); sij =
1
2

(cij + cj i ); A =
1
2

(C � Ct ); aij =
1
2

(cij � cj i ):

De fa�con plus abstraite, on peut dire aussi que l'espace BilK (E) des formes bilin�eaires est
somme directe de ses sous-espaces SymK (E), Antisym K (E) des formes bilin�eaires sym�etriques
(resp. anti-sym�etriques) :

Bil K (E) = SymK (E) � AntisymK (E):

L'espace BilK (E) est isomorphe �a l'espace Mn� n (K) des matrices (cij ) carr�ees n � n �a coef-
�cients dans K, donc

dimK Bil K (E) = n2:

La matrice C = ( cij ) d'une forme' 2 AntisymK (E) est d�etermin�ee par les coe�cients situ�es
au dessus de la diagonale (soitj > i ), ceux situ�es sous la diagonale �etant alors donn�es par
cj i = � cij . Une base est obtenue en prenant les matricesA ij dont tous les coe�cients sont
nuls, sauf ceux d'indicesij et j i (j > i ), �egaux respectivement �a 1 et� 1. La dimension est
donc �egale au nombre d'�el�ements situ�es strictement au dessus de la diagonale, soit

dimK AntisymK (E) =
n2 � n

2
=

n(n � 1)
2

:

De même, une base des matrices sym�etriques est obtenue en prenant les matrices diagonales
D i n'ayant qu'un seul coe�cient non nul �egal �a 1 en position ii , et les matricesSij ayant un
1 en positionij et j i (j > i ), et 0 partout ailleurs. Au total

dimK SymK (E) =
n(n � 1)

2
+ n =

n(n + 1)
2

:

Formes quadratiques. Si ' : E � E ! K est une forme bilin�eaire, on appelle forme
quadratiqueq associ�ee �a ' l'application

q : E ! K; x 7! q(x) = ' (x; x):

[Le but des formes bilin�eaires sym�etriques est de fournir une g�en�eralisation du produit scalaire
x � y, celui des formes quadratiques est de g�en�eraliser le carr�e scalaire x � x.]

On notera que pour tout scalaire� 2 K on a

' (�x; �x ) = � 2' (x; x) donc q(�x ) = � 2q(x)

(d'o�u la terminologie de \forme quadratique"). En particulier l'application q n'est pas
lin�eaire , et �evidemment, elle n'est pas non plus bilin�eaire. SiC = ( cij ) = ( ' (ei ; ej )) est la
matrice des coe�cients de' dans une baseB = ( ei )1� i � n de E, on a bien sûr

q(x) = ' (x; x) =
X

1� i;j � n

cij x i x j ;

q s'exprime donc comme unpolynôme homog�ene du second degr�e dans les variables
x1; x2; : : : ; xn . R�eciproquement, par d�e�nition, une telle expression est bien une forme qua-
dratique associ�ee �a une forme bilin�eaire.

Si ' est anti-sym�etrique, la relation ' (y; x) = � ' (x; y) donne ' (x; x) = � ' (x; x) quand
y = x, donc q(x) = ' (x; x) = 0. Par cons�equent, si l'on d�ecompose' = � + � en la somme
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d'une forme bilin�eaire sym�etrique � et d'une forme bilin�eaire anti-sym�etrique � , on trouve
simplement

q(x) = ' (x; x) = � (x; x):

Ceci montre que l'on peut toujours se ramener au cas o�u' est sym�etrique, quitte �a la
remplacer par sa partie sym�etrique� = 1

2(' + ' t ). On supposera donc la plupart du temps
que ' est une forme bilin�eairesym�etrique , c'est-�a-dire que cj i = cij .

Identit�e du parall�elogramme et formule de polarisation. On suppose ici que

q(x) = ' (x; x)

est la forme quadratique associ�ee �a une forme bilin�eairesym�etrique ' : E � E ! K. Alors
pour tous vecteursx; y 2 E on trouve

q(x + y) = ' (x + y; x + y) = ' (x; x) + ' (x; y) + ' (y; x) + ' (y; y)

par bilin�earit�e, ce qui, compte tenu de la sym�etrie de ' , donne les formules

q(x + y) = q(x) + 2 ' (x; y) + q(y);

q(x � y) = q(x) � 2' (x; y) + q(y);

la deuxi�eme ligne se d�eduisant de la premi�ere en rempla�canty par � y. On en d�eduit alors
par addition et soustraction :

q(x + y) + q(x � y) = 2
�
q(x) + q(y)

�
(identit�e du parall�elogramme);

q(x + y) � q(x � y) = 4 ' (x; y) ( formule de polarisation):

Dans le cas du produit scalaire usuel, l'identit�e du parall�elogramme peut s'interpr�eter en
disant que la somme des carr�es des longueurs des diagonales d'un parall�elogramme est �egale
�a la somme des carr�es des longueurs des côt�es :

x

y

x � y

x + y
kx + yk2 + kx � yk2 = 2( kxk2 + kyk2) :

L'identit�e de polarisation, quant �a elle, peut se r�ecrire

' (x; y) =
1
4

�
q(x + y) � q(x � y)

�
;

on dit aussi que' est la forme polaire de q. On a une formule analogue permettant de
retrouver ' �a partir de q, donn�ee par l'expression �a trois termes

' (x; y) =
1
2

�
q(x + y) � q(x) � q(y)

�
:

Une cons�equence de ces formules est le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 2.8. Soit QuadK (E) l'ensemble des formes quadratiques duK-espace vectorielE.
C'est un K-espace vectoriel et on a une bijection lin�eaire

SymK (E) �! QuadK (E); ' 7�! q o�u q(x) = ' (x; x)

(la surjectivit�e r�esulte du fait que l'on peut toujours prendre ' sym�etrique, et l'injectivit�e des
formules de polarisation calculant' en fonction deq). En particulier

dimK QuadK (E) = dim K SymK (E) =
n(n + 1)

2
:



18

Exemple 2.9. Consid�erons, dansE = R3 muni de sa base canoniqueB = ( e1; e2; e3), la
forme quadratique

q(x1; x2; x3) = � x2
1 + 3x1x3 + 2x2

2 � 5x2x3 � 4x2
3; x = ( x1; x2; x3) 2 R3:

La question est de trouver la forme polaire' et sa matrice dans la baseB. Dans cet exemple,
en consid�erant un par un les termes carr�esx2

i et les termesx i x j , i 6= j , on voit que la forme
polaire ' est donn�ee par

' ((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = � x1y1 +
3
2

(x1y3 + x3y1) + 2 x2y2 �
5
2

(x2y3 + x3y2) � 4x3y3:

On notera le \d�edoublement" des termesx i x j en 1
2(x i yj + x j yi ) pour i 6= j , tandis que

les carr�es x2
i donnent des termes d�ej�a sym�etriquesx i yi . En e�et, il est �evident que ' est

bilin�eaire sym�etrique et que ' (x; x) = q(x) (et on sait par ce qui pr�ec�ede que la forme
polaire est unique). On en d�eduit

MatB(' ) =

0

@
� 1 0 3=2
0 2 � 5=2

3=2 � 5=2 � 4

1

A :

On n'oubliera pas que la matrice trouv�eedoit être sym�etrique !

D�ecomposition en sommes de carr�es de formes lin�eaires. On observe d'abord que
si `1; : : : ; `r 2 E � sont des formes lin�eaires, eta1; : : : ; ar 2 K des scalaires, la \somme de
carr�es"

q(x) =
rX

j =1

aj ` j (x)2; x 2 E

est une forme quadratique, de forme bilin�eaire sym�etrique associ�ee

' (x; y) =
rX

j =1

aj ` j (x)` j (y); x; y 2 E:

Inversement, on va d�emontrer que toute forme quadratique peut être mise sous cette forme,
grâce �a une m�ethode due �a Gauss (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, l'un des tr�es grands
math�ematiciens de cette �epoque, auteur de nombreux travauxd'arithm�etique, de g�eom�etrie
et d'astronomie...)

Th�eor�eme 2.10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie etq une forme quadratique
sur E. Alors il existe une famille de formes lin�eairesind�ependantes `1; : : : ; `r 2 E � et des
scalairesa1; : : : ; ar 2 K, aj 6= 0 tels que

q(x) =
rX

j =1

aj ` j (x)2; 8x 2 E

(\d�ecomposition en carr�es de formes lin�eaires ind�ependantes").

Avant de donner la preuve g�en�erale, nous allons donner deux exemples.

Exemple 2.11. Consid�erons surE = Q3 la forme quadratique

q(x; y; z) = � x2 + 3xy + 2y2 � 5xz + 3z2 + 8yz; (x; y; z) 2 Q3:

On commence par regrouper tous les termes contenant l'une des variables, par exemplex :

� x2 + 3xy � 5xz:
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L'id�ee est d'�ecrire ceux-ci comme le d�ebut d'un carr�e, auquelon va retrancher les termes qui
ne contient pasx :

� x2 + 3xy � 5xz = �
�

x �
3
2

y +
5
2

z
� 2

+
9
4

y2 +
25
4

z2 �
15
2

yz:

En incorporant ceux-ci dansq(x; y; z), on obtient le carr�e d�ej�a trouv�e et des termes qui ne
contiennent plus la variablex :

q(x; y; z) = �
�

x �
3
2

y +
5
2

z
� 2

+
17
4

y2 +
37
4

z2 +
1
2

yz:

On proc�ede maintenant de même avec les termes restants qui contiennent l'une des autres
variables, par exempley :

17
4

y2 +
1
2

yz =
17
4

�
y2 +

2
17

yz
�

=
17
4

�
y +

1
17

z
� 2

�
1
68

z2:

En d�e�nitive, si v = ( x; y; z) 2 Q3, on obtient

q(x; y; z) = �
�

x �
3
2

y +
5
2

z
� 2

+
17
4

�
y +

1
17

z
� 2

+
157
17

z2

= a1`1(v)2 + a2`2(v)2 + a3`3(v)2;

avec

a1 = � 1; `1(v) = x �
3
2

y +
5
2

z;

a2 =
17
4

; `2(v) = y +
1
17

z;

a3 =
157
17

; `3(v) = z:

On observera que les formes lin�eaires̀1, `2, `3 sont forc�ement ind�ependantes car si on a
� 1`1 + � 2`2 + � 3`3 = 0, on trouve successivement� 1 = 0 du fait que `1 est la seule des trois
formes �a contenir x, puis � 2 = 0 car `2 contient y mais pas`3, et en�n � 3 = 0.

Exemple 2.12. Lorsque la forme quadratique ne contient aucun terme carr�e, onne peut
proc�eder comme ci-dessus et il faut utiliser une technique di��erente. Consid�erons par exemple
la forme quadratique surE = R4 d�e�nie par

q(x; y; z; t) = 3 xy + 5yz + 7zt � 4yt + 9xt; (x; y; z; t) 2 R4:

Dans ce cas on choisit un \terme rectangle" form�e de 2 variables, tel que 3xy, et on essaie
de regouper tous les termes contenantx ou y en un produit (x + [ :::])(y + [ :::]) o�u les [:::] ne
font intervenir que les autres variables, c'est-�a-dire iciz et t. Ceci donne

3xy + 5yz � 4yt + 9xt = 3
�

xy +
5
3

yz �
4
3

yt + 3xt
�

= 3
�

x +
5
3

z �
4
3

t
��

y + 3t
�

� 15zt + 12t2;

et donc

q(x; y; z; t) = 3
�

x +
5
3

z �
4
3

t
��

y + 3t
�

� 8zt + 12t2:

Les termes restants (ici� 8zt + 12t2) ne doivent plus faire intervenir que les variables non
encore trait�ees, soientz et t. On peut ramener le premier produitAB �a une di��erence de
deux carr�es grâce �a l'identit�e de polarisation �el�ementaire

AB =
1
4

(A + B)2 �
1
4

(A � B)2:
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Il vient

q(x; y; z; t) =
3
4

�
x + y +

5
3

z +
5
3

t
� 2

�
3
4

�
x � y +

5
3

z �
13
3

t
� 2

� 8zt + 12t2:

Il reste �a transformer les derniers termes en carr�es, on trouve par exemple :

� 8zt + 12t2 = 12
�

t2 �
2
3

zt
�

= 12
�

t �
1
3

z
� 2

�
4
3

z2:

En d�e�nitive on obtient la d�ecomposition en carr�es de formes lin�eaires

q(x; y; z; t) =
3
4

�
x + y +

5
3

z +
5
3

t
� 2

�
3
4

�
x � y +

5
3

z �
13
3

t
� 2

+ 12
�

t �
1
3

z
� 2

�
4
3

z2:

et on peut v�eri�er que ces formes sont ind�ependantes dans (R4)� .

Preuve et cas g�en�eral de la m�ethode de Gauss. On travaille par r�ecurrence sur la
dimensionn (si n = 1, q(x) = c11x2

1 est d�ej�a un carr�e et il n'y a rien �a faire). En g�en�eral, soit
�a d�ecomposer en carr�es une forme quadratique

q(x) =
X

1� i;j � n

cij x i x j ; x = ( x1; x2; : : : ; xn ) 2 Kn :

(� ) Si la somme contient un terme carr�e non nul, disonsc11x2
1, c11 6= 0, on regroupe tous les

termes contenantx1, c'est-�a-dire

c11x2
1 + 2c12x1x2 + : : : + 2c1nx1xn = c11

�
x2

1 + 2
c12

c11
x1x2 + : : : + 2

c1n

c11
x1xn

�

= c11

�
x1 +

c12

c11
x2 + : : : +

c1n

c11
xn

� 2
� q0(x2; : : : ; xn )

o�u q0(x2; : : : ; xn ) ne contient plusx1. On en d�eduit

q(x) = c11

�
x1 +

c12

c11
x2 + : : : +

c1n

c11
xn

� 2
+ eq(x2; : : : ; xn ):

Par hypoth�ese de r�ecurrence pour la dimensionn � 1, on obtient queeq(x2; : : : ; xn ) s'exprime
comme une somme de carr�es de formes lin�eaires ind�ependantes dans les variablesx2 ; : : : ; xn :

eq(x2; : : : ; xn ) = a2`2(x0)2 + : : : + ar ` r (x0)2; x0 = ( x2; : : : ; xn ):

�A cette somme, il faut encore ajouter le carr�e initialement trouv�e

a1`1(x)2; a1 = c11; `1(x) = x1 +
c12

c11
x2 + : : : +

c1n

c11
xn :

On voit que les formes lin�eairesx 7! `1(x), `2(x0); : : : ; `r (x0) sont encore ind�ependantes dans
(Kn )� car `1(x) est la seule forme qui fasse intervenirx1, donc � 1`1 + � 2`2 + : : : + � r ` r = 0
implique � 1 = 0 et par suite � 2`2 + : : : + � r ` r = 0, d'o�u aussi � 2 = : : : = � r = 0.

(�� ) Si q(x) ne contient aucun terme carr�e mais contient un \terme rectangle" non nul, par
exemple 2c12x1x2, c12 6= 0, on regroupe tous les termes contenantx1 ou x2, c'est-�a-dire

2c12x1x2 + 2c13x1x3 + : : : + 2c1nx1xn + 2c23x2x3 + : : : + 2c2nx2xn

= 2c12

�
x1x2 +

c13

c12
x1x3 + : : : +

c1n

c12
x1xn +

c23

c12
x2x3 + : : : +

c2n

c12
x2xn

�

= 2c12

�
x1 +

c23

c12
x3 + : : : +

c2n

c12
xn

��
x2 +

c13

c12
x3 + : : : +

c1n

c12
xn

�
� q0(x3; : : : ; xn ):

On en d�eduit

q(x) = 2 c12

�
x1 +

c23

c12
x3 + : : : +

c2n

c12
xn

��
x2 +

c13

c12
x3 + : : : +

c1n

c12
xn

�
+ eq(x3; : : : ; xn ):
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Le produit 2c12AB s'�ecrit comme 1
2c12(A + B)2 � 1

2c12(A � B)2 = a1`1(x)2 + a2`2(x)2 avec
a1 = 1

2c12, a2 = � 1
2c12, `1(x) = x1 + x2 + ( : : :) , `2 = x1 � x2 + ( : : :) , tandis qu'on a par

hypoth�ese de r�ecurrence pour la dimensionn � 2 une d�ecomposition en carr�es de formes
lin�eaires ind�ependantes

eq(x3; : : : ; xn ) = a3`3(x00)2 + : : : + ar ` r (x00)2; x00= ( x3; : : : ; xn ):

Si � 1`1 + : : :+ � r ` r = 0, alors en regardant les termes qui contiennentx1 et x2, pr�esents dans
les seules formes̀1 et `2, on voit que � 1 + � 2 = 0 et � 1 � � 2 = 0, donc � 1 = � 2 = 0, puis
� 3 = : : : = � r = 0 par hypoth�ese de r�ecurrence. Le th�eor�eme est d�emontr�e. En voici une
cons�equence importante.

Th�eor�eme 2.13. Soit q une forme quadratique sur unK-espace vectorielE de dimension
�nie n. Alors il existe une base(ee1; : : : ; een ) dans laquelleq s'exprime en coordonn�ees comme

q(x) = a1ex 2
1 + : : : + an ex 2

n ; aj 2 K;

de sorte que la forme polaire associ�ee

' (x; y) = a1ex1ey1 + : : : + an exn eyn

admet dans cette base une matrice diagonale

Mat (eej )(' ) =

0

B
@

a1 : : : 0
... aj

...

0 : : : an

1

C
A :

D�emonstration. Supposons donn�ee une base (e1; : : : ; en ) de E dans laquelle on exprime la
matrice colonneX = ( x j ) des coordonn�ees d'un vecteurx 2 E. On utilise une d�ecomposition
en carr�es de formes lin�eaires ind�ependantes

q(x) = a1`1(x)2 + : : : + ar ` r (x)2; aj 2 K; aj 6= 0:

On sait qu'on peut compl�eter les formes ind�ependantes̀ j en une base (̀1; : : : ; `n) de E �

[de mani�ere pratique, dans la m�ethode de Gauss, on se fatigue eng�en�eral le moins possible
en ajoutant juste les coordonn�ees̀ j (x) = x i j qui n'ont pas encore �et�e choisies dans les
�etapes successives du processus de r�ecurrence]. On compl�ete aussi les coe�cientsaj en posant
ar +1 = : : : = an = 0 si r < n . Le changement de coordonn�ees

ex1 = `1(x); : : : ; exn = `n (x)

est alors bijectif, du type eX = LX o�u les lignes deL sont les matrices lignes des formes` j .
En calculant P = L � 1 on obtient la matrice de passage vers une base (eej ) dans laquelle les
coordonn�ees sont pr�ecis�ement les (ex j ). Le r�esultat s'ensuit. �

Formule de changement de base pour les formes bilin�eaires. Soit ' : E � E ! K
une forme bilin�eaire, B = ( e1; : : : ; en ) une base deE (suppos�e de dimension �nien), et
C = Mat B(' ) la matrice de ' dansB. On e�ectue un changement de base

B = ( ej ) 7! eB = ( eej ) donn�e par une matrice de passageP.

Si X , Y (resp. eX , eY) d�esignent les matrices colonnes de vecteursx; y dans les bases respec-
tives B, eB nous avons

' (x; y) = X tCY; X = P eX; Y = P eY :

Ceci donne
' (x; y) = ( eX tP t )C(P eY) = eX t (P tCP) eY ;
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par cons�equent la nouvelle matriceeC = Mat eB(' ) est donn�ee par la formule

eC = P tCP:

On peut maintenant reformuler le Th�eor�eme 2.13 comme suit.

Th�eor�eme 2.14. Soit q une forme quadratique sur unK-espace vectorielE de dimension
�nie n, de matrice C relativement �a une base(e1; : : : ; en ) de E. Alors il existe une base
(ee1; : : : ; een ) donn�ee par une matrice de passageP telle que

eC = P tCP = matrice diagonale

0

B
@

a1 : : : 0
... aj

...

0 : : : an

1

C
A :

Pour cela, on cherche une d�ecomposition en carr�eq(x) =
P r

j =1 aj ` j (x)2 en somme de carr�es
de formes linaires ind�ependantes, on compl�ete en une base(`1; `2; : : : ; `n ) de E � et on calcule
P = L � 1 o�u L est la matrice dont les lignes sont les matrices des formes linaires ` j .

Remarque 2.15. Lorsque le corps de base estK = Q on s'arrête en g�en�eral �a ce point.
LorsqueK = R, on peut �ecrire aj = " j jaj j avec" j = � 1, et donc

aj ` j (x)2 = " j

� q
jaj j` j (x)

� 2
; 1 � j � r:

Les formes
� p

jaj j
�

1� j � r
sont zncore ind�ependantes puisquesaj 6= 0, donc en rempla�cant

` j par b̀
j =

p
jaj j` j , 1 � j � r et en compl�etant en une base (b̀1; : : : b̀

n ) de E � on obtient
maintenant une d�ecomposition en carr�es

q(x) = "1
b̀

1(x)2 + : : : + " r
b̀

r (x)2;

ce qui donne une matrice diagonale de rangr

bC =

0

B
B
B
@

"1 : : : : : : 0
... " r

...
... 0

...
0 : : : : : : 0

1

C
C
C
A

n'ayant comme coe�cients diagonaux que" j = � 1 ou 0. Sur le corpsK = C, les coe�cients
aj admettent toujours des racines carr�ees

p
aj et on peut �ecrire

q(x) = b̀
1(x)2 + : : : + b̀

r (x)2; b̀
j (x) =

p
aj ` j (x);

ce qui conduit �a la matrice de rangr

bC =

0

B
@

1 : : : 0
... 1

...

0 : : : 0

1

C
A :

On montre pour terminer que le rangr ne d�epend pas de la d�ecomposition en carr�es (et donc
du changement de base e�ectu�e pour diagonaliser). Pour cela on utilise le lemme suivant {
en math�ematiques, unlemme est un petit th�eor�eme pr�eparatoire.

Lemme 2.16. Soit u : E ! F , v : F ! G, w : G ! H des applications lin�eaires. Siu et w
sont des isomorphismes, alors

rang(w � v � u) = rang( v):
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De mani�ere analogue, pour des matricesA; B; C multipliables, si A et C sont des matrices
inversibles, on a

rang(ABC ) = rang( B):

D�emonstration. Il su�t de d�emontrer le r�esultat dans le cas des applications lin�eaires. Par
d�e�nition rang( v) = dim v(F ) et de même

rang(w � v � u) = dim w � v � u(E):

Or, commeu est par hypoth�ese un isomorphisme, on a en particulier queu est surjective,
donc u(E) = F . De même, l'hypoth�ese quew soit un isomorphisme implique quew est
injective, donc la restriction w : v(F ) ! w(v(F ) est injective. Comme cette restriction est
�evidemment surjective, on en d�eduit quew : v(F ) ! w(v(F ) est un isomorphisme, donc

dim w � v � u(E) = dim w(v(F )) = dim v(F ) = rang( v):

Le lemme en r�esulte. On observera que le r�esultat est vrai en faitplus g�en�eralement si u
(resp. C) est surjective etw (resp. A) injective. �

Th�eor�eme 2.17. Si ' est une forme quadratique etC sa matrice dans une base quelconque,
alors r = rang(C) ne d�epend pas de la base choisie pour calculerC. Le rang r est aussi
le nombre de carr�es apparaissant dans une d�ecomposition quelconque en carr�es de formes
lin�eaires ind�ependantes.

D�emonstration. Si on e�ectue un changement de base donn�e par une matrice de passageP,
la nouvelle matrice de' devient eC = P tCP. Comme P et P t sont inversibles, le lemme
implique bien que rang(eC) = rang( C). D'autre part, trouver une d�ecomposition en somme
de carr�es de formes lin�eaires ind�ependantes revient �a rendrela matrice C diagonale, et dans
ce cas le rang est bien le nombre de coe�cients diagonaux non nuls. �

3. Orthogonalit �e par rapport �a une forme bilin �eaire sym �etrique

Soit ' : E � E ! K une forme bilin�eaire sym�etrique et q(x) = ' (x; x) la forme quadratique
associ�ee.

D�e�nition 3.1. On dit que deux vecteursx; y 2 E sont (' -)orthogonaux lorsque' (x; y) = 0 ,
et on �ecrit alors x ? y (ou x ? ' y s'il y a ambiguit�e).

D�e�nition 3.2. Si F � E est un sous-espace vectoriel deE, on noteF ? (ou au besoinF ? ' )
l'ensemble des vecteursy de E qui sont orthogonaux �a tous les vecteursx de F , c'est-�a-dire

F ? =
�

y 2 E ; 8x 2 F; ' (x; y) = 0
	

:

On �ecrit aussi y ? F (ou F ? y) pour exprimer quey est perpendiculaire �a tous les �el�ements
de F , c'est-�a-dire que y 2 F ? .

Il est imm�ediat de veri�er en utilisant la bilin�earit�e de ' que F ? est bien toujours un sous-
espace vectoriel deE ; en e�et, si y1; y2 2 F ? et si � 1; � 2 2 K, alors � 1y1 + � 2y2 2 F ? .

Remarque 3.3. Cette notion g�en�erale ne correspond pas n�ecessairement �a l'intuition usuelle
de ce que sont les vecteurs orthogonaux. Ainsi, si on choisit' = 0 (forme bilin�eaire nulle),
tous les vecteurs sont orthogonaux entre eux, et on a doncF ? = E pour tout sous-espaceF !
Pour sortir du cas ' = 0 (qui n'est �a vrai dire pas tr�es int�eressant...), on peut consid�erer
l'espaceE = K[X ] des polynômes �a coe�cients dansK et la forme bilin�eaire sym�etrique non
nulle ' (P; Q) = P(0)Q(0). Dans ce cas, on constatera que le polynomeP = X est orthogonal
�a tout polynôme Q, c'est-�a-dire queX 2 E ? . On v�eri�era facilement ici que E ? consiste en
l'ensemble des polynômesP tels queP(0) = 0.
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Calcul de l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel F . Supposons queF soit de dimen-
sion �nie p. On choisit alors une base (a1; : : : ; ap) de F . Nous a�rmons que

F ? = f y 2 E ; y ? a1; : : : ; y ? apg = f y 2 E ; ' (a1; y) = : : : = ' (ap; y) = 0 g:

En e�et, si y 2 F ? , il est clair que y est orthogonal �a chacun des vecteursa1; : : : ; ap 2 F .
R�eciproquement, siy ? aj , 1 � j � p, on voit facilement quey est aussi orthogonal �a tout
vecteur x = � 1a1 + : : : + � pap 2 F , puisque

' (aj ; y) = 0 = ) ' (x; y) =
pX

j =1

� j ' (aj ; y) = 0 :

En pratique les conditions' (a1; x) = : : : = ' (ap; y) = 0 se traduisent matriciellement par le
syst�eme d'�equations lin�eaires

(A1)tCY = 0; : : : ; (Ap)tCY = 0

o�u C = Mat B(' ), Y = Mat B(y), A j = Mat B(aj ). D'apr�es ce qui pr�ec�ede, ces �equations
d�eterminent le sous-espaceF ? .

Th�eor�eme et d�e�nition 3.4. On note Ker ' = E ? l'ensemble des vecteursy 2 E orthogo-
naux �a tous les autres. SiE est de dimension �nie, muni d'une baseB, et si C = Mat B(' ),
Ker ' est l'ensemble des vecteursy de E dont la matrice colonneY dans la baseB v�eri�e
CY = 0 ( autrement dit, Ker ' correspond en coordonn�ees au noyau de la matriceC).

D�emonstration. Remarquons d'abord que pour deux matrices colonnesX = ( x j ) et Z = ( zj ),
on a X tZ =

P n
j =1 x j zj et par suite X tZ = 0 pour tout X si et seulement siZ = 0. Par

cons�equent

' (x; y) = X tCY = X t (CY) = 0 pour tout x 2 E () Z = CY = 0:

C'est exactement l'a�rmation du th�eor�eme. �

D�e�nition 3.5. On dit que la forme bilin�eaire ' est d�eg�en�er�ee si Ker ' 6= f 0g, et non
d�eg�en�er�ee si Ker ' = f 0g.

En dimension �nie, il su�t de calculer le d�eterminant det C de la matrice dans une base.
Dire que ' est non d�eg�en�er�ee revient �a dire det C 6= 0 ou encore que rang' = n = dim E,
ou encore que le nombre de carr�es intervenant dans une d�ecomposition en carr�es de formes
linaires ind�ependantes est �egal �a la dimension de l'espace. Outre lenoyau, une autre notion
utile est celle devecteur isotrope.

D�e�nition 3.6. On dit qu'un vecteur x est isotrope pour la forme quadratiqueq (ou pour
la forme bilin�eaire associ�ee ' ) si

q(x) = ' (x; x) = 0

autrement dit si le vecteurx est orthogonal �a lui-même. On noteraIsotrope(q) (ou parfois
Isotrope(' )) l'ensemble des vecteurs isotropes deE relativement �a q.

La propri�et�e q(�x ) = � 2q(x) montre que tout multiple �x d'un vecteur isotrope est encore
isotrope. Dans un espace vectoriel un sous-ensemble invariant par multiplication par les
scalaires s'appelle un cône (de sommet 0). On parlera donc ducône des vecteurs isotropes .

Exemple 3.7. PrenonsE = R2 et q(x; y) = x2 � y2. La forme bilin�eaire associ�ee est

' ((x; y); (x0; y0)) = xx0 � yy0; et on a C = Mat B(' ) =
�

1 0
0 � 1

�
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dans la base canoniqueB de R2. On a detC = � 1 6= 0, donc ' est non d�eg�en�er�ee,
Ker ' = f 0g. En revanche, l'ensemble des vecteurs isotropes Isotrope(q) est obtenu en �ecrivant
q(x; y) = x2 � y2 = 0, c'est donc la r�eunion des deux diagonalesy = x et y = � x dans le
plan Oxy. On notera que Isotrope(q) n'est pas un sous-espace vectoriel.

Dans ce cas, il est facile de d�eterminer les orthogonaux des sous-espaces vectorielsF de
E = R2. On a en e�et dimR F = 0; 1 ou 2. Si dimR F = 0 alors F = f 0g et F ? = E = R2.
Si dimR F = 2, alors F = E = R2 et F ? = E ? = Ker ' = f 0g. Il reste �a traiter le cas o�u F
est une droite. Or, siF est la droite de vecteur directeur (a; b), on a

(x; y) 2 F ? () ' ((a; b); (x; y)) = ax � by = 0:

On voit donc queF ? est la droite de vecteur directeur (b; a). On prendra garde au fait que
l'on peut tout �a fait avoir F ? = F ! En fait, c'est le cas pr�ecis�ement si le vecteur (a; b) est
isotrope, c'est-�a-direb= � a, ce qui correspond aux deux diagonales du planOxy.

Exemple 3.8. On prend ici E = R4 (l'espace-temps d'Einstein) et on consid�ere la forme
quadratique dite de Lorentz

q(x; y; z; t) = x2 + y2 + z2 � c2t2

o�u c > 0 est la vitesse de la lumi�ere. Il s'agit d'une forme quadratiquenon d�eg�en�er�ee (la
matrice est diagonale �a coe�cients non nuls), c'est-�a-dire que Ker ' = f 0g. L'ensemble des
vecteurs isotropes est constitu�e au tempst des vecteurs de la sph�erex2 + y2 + z2 = c2t2

de rayon R = cjtj, autrement dit il s'agit d'une sph�ere qui grossit exactement �a la vitesse
de la lumi�ere. Dans ce cas, le cône des vecteurs isotropes est souvent appel�e le \cône de
lumi�ere". L'int�erieur du cône de lumi�ere, c'est-�a-dire les vecteurs tels quex2 + y2 + z2 < c2t2

peut-être interpr�et�e comme les points de l'espace-temps qui peuvent être reli�es au big-bang
(pris comme point origine) par des ph�enom�enes se propageant �avitesse inf�erieure �a celle
de la lumi�ere. Les pointsx2 + y2 + z2 > c2t2 de l'espace-temps sont \au del�a" de l'horizon
accessible par un lien de causalit�e aux ph�enom�enes issus du big-bang (si toutefois la vitesse
limite est bien celle de la lumi�ere...)

Remarque 3.9. Si ' est une forme bilin�eaire sym�etrique, on a toujours

Ker ' � Isotrope(' );

en e�et Ker ' est constitu�e des vecteursx tels que' (x; y) = 0 pour tout y, on trouve donc
en particulier ' (x; x) = 0 en prenant y = x. Les exemples pr�ec�edents montrent que l'on n'a
pas �egalit�e en g�en�eral.

Proposition 3.10. Pour tout sous-espace vectorielF de E, on a (F ? )? � F .

En e�et, tout vecteur x de F est orthogonal �a tout vecteur de F ? par d�e�nition, donc
x 2 (F ? )? . En revanche, l'�egalit�e n'a pas toujours lieu, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple 3.11. Prenons E = R3 3 (x; y; z) et q(x; y; z) = x2 � y2. La forme bilin�eaire
associ�ee est

' ((x; y; z); (x0; y0; z0)) = xx0 � yy0; et on a C = Mat B(' ) =

0

@
1 0 0
0 � 1 0
0 0 0

1

A

dans la base canoniqueB de R3. Le noyau (calcul�e en prenant le noyau de la matriceC) est
donn�e par les �equationsx = y = 0, soit

Ker ' = R(0; 0; 1);
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il s'agit donc d'une forme quadratique d�eg�en�er�ee. L'ensemble Isotrope(q) est constitu�e de la
r�eunions des deux plansx = y et x = � y. Calculons ici l'orthogonal de la droite

D = R(1; 2; 1):

La condition d'orthogonalit�e ( x; y; z) ? (1; 2; 1) s'�ecrit

' ((x; y; z); (1; 2; 1)) = x � 2y = 0 , x = 2y:

Il s'agit donc d'un plan P admettant pour base les vecteurs (2; 1; 0) et (0; 0; 1). Calculons
maintenant (D ? )? = P? . L'orthogonal P? est l'ensembles des vecteurs (x; y; z) qui sont
orthogonaux �a la fois �a (2; 1; 0) et (0; 0; 1), ce qui donne les �equations 2x� y = 0 et 0x+0y = 0.
La second est toujours v�eri��ee, et on voit que (D ? )? est en fait un planP0, �a savoir le plan
d'�equation 2x � y = 0. Ce plan P0 contient la droite D, mais on a bien sûrP0 = (( D ? )? 6= D.

On va voir que cette di�cult�e ne se produit pas lorsque la forme bilin�eaire ' est non
d�eg�en�er�er�ee. Rappelons un lemme utile d'alg�ebre lin�eaire.

Lemme 3.12. Soient `1; : : : ; `p 2 E � des formes lin�eaires ind�ependantes sur unK-espace
vectoriel de dimension �nieE. alors le sous-espace

S =
�

x 2 E ; `1(x) = : : : = `p(x) = 0
	

est de codimensionp, c'est-�a-dire que

dimK S = dim K E � p:

D�emonstration. Compl�etons (`1; : : : ; `p) en une base (̀1; : : : ; `n) de E � , avecn = dim K E =
dimK E � . On peut e�ectuer le changement de coordonn�ees bijectif

8
><

>:

ex1 = `1(x);
: : :
exn = `n (x):

Soit L la matrice dont les lignes sont les coe�cients des formes lin�eaires` j . Ce changement
de coordonn�eeseX = LX correspond �a une base (ee1; : : : ; een ) donn�ee par la matrice de passage
P = L � 1. Dans ces coordonn�ees,S est le sous-espace d�e�ni par les �equations

ex1 = : : : = exp = 0;

c'est donc le sous-espace engendr�e par (eep+1 ; : : : ; een ), et on voit que dimK S = n � p. �

Th�eor�eme 3.13. Soit ' une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee sur un espace vec-
toriel E de dimension �nie. Alors pour tout sous-espace vectorielF de E on a

dimK F ? = dim K E � dimK F:

D�emonstration. Fixons une base (b1; : : : ; bp) de F . Alors F ? est d�e�ni par l'annulation des
p formes lin�eaires

`1(x) = ' (x; b1); : : : ; `p(x) = ' (x; bp):
Montrons qu'elles sont ind�ependantes : si� 1; : : : ; � p 2 K sont des scalaires tels que
� 1`1 + : : : + � p`p = 0, alors on a

0 = � 1`1(x) + : : : + � p`p(x) = � 1' (x; b1) + : : : + � p' (x; bp) = ' (x; � 1b1 + : : : + � pbp)

pour tout x 2 E, autrement dit � 1b1 + : : : + � pbp 2 Ker ' . Or Ker ' = f 0g par hypoth�ese,
donc � 1b1 + : : : + � pbp = 0 et par suite � 1 = : : : = � p = 0. Le lemme pr�ec�edent montre que
F ? est de codimensionp, c'est-�a-dire que

dimK F ? = dim K E � p = dim K E � dimK F: �
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Notons que ceci s'applique en particulier au produit scalaire usuel sur Rn . Une cons�equence
importante est la suivante.

Th�eor�eme 3.14. Soit ' une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee sur un espace vec-
toriel E de dimension �nie. Alors pour tout sous-espace vectorielF de E on a

(F ? )? = F:

D�emonstration. On sait d�ej�a que ( F ? )? � F . De plus le th�eor�eme pr�ec�edent nous dit que

dimK (F ? )? = dim K E � dimK F ? = dim K E � (dimK E � dimK F ) = dim K F;

ce qui implique bien (F ? )? = F . �

Attention ! Même si' est non d�eg�en�er�ee, il n'est pas vrai en g�en�eral queE = F � F ? . Ainsi,
si q(x; y) = x2 � y2, le vecteur (1; 1) est isotrope et la droiteD = R(1; 1) est orthogonale �a
elle même. On a en faitD ? = D, donc D, D ? ne sont pas en somme directe.

Pour queF � F ? = E il faut et il su�t que F \ F ? = f 0g, en e�et on a dans ce cas

dimK F + F ? = dim K F � F ? = dim K F + dim K F ? = dim E:

D�e�nition 3.15. Soit E un espace vectoriel muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique. On dit
qu'une base(b1; : : : ; bn ) de E est

{ orthogonale si bi ? bj pour i 6= j ; ceci �equivaut �a dire que ' (bi ; bj ) = 0 pour i 6= j , ou
encore que la matriceMat (b1 ;:::;bn )(' ) est diagonale).

{ orthonorm�ee si de plusq(bi ) = ' (bi ; bi ) = +1 ; ceci �equivaut �a dire queMat (b1 ;:::;bn )(' ) = I n

(matrice unit�e d'ordre n).

On notera que d'apr�es la m�ethode de Gauss, une forme bilin�eaire sym�etrique ' quelconque
admet toujours des bases orthogonales. Si' est non d�eg�en�er�ee et si K = R, on peut se
ramener �a q(bj ) = ' (bj ; bj ) = � 1 (en divisant si n�ecessairebj par

p
jq(bj )j) ; en revanche

sur C, on peut toujours se ramener dans ce cas �aq(bj ) = 1 :

Th�eor�eme 3.16. Soit E de dimensionn sur le copsK. Si K = R, une forme bilin�eaire ' non
d�eg�en�er�ee admet toujours une base orthogonale(b1; : : : ; bn ) telle queq(bj ) = � 1. Si K = C,
une forme bilin�eaire ' non d�eg�en�er�ee admet toujours une base orthonorm�ee(b1; : : : ; bn ).

Formes quadratiques semi-positives et d�e�nies positives . Comme la notion de posi-
tivit�e implique l'utilisation d'une relation d'ordre, on supposera ici queK = R (bien que les
notions fassent sens aussi lorsqueK = Q).

D�e�nition 3.17. On dit qu'une forme quadratiqueq (ou la forme bilin�eaire sym�etrique '
associ�ee) est semi-positivesur l'espaceE si pour tout x 2 E on a

q(x) = ' (x; x) � 0:

On peut alors associer �aq la semi-norme

kxk =
p

q(x) =
p

' (x; x) 2 R+ :

On notera alors que pour tout scalaire� 2 R

k�x k =
p

� 2q(x) = j� j kxk:

D'autre part, on a par d�e�nition

Isotrope(q) =
�

x 2 E ; q(x) = 0
	

=
�

x 2 E ; kxk = 0
	

:

La notion de forme quadratique semi-n�egative est d�e�nie de même (mais on s'abstient alors
d'introduire la norme).
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D�e�nition 3.18. On dit que q est d�e�nie si q ne poss�ede pas de vecteur isotropex 6= 0.

On forme quadratique d�e�nie est n�ecessairement non d�eg�en�er�ee (puisque tout vecteur du
noyau est isotrope).

Exemples 3.19. � Sur Rn , la forme quadratiqueq(x1 : : : ; xn ) = � (x2
1 + : : :+ x2

n ) est d�e�nie.

� Sur R3, la forme quadratiqueq(x; y; z) = x2+( y+ z)2 est semi-positive. Le cône Isotrope(q)
est constitu�e des vecteurs (x; y; z) 2 R3 tels que x = 0 et y + z = 0, c'est-�a-dire la droite
vectorielle R(0; 1; � 1). La forme q est non d�e�nie.

� Sur Q2, la forme quadratiqueq(x; y) = x2 � 2y2 est d�e�nie. En e�et q(x; y) = 0 �equivaut
�a x = �

p
2y, ce qui est impossible avecx; y rationnels non nuls, puisque

p
2 est irrationnel.

Bien queq soit d�e�nie, on remarquera qu'elle n'est ni semi-positive ni semi-n�egative.

� sur le corpsK = R, une forme quadratique d�e�nie est soit d�e�nie positive, soit d�e� nie
n�egative : en e�et, elle doit être non d�eg�en�er�ee, et si elle admet apr�es changement de base
une d�ecomposition en carr�es de formes lin�eaires

q(x1; : : : ; xn ) = "1ex 2
1 + : : : + "n ex 2

n

avec " j = � 1, alors tous les signes doivent être les mêmes, sinon si" j = 1 6= " k = � 1, on
obtient un vecteur isotrope non nul en prenantx j = xk = 1 et les autres coordonn�ees nulles.

Conform�ement aux d�e�nitions qui pr�ec�edent, on utilise la term inologie suivante.

D�e�nition 3.20. On dit qu'une forme quadratiqueq sur un expace vectoriel r�eelE est

� d�e�nie positive si q(x) > 0 pour tout vecteur x 2 E, x 6= 0,

� d�e�nie n�egative si q(x) < 0 pour tout vecteur x 2 E, x 6= 0.

Si q est d�e�nie > 0, la semi-normekxk =
p

q(x) est une vraie norme, c'est-�a-dire que

kxk = 0 () q(x) = 0 () x = 0

Si q est seulement semi-positive, on a bien sûr

kxk = 0 () x 2 Isotrope(q):

D�e�nition 3.21. On appelleespace euclidienun espace vectoriel r�eel muni d'une forme
quadratiqueq d�e�nie positive, et de sa forme bilin�eaire sym�etrique associ�ee ' . On la note en
g�en�eral (x; y) 7! hx; yi = ' (x; y), et on appellehx; yi le produit scalaire.

Exemple 3.22. Soit E = C0([a; b]; R) l'ensemble des fonctions continues sur [a; b] muni de
la forme bilin�eaire sym�etrique

' (f; g ) = hf; g i =
Z b

a
f (x) g(x) dx:

On v�eri�e facilement que (E; ' ) est un espace euclidien (de dimension in�nie).

In�egalit�e de Cauchy-Schwarz. C'est une in�egalit�e fondamentale qui majore le produit
scalaire en fonction de la (semi)-norme associ�ee.

Th�eor�eme 3.23 (In�egalit�e de Cauchy-Schwarz). Soit q une forme quadratique semi-positive
sur un R-espace vectorielE et ' la forme bilin�eaire sym�etrique associ�ee. Alors pour tous
vecteursx; y 2 E on a

j' (x; y)j � k xk kyk =
p

q(x)
p

q(y):
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Dans un espace euclidien, on �ecrira cette in�egalit�e sous la forme
�
�hx; yi

�
� � k xk kyk:

D�emonstration. On consid�ere le polynôme de degr�e� 2 en la variable� 2 R

P(� ) = q(�x + y) = ' (�x + y; �x + y) = q(x)� 2 + 2' (x; y)� + q(y):

D'apr�es l'hypoth�ese de semi-positivit�e de q, nous avonsP(� ) � 0 pour tout � 2 R.

Si q(x) = 0 (c'est-�a-dire si x est isotrope), nous avonsP(� ) = 2 ' (x; y)� + q(y) et cette
fonction a�ne ne peut-être positive pour tout � 2 R que si elle est constante, c'est-�a-dire
' (x; y) = 0. L'in�egalit�e est donc bien vraie dans ce cas (0� 0).

Si q(x) > 0, il s'agit d'un vrai trinôme P(� ) du second degr�e, et son discriminant � est
n�ecessairement� 0, sinon � > 0 entrâ�nerait l'existence de deux racines r�eelles� 1 < � 2 et
P(� ) = q(x)( � � � 1)( � � � 2) serait strictement n�egatif sur ]� 1; � 2[. On en d�eduit

� = 4 ' (x; y)2 � 4q(x)q(y) � 0 =) ' (x; y)2 � q(x)q(y):

L'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz s'en d�eduit en prenant les racinescarr�ees. On peut �egalement
v�eri�er l'in�egalit�e directement en d�eveloppant le carr�e de la nor me de�x + �y :

0 � q(�x + �y ) = � 2q(x) + 2 �� ' (x; y) + � 2q(y);

soit
0 � k �x + �y k2 = � 2kxk2 + 2�� ' (x; y) + � 2kyk2:

Si l'on prend � = kyk et � = �k xk, on trouve

0 � k xk2kyk2 � 2kxk kyk ' (x; y) + kxk2kyk2 = 2kxk kyk
�

kxk kyk � ' (x; y)
�

:

Si kxk 6= 0 et kyk 6= 0 on peut diviser par kxk kyk, ce qui donnekxk kyk � ' (x; y) � 0.
Si kxk = 0, le choix � = � " , � = 1 donne j' (x; y)j � ("=2) kyk2 pour tout " > 0, donc
j' (x; y)j = 0, et on raisonne de même sikyk = 0 en prenant � = 1 et � = � " . �

Corollaire 3.24. Si q est une forme quadratique semi-positive, on aKer(q) = Isotrope(q).

En e�et on sait d�ej�a que Ker( q) � Isotrope(q). Inversement, si x est isotrope, on a
kxk =

p
q(x) = 0, donc ' (x; y) = 0 pour tout y 2 E par Cauchy-Schwarz, ce qui signi-

�e que x 2 Ker(q), et donc Isotrope(q) � Ker(q).

Discutons maintenant le cas d'�egalit�e, en supposantq d�e�nie positive. Le deuxi�eme raison-
nement direct montre que l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz est une �egalit�e lorsque

q(kykx � k xky) = 0 ;

ce qui impliquekykx � k xky = 0 et donc x, y colin�eaires sikxk 6= 0 ou kyk 6= 0 (mais si l'un
des vecteursx; y est nul, ils forment de toute mani�ere une famille li�ee). R�eciproquement, si
x; y sont colin�eaires avec par exempley = �x , � 2 R, on a

kxk kyk = j� j kxk2; ' (x; y) = � ' (x; x) = � kxk2 = �j � j kxk2 = �k xk kyk

suivant le signe de� . On peut donc �enoncer :

Th�eor�eme 3.25 (Cas d'�egalit�e de l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz). Si q est une forme qua-
dratique d�e�nie positive de forme polaire associ�ee' , l'�egalit�e ' (x; y) = + kxk kyk (resp.
' (x; y) = �k xk kyk) se produit si et seulement six; y sont colin�eaires de même sens (resp.
colin�eaires de sens oppos�es.)
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Produit scalaire et angles non orient�es. Si E est un espace euclidien de dimension
�nie n sur R, on sait qu'il existe toujours une base orthonorm�ee (e1; : : : ; en ), de sorte que
hei ; ej i = � ij . Dans ce cas l'application

Rn ! E; (x1; : : : ; xn ) 7! x = x1e1 + : : : + xnen

d�e�nit un isomorphisme E ' Rn tel que

kxk2 = x2
1 + : : : + x2

n ; hx; yi = x1y1 + : : : + xnyn

pour tous vecteursx; y de E de coordonn�ees (x1; : : : ; xn ) et (y1; : : : ; yn). Une observation
importante (même si elle est assez �evidente !) est que les coordonn�ees x j se calculent comme
des produits scalaires :

x j = hej ; xi ; 1 � j � n:

D'autre part, pour deux vecteursx; y 6= 0, le rapport hx;y i
kxk kyk 2 [� 1; 1] ne change pas lorsqu'on

multiplie x ou y par un scalaire� > 0. Par analogie avec le cas usuel du plan euclidien, on
d�e�nit l'angle non orient�e � = [(x; y) par

cos� =
hx; yi

kxk kyk
:

Cette relation donne un angle� 2 [0; � ] unique. On obtient alors la formule classique

hx; yi = kxk kyk cos�:

Proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt. Si F est un sous-espace de dimen-
sion �nie p d'un espace euclidien (E; ' ), la restriction ' jF � F du produit scalaire �a F en fait
un espace euclidien (F; ' jF � F ). �Etant donn�e une base (a1; : : : ; ap) de F , le but du proc�ed�e
d'orthonormalisation de Gram-Schmidt est de fabriquer une base orthonorm�ee (b1; : : : ; bp)
de F . Notons Fj = Vect( a1; : : : ; aj ) l'espace vectoriel engendr�e par lesj premiers vecteurs
de base, de sorte que dimR Fj = j et Fp = F . On calcule les vecteursbj par r�ecurrence surj ,
en commen�cant par

b1 =
1

ka1k
a1;

et on proc�ede en sorte qu'�a chaque �etapej on ait

Fj = Vect( a1; : : : ; aj ) = Vect( b1; : : : ; bj ) et donc Fj = Fj � 1 � Raj = Fj � 1 � Rbj :

Supposonsb1; : : : ; bj � 1 d�ej�a calcul�es. Le point est que le vecteuraj n'est pas n�ecessairement
orthogonal �a b1; : : : ; bj � 1, on le \redresse" donc en posant

eaj = aj � (� 1b1 + : : : + � j � 1bj � 1); � k 2 R:

La condition d'orthogonalit�e eaj ? bk donne

hbk ; eaj i = hbk ; aj i � � k = 0 d'o�u � k = hbk ; aj i ; 1 � k � j � 1:

Ceci conduit �a la formule

(� ) eaj = aj �
j � 1X

k=1

hbk ; aj i bk :

Fj � 1
eaj � 1

bj � 1

b1

bj

a1 ( = ea1)

aj � 1

aj

P
1� k� j � 1 � kbk

eaj
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Le vecteureaj ne peut être nul, sinonaj serait dans le sous-espaceFj � 1 = Vect( b1; : : : ; bj � 1) =
Vect(a1; : : : ; aj � 1) ce qui est absurde, et on peut donc rendre ce vecteur de norme1 en posant

(�� ) bj =
1

keaj k
eaj =

1
p

heaj ; eaj i
eaj :

Les formules (� ) et (�� ) permettent le calcul des vecteurseaj et bj par r�ecurrence (avec
ea1 = a1). On observera que l'on a bien par construction

Vect(b1; : : : ; bj ) = Fj � 1 + Rbj = Fj � 1 + Reaj = Fj � 1 + Raj = Fj :

du fait que bj est colin�eaire �a eaj et queeaj di��ere de aj par un vecteur deFj � 1. En e�ectuant le
calcul de (� ) et (�� ) pour tous j = 1; 2; : : : ; p, on obtient bien la base orthonorm�ee (b1; : : : ; bp)
voulue.

Remarque 3.26. On peut combiner les formules (� ) et (�� ) pour obtenir une formule de
r�ecurrence directe pour les vecteurseaj : on prendea1 = a1, puis

(��� ) eaj = aj �
j � 1X

k=1

heak ; aj i
heak ; eak i

eak :

L'int�erêt de cette formule (enti�erement �equivalente aux pr�ec�edentes) est qu'elle �evite tout
calcul de racines carr�ees. On obtient ainsi une base orthogonale(ea1; : : : ;eap) de F . On obtient
ensuite par la formule de renormalisation (�� ) une base orthonorm�ee (b1; : : : ; bp).

Exemple 3.27. On identi�e ici R3 �a l'espace des matrices colonnes 3� 1, que l'on munit
de son produit scalaire canonique, et on consid�ere la base

a1 =

0

@
1
1
0

1

A ; a2 =

0

@
1
0
1

1

A ; a3 =

0

@
0
1

� 2

1

A :

Appliquons le proc�ed�e de Gram-Schmidt �a cette base a�n d'obtenir une base orthonorm�ee
(b1; b2; b3). On trouve

ea1 = a1; b1 =
1

ka1k
a1 =

1
p

2

0

@
1
1
0

1

A ;

puis

ea2 = a2 � h b1; a2i b1 =

0

@
1
0
1

1

A �
� 1

p
2

� 2
� 1

0

@
1
1
0

1

A =

0

@
1
2

� 1
2

1

1

A =
1
2

0

@
1

� 1
2

1

A ; b2 =
1

p
6

0

@
1

� 1
2

1

A

(le facteur 1
2 se simpli�e dans le calcul deb2), et en�n

ea3 = a3 � h b1; a3i b1 � h b2; a3i b2 =

0

@
0
1

� 2

1

A �
� 1

p
2

� 2
� 1

0

@
1
1
0

1

A �
� 1

p
6

� 2
� (� 5)

0

@
1

� 1
2

1

A :

On notera (pour �eviter des calculs fastidieux) que les racines carr�ees prises pour calculer les
normes sont toujours �elev�ees au carr�e dans les lignes de calculsult�erieures ; le facteur (� 5)
qui intervient par exemple dans l'�evaluation du termehb2; a3i b2 n'est autre que le produit

scalaire du premier vecteura3 =

0

@
0
1

� 2

1

A par le vecteur

0

@
1

� 1
2

1

A qui intervient dans b2. On
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obtient �nalement

ea3 =

0

B
@

0 � 1
2 + 5

6

1 � 1
2 � 5

6

� 2 � 0 + 5
3

1

C
A =

0

B
@

1
3

� 1
3

� 1
3

1

C
A =

1
3

0

@
1

� 1
� 1

1

A ; b3 =
1

p
3

0

@
1

� 1
� 1

1

A :

Exemple 3.28. L'application

' : R[X ]2 � R[X ]2 ! R; (P; Q) 7!
Z 1

� 1
P(t)Q(t) dt

est bilin�eaire sym�etrique. De plus, comme l'int�egrale sur [� 1; 1] d'un monôme de degr�e
impair est nulle, on voit que 1 ? ' X et X ? ' X 2. En revanche, 1 etX 2 ne sont pas

' -orthogonaux, puisque l'on a' (1; X 2) =
2
3

; la base standard (P0; P1; P2) = (1 ; X; X 2)

n'est donc pas' -orthogonale. Cependant, commeP0 ? P1, la m�ethode de Gram-Schmidt
appliqu�ee �a ( P0; P1; P2) am�ene �a une base' -orthogonale (eP0; eP1; eP2) avec

eP0 = P0 = 1; eP1 = P1 = X; eP2 = P2 � �P 0 = X 2 � �;

et comme
R1

� 1
eP0(t) eP2(t) dt =

R1
� 1(t

2 � � ) dt = 2
3 � 2� , on voit qu'il faut prendre � = 1

3 pour

avoir aussi eP0 ? '
eP2. Une calcul de normes fournit la base orthonorm�eeQi = k ePi k� 1 ePi

correspondante :

k1k2 = 2; kX k2 =
2
3

; kX 2 � 1=3k2 =
8
45

;

d'o�u

Q0 =
1

p
2

; Q1 =

p
3

p
2

X; Q 2 =

p
45

p
8

(X 2 � 1=3):

Calcul de la projection orthogonale sur un sous-espace F de E. La d�etermination
d'une base orthonorm�ee (b1; : : : ; bp) de F par la m�ethode de Gram-Schmidt permet aussi
d'obtenir l'expression en coordonn�ees de la projection orthogonale sur F . On notera que
dans un espace euclidienE on a toujours F \ F ? = f 0g, car un vecteur x 2 F \ F ? est
orthogonal �a lui-même, ce qui n'est possible par hypoth�ese quesi x = 0. Pour tout x 2 E
on peut �ecrire

x = x0+ x00 avec x0 =
pX

j =1

hbj ; xi bj 2 F; x00= x � x0 = x �
pX

j =1

hbj ; xi bj 2 F ?

(en e�et il est facile de constater quehbj ; x00i = 0 de sorte quex00? F ). On voit donc que

E = F � F ? ;

ceci �etant valable même siE est de dimension in�nie, �a condition queF soit de dimension
�nie. Les projections orthogonales� F (x) et � F ? (x) sur F et F ? sont donn�ees par

� F (x) =
pX

j =1

hbj ; xi bj 2 F; � F ? (x) = x �
pX

j =1

hbj ; xi bj 2 F ? :

Remarque 3.29. On observera que le proc�ed�e d'orthogonalisation de Gram-Schmidt revient
�a prendre eaj = aj � � F j � 1 (aj ) o�u � F j � 1 (aj ) est la projection orthogonale deaj sur Fj � 1.
En termes des vecteurseaj , les projections s'expriment (sans racines carr�ees) par

� F (x) =
pX

j =1

heaj ; xi
heaj ; eaj i

eaj 2 F; � F ? (x) = x �
pX

j =1

heaj ; xi
heaj ; eaj i

eaj 2 F ? :



33

La sym�etrie orthogonale par rapport �a F est donn�ee quant �a elle par

� F (x) = x0 � x00= 2x0 � (x0+ x00) = 2 x0 � x = 2� F (x) � x

(soit encore� F = 2� F � IdE ), ce qui implique la formule

� F (x) = 2
� pX

j =1

hbj ; xi bj

�
� x = 2

� pX

j =1

heaj ; xi
heaj ; eaj i

�
� x:

Signature et th�eor�eme d'inertie de Sylvester. Revenons maintenant �a l'�etude des
formes quadratiques r�eelles de signe quelconque. SoitE un espace vectoriel r�eel de dimen-
sion n et q une forme quadratique de rangr sur E. On sait qu'on peut trouver une base
orthogonaleB = ( b1; : : : ; bn ) pour q de sorte que

MatB(q) =

0

B
B
B
@

a1 : : : : : : 0
... ar

...
... 0

...
0 : : : : : : 0

1

C
C
C
A

; aj = q(bj ):

Le noyau deq est Ker(q) = Vect( br +1 ; : : : ; bn ), sa dimension est dimR ker(q) = n� r . On intro-
duit les sous-espaces

F+ = Vect
�

bj ; 1 � j � r; a j = q(bj ) > 0
�

; F� = Vect
�

bj ; 1 � j � r; a j = q(bj ) < 0
�

;

et on note

r+ = dim R F+ = (nombre de coe�cients diagonaux aj > 0);

r � = dim R F� = (nombre de coe�cients diagonaux aj < 0):

Nous avons par construction une somme directe

E = F+ � F� � Ker(q); r+ + r � = r = n � dimR Ker(q)

avecq d�e�nie > 0 sur F+ , q d�e�nie < 0 sur F� (et bien sûr q = 0 sur Ker(q)). Il n'est pas
�evident �a priori que les dimensionsr+ et r � soient ind�ependantes de la base orthogonale
choisie. C'est ce qu'a�rme le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3.30 (Th�eor�eme d'inertie de Sylvester et d�e�nition de la signature). Soit E un
R-espace vectoriel de dimension �nien, et soit q : E ! R une forme quadratique. Soit
B = ( bj ) une baseq-orthogonale et

r+ = cardf j ; q(bj ) > 0g et r � = cardf j ; q(bj ) < 0g:

Alors le couple(r+ ; r � ) ne d�epend pas de la baseq-orthogonale choisieB. De plus

r+ + r � = r = rang(q) = n � dimR Ker(q):

On dit que le couple(r+ ; r � ) est la signature de q.

D�emonstration. Soit eB = ( ebj ) une autre baseq-orthogonale et soit

er+ = cardf j ; q(ebj ) > 0g et er � = cardf j ; q(ebj ) < 0g:

Comme expliqu�e ci-dessus, nous avons deux d�ecompositions en somme directe

E = F+ � F� � Ker(q) = eF+ � eF� � Ker(q):

Ceci donne en particulier pour les dimensions respectives

r+ + r � = er+ + er � = r; dimR Ker(q) = n � r:
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Par constructionq > 0 surF+ r f 0g, tandis queq � 0 sur eF� � Ker(q). Les deux sous-espaces
vectorielsF+ et eF� � Ker(q) ne peuvent donc se rencontrer qu'en 0, ce qui fournit une somme
directe

S = F+ � eF� � Ker(q) � E:

En prenant les dimensions, on en d�eduit

dimR S = r+ + er � + ( n � r ) � n =) er � � r � r+ = r � =) er+ � r+ :

En �echangeant les rôles deB et eB on obtient de mêmer+ � er+ et r � � er � , par suite r+ = er+

et r � = er � . �

Remarque 3.31. Pour calculer la signature d'une forme quadratiqueq, il su�t d'utiliser
l'algorithme de Gauss pour �ecrireq(x) sous la forme d'une somme de carr�es

q(x) = a1`1(x)2 + : : : + ar ` r (x)2

de formes lin�eaires ind�ependantes, et de compter les nombresr+ ; r � de coe�cients aj qui
sont respectivement> 0 et < 0. Ainsi dans l'exemple 2.11, la signature est (1; 2), dans
2.12 la signature est (2; 2) et dans 3.11 la signature est (1; 1). Un espace euclidien (E; q) de
dimensionn est de signature (n; 0). En g�en�eral, la forme quadratique est non d�eg�en�er�ee si
et seulement sir+ + r � = n = dim R E, et d�eg�en�er�ee si et seulement sir+ + r � < n .

4. Formes sesquilin �eaires

Le but de la th�eorie des formes sesquilin�eaires est principalement de g�en�eraliser le produit
scalaire, la norme et l'orthogonalit�e au cas des espaces vectoriels complexes. Une grande
partie de la th�eorie est tr�es similaire �a celle des formes bilin�eaires sym�etriques. Nous nous
attacherons donc surtout �a expliquer les di��erences.

Consid�erons l'espace vectoriel complexeE = Cn muni de sa base canonique. On note

z = ( z1; : : : ; zn ) 2 Cn avec zj = x j + iy j 2 C; x j ; yj 2 R:

La \norme canonique" deCn est donn�ee par

kzk2 = jz1j2 + : : : + jzn j2; jzj j2 = x2
j + y2

j ;

soit encorekzk =
p

jz1j2 + : : : + jzn j2. Pour un autre vecteurw = ( w1; : : : ; wn ) 2 Cn , nous
sommes amen�es �a poser

hz; wi = z1w1 + : : : + znwn 2 C;

ce qui donne alors l'expression attendue pour la norme :

hz; zi = kzk2:

Si �; � sont des scalaires complexes, on voit que

h�z; w i = � hz; wi ; hz; �w i = � hz; wi :

L'application w 7! hz; wi est doncC-lin�eaire, mais z 7! hz; wi n'est pasC-lin�eaire, elle est
seulementanti-lin�eaire :

D�e�nition 4.1. On dit qu'une forme ' : E � E ! C sur un espace vectoriel complexeE
est une forme sesquilin�eairesi

� x 7! ' (x; y) est anti-lin�eaire pour y 2 E �x�e, c'est-�a-dire

' (�x; y ) = � ' (x; y); ' (x1 + x2; y) = ' (x1; y) + ' (x2; y)

pour tout � 2 C et tous x; x1; x2; y 2 E,
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� y 7! ' (x; y) est C-lin�eaire pour x 2 E �x�e, c'est-�a-dire

' (x; �y ) = � ' (x; y); ' (x; y1 + y2) = ' (x; y1) + ' (x; y2)

pour tout � 2 C et tous x; y; y1; y2 2 E.

Une autre formulation �equivalente de la sesquilin�earit�e est de v�eri�er l'identit�e de distribu-
tivit�e

' (� 1x1 + � 2x2; � 1y1 + � 2y2) = � 1� 1' (x1; y1) + � 1� 2' (x1; y2) + � 2� 1' (x2; y1) + � 2� 2' (x2; y2)

pour tous � 1; � 2; � 1; � 2 2 C et x1; x2; y1; y2 2 E.
�Ecriture matricielle d'une forme sesquilin�eaire. On suppose iciE de dimension �nie
n sur C, muni d'une base (e1; : : : ; en ). �Etant donn�es des vecteurs

x =
nX

j =1

x j ej 2 E; y =
nX

j =1

yj ej 2 E;

l'hypoth�ese de sesquilin�earit�e de ' implique

' (x; y) = '
� nX

j =1

x j ej ; y
�

=
nX

j =1

x j ' (ej ; y) =
nX

j =1

x j '
�

ej ;
nX

k=1

ykek

�
=

nX

j =1

nX

k=1

x j yk ' (ej ; ek):

Si l'on introduit les coe�cients cjk = ' (ej ; ek) 2 C, ceci devient simplement

' (x; y) =
X

1� j;k � n

cjk x j yk :

Inversement, toute expression de cette forme avec des coe�cients cjk 2 C quelconques d�e�nit
bien une forme sesquilin�eaire' : E � E ! C.

D�e�nition 4.2. Si E est un C-espace vectoriel de dimension �nien, B = ( e1; : : : ; en ) une
base deE, et ' : E � E ! C une forme sesquilin�eaire, on appellematrice repr�esentative
de ' dans la baseB la matrice complexen � n de ses coe�cients:

MatB(' ) = C = ( cjk ) = ( ' (ej ; ek) )1� j;k � n:

Si M = ( cij ) est une matricen � p (�a n lignes etp-colonnes), on appellematrice adjointe
de M , not�ee M � , la matrice p � n telle que

M � = M
t

= ( mkj )

obtenue en conjuguant les coe�cients et en transposant. Il est�evident que (M � )� = M . On
prendra garde au fait queM 7! M � est anti-lin�eaire (et non pas lin�eaire) :

(�M )� = � M � ; (M1 + M2)� = M �
1 + M �

2 :

D'autre part, si M , N sont des matricesn � p et p � r quelconques, alors

(MN )� = N � M � :

Comme dans le cas des formes bilin�eaires, on introduit les matrices colonnes complexes

X =

0

@
x1
...

xn

1

A ; Y =

0

@
y1
...

yn

1

A

repr�esentant les coordonn�ees des vecteursx; y 2 E dans la baseB. On obtient alors

' (x; y) =
X

1� i;j � n

cij x i yj =
�
x1 : : : xn

�
0

@
c11 : : : c1n
...

...
cn1 : : : cnn

1

A

0

@
y1
...

yn

1

A = X � C Y
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La matrice C est uniquement d�etermin�ee par les relationscjk = ' (ej ; ek). L'espace vectoriel
Sesq(E) des formes sesquilin�eaires est donc un espace vectoriel complexe de dimensionn2,
isomorphe �a l'espace des matrices carr�ees complexesn � n

Sesq(E) ' Mn� n(C):

Par exemple, sin = 2, on a un espace de dimension complexe 4 ayant pour base les formes
sesquilin�eaires de matrices

�
1 0
0 0

�
;

�
0 0
1 0

�
;

�
0 1
0 0

�
;

�
0 0
0 1

�
:

Si ' : E � E ! C est une forme sesquilin�eaire, on d�e�nit la forme sesquilin�eaireadjointe
' � comme �etant la forme

' � (x; y) = ' (y; x); 8x; y 2 E:
La forme ' � est encore sesquilin�eaire : en e�et on a

' � (�x; y ) = ' (y; �x ) = �' (y; x) = � ' � (x; y);

' � (x; �y ) = ' (�y; �x ) = �' (y; x) = � ' � (x; y):

Comme' � (ej ; ek) = ' (ek ; ej ), on voit aussi que MatB(' � ) = C � .

D�e�nition 4.3. Soit E un espace vectoriel de dimension �nien, B = ( e1; : : : ; en ) une base
de E, ' : E � E ! C une forme sesquilin�eaire etC = Mat B(' ) sa matrice. On dit que

(1) ' est hermitienne si ' � = ' , C � = C , ckj = cjk pour tous 1� j; k � n.

(2) ' est anti-hermitienne si ' � = � ' , C � = � C , ckj = � cjk pour tous 1� j; k � n.

On utilise aussi la terminologie de forme sesquilin�eaire \sym�etrique"ou \anti-sym�etrique".

Exemple 4.4. Soit E = C0([a; b]; C) l'espace (de dimension in�nie) des fonctions continues
[a; b] ! C. Prenons �egalement une fonction continue complexew 2 E. La forme

' w(f; g ) =
Z b

a
w(x) f (t) g(t) dt

est une forme sesquilin�eaire (v�eri�cation imm�ediate). On a

' �
w(f; g ) = ' w(g; f ) =

Z b

a
w(t) g(t) f (t) dt =

Z b

a
w(t) f (t) g(t) dt = ' w(f; g ):

On voit que ' w est une forme hermitienne si et seulement si la fonctionw est r�eelle (la
condition ' w(f; g ) = ' w(f; g ) entrâ�ne facilementw � w = 0 en soustrayant et en prenant
f (t) = 1 et g = w � w).

Une caract�erisation alternative (qui n'existe pas dans le cas bilin�eaire) est la suivante.

Proposition 4.5. Une forme sesquilin�eaire' est hermitienne si et seulement si' (x; x) est
r�eel pour tout x 2 E.

D�emonstration. En e�et, si ' � (x; y) = ' (y; x) = ' (x; y) on obtient ' (x; x) = ' (x; x) pour
y = x, donc ' (x; x) est r�eel. Inversement, supposons que' (x; x) soit r�eel pour tout x 2 E.
Alors pour tous x; y 2 E

' (x; y) + ' (y; x) = ' (x + y; x + y) � ' (x � y; x � y) 2 R;

ce qui entrâ�ne

' (x; y) � ' (y; x) = ' (x; y) + ' (y; x) �
�
' (y; x) + ' (y; x)

�
2 R:
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En rempla�cant y par iy on en d�eduit aussi

i (' (x; y) � ' (y; x)) = ' (x; iy ) � ' (iy; x ) 2 R:

Si un nombre complexea v�eri�e �a la fois a 2 R et ia 2 R, alors a = 0. On en d�eduit que
' (x; y) � ' (y; x) = 0, donc ' est hermitienne. �

Remarque 4.6. Comme (i' )� = � i ' � , on a de fa�con �evidente

' hermitienne () i' anti-hermitienne; ' anti-hermitienne () i' hermitienne;

donc' est anti-hermitienne si et seulement si' (x; x) 2 iR (imaginaire pur) pour tout x 2 E.
En particulier, pour ' hermitienne, les coe�cients diagonaux v�eri�ent cj j 2 R, tandis que
pour ' anti-hermitienne on acj j 2 iR.

Toute forme sesquilin�eaire' se d�ecompose de mani�ere unique en une somme

' = � + �; avec� hermitienne et � anti-hermitienne,

ces composantes �etant d�etermin�ees par les formules

� =
1
2

(' + ' � ); � =
1
2

(' � ' � ):

On en d�eduit la proposition :

Proposition 4.7. On a la d�ecomposition en somme directe de sous-espaces vectoriels r�eels

Sesq(E) = Herm( E) � Antiherm( E)

avec
dimR Herm(E) = dim R Antiherm( E) =

1
2

dimR Sesq(E) = n2:

D�emonstration. On a une bijectionR-lin�eaire

(� ) Herm(E) '�! Antiherm( E); ' 7! i ':

En particulier, Herm(E) et Antiherm( E) ne sont pas stables par multiplication par le scalaire
� = i , ce ne sont donc pas des sous-espaces vectoriels complexes ; il est clair cependant que
ce sont des sous-espaces vectoriels r�eels. On a dimR Sesq(E) = 2 dim C Sesq(E) = 2 n2, et
l'isomorphisme (� ) donne bien les dimensions annonc�ees. �

Formule de polarisation hermitienne. Soit ' une forme sesquilin�eaire hermitienne.
La forme quadratique associ�ee est par d�e�nition

q(x) = ' (x; x); x 2 E:

On sait que q(x) 2 R, par cons�equent q est �egalement associ�ee �a la formeR-bilin�eaire
(x; y) 7! Re' (x; y) ; on notera que celle-ci est sym�etrique, car

Re' (y; x) = Re ' (x; y) = Re ' (x; y):

Observons aussi que par rapport �a une forme quadratique habituelle, q v�eri�e la propri�et�e
suppl�ementaire

q(�x ) = j� j2q(x); 8� 2 C; 8x 2 E:
Lorsqu'une forme quadratiqueq v�eri�e cette propri�et�e additionnelle, on dit que c'est une
forme quadratique hermitienne . La formule de polarisation a ici encore pour but de
calculer ' en fonction deq. On part des identit�es

q(x + y) = ' (x + y; x + y) = ' (x; x) + ' (x; y) + ' (y; x) + ' (y; y);

q(x � y) = ' (x � y; x � y) = ' (x; x) � ' (x; y) � ' (y; x) + ' (y; y);
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1
4

�
q(x + y) � q(x � y)

�
=

1
2

�
' (x; y) + ' (y; x)

�
= Re ' (x; y);

la derni�ere �egalit�e provenant de ce que' (y; x) = ' (x; y). [Notons que la derni�ere ligne n'est
en fait rien d'autre que la formule de polarisation appliqu�ee �a la formebilin�eaire sym�etrique
(x; y) 7! Re' (x; y)]. En rempla�cant y par iy on obtient

1
4

�
q(x + iy ) � q(x � iy )

�
= Re ' (x; iy ) = Re

�
i ' (x; y)

�
= � Im ' (x; y);

car pour tout nombre complexea = u+ iv , on a Re(ia) = Re( iu � v) = � v = � Im a. Comme
' (x; y) = Re ' (x; y) + i Im ' (x; y), on obtient la formule de polarisation hermitienne

(PH) ' (x; y) =
1
4

�
q(x + y) � q(x � y) � i q(x + iy ) + i q(x � iy )

�
:

Proposition 4.8. Si q est une forme quadratique r�eelle v�eri�ant la propri�et�e additionnelle
q(ix ) = q(x) pour tout x 2 E, alors la formule (PH) d�e�nit une forme sesquilin�eaire hermi-
tienne ' . C'est donc le cas siq est une forme quadratique hermitienne.

D�emonstration. L'hypoth�ese que q soit une forme quadratique r�eelle implique que

 (x; y) =
1
4

�
q(x + y) � q(x � y)

�

est une forme bilin�eaire sym�etrique r�eelle. On en d�eduit que

' (x; y) =
1
4

�
q(x + y) � q(x � y) � i q(x + iy ) + i q(x � iy )

�
=  (x; y) � i  (x; iy )

est une formeR-bilin�eaire. On trouve par ailleurs

' (x; iy ) =
1
4

�
q(x + iy ) � q(x � iy ) � i q(x � y) + i q(x + y)

�
= i ' (x; y);

tandis que l'hypoth�eseq(ix ) = q(x) implique q(x) = q(� x) = q(� ix ), d'o�u

' (ix; y ) =
1
4

�
q(x � iy ) � q(x + iy ) � i q(x + y) + i q(x � y)

�
= � i ' (x; y):

Il en r�esulte facilement que' est hermitienne. �

M�ethode de Gauss. On va expliquer comment fonctionne ici la m�ethode de Gauss dans
le cas hermitien. Les calculs sont un peu plus compliqu�es que dans le cas r�eel �a cause de la
pr�esence de complexes conjugu�es dont il faut imp�erativementtenir compte.

Exemple 4.9. Consid�erons dansE = C2 la forme quadratique hermitienne

q(z; w) = 3 zz � 2izw + 2iwz � 5ww:

(on notera que les coe�cients dezw et wz doivent n�ecessairement être conjugu�es, sinonq
n'est pas r�eelle et il ne s'agit pas d'une forme quadratique hermitienne...) La forme sesqui-
lin�eaire hermitienne associ�ee' est donn�ee par

' ((z; w); (z0; w0)) = 3 z z0 � 2iw z0+ 2iz w0 � 5w w0

(seules les conjugu�esz et w doivent apparâ�tre pour qu'il s'agisse d'une forme sesquilin�eaire,
et les coe�cients doivent v�eri�er ckj = cjk ). La matrice de ' dans la base canoniqueB
de C2 est

MatB(' ) =
�

3 2i
� 2i � 5

�
:
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On cherche maintenant �a d�ecomposer iciq(z; w) en somme de carr�esj` j (z; w)j2 de formes
lin�eaires. Lorsqu'on a un terme carr�e du typez z, on regroupe tout les termes contenant la
variable z, soit ici (en remettant les conjugu�es en premier)

3z z � 2iw z + 2iz w = 3
�

z +
2i
3

w
� �

z +
2i
3

w
�

�
4
3

w w:

On obtient donc

q(z; w) = 3
�

z +
2i
3

w
� �

z +
2i
3

w
�

�
19
3

w w = 3 j`1(z; w)j2 �
19
3

j`2(z; w)j2

avec

`1(z; w) = z +
2i
3

w; `2(z; w) = w:

Pour trouver une base orthogonale, on e�ectue le changement decoordonn�ees
(

ez = z + 2i
3 w

ew = w
()

(
z = ez � 2i

3 ew
w = ew

soit
eX = LX () X = P eX

o�u L est la matrice de la famille de formes lin�eaires (`1; `2) et P = L � 1. On trouve donc ici
une base (ee1; ee1) donn�ee par la matrice de passage

P =
�

1 � 2i
3

0 1

�
; soit ee1 = (1 ; 0) 2 C2; ee2 =

�
�

2i
3

; 1
�

2 C2;

et les formesq et ' s'expriment dans les nouvelles coordonn�ees par

q(z; w) = 3 jezj2 �
19
3

j ewj2

' ((z; w); (z0; w0)) = 3 ez ez0 �
19
3

ew ew0;

Mat (ee1 ;ee2)(' ) =
�

3 0
0 � 19

3

�
:

On obtient ainsi une base orthogonale (ee1; ee2), et on voit que q est de rang 2, de signa-
ture (1; 1).

Cas g�en�eral. Reprenons le cas g�en�eral d'une forme quadratique hermitienne sur Cn

q(x1; : : : ; xn ) =
X

1� j;k � n

cjk x j xk :

On va montrer par r�ecurrence surn queq se d�ecompose en une somme de carr�es de modules
de formes lin�eaires complexes ind�ependantes

q =
rX

j =1

aj j` j j2 avec` j 2 (Cn )� , aj 2 R� et 0 � r � n:

On suppose d'abord queq comporte un \terme carr�e" non nul, par exemplec11 x1x1. On
regroupe alors tous les termes contenantx1 en factorisant le coe�cient c11 6= 0 (qui est r�eel).
On obtient

c11

�
x1x1 +

c12

c11
x1x2 + : : : +

c1n

c11
x1xn +

c21

c11
x2x1 + : : : +

cn1

c11
xnx1

�
:

Compte tenu des relations de conjugaisonckj = cjk , ceci se factorise sous la forme

c11

�
x1 +

c12

c11
x2 + : : : +

c1n

c11
xn

��
x1 +

c12

c11
x2 + : : : +

c1n

c11
xn

�
� q0(x2; : : : ; xn ):
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Si on introduit la forme lin�eaire

`1(x1; : : : ; xn ) = x1 +
c12

c11
x2 + : : : +

c1n

c11
xn ;

il vient
q(x1; : : : ; xn ) = c11

�
� `1(x1; : : : ; xn )

�
�2

+ eq(x2; : : : ; xn )

o�u eq(x2; : : : ; xn ) est une forme quadratique hermitienne ne portant plus que surn � 1 va-
riables. Par hypoth�ese de r�ecurrenceeq =

P r
j =2 aj j` j j2 avecaj 2 R� et (`2; : : : ; `r ) ind�ependantes

en les variables (x2; : : : ; xn ). Ceci implique aussitôt què 1; : : : ; `r 2 (Cn )� sont ind�ependantes.

Dans le cas o�u il n'y a pas de termes carr�es non nuls, mais seulementdes termes rectangles
non nuls, par exemplec12 x1x2 + c21 x2x1, on regroupe tous les termes contenantx1 ou x2,
et on essaie de les factoriser en un produitc12(x1 + : : :)(x2 + : : :) + conjugu�e. Pour �eviter
d'�ecrire 2 fois chaque terme et son conjugu�e, on se bornera par exemple �a n'�ecrire que les
termesx j xk comportant x1 (conjugu�e) ou x2 (non conjugu�e). Ceci donne

q(x1; : : : ; xn )

= c12

�
x1x2 +

c13

c12
x1x3 + : : : +

c1n

c12
x1xn +

c32

c12
x3x2 + : : : +

cn2

c12
xnx2

�
+ conjugu�e + [ x3 : : : xn ]

= c12

�
x1 +

c23

c21
x3 + : : : +

c2n

c21
xn

��
x2 +

c13

c12
x3 + : : : +

c1n

c12
xn

�
+ conjugu�e + [ x3 : : : xn ]

o�u [ x3 : : : xn ] d�esigne des termes qui ne contiennent plus que les variablesx3; : : : ; xn ou leurs
conjugu�ees. On trouve ainsi

q(x1; : : : ; xn ) = A B + B A + eq(x3; : : : ; xn )

avec
A = x1 +

c23

c21
x3 + : : : +

c2n

c21
xn ; B = c12

�
x2 +

c13

c12
x3 + : : : +

c1n

c12
xn

�
:

Pour mettre q sous forme de somme ou di��erence de carr�es, on �ecrit simplement

A B + B A =
1
2

�
(A + B)(A + B) � (A � B)(A � B)

�
=

1
2

�
jA + B j2 � j A � B j2

�
:

Ceci fait apparâ�tre les deux formes lin�eaires ind�ependantes

`1(x1; : : : ; xn ) = A + B = x1 +
c23

c21
x3 + : : : +

c2n

c21
xn + c12

�
x2 +

c13

c12
x3 + : : : +

c1n

c12
xn

�
;

`2(x1; : : : ; xn ) = A � B = x1 +
c23

c21
x3 + : : : +

c2n

c21
xn � c12

�
x2 +

c13

c12
x3 + : : : +

c1n

c12
xn

�

(A; B sont ind�ependantes du fait quec12 6= 0, donc `1; `2 le sont aussi). On obtient alors

q(x1; : : : ; xn ) =
1
2

�
�`1(x1; : : : ; xn )

�
�2

�
1
2

�
�`2(x1; : : : ; xn )

�
�2

+ eq(x3; : : : ; xn );

et on poursuit le calcul aveceq qui comporte 2 variables de moins et qui, par hypoth�ese
de r�ecurrence, se d�ecompose en somme ou di��erence de carr�es eq =

P r
j =3 aj j` j j2 de formes

lin�eaires ind�ependantes`3; : : : ; `r en les variablesx3; : : : ; xn . Nous pouvons r�esumer les r�esul-
tats obtenus comme suit.

Th�eor�eme 4.10. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension �nie munie d'une
base(e1; : : : ; en ). Toute forme quadratique hermitienneq sur E admet une d�ecomposition
en somme de carr�es

q =
rX

j =1

aj j` j j2 avec` j 2 E � , aj 2 R� et 0 � r � n
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o�u (`1; : : : ; `r ) sont ind�ependantes. La forme polaire' associ�ee est la forme sesquilin�eaire
hermitienne

' (x; y) =
X

1� j � r

aj ` j (x) ` j (y):

Si l'on compl�ete les ` j en une base(`1; : : : ; `n ) de E � (par exemple en introduisant les co-
ordonn�ees ` j (x) = xk j qui n'ont pas �et�e utilis�ees dans la m�ethode de Gauss), on obtient de
nouvelles coordonn�eesex j = ` j (x), c'est-�a-dire en �ecriture matricielle eX = LX , X = P eX
avecP = L � 1. La matrice de passageP donne une base orthogonale(ee1; : : : ; een ) dans laquelle

Mat (ee1 ;:::;een )(q) =

0

B
@

a1 : : : 0
... a2

...

0 : : : an

1

C
A aveca1; : : : ; ar 6= 0, ar +1 = : : : = an = 0, r = rang(q):

Changement de base. Supposons que la forme sesquilin�eaire hermitienne' s'�ecrive

' (x; y) = X � CY dans une baseB = ( E1; : : : ; en ):

Soit eB = ( ee1; : : : ; een ) une nouvelle base, donn�ee par une matrice de passageP. On aX = P eX ,
Y = P eY, d'o�u X � = ( eX )� P � et

' (x; y) = ( eX )� P � CP eY :

Ceci donne la formule
eC = Mat eB(' ) = P � C P:

Le Th�eor�eme 4.10 peut alors se reformuler ainsi : pour toute matrice hermitienneC, il existe
une matrice de passageP telle que eC = P � C P soit diagonale de coe�cientsa1 : : : ; an 2 R.
Le raisonnement conduisant �a la preuve du th�eor�eme d'inertie deSylvester est inchang�ee par
rapport au cas r�eel (si ce n'est qu'on consid�ere les dimensions sur C).

Th�eor�eme 4.11 (Th�eor�eme d'inertie de Sylvester, cas hermitien). Soit q une forme qua-
dratique hermitienne de rangr sur un espace vectoriel complexeE de dimensionn. Il existe
une d�ecomposition en somme directe

E = F+ � F� � Ker(q)

associ�ee �a toute base orthogonale(b1; : : : bn ), o�u F+ (resp.F� ) est engendr�e par les vecteursbj

tels queaj = q(bj ) > 0 (resp. aj = q(bj ) < 0), et o�u Ker(q) est engendr�e par les vecteursbj

tels queaj = q(bj ) = 0 . Les dimensions

r+ = dim C F+ ; r � = dim C F�

sont ind�ependantes de la base orthogonale(b1; : : : ; bn ) choisie, et on a

r+ + r � = r = n � dimC Ker(q):

On dit que le couple(r+ ; r � ) est la signature deq.

D�e�nition 4.12. Si ' est une forme sesquilin�eaire hermitienne surE et x, y des vecteurs
de E, on �ecrit x ? ' y (ou simplementx ? y) si ' (x; y) = 0.

On a bienx ? y , y ? x, du fait de la relation ' (x; y) = ' (y; x).

Th�eor�eme 4.13. Pour tout sous-espace complexeF de E, l'orthogonal

F ? =
�

y 2 E ; 8x 2 F; ' (x; y) = 0
	

de F par rapport �a une forme sesquilin�eaire hermitienne ' est un sous-espace vectoriel
complexe deE. On a toujours F � (F ? )? .
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On d�e�nit ici encore

Ker(' ) = E ? = f y ; 8x 2 E; ' (x; y) = 0 g;

Ker(' ) se calcule matriciellement en cherchant le noyau Ker(C) = f Y ; CY = 0g de la
matrice C. L'ensemble des vecteurs isotropes deq(x) = ' (x; x) est

Isotrope(q) = f x 2 E ; q(x) = 0 g;

c'est ici un cône complexe, c'est-�a-dire quex 2 Isotrope(q) implique �x 2 Isotrope(q) pour
tout scalaire complexe� . On a en g�en�eral Ker(' ) � Isotrope(q), l'inclusion pouvant être
stricte.

Exemple 4.14. Sur E = C2, la forme quadratique hermitienneq(z1; z2) = jz1j2 � j z2j2 est
non d�eg�en�er�ee, sa forme polaire' admet pour matrice dans la base canoniqueB

C = Mat B(' ) =
�

1 0
0 � 1

�

qui est une matrice inversible. On a donc

Ker(' ) = f 0g 6= Isotrope(q) =
�

(z1; z2) 2 C2 ; jz1j = jz2j
	

Th�eor�eme 4.15. Si ' est une forme sesquilin�eairenon d�eg�en�er�ee (c'est-�a-dire de noyau
Ker(' ) = f 0g) sur un espace vectoriel complexeE de dimension �nie, alors

dimC F ? = dim C E � dimC F et (F ? )? = F

pour tout sous-espace complexeF de E. On a en particulier

E = F � F ?

d�es queF \ F ? = f 0g, ce qui est toujours le cas si' est d�e�nie positive.

Th�eor�eme 4.16 (In�egalit�e de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace vectoriel complexe muni
d'une forme hermitienne' de forme quadratique associ�eeq semi-positive. Alors pour tous
x; y 2 E on a

j' (x; y)j � k xk kyk =
p

q(x)
p

q(y):

De plus, si q est d�e�nie positive, l'�egalit�e a lieu si et seulement si les vecteursx, y sont
C-lin�eairement d�ependants.

D�emonstration. On a d�ej�a observ�e que la forme quadratique hermitienneq est associ�ee �a
la forme R-bilin�eaire sym�etrique  (x; y) = Re ' (x; y). Pour x; y 2 E (vu comme espace
vectoriel sur R), l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz r�eelle implique donc

j Re' (x; y)j �
p

q(x)
p

q(y):

Utilisons une �ecriture du nombre complexez = ' (x; y) en coordonn�ees polaires :

' (x; y) = r ei� ; r = j' (x; y)j:

Nous avons
r = e� i� ' (x; y) = ' (ei� x; y) = Re

�
' (ei� x; y)

�

puisquee� i� = ei� et r 2 R+ . On en d�eduit

j' (x; y)j =
�
� Re

�
' (ei� x; y)

� �
� �

p
q(ei� x)

p
q(y) =

p
q(x)

p
q(y):

Si q est d�e�nie positive, on sait d'apr�es le cas r�eel que l'�egalit�e a lieu si et seulement si
ei� x et y sont R-lin�eairement d�ependants. Ceci entrâ�ne bien quex, y sont C-lin�eairement
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d�ependants. R�eciproquement, six, y sont C-lin�eairement d�ependants, on a par exemple
y = �x avec� 2 C, et il vient

' (x; y) = � ' (x; x) = � q (x);
p

q(x)
p

q(y) = j� j
p

q(x)
p

q(x) = j� j q(x):

Par cons�equent on a bienj' (x; y)j =
p

q(x)
p

q(y) dans ce cas. �

Corollaire 4.17. Si q est une forme quadratique hermitienne semi-positive, on a

Ker(q) = Isotrope(q);

et q est d�e�nie positive si et seulement siKer(q) = 0 .

Exemple 4.18. Soit E = C0([a; b]; C) l'espace des fonctions continues [a; b] ! C. Si w � 0
est une fonction continue sur [a; b], la forme

' w(f; g ) =
Z b

a
w(t) f (t) g(t) dt

est une forme sesquilin�eaire hermitienne, de forme quadratique associ�ee semi-positive

qw(f ) =
Z b

a
w(t) jf (t)j2 dt � 0:

On en d�eduit l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz

(� )

�
�
�
�

Z b

a
w(t) f (t) g(t) dt

�
�
�
� �

s Z b

a
w(t) jf (t)j2 dt

s Z b

a
w(t) jg(t)j2 dt:

Observons queqw est d�e�nie positive d�es que w > 0, ou même d�es quew � 0 ne s'annule
qu'en des points isol�es : l'int�egrale d'une fonction continue� 0 non nulle est strictement
postive, doncqw(f ) = 0 entrâ�ne wjf j2 = 0, et donc f (t) = 0 en tout point t 2 [a; b] o�u
w(t) 6= 0 ; mais si w ne s'annule qu'en des points isol�es, ceci entrâ�nef (t) = 0 partout. Dans
ce cas, l'�egalit�e a lieu dans (� ) si et seulement si les fonctionsf , g sont proportionnelles, i.e.
s'il existe � 2 C tel que g(t) = �f (t) pour tout t 2 [a; b], ou f (t) = �g (t) pour tout t 2 [a; b].

D�e�nition 4.19. On appelleespace hermitienun espace vectoriel complexe muni d'une
forme quadratique hermitienneq d�e�nie positive, et de sa forme sesquilin�eaire hermitienne
associ�ee ' . On la note en g�en�eral (x; y) 7! hx; yi = ' (x; y) et on appellehx; yi le produit
scalaire complexe.

Proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt et projec tions orthogonales. Si F
est un sous-espace complexe de dimension �nie d'un espace hermitien(E; ' ), le proc�ed�e d'or-
thonormalisation de Gram-Schmidt permet de d�eterminer une baseorthonorm�ee
(b1; : : : ; bp) de F �a partir d'une base quelconque (a1; : : : ; ap) de ce sous-espace, en sorte
que

Fj = Vect( a1; : : : ; aj ) = Vect( b1; : : : ; bj ) pour tout j = 1; : : : ; p:

On utilise les mêmes formules que dans le cas r�eel : on calculeb1 = 1
ka1k a1, puis de proche

en proche par r�ecurrence surj

(� ) eaj = aj �
j � 1X

k=1

hbk ; aj i bk = aj � � F j � 1 (aj ); (�� ) bj =
1

keaj k
eaj :

De fa�con �equivalente, on peut calculer directement leseaj en prenantea1 = a1 et

(��� ) eaj = aj �
j � 1X

k=1

heak ; aj i
heak ; eak i

eak :
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On a ici encore une d�ecomposition en somme directe orthogonale

E = F � F ? ;

et les projections orthogonales� F : E ! F , � F ? : E ! F ? (resp. les sym�etries orthogonales
� F , � F ? de E par rapport �a F et F ? ) se calculent par les formules

� F (x) =
pX

j =1

hbj ; xi bj 2 F; � F ? (x) = x �
pX

j =1

hbj ; xi bj 2 F ? ;

� F (x) = 2 � F (x) � x = 2
� pX

j =1

hbj ; xi bj

�
� x;

� F ? (x) = x � 2� F (x) = x � 2
� pX

j =1

hbj ; xi bj

�
= � � F (x):

Il faut juste prendre garde au fait de placer le vecteurx du bon côt�e des produits scalaires
complexes, pour tenir compte de laC-lin�earit�e.

5. Normes et distances, m �ethode des moindres carr �es

Soit (E; h ; i ) un espace euclidien ou hermitien, etkxk =
p

hx; x i la norme associ�ee. Pour
tous x; y 2 E, nous avons

kx + yk2 = hx + y; x + yi = hx; x i + hx; yi + hy; xi + hy; yi ;

et commehy; xi = hx; yi on obtient la formule g�en�erale

(� ) kx + yk2 = kxk2 + 2 Rehx; yi + kyk2:

(la partie r�eelle �etant bien sûr sans e�et dans le cas euclidien).

Th�eor�eme 5.1 (In�egalit�e triangulaire) . Pour tous x; y 2 E on a

kx + yk � k xk + kyk;

et l'�egalit�e a lieu si et seulement six; y sont R-colin�eaires et de même sens, c'est-�a-dire s'il
existe � 2 R+ tel quey = �x ou x = �y .

D�emonstration. On peut toujours se ramener au cas euclidien en rempla�cant au besoin le
produit scalaire hermitien complexe par le produit scalaire euclidien r�eel hx; yi R = Rehx; yi .
Il su�t donc de raisonner dans le cas euclidien. L'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz implique

hx; yi � jh x; yij � k xkkyk

et les �egalit�es ont lieu si et seulement six; y sont R-colin�eaires et de même sens. D'apr�es la
formule (� ), on en d�eduit

kx + yk2 � k xk2 + 2kxkkyk + kyk2;

c'est-�a-dire
kx + yk2 � (kxk + kyk)2:

En prenant la racine carr�ee, on obtient le r�esultat voulu, et l'�egalit�e se produit si et seulement
si x; y sont R-colin�eaires et de même sens. �

Il est souvent utile �egalement de savoir minorer la norme d'une somme de vecteurs :

Proposition 5.2. Pour tous x; y 2 E, on a

kx + yk �
�
�kxk � k yk

�
�:
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D�emonstration. L'in�egalit�e triangulaire appliqu�ee �a x0 = x + y et y0 = � y donne

kxk = k(x + y) + ( � y)k � k x + yk + kyk;

donc kx + yk � k xk � k yk. En �echangeant les rôles dex et y on obtient de même l'in�egalit�e
kx + yk � k yk � k xk, ce qui d�emontre la proposition. On pourra v�eri�er ici que l'�egalit�e se
produit si et seulement six; y sont R-colin�eaires et de sens contraires. �

Une autre cons�equence imm�ediate de la formule (� ) est le \th�eor�eme de Pythagore g�en�eralis�e" :

Th�eor�eme 5.3. Soit (E; h ; i ) un espace euclidien ou hermitien. Alors pour tousx; y 2 E,
on a

kx + yk2 = kxk2 + kyk2 () Re(hx; yi ) = 0 :
En particulier, si E est un espaceeuclidien on a

kx + yk2 = kxk2 + kyk2 () x ? y:

Les deux propositions suivantes sont souvent tr�es utiles.

Proposition 5.4. Soit (E; h ; i ) un espace euclidien ou hermitien, et soientx1; : : : ; xk 2 E
une famille de vecteurs deux �a deux orthogonaux. Alors on a

kx1 + : : : + xkk2 = kx1k2 + : : : + kxkk2:

D�emonstration. Supposonsx1; : : : ; xk 2 E deux �a deux orthogonaux. On a donc

hx i ; x j i = 0 pour tout i 6= j:

Mais alors, on a

kx1 + : : : + xkk2 = hx1 + : : : + xk ; x1 + : : : + xk i =
X

i;j

hx i ; x j i :

Mais puisquehx i ; x j i = 0 pour tout i 6= j , on obtient

kx1 + : : : + xkk2 =
kX

i =1

hx i ; x i i =
kX

i =1

kx i k2;

ce que l'on voulait d�emontrer. �

Proposition 5.5. Soit (E; h ; i ) un espace euclidien ou hermitien, et soienta1; : : : ; ak 2 E
une famille de vecteursnon nuls deux �a deux orthogonaux. Alors(a1; : : : ; ak) est une famille
libre.

D�emonstration. Soient � 1; : : : ; � k 2 K tels que

� 1a1 + : : : + � kak = 0E :

Soit 1 � j � k. On a
haj ; � 1a1 + : : : + � kak i = haj ; 0E i = 0;

et donc
kX

i =1

� i haj ; ai i = 0:

Puisque lesai sont deux �a deux orthogonaux, cela s'�ecrit

� j haj ; aj i = 0:

Puisque par hypoth�eseaj 6= 0, on a haj ; aj i > 0, et donc� j = 0. Ceci ach�eve la d�emonstration.
�
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Le th�eor�eme suivant donne une caract�erisation de la projection orthogonale comme solution
d'un probl�eme de minimisation, qui g�en�eralise une propri�et�e bien connue de la projection
orthogonale d'un vecteur deR2 ou R3.

Proposition 5.6. Soit (E; h ; i ) un espace euclidien ou hermitien, et soitF un sous-espace
de E de dimension �nie. Soit x 2 E. Alors la projection orthogonalev = � F (x) est l'unique
�el�ement v 2 F v�eri�ant

kx � vk = min
w2 F

kx � wk:

D�emonstration. Par d�e�nition de la projection orthogonale v = � F (x), nous avons

x = v + ( x � v); v 2 F; x � v 2 F ? :

Soit w 2 F . On peut �ecrire

x � w = ( v � w) + ( x � v); v � w 2 F; x � v 2 F ?

et le th�eor�eme de Pythagore donne

kx � wk2 = kv � wk2 + kx � vk2:

Ceci implique bienkx � wk � k x � vk, avec �egalit�e si et seulementkv � wk = 0, c'est-�a-dire
si w = v. �

Ce r�esultat permet souvent de r�esoudre des probl�emes de minimisation { pr�ecis�ement ceux
qui mettent en jeu des formes quadratiques { c'est la m�ethode dite des \moindres carr�es".

Exemple 5.7. Consid�erons le probl�eme suivant. On veut mesurer une donn�eey (pH d'une
solution, temp�erature) en fonction d'un param�etre x (concentration d'un ion, temps). Consi-
d�erons les n points P1 := ( x1; y1); : : : ; Pn := ( xn ; yn) de R2 repr�esentant par exemple le
r�esultat de n exp�erimentations. Supposons que la th�eorie nous dise quey varie lin�eairement
en fonction dex. A cause des erreurs de manipulations ou de mesure, lesn points P1; : : : ; Pn

ne sont pas align�es.

Comment trouver la droite de meilleure approximation, c'est-�a-direla droite d'�equation
y = �x + � telles que les points th�eoriquesQ1 := ( x1; �x 1 + � ); : : : ; Qn := ( xn ; �x n + � )
soient les plus proches possibles des points exp�erimentauxP1; : : : ; Pn ?

Plus pr�ecis�ement, comment choisir la droitey = �x + � telle que

d := P1Q2
1 + : : : + PnQ2

n

soit minimale ?

On veut donc trouver �; � 2 R2 tels que

d := ( y1 � (�x 1 + � ))2 + : : : + ( yn � (�x n + � ))2

soit minimale. Posons

X =

0

@
x1
...

xn

1

A ; Y =

0

@
y1
...

yn

1

A et U =

0

@
1
...
1

1

A :

On voit facilement que

Y � (�X + �U ) =

0

@
y1 � (�x 1 + � )

...
yn � (�x n + � )

1

A ;

et donc
d = kY � (�X + �U )k2:
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PosonsF = Vect( X; U ). On veut donc minimiserkY � Vk, lorsqueV d�ecrit F . D'apr�es les
propri�et�es vues ci-dessus, le minimum est obtenu pour la projection orthogonaleV = � F (Y ).
Les coe�cients � et � seront alors donn�es par la relation

� F (Y ) = �X + �U:

Posons

x =
x1 + : : : + xn

n
; y =

y1 + : : : + yn

n
:

Appliquons l'algorithme de Gram-Schmidt �a la base (a1; a2) = ( U; X ) de F . On a b1 = 1
kUk U

et

ea2 = a2 � h b1; a2i b1 = X �
hU; X i
hU; Ui

U = X � xU; b2 =
1

kea2k
ea2:

Or ea2 = X � xU est le vecteur ayant pour composantesx i � x, et on a donc

� F (Y) = hb1; Y i b1 + hb2; Y i b2 =
hU; Yi
hU; Ui

U +
hea2; Y i
hea2; ea2i

ea2

= yU +

nX

i =1

(x i � x)yi

nX

i =1

(x i � x)2

(X � xU):

On remarque que
nX

i =1

(x i � x)yi =
� nX

i =1

x i yi

�
� nx y =

nX

i =1

(x i yi � x y);

ce qui donne

� F (Y ) =

nX

i =1

(x i yi � x y)

nX

i =1

(x i � x)2

X +

0

B
B
B
B
@

y � x

nX

i =1

(x i yi � x y)

nX

i =1

(x i � x)2

1

C
C
C
C
A

U = �X + �U:

Ainsi, la droite de meilleure approximation est donn�ee pary = �x + � , soit encore

y =

nX

i =1

(x i yi � x y)

nX

i =1

(x i � x)2

(x � x) + y:

Exemple 5.8. On cherche maintenant �a approximer une fonctionf : [a; b] ! R par une
droite y = �x + � . Dans ce cas, la m�ethode pr�ec�edente ne fonctionne plus telle quelle, puisque
l'on doit a priori consid�erer une in�nit�e de points.

L'id�ee est de consid�erer un grand nombre de points sur le graphe de f , dont les abcisses sont

r�eguli�erement espac�es P1 = ( x1; f (x1)) ; : : : ; Pn = ( xn ; f (xn)), avec x i = a +
(b� a)i

n
et de

consid�erer la droite de meilleure approximation pour ces points. Biensûr, plus n est grand,
meilleure sera l'approximation. L'entiern �etant �x�e, on doit donc minimiser

d := ( f (x1) � (�x 1 + � ))2 + : : : + ( f (xn ) � (�x n + � ))2:
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Ceci revient aussi �a minimiser

Sn :=
1
n

nX

i =1

(f (x i ) � (�x i + � ))2; avecx i = a +
(b� a)i

n
:

D'apr�es la th�eorie de l'int�egrale de Riemann, la sommeSn converge vers
Z b

a
(f (x) � (�x + � ))2dx:

En particulier, Sn est tr�es proche de cette int�egrale lorsquen est su�samment grand. Il est
alors naturel de d�e�nir la droite de meilleure approximation y = �x + � comme celle qui
minimise l'int�egrale ci-dessus. Ce genre d'int�egrale s'interpr�ete souvent comme l'�energie d'un
syst�eme. Ainsi, le probl�eme de minimisation pr�ec�edent revient �a demander �a minimiser cette
�energie.

Consid�erons par exemple le probl�eme de minimisation suivant : trouver �; � 2 R tel que
l'int�egrale

Z �
2

0

�
cosx � � � �x

� 2
dx

soit minimale. Pour cela, on introduit l'espace vectorielE des fonctions continuesf : [0; �
2 ] ! R,

et la forme

h ; i : E � E ! R; (f; g ) 7!
Z �

2

0
f (x)g(x) dx:

On sait queh ; i est un produit scalaire euclidien surE. Consid�erons le sous-espaceF de E
engendr�e par les fonctionsx 7! 1 et x 7! x, c'est-�a-dire

F = f x 7! � + �x ; �; � 2 Rg:

Le probl�eme de minimisation se reformule alors ainsi :trouver v 2 F tel quek cos� vk soit
minimal. D'apr�es la Proposition 5.6, cela revient �a dire quev = � F (x 7! cosx). On cherche
donc �a calculer la projection orthogonale dex 7! cosx sur F .

Appliquons le proc�ed�e de Gram-Schmidt �a la basea1 = ( x 7! 1), a2 = ( x 7! x) de F . On a

ka1k2 =
�
2

; b1 =

r
2
�

a1 =
�

x 7!

r
2
�

�
; hb1; a2i b1 =

2
�

ha1; a2i a1 =
2
�

� 2

8
a1 =

�
4

a1

et

ea2 = a2 � h b1; a2i b1 = a2 �
�
4

a1 : x 7! x �
�
4

; kea2k2 =
2
3

� �
4

� 3
; b2 =

1
kea2k

ea2:

On obtient en d�e�nitive

v = � F (cos) = hb1; cosi b1 + hb2; cosi b2 =
ha1; cosi

ka1k2
a1 +

hea2; cosi
kea2k2

ea2:

Un calcul explicite donne

ha1; cosi = 1; hea2; cosi =
Z �= 2

0
(x � �= 4) cosx dx =

�
4

� 1;

d'o�u

v(x) =
2
�

+
96
� 3

� �
4

� 1
��

x �
�
4

�
' 1:158469� 0:664439x:
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Exemple 5.9. Dans une situation plus g�en�erale, on cherche �a approximer une fonction
f : [a; b] ! R par une fonctionv appartenant �a un sous-espace vectorielF = Vect( a1; : : : ; ap)
de C0([a; b]; R), de fa�con �a ce que l'int�egrale

Z b

a
(f (x) � v(x))2dx

soit minimale lorsquev d�ecrit F . Comme pr�ec�edemment, le calcul consiste �a utiliser la
m�ethode de Gram-Schmidt pour trouver une base orthogonale (ea1; : : : ;eap) (resp. une base
orthonorm�ee (b1; : : : ; bp)) de F , et on prend

v = � F (f ) =
pX

i =1

hbi ; f i bi =
pX

i =1

heai ; f i
heai ; eai i

eai :

6. Endomorphismes sym �etriques, anti-sym �etriques, orthogonaux et unitaires

On suppose ici queE est un espace vectoriel euclidien (K = R) ou hermitien (K = C) de
dimension �nie n = dim K E, et on note (x; y) 7! hx; yi le produit scalaire deE. Fixons
une base orthonorm�ee (e1; : : : ; en ). Si X = ( x j ) et Y = ( yj ) sont les matrices colonnes des
vecteursx; y 2 E dans la base (ej ), on peut �ecrire

hx; yi =
nX

j =1

x j yj = X � Y

(la conjugaison �etant sans e�et siK = R, dans ce casM � = M t pour toute matrice r�eelle).

Th�eor�eme 6.1. Soit u 2 L K (E; E ) = End K (E) un endomorphisme de matriceA dans la
base orthonorm�ee(e1; : : : ; en ). Alors, il existe un endomorphismeu� 2 L K (E; E ) unique tel
que

8x; y 2 E; hu� (x); yi = hx; u(y)i :

De plus, on a
Mat (ej )(u� ) = A � =

�
Mat (ej )(u)

� �
:

On appelleu� l'endomorphisme adjointde u.

D�emonstration. Le vecteuru(y) admet pour matriceAY , on a donc

hx; u(y)i = X � (AY ) = ( X � A)Y = ( A � X )� Y:

Si l'on d�e�nit u� comme �etant l'endomorphisme de matriceA � , on a donc bien la relation
voulue hu� (x); yi = hx; u(y)i . Il n'y a pas d'autre choix possible, car siB est la matrice
de u� , la relation hu� (x); yi = hx; u(y)i se traduit par (BX )� Y = X � (AY ), c'est-�a-dire
X � (B � � A)Y = 0 pour toutes matrices colonnesX; Y . Ceci entrâ�neB � � A = 0 lorsqu'on
consid�ere tous les couples (x; y) = ( ej ; ek) de vecteurs de base, doncB = A � . �

La d�e�nition de l'adjoint implique aussitôt que ( u� )� = u. On prendra garde au fait que
l'adjonction est anti-lin�eaire : (� 1u1 + � 2u2)� = � 1 u�

1 + � 2 u�
2 lorsque� 1; � 2 2 C.

D�e�nition 6.2. On dit que

� u est un endomorphisme sym�etrique(K = R), resp. hermitien (K = C), si u� = u.

� u est un endomorphisme anti-sym�etrique, resp. anti-hermitien, si u� = � u.

On utilise aussi indi��eremment la terminologie \endomorphisme sym�etrique" ou \endomor-
phisme anti-sym�etrique" dans le cas complexe.
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Exemple 6.3. Soit F un sous-espace vectoriel deE, et � F : E ! F la projection orthogonale
sur F . Si on utilise la d�ecomposition en somme directe

E = F � F ? ; x = x0+ x00; y = y0+ y00; x0; y0 2 F; x00; y002 F ?

nous obtenons
hx; yi = hx0; y0i + hx00; y00i :

Comme� F (x) = x0 et � F (y) = y0, ceci donne en particulier

hx; � F (y)i = hx0+ x00; y0i = hx0; y0i = hx0; y0+ y00i = h� F (x); yi

et on voit donc que� F = � �
F est un endomorphisme sym�etrique. La sym�etrie orthogonale� F

est donn�ee par� F = 2� F � IdE , et comme (IdE )� = Id E , on voit que � F = � �
F est aussi un

endomorphisme sym�etrique.

Le th�eor�eme suivant relie les caract�eristiques g�eom�etriquesd'un endomorphismeu et celles
de son adjointu� .

Th�eor�eme 6.4. Soit u 2 L K (E; E ) un endomorphisme d'un espace vectorielE euclidien ou
hermitien de dimension �nie. Alors

� Ker(u� ) =
�

Im(u)
� ?

;

� Im(u� ) =
�

Ker(u)
� ?

;

� Si S est un sous-espace deE stable paru, i.e. u(S) � S, alors son orthogonalS? est stable
par u� , i.e. u� (S? ) � S? .

D�emonstration. Soit x 2. On a x 2 Ker(u� ) si et seulement siu� (x) = 0, ce qui �equivaut
�a hu� (x); yi = 0 pour tout y 2 E du fait que le produit scalaire est suppos�e non d�eg�en�er�e.
Commehu� (x); yi = hx; u(y)i , ce terme s'annule pour touty si et seulementx est orthogonal
�a Im( u) soit x 2 (Im( u))? . Ceci d�emontre la premi�ere �egalit�e. En rempla�cant u par u� dans
celle-ci, on obtient Ker(u) = Ker( u�� ) = (Im u� )? , donc en passant aux orthogonaux

�
Ker(u)

� ?
=

�
(Im( u� ))?

� ?
= Im( u� )

et la deuxi�eme �egalit�e s'ensuit. Supposons maintenant queu(S) � S et soit x 2 S? . Alors
pour tout y 2 S on a u(y) 2 S, donc

hu� (x); yi = hx; u(y)i = 0

puisquex 2 S? . Ceci montre bien queu� (x) 2 S? , donc u� (S? ) � S? . �

Comme exemple, on va consid�erer le cas des projections et sym�etries obliques, relatives �a
une d�ecomposition en somme directeE = F 0 � F 00, avec F 0 et F 00non (n�ecessairement)
orthogonaux. Pourx 2 E, on note

x = x0+ x00; x0 2 F 0; x002 F 00; � F 0;F 00(x) = x0; � F 0;F 00 = x0 � x00;

o�u � F 0;F 00 est la projection surF 0parall�element �a F 00, et � F 0;F 00 = 2� F 0;F 00� IdE la sym�etrie par
rapport �a F 0 parall�element �a F 00. Rappelons la caract�erisation des projections et sym�etries.

Th�eor�eme 6.5. Soient p; s 2 L K (E; E ) des endomorphismes d'un espace vectorielE de
dimension �nie. Alors

� p est une projection si et seulement sip � p = p. Dans ce cas,p est la projection sur
F 0 = Im( p) parall�element �a F 00= Ker( p). De plus

F 0 = Im( p) = Ker( p � IdE ) = f x 2 E ; p(x) = xg:
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� s est une sym�etrie si et seulement sis � s = Id E (i.e. s est une \involution"). Dans ce cas,
s est la sym�etrie par rapport �a F 0 = Ker( s� IdE ) = f x 2 E ; s(x) = xg (vecteurs invariants),
parall�element �a F 00= Ker( s + Id E ) = f x 2 E ; s(x) = � xg.

D�emonstration. La projection p = � F 0;F 00 et la sym�etrie s = � F 0;F 00 v�eri�ent bien les propri�et�es
�enonc�ees. R�eciproquement, supposonsp � p = p et soient F 0 = Im( p), F 00= Ker( p). Alors
pour tout x 2 E on peut �ecrire

x = x0+ x00; x0 = p(x); x00= x � p(x):

Nous avonsp(x0) = p� p(x) = p(x) = x0, tandis quep(x00) = p(x) � p� p(x) = 0. Ceci montre
bien quex0 2 F 0 = Im( p) et x002 F 00= Ker( p). V�eri�ons maintenant que F 0 \ F 00= f 0g :
soit x = p(v) 2 F 0 = Im( p). Si x 2 F 00= Ker( p), alors x = p(v) = p � p(v) = p(x) = 0,
donc x = 0. En�n, on a bien Im( p) � Ker(p � IdE ) du fait que (p � IdE ) � p = p � p � p = 0,
et inversement il est �evident que

Ker(p � IdE ) = f x 2 E ; p(x) = xg � Im(p):

Les propri�et�es relatives �a s se d�emontrent en posants = 2p� IdE , ce qui �equivaut �a prendre
p = 1

2(s + Id E ). La propri�et�e d'involution s � s = Id E implique

p � p =
1
4

�
s � s + 2s + Id E ) =

1
2

(s + Id E ) = p

et on voit que F 00= Ker( p) = Ker( s + Id E ), F 0 = Ker( p � IdE ) = Ker( s � IdE ). �

Exemple 6.6. Consid�erons une projection obliquep = � F 0;F 00. Alors p � p = p implique
p� � p� = p� , ce qui montre quep� est encore une projection. Or Ker(p� ) = (Im( p))? = ( F 0)?

et Im(p� ) = (ker( p))? = ( F 00)? . Ceci implique p� = � (F 00)? ;(F 0)? , autremennt dit on a la
formule

(� F 0;F 00)� = � (F 00)? ;(F 0)? :
La relation s = 2p � IdE donne de même la relation entre les sym�etries obliques :

(� F 0;F 00)� = � (F 00)? ;(F 0)? :

Corollaire 6.7. Un endomorphismep 2 L K (E; E ) est une projection orthogonale si et
seulement sip � p = p et p� = p. Un endomorphismes 2 L K (E; E ) est une sym�etrie
orthogonale si et seulement sis � s = Id E et s� = s, autrement dit le caract�ere orthogonal de
ces endomorphismes est caract�eris�e par la condition de sym�etrie u� = u.

D�emonstration. On sait que la conditionp � p = p implique l'existence d'une somme directe
E = F 0 � F 00telle quep = � F 0;F 00. Commep� = � (F 00)? ;(F 0)? , la condition p� = p �equivaut �a
prendre F 00= ( F 0)? . Même raisonnement pours. �

Endomorphismes orthogonaux et unitaires .

Th�eor�eme 6.8. Soit u 2 L K (E; E ) un endomorphisme d'un espace euclidien ou hermitien
E de dimension �nie sur K = R ou C. Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes:

(1) u pr�eserve la norme: 8x 2 E, ku(x)k = kxk ;

(2) u pr�eserve le produit scalaire: 8x; y 2 E, hu(x); u(y)i = hx; yi ;

(3) u est inversible etu� = u� 1 () u � u� = u� � u = Id E ;

(4) il existe une base orthonorm�ee(bj )1� j � n telle que l'image(u(bj )) soit orthonorm�ee ;

(5) pour toute base orthonorm�ee(bj )1� j � n , l'image (u(bj )) est une base orthonorm�ee.

On dit alors queu est un endomorphismeorthogonal (K = R), resp. un endomorphisme
unitaire (K = C) ; dans les deux cas, on dit aussi queu est uneisom�etrie.
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D�emonstration. Il est clair que (2) ) (1) en prenant x = y. L'implication (1) ) (2) r�esulte
de la formule de polarisation. Par exemple dans le cas r�eel, l'invariancede la norme implique

hu(x); u(y)i =
1
4

�
ku(x) + u(y)k2 � k u(x) � u(y)k2

�
=

1
4

�
ku(x + y)k2 � k u(x � y)k2

�

=
1
4

�
kx + yk2 � k x � yk2

�
= hx; yi :

Remarquons maintenant que si l'on remplacex par u(x) dans la formule d'adjonction
hu� (x); yi = hx; u(y)i il vient

hu� � u(x); yi = hu(x); u(y)i :

On en d�eduit

hu(x); u(y)i � h x; yi = hu� � u(x) � x; yi = h(u� � u � IdE )(x); yi :

Cette expression est nulle pour tousx; y 2 E si et seulement siu� � u � IdE = 0, c'est-�a-dire
u� � u = Id E . Mais commeE est de dimension �nie, ceci �equivaut �a dire queu est inversible
(det(u) 6= 0) et u� 1 = u� . On voit ainsi que (2) et (3) sont �equivalents.

Montrons maintenant que (2) ) (5) : on observe simplement que l'invariance du produit
scalaire implique

hu(bj ); u(bk)i = hbj ; bk i = � jk ( = 1 si j = k, = 0 si j 6= k).

L'implication (5) ) (4) est �evidente (on utilise tout de même l'existence de bases ortho-
norm�ees pour tout produit scalaire positif non d�eg�en�er�e !) Pour boucler la boucle, il reste
�a voir par exemple que (4)) (1). Or si x =

P
1� j � n x j bj , nous avonskxk2 =

P
1� j � n jx j j2

puisque la base (bj ) est orthonorm�ee, et l'�egalit�e u(x) =
P

1� j � n x j u(bj ) implique de même
ku(x)k2 =

P
1� j � n jx j j2 si la base (u(bj )) est orthonorm�ee. Si (4) est v�eri��e, on voit donc

que u pr�eserve la norme (propri�et�e (1)). �

Corollaire 6.9. Soit (e1; : : : ; en) une base orthonorm�ee deE et A = Mat (ej )(u) la matrice
d'un endomorphismeu 2 L K (E; E ). Alors u est orthogonal, resp. unitaire, si et seulement
si la matrice A = ( ajk ) v�eri�e l'une des conditions �equivalentes suivantes:

(1) A est inversible etA � = A � 1 () AA � = A � A = I n (matrice unit�e n � n) ;

(2) les vecteurs colonnesCk = ( ajk )1� j � n forment une base orthonorm�ee deKn pour le pro-
duit scalaire usuel.

(3) les vecteurs lignesL j = ( ajk )1� k� n forment une base orthonorm�ee deKn pour le pro-
duit scalaire usuel.

Une telle matriceA est appel�ee matrice orthogonale(cas r�eel), resp. unitaire (cas complexe).

D�emonstration. On raisonne dans le cas des matrices complexes, qui contient le cas r�eel.
L'�equivalence de (1) et (2) r�esulte de l'�equivalence de (3), (4)et (5) du th�eor�eme pr�ec�edent.
Maintenant, si A est unitaire, alorsB = A t l'est aussi (et r�eciproquement) :

B � 1 = ( A � 1)t = ( A � )t = ( A t )t = ( A t )� = B � :

Comme les lignes deA sont les colonnes deB, on voit que (2) et (3) sont �equivalents. On
peut voir aussi queA est unitaire si et seulement siA est unitaire. �

Th�eor�emes spectraux . En dimension �nie, le spectre d'un endomorphisme est par d�e�nition
l'ensemble de ses valeurs propres. La th�eorie spectrale est l'�etude des valeurs propres et vec-
teurs propres des endomorphismes (�eventuellement g�en�eralis�ee �a la dimension in�nie, a�n
de prendre en compte des op�erateurs tels que l'op�erateur de Schr•odinger de la m�ecanique
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quantique...). Mais il faut bien commencer par le d�ebut, et nous allonsici nous conten-
ter de la th�eorie spectrale des endomorphismes sym�etriques, anti-sym�etriques, unitaires et
orthogonaux en dimension �nie.

Th�eor�eme 6.10 (th�eor�eme spectral, cas complexe). Soit E un espace hermitien de dimen-
sion �nie n = dim C E, et soit u 2 L C(E; E ).

(1) L'endomorphismeu est hermitien(u� = u) si et seulementu poss�ede une baseorthonorm�ee
(bj )1� j � n de vecteurs propres associ�es �a des valeurs propresr�eelles � j , i.e. u(bj ) = � j bj ,
� j 2 R. On a alors

Mat (bj )(u) =

0

B
@

� 1 : : : 0
... � j

...

0 : : : � n

1

C
A ; � j 2 R:

(2) L'endomorphismeu est unitaire (u� = u� 1) si et seulementu poss�ede une baseortho-
norm�ee (bj )1� j � n de vecteurs propres associ�es �a des valeurs propres� j de module 1, i.e.
u(bj ) = � j bj , � j 2 C, j� j j = 1. On a alors

Mat (bj )(u) =

0

B
@

� 1 : : : 0
... � j

...

0 : : : � n

1

C
A ; � j 2 C; j� j j = 1:

(3) Dans les deux cas(1) et (2), les sous-espaces propresS, S0 associ�es �a des valeurs propres
� , � 0 distinctes sont orthogonaux entre eux.

D�emonstration. Pour (1) et (2), on raisonne par r�ecurrence surn = dim C E. Si n = 1 la
matrice A de u est d�ej�a diagonale, A = ( � ) (et tout vecteur non nul est vecteur propre de
valeur propre � !). Nous avonsA � = ( � ), donc A � = A �equivaut �a � 2 R, et la condition
A � A = (1) �equivaut �a � � = j� j2 = 1. Les r�esultats annonc�es sont �evidents sin = 1.

Supposons maintenant le th�eor�eme d�emontr�e en dimensionn � 1. Comme on est surC, il
existe une valeur propre� 2 C (n'importe quelle racine du polynôme caract�eristique) et
un vecteur proprev 2 E associ�e, soit v 6= 0 tel que u(v) = �v . Si u� = u, nous avons
hu(v); vi = hv; u(v)i , ce qui implique

h�v; v i = hv; �v i =) � kvk2 = � kvk2 =) � = � =) � 2 R:

Si u est unitaire, nous avonsku(v)k = kvk, donc

k�v k = kvk =) j � j kvk = kvk =) j � j = 1:

On voit donc que les valeurs propres sont r�eelles dans le casu hermitien, et qu'elles sont
de module 1 dans le casu unitaire. Choisissons une telle valeur propre� = � 1, un vecteur
propre associ�eb1 = 1

kvk v de norme 1, et soitD = Cb1 la droite engendr�ee par ce vecteur
propre.

Cette droite est stable :u(D) � D. On sait alors que l'hyperplan orthogonalH = D ? est
stable par u� . Dans le casu hermitien, nous obtenonsu(H ) � H , tandis que dans le cas
u unitaire nous trouvonsu� 1(H ) � H . Cette derni�ere inclusion est une �egalit�e caru� 1 est
bijective et donc dimu� 1(H ) = dim H = n � 1 ; par cons�equentu(H ) = u(u� 1(H )) = H , de
sorte queH est stable dans tous les cas. La restrictionujH est alors un endomorphisme deH .
Si u est hermitien (resp. unitaire), il est �evident de v�eri�er que ujH est encore hermitien (resp.
unitaire). D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence, l'hyperplan H , qui est de dimensionn� 1, admet
une base orthonorm�ee (b2; : : : ; bn ) de vecteurs propres pourujH , avecu(bj ) = ujH (bj ) = � j bj

pour j = 2; : : : ; n et � j 2 R (resp. � j 2 C, j� j j = 1). Comme E = Cb1 � H , on obtient ainsi
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une base orthonorm�ee (b1; : : : ; bn ) de E form�ee de vecteurs propres deu, et le th�eor�eme est
d�emontr�e par r�ecurrence sur n, puisque les conditions �enonc�ees en (1) et (2) sont trivialement
su�santes.

(3) Supposonsu(x) = �x et u(y) = � 0y avec x; y 6= 0 et avec des valeurs propres� 6= � 0.
Alors si u� = u, la relation hu(x); yi = hx; u(y)i implique

h�x; y i = hx; � 0yi =) (� � � 0)hx; yi = 0 =) (� � � 0)hx; yi = 0 =) h x; yi = 0

(on notera que� est r�eel dans ce cas). Lorsqueu est unitaire, la relationhu(x); u(y)i = hx; yi
implique

h�x; � 0yi = hx; yi =) (�� 0 � 1)hx; yi = � (� 0 � � )hx; yi = 0 =) h x; yi = 0

(du fait que j� j2 = 1 ici). Dans les deux cas, on voit que les espaces propresS, S0 associ�es �a
� et � 0 sont orthogonaux. �

Remarque 6.11. Un endomorphismeu est anti-hermitien si et seulement siiu est hermitien.
On d�eduit alors du th�eor�eme pr�ec�edent que u est anti-hermitien si et seulement siu admet
une base orthonorm�ee (bj ) de vecteurs propres correspondant �a des valeurs propres� j 2 iR
purement imaginaires.

Nous allons maintenant �etudier les analogues de ces r�esultats lorsque K = R. Le cas
sym�etrique r�eel est sans changement par rapport au cas hermitien.

Th�eor�eme 6.12 (th�eor�eme spectral, cas sym�etrique r�eel). Un endomorphismeu 2 L R(E; E )
d'un espace euclidienE de dimension �nie n est sym�etrique si et seulement siu admet
une base orthonorm�ee de vecteurs propres(b1; : : : ; bn ) correspondant �a des valeurs propres
� 1; : : : ; � n r�eelles. De plus, les espaces propres associ�es �a des valeurs propres distinctes sont
orthogonaux.

D�emonstration. Soit (e1; : : : ; en ) une base orthonorm�ee deE et A la matrice sym�etrique
r�eelle n � n qui repr�esente u dans la base (ej ). Comme R � C, on peut aussi consid�ererA
comme une matrice hermitiennen � n. On sait d'apr�es ce qui pr�ec�ede que toutes les valeurs
propres sont r�eelles. Il existe donc des vecteurs propres r�eels, et on peut faire un raisonnement
par r�ecurrence sur la dimension, exactement comme dans le cas hermitien. �

Corollaire 6.13 (interpr�etation matricielle) . Si A est une matrice sym�etriquen � n r�eelle,
il existe une matrice de passageP orthogonale r�eelle telle queP � 1AP = P � AP = D, o�u D
est la matrice diagonale ayant les valeurs propres� j 2 R deA comme coe�cients diagonaux.
Un r�esultat analogue est vrai pour une matriceA complexe hermitienne, avec cette fois une
matrice de passageP unitaire.

Remarque 6.14. Pour diagonaliser une forme quadratique r�eelleq, il su�t donc de diago-
naliser la matrice sym�etrique A qui la repr�esente en cherchant les valeurs propres et les
vecteurs propres. On fera attention au fait que si des vecteurspropres correspondant �a
des valeurs propres di��erentes sont bien orthogonaux, en revanche des vecteurs propres
correspondant �a une valeur propre multiple ne sont pas automatiquement orthogonaux ; si
cette derni�ere situation se produit, il faut rendre ces vecteurs orthogonaux par le proc�ed�e de
Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonorm�ee...

Ce calcul est en g�en�eral beaucoup plus compliqu�e que la m�ethode de Gauss (bien sûr, il peut
toujours se produire des miracles, mais en pratique ceux-ci ne sont fr�equents que dans les
�enonc�es d'exercices et de probl�emes de L2 !) On notera que la m�ethode de Gauss, quant �a
elle, ne fournit pas a priori une matrice de passageP orthonorm�ee ; si K = Q, elle produit
une matrice de passageP dans Q, alors que la recherche des valeurs propres conduit en
g�en�eral (de nouveau, sauf miracle !) �a des racines irrationnellesdu polynôme caract�eristique.
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Exemple 6.15. Consid�erons la forme quadratiqueq(x; y) = 3 x2 � 2xy + 5y2 sur R2. Sa
matrice dans la base canonique deR2 est

A =
�

3 � 1
� 1 5

�

Le polynôme caract�eristique est donn�e par

P(� ) = det
�

3 � � � 1
� 1 5� �

�
= (3 � � )(5 � � ) � 1 = � 2 � 8� + 14

dont les racines sont� 1 = 4 +
p

2, � 2 = 4 �
p

2. Un calcul de Ker(A � �I ), � = � 1 ou � 2,
montre que les vecteurs propres correspondants sont

v1 =
�

1
� 1 �

p
2

�
; v2 =

�
1

� 1 +
p

2

�
:

Cette base (v1; v2) est n�ecessairement orthogonale (ceci r�esulte du fait que les valeurs propres
sont distinctes, les sous-espaces propres �etant alors orthogonaux), il su�t de diviser par les
normes pour obtenir une base orthonorm�ee de vecteurs propres :

b1 =
1

p
4 + 2

p
2

�
1

� 1 �
p

2

�
; b2 =

1
p

4 � 2
p

2

�
1

� 1 +
p

2

�
:

Dans cette base, la matrice deq devient

Mat (b1 ;b2)(q) =
�

4 +
p

2 0
0 4�

p
2

�
:

La m�ethode de Gauss donne quant �a elleq(x; y) = 3( x � 1
3y)2 + 14

3 y2, soit un changement
de coordonn�eesex = x � 1

3y, ey = y ) x = ex + 1
3ey, et donc une matrice de passage (non

orthogonale)

P0 =
�

1 1
3

0 1

�

vers une base (e0
1; e0

2) dans laquelle

Mat (e0
1 ;e0

2)(q) =
�

3 0
0 14

3

�
:

Th�eor�eme 6.16. Si q, q0 sont deux formes quadratiques sur un espace vectorielE de di-
mension �nie, avec q d�e�nie positive, alors il existe une base orthonorm�ee(b1; : : : ; bn ) qui
est orthonorm�ee pourq et orthogonale pourq0.

D�emonstration. C'est juste une reformulation du th�eor�eme spectral dans le cassym�etrique.
On utilise q pour d�e�nir une structure d'espace euclidien surE. Soit (e1; : : : ; en ) une base
orthonorm�ee pour q, et A la matrice de q0 dans cette base. Il existe alors un matrice de
passageP orthogonale (resp. unitaire) qui diagonalise la matriceA de q0. Ceci fournit une
base orthonorm�ee (b1; : : : ; bn ) pour q qui est orthogonale pourq0. �

Th�eor�eme 6.17 (th�eor�eme spectral, cas orthogonal). Un endomorphismeu 2 L R(E; E )
d'un espace euclidienE de dimension �nie n est orthogonal si et seulement si l'espaceE
admet une d�ecomposition en somme directe orthogonale

E = � 1 � : : : � � s � D1 � : : : � D t

form�ee de plans� j et de droitesD j stables paru, de sorte queuj � j soit une rotation d'angle� j

et ujD j = � IdD j . Choisissons une base orthonorm�ee(aj ; bj ) de � j et un vecteur directeur
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unitaire vj de D j . Alors B = ( a1; b1; : : : ; as; bs; v1; : : : ; vt ) est une base orthonorm�ee deE, et
dans cette base la matrice deu est donn�ee par

eA = Mat B(u) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

cos� 1 � sin � 1 0 0 : : : 0 : : : 0
sin� 1 cos� 1 0 0 : : : 0 : : : 0

...
...

...
...

0 0 : : : cos� s � sin� s 0 : : : 0
0 0 : : : sin� s cos� s 0 : : : 0
0 0 : : : 0 0 � 1 : : : 0
...

...
...

...
...

0 0 : : : 0 0 0 : : : � t

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; � j = � 1:

Autrement dit, si (e1; : : : ; en ) est une base orthonorm�ee donn�ee d'avance etA = Mat (ej )(u)
la matrice orthogonale repr�esentantu, il existe une matrice de passageP (orthogonale) vers
une nouvelle base orthonorm�ee, de sorte queeA = P � 1AP = P tAP soit de la forme ci-dessus.

D�emonstration. On raisonne par r�ecurrence sur la dimension. Sin = 1, le r�esultat est �evident,
les seuls endomorphismes d'un espaceE de dimension 1 sont les homoth�eties de rapport
� 2 R, et il s'agit d'un endomorphisme orthogonal si� = � 1, d'o�u u = � IdE .

Si n = 2, soit (e1; e2) une base orthonorm�ee deE et A la matrice de u dans cette base.
Alors (u(e1); u(e2)) est une base orthonorm�ee et on peut �ecrireu(e1) = cos �e1 + sin �e2 pour
un certain angle� 2 R (qu'on peut choisir sans [0; 2� [ si on veut). Le vecteuru(e2) �etant
orthogonal �a u(e1) et de norme 1, nous avons seulement deux possibilit�es, �a savoir

u(e2) = � sin� e1 + cos� e2 ou u(e2) = sin � e1 � cos� e2;

ce qui donne

A =
�

cos� � sin�
sin� cos�

�
ou A =

�
cos� sin�
sin� � cos�

�
:

Dans le premier cas, il s'agit d'une rotation d'angle� (les valeurs propres deA sont les
nombres complexes conjugu�es� = ei� , � = e� i� ), dans le deuxi�eme on v�eri�e facilement que

A = P � 1A0P; P =
�

cos�=2 � sin�=2
sin�=2 cos�=2

�
; A0 =

�
1 0
0 � 1

�
;

il s'agit d'une sym�etrie orthogonale par rapport �a la droite vectorielle D �= 2 d'angle polaire
�=2, dont les valeurs propres sont +1 et� 1. Dans les deux cas on se ram�ene �a une base dans
laquelleu a une matrice eA = A (resp. eA = A0) du type voulu.

Supposons maintenant que le r�esultat soit connu en dimension� n � 1, avecn � 3. On sait
d'apr�es le Th�eor�eme 1.17 queu poss�ede un sous-espace stableS de dimension 1 ou 2 (une
droite ou un plan). On a une d�ecomposition orthogonaleE = S � S? et on sait queS?

est stable paru, de sorte que la restrictionujS? est encore un endomorphisme orthogonal.
On obtient alors l'existence d'une d�ecomposition orthogonale deS? v�eri�ant les conclusions
du th�eor�eme par l'hypoth�ese de r�ecurrence, tandis que surS on applique les observations
d�ej�a faites en dimension 1 et 2. �

Corollaire 6.18. Si u 2 L R(E; E ) est un endomorphisme orthogonal, alors

det(u) = � 1 : : : � t = � 1:

D�e�nition 6.19. Si u 2 L R(E; E ) est un endomorphisme orthogonal, on dit queu est
une rotation (ou endomorphisme orthogonal positif) si det(u) = +1 et un anti-d�eplacement
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(ou endomorphisme orthogonal n�egatif) si det(u) = � 1. On noteO(E) (resp.O+ (E), O� (E))
l'ensemble des endomorphismes orthogonaux(resp. orthogonaux positifs, n�egatifs).

Remarque 6.20. Les matrices
�

1 0
0 1

�
; resp.

�
� 1 0
0 � 1

�
;

sont des rotation planes d'angle� = 0, resp. � = � , donc on peut toujours ne faire apparâ�tre
qu'au plus une fois les valeurs propres� j = 1 et � j = � 1 (de sorte qu'il y a au plus
deux droites dans la d�ecomposition en somme directe orthogonale). Si dimR E = 3, il existe
toujours une d�ecomposition orthogonaleE = � � D et une base orthonorm�eeB = ( a; b; v)
o�u ( a; b) une base orthonorm�ee de � et v un vecteur directeur deD = � ? dans laquelle

MatB(u) =

0

@
cos� � sin� 0
sin� cos� 0

0 0 1

1

A ou MatB(u) =

0

@
cos� � sin� 0
sin� cos� 0

0 0 � 1

1

A

suivant que u 2 O+ (E) ou u 2 O� (E). Dans le premier casu est une rotation d'axeD et
d'angle � , dans le second casu est la compos�ee de cette rotation avec la sym�etrie orthogonale
(x; y; z) 7! (x; y; � z) par rapport au plan z = 0. On observera que l'angle� n'est d�e�ni qu'au
signe pr�es (un changement d'orientation de la base (a; b) de � change � en � � ). Chaque plan
� j o�u u est une rotation d'angle� j correspond �a des valeurs propres complexes conjugu�ees
� j = ei� j , � j = e� i� j de la matrice deu.

Remarque 6.21. En Physique, le mouvement d'un solide est caract�eris�e par la variation
dans le temps d'un rep�ere orthonorm�e (M0(t); B(t)), en consid�erant le d�eplacement d'un
point �x�e M0 du solide et la variation d'un syst�eme d'axes orthonorm�e associ�eau solide.
On s'int�eresse ici seulement �a la variation de la baseB(t) en fonction du temps.

Choisissons (ej ) = B(0) comme base de r�ef�erence. AlorsB(t) est donn�ee par une matrice de
passage orthogonaleP(t) telle que P(0) = I n (matrice unit�e n � n) ; le fait que la matrice
soit orthogonale r�esulte de l'hypoth�ese qu'il s'agit d'un solide : les distance mutuelles de ses
points ne changent pas, donc la transformation doit pr�eserver lanorme des vecteurs.

Maintenant, pour des raisons dues �a la Physique, l'application matricielle t 7! P(t) doit être
continue (et même en g�en�eral di��erentiable, la vitesse de d�eplacement ne peut être in�nie...).
Ceci entrâ�ne quet 7! det(P(t)) est continue. Comme det(P(t)) = � 1 et qu'il ne peut y avoir
de saut, et on a donc det(P(t)) = +1 pour tout temps t, puisque det(P(0)) = det( I n ) = 1.
Ceci entrâ�ne qu'un mouvement de solides ne peut se faire que par rotations (et ne peut
jamais conduire �a un endomorphisme orthogonal n�egatif).

R�eciproquement, toute matrice de rotation A peut s'obtenir par un mouvement continu
t 7! P(t) sur un intervalle de temps unit�e [0; 1], c'est-�a-dire tel queP(0) = I n et P(1) = A (et
ceci en dimensionn quelconque, �a supposer que notre espace ne soit pas de dimension3: : :).
Pour le voir, on �ecrit A = Q� 1(R � 1 ;:::;� s ; m )Q o�u Q est orthogonale et o�u (R � 1 :::� s ; m ) est la
matrice form�ee des blocs de rotations planes d'angles� 1; : : : ; � s et de m valeurs propres +1
(les valeurs propres� 1 sont en nombre pair, on peut les regrouper en rotations planes
d'angle � j = � ). On pose alors

P(t) = Q� 1(R t� 1 ;:::;t� s ; m )Q;

ceci donne un mouvement continu (et même ind�e�niment di��erentiable) pour t 2 [0; 1], tel
que P(0) = Q� 1I nQ = I n et P(1) = A.

Th�eor�eme 6.22 (th�eor�eme spectral, cas anti-sym�etrique). Un endomorphismeu 2 L R(E; E )
d'un espace euclidienE de dimension �nie n est anti-sym�etrique si et seulement si l'espace
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E admet une d�ecomposition en somme directe orthogonale

E = � 1 � : : : � � s � K

form�ee de plans� j stables paru et du noyauK = Ker( u). Choisissons une base orthonorm�ee
(aj ; bj ) de� j et une base orthonorm�ee(v1; :::; vt ) deK . Alors B = ( a1; b1; : : : ; as; bs; v1; : : : ; vt )
est une base orthonorm�ee deE, et quitte �a changerbj en � bj , la matrice de u se met sous
la forme

eA = Mat B(u) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 � � 1 0 0 : : : 0 : : : 0
� 1 0 0 0 : : : 0 : : : 0
...

...
...

...

0 0 : : : 0 � � s 0 : : : 0
0 0 : : : � s 0 0 : : : 0
0 0 : : : 0 0 0 : : : 0
...

...
...

...
...

0 0 : : : 0 0 0 : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; � j > 0; r = rang(u) = 2 s:

Autrement dit, si (e1; : : : ; en ) est une base orthonorm�ee donn�ee d'avance etA = Mat (ej )(u)
la matrice anti-sym�etrique repr�esentant u, il existe une matrice de passageP (orthogonale)
vers une nouvelle base orthonorm�ee, de sorte queeA = P � 1AP = P tAP soit de la forme
ci-dessus.

D�emonstration. Le sous-espaceK = Ker u �etant stable, son orthogonalK ? est stable par
u� = � u, donc �egalement paru. La restriction ujK ? est encore anti-sym�etrique, on sait que
sa matrice n'admet que des valeurs propres purement imaginaires� j = i� j , � j 2 R, � j 6= 0
(on ne peut avoir� j = 0, sinon on obtiendrait un vecteur non nul du noyau dansK ? , ce qui
est impossible puisqueK \ K ? = f 0g). Si K = E, on a u = 0 et il n'y a rien �a faire. Sinon,
prenons par exemple la valeur propre� 1 = i� 1, on obtient un plan stable � 1 dans lequel
la matrice associ�ee est antisym�etrique. Ayant choisi une base orthonorm�ee (a1; b1) de � 1, la
seule possibilit�e est une matrice de la forme

Mat (a1 ;b1)(uj � 1) =
�

0 � � 1

� 1 0

�

dont les valeurs propres sont pr�ecis�ement� 1 = i� 1, � 1 = � i� 1 (il se peut qu'on tombe sur la
matrice oppos�ee, mais dans ce cas il su�t de remplacer (a1; b1) par (a1; � b1) pour changer
les signes, et on peut donc se ramener �a� 1 > 0). On raisonne maintenant par r�ecurrence sur
la dimension deE, en consid�erant une d�ecomposition orthogonaleE = � 1 � S. Le noyauK
est n�ecessairement contenu dansS, et on applique l'hypoth�ese de r�ecurrence pour voir que
S admet une d�ecompositionS = � 2 � : : : � � s � K comme souhait�e. �

7. Coniques et quadriques

On va maintenant appliquer la th�eorie des formes quadratiques �a l'�etude des coniques et des
quadriques. On se place dans l'espaceRn muni de son produit scalaire usuel, avecn = 2 ou
n = 3 (sauf dans le tout dernier paragraphe o�un sera quelconque).

D�e�nition 7.1. Une conique C est le lieu g�eom�etrique deR2 d�e�ni par une �equation po-
lynomiale P(x; y) du second degr�e en les coordonn�ees(x; y), c'est-�a-dire une �equation de la
forme

P(x; y) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0:
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On peut �ecrire une telle �equation sous la forme

q(x; y) + `(x; y) + f = 0

o�u q(x; y) = ax2 + bxy + cy2 est une forme quadratique surR2, `(x; y) = dx + ey une forme
lin�eaire et f une constante. Il est utile �egalement de plonger le plan dans l'espace R3 et
d'introduire le polynôme \homog�en�e•�s�e" de degr�e 2

Q(x; y; z) = ax2 + bxy + cy2 + dxz + eyz+ fz 2:

Ce polynôme est une forme quadratique surR3, et on voit queP(x; y) = Q(x; y; 1). La coni-
queC est donc l'intersection du cône isotropeQ(x; y; z) = 0 avec le plan a�ne � = f z = 1g.
Or, en diagonalisantQ par un calcul de valeurs propres, on trouve de nouvelles coordonn�ees
orthonorm�ees (ex; ey; ez) dans lesquelles les �equations deviennent

Q(x; y; z) = � ex 2 + � ey 2 + 
 ez 2 = 0; � : uex + vey + wez = 1:

Ceci permet de repr�esenter classiquement les coniques comme des sections planes de cônes ;
en fonction de la position relative du plan et du cône, on peut obtenircercles, ellipses,
paraboles et hyperboles (cette description �etait d�ej�a connuedes Grecs: : :) :

Cercle, Ellipse Parabole Hyperbole

Nous allons maintenant classer les coniques �a isom�etrie pr�es, au moyen de diagonalisations
et de r�eductions successives de l'�equationP(x; y) = 0.

Classi�cation euclidienne des coniques. On cherche pour cela une�equation r�eduite
de la conique. On commence par diagonaliser la forme quadratiqueq(x; y) = ax2 + bxy+ cy2

dans un rep�ere orthonorm�e ; on pourrait calculer valeurs propres et vecteurs propres, mais
en dimension 2 il est plus rapide d'e�ectuer directement une rotationsous la forme

�
x
y

�
=

�
u � v
v u

� �
ex
ey

�
()

(
x = uex � vey
y = vex + uey

:

Apr�es substitution dans P(x; y) = q(x; y) + dx + ey+ f il vient

P(x; y) = a(uex � vey)2 + b(uex � vey)(vex + uey) + c(vex + uey)2 + d(uex � vey) + e(vex + uey) + f

= ( au2 + buv+ cv2)ex 2 + (( c � a)2uv + b(u2 � v2))ex ey + ( av2 � buv+ cu2)ey 2

+ ( du + ev)ex + ( � dv + eu)ey + f:
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On veut rendre nul le coe�cient (c� a)2uv+ b(u2 � v2) de ex ey. En posantu = cos� , v = sin � ,
ceci donne la condition (c � a) sin(2� ) + bcos(2� ) = 0, soit tan(2 � ) = � b=(c � a) si a 6= c, et
(par exemple)u = v = 1=

p
2 si a = c. On est ainsi ramen�e �a une expression de la forme

(� ) P(x; y) = � ex 2 + � ey 2 + 
 ex + � ey + f:

On a ici �� = det( q) = ac� b2=4, et � , � sont pr�ecis�ement les valeurs propres deq. Si q estnon
d�eg�en�er�ee , c'est-�a-dire det(q) = �� 6= 0, on peut �eliminer la partie lin�eaire `(x; y) = 
 ex + � ey
en observant que

(�� ) P(x; y) = �
�

ex +


2�

� 2
+ �

�
ey +

�
2�

� 2
+ f �


 2

4�
�

� 2

4�
= �X 2 + �Y 2 + "

et en posant

ex0 = �



2�
; ey0 = �

�
2�

; X = ex � ex0; Y = ey � ey0:

On aboutit ainsi �a l'�equation r�eduite

�X 2 + �Y 2 + " = 0:

La conique�X 2 + �Y 2 + " = 0 admet le point ! : (X; Y ) = (0 ; 0) comme centre de sym�etrie
et les axesX = 0, Y = 0 comme axes de sym�etries, on dit qu'il s'agit d'uneconique �a
centre. Dans les anciennes coordonn�ees, le centre est donn�e par (ex0; ey0) = ( � 


2� ; � �
2� ), soit

(x0; y0) = ( uex0 � vey0; vex0 + uey0), est les axes sont les droites de vecteurs directeurs (� v; u)
et (u; v), soit

u(x � x0) + v(y � y0) = 0 ; � v(x � x0) + u(y � y0) = 0 :

Pour calculer directement le centre dans les coordonn�ees initiales,on peut aussi observer que

dP =
@P
@x

dx +
@P
@y

dy = (2 ax + by+ d)dx + ( bx + 2cy + e)dy = 2�X dX + 2�Y dY;

le centre (X; Y ) = (0 ; 0) est caract�eris�e par la propri�et�e dP = 0, ce qui am�ene �a r�esoudre le
syst�eme d'�equations

8
>><

>>:

@P
@x

= 2ax + by+ d = 0

@P
@y

= bx + 2cy + e = 0;

dont la solution fournit le centre ! : (x0; y0) cherch�e.

Maintenant, si on divise (�� ) par � " (en supposant" 6= 0), on est ramen�e �a l'un des cas
suivants.

Cas o�u q est d�e�nie positive ou n�egative , �� = det( q) > 0, ce qui �equivaut �a
�; � > 0 [signature (2,0)] ou �; � < 0 [signature (0,2)] . On trouve alors une �equation
de l'un des 3 types suivants.

(a)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= 1 : c'est une ellipse de demi-axesa; b, ou un cercle sia = b.
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X

Y

! a� a

b

� b

�Equations param�etriques :
(

X = acos(t)
Y = bsin(t):

(b)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= � 1 : c'est l'ensemble vide; .

(c)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= 0 : cas d�eg�en�er�e d'une ellipse r�eduite �a son centre.

Cas o�u q est de signature (1,1). Quitte �a permuter les coordonn�ees, on aboutit �a une
�equation de l'un des 2 types suivants.

(a)
X 2

a2
�

Y 2

b2
= 1 : c'est une hyperbole de param�etresa; b, �equilat�ere si a = b.

X

Y

! a

b

� a

�Equations param�etriques :
(

X = acosh(t)
Y = bsinh(t):

Le changement de coordonn�ees (non orthonorm�e)U = X
a + Y

b , V = X
a � Y

b ram�ene l'hyperbole
�a l'�equation classique UV = 1, les asymptotes sont les axesU = X

a + Y
b = 0, V = X

a � Y
b = 0.

(b)
X 2

a2
�

Y 2

b2
= 0 : cas d'une hyperbole d�eg�en�er�ee en ses 2 asymptotes.

Cas o�u q est de rang 1. Dans ce casq(x; y) = � ex 2, � 6= 0, et on peut �eliminer le terme
lin�eaire 
 ex par changement d'origine. Ceci conduit au deux cas suivants suivant que le terme
lin�eaire restant contient Y ou non :

(a) �X 2 + 
Y = 0, 
 6= 0 : il s'agit d'une parabole Y = �X 2.

(b) �X 2 + " = 0 : il s'agit de deux droites parall�elesX = � � , �eventuellement confondues,
ou de l'ensemble vide; .
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Cas o�u q est de rang 0. Dans le cas d�eg�en�er�e o�u q(x; y) = 0, l'�equation se r�eduit �a
une �equation a�ne dx + ey + f = 0. On obtient une droite si (d; e) 6= (0 ; 0), et ; ou R2

si (d; e) = (0 ; 0), suivant quef 6= 0 ou f = 0.

Remarque 7.2. Consid�erons le cône de r�evolution� 2(x2 + y2) � z2 = 0, � > 0. Le lecteur
v�eri�era facilement que l'intersection de ce cône avec le planz = �x + 
 de pente� � 0 est
une ellipse si� < � , une parabole si� = � et une hyperbole si� > � (si 
 = 0, il s'agit de
cas d�eg�en�er�es, la conique se r�eduit �a un point, une droite oudeux droites s�ecantes).

Description des coniques �a l'aide des foyers.

Consid�erons deux points distinctsF , F 0 du plan, et notonsc = 1
2d(F; F 0) leur demi-distance.

Si l'on choisit un rep�ere dont l'origine ! est le milieu du segment [F; F 0] et dont l'axe !x est
port�e par la droite ( F F 0), on peut supposer queF = (0 ; c) et F 0 = (0 ; � c).

Cherchons d'abord l'ensemble des pointsM = ( x; y) 2 R2 tels qued(M; F )+ d(M; F 0) = 2 a,
aveca > c. La condition s'�ecrit

p
(x � c)2 + y2 +

p
(x + c)2 + y2 = 2a;

ce qui implique

(x + c)2 + y2 =
�
2a �

p
(x � c)2 + y2

� 2
= 4a2 � 4a

p
(x � c)2 + y2 + ( x � c)2 + y2;

ou encore (apr�es transposition et division par 4) :

a
p

(x � c)2 + y2 = a2 � cx =) a2
�
(x � c)2 + y2

�
= ( a2 � cx)2 = a4 � 2a2cx + c2x2:

Cette derni�ere �equation se ram�ene �a celle d'uneellipse , car en posantb2 = a2� c2, c'est-�a-dire
b=

p
a2 � c2, on peut la r�ecrire

(a2 � c2)x2 + a2y2 = a4 � a2c2 = a2(a2 � c2) ()
x2

a2
+

y2

b2
= 1:

[On notera que cette �equation entrâ�ne en faitjxj � a et jyj � b, donc a2 � cx � a2 � ac > 0
et

p
(x � c)2 + y2 �

p
(a + c)2 + b2 =

p
2a2 + 2ac < 2a, et les deux implications invoqu�ees

pr�ec�edemment sont alors bien des �equivalences]. L'excentricit�e de l'ellipse est par d�e�nition

e =
c
a

=

p
a2 � b2

a
=

p
1 � b2=a2 2 [0; 1[:

x

y

FF 0 ! a

b
M

On peut d�emontrer que la tangente et la normale �a l'ellipse au pointM sont les bissectrices
des droites (MF ), (MF 0).
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Cherchons maintenant l'ensemble des pointsM = ( x; y) tels que
�
�d(M; F ) � d(M; F 0)

�
� = 2a,

aveca < c (l'in�egalit�e triangulaire impose en fait 2a � d(F; F 0) = 2 c). La condition s'�ecrit
p

(x + c)2 + y2 =
p

(x � c)2 + y2 � 2a

ce qui implique(y)

(x + c)2 + y2 =
� p

(x � c)2 + y2 � 2a
� 2

= ( x � c)2 + y2 � 4a
p

(x � c)2 + y2 + 4a2;

ou encore (apr�es transposition et division par 4) :

cx � a2 = � a
p

(x � c)2 + y2 () a2
�
(x � c)2 + y2

�
= ( cx � a2)2 = c2x2 � 2a2cx + a4:

Cette derni�ere �equation se ram�ene �a celle d'unehyperbole , car en posantb2 = c2 � a2,
c'est-�a-dire b=

p
c2 � a2, on peut la r�ecrire

(c2 � a2)x2 � a2y2 = a2c2 � a4 = a2(c2 � a2) ()
x2

a2
�

y2

b2
= 1:

[On notera que si par exemplex � 0, cette �equation entrâ�ne en fait x � a et doncp
(x + c)2 + y2 � a+ c > 2a, de sorte que la premi�ere implication(y) est bien une �equivalence :

on ne peut avoir l'�egalit�e parasite �eventuelle
p

(x + c)2 + y2 = 2a �
p

(x � c)2 + y2 � 2a].
L' excentricit�e de l'hyperbole est par d�e�nition

e =
c
a

=

p
a2 + b2

a
=

p
1 + b2=a2 2 ]1; + 1 [:

x

y

FF 0 ! a

M

Ici encore, la tangente et la normale enM �a l'hyperbole sont les bissectrices des droites
(MF ), (MF 0) (exercice !)

D�e�nition monofocale des coniques. �Etant donn�e une droite � (directrice), un point
F =2 � (foyer) et un r�eel e > 0 (excentricit�e), l'ensemble des pointsM tels que

d(M; F ) = e d(M; �)

est une conique. Pour le voir, on peut par exemple choisir un rep�eredans lequelF = O
est l'origine et � = f x = kg, k > 0. La condition devient

p
x2 + y2 = ejx � kj, soit

x2 + y2 = e2(x � k)2 ou encore

(1 � e2)x2 + 2e2kx + y2 = e2k2:

Si e = 1, il s'agit d'une parabole 2kx + y2 = k2 , x = k
2 � 1

2k y2. Si e 6= 1, c'est une conique
de centre! = ( � e2k

1� e2 ; 0), �a savoir une ellipse de demi-axesa = ek=(1 � e2), b= ek=
p

1 � e2
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si e < 1, et une hyperbole de demi-axesa = ek=(e2 � 1), b= ek=
p

e2 � 1 si e > 1. On v�eri�e
facilement que l'�equation polaire de la conique est donn�ee par

r =
p

1 + ecos�
o�u p = ek:

F

M

� = f x = kg

Parabole

Excentricit�e e = 1

Description des quadriques de R3.

Une quadrique est par d�e�nition l'ensemble des points (x; y; z) 2 R3 d�e�ni par une �equation
du second degr�e en 3 variables, c'est-�a-dire

P(x; y; z) = q(x; y; z) + `(x; y; z) + c = 0

o�u q est une forme quadratique,̀ une forme lin�eaire surR3 et c une constante.

Comme pr�ec�edemment, on va classer les quadriques �a isom�etriepr�es, et pour cela, on cherche
�a obtenir une �equation r�eduite. On commence par diagonaliserq dans une base orhonorm�ee :
cette fois, il convient de calculer les valeurs propres et�; �; 
 et les vecteurs propres par la
m�ethode g�en�erale. On trouve alors de nouvelle coordonn�ees (ex; ey; ez) dans lesquelles

P(x; y; z) = � ex 2 + � ey 2 + 
 ez 2 + � ex + "ey + � ez + c:

Cas o�u det(q) = ��
 6= 0 (forme quadratique q non d�eg�en�er�ee). On peut alors �eliminer
la partie lin�eaire et il s'agit d'une quadrique �a centre. Le centre (x0; y0; z0) peut s'obtenir
directement en r�esolvant les �equations lin�eaires

@P
@x

=
@P
@y

=
@P
@z

= 0;

et on introduit alors les nouvelles coordonn�ees

X = ex � ex0; Y = ey � ey0; Z = ez � ez0:

Apr�es division par la constante restante (si elle est non nulle), changement de signe et
permutation �eventuelle des coordonn�eesX; Y; Z , on obtient une�equation r�eduite d'un des
types suivants.

(1) Signature (3; 0) ou (0; 3). On a 3 cas :

(a)
X 2

a2
+

Y 2

b2
+

Z 2

c2
= 1 : c'est un ellipso•�de (ou une sph�ere sia = b= c).
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X

Y

Z

a
b

c

!

(b)
X 2

a2
+

Y 2

b2
+

Z 2

c2
= � 1 : c'est l'ensemble vide; .

(c)
X 2

a2
+

Y 2

b2
+

Z 2

c2
= 0 : cas d�eg�en�er�e d'un ellipso•�de r�eduit �a son centre.

(2) Signature (2; 1) ou (1; 2). On a 3 cas :

(a)
X 2

a2
+

Y 2

b2
�

Z 2

c2
= 1 : c'est un hyperbolo•�de �a une nappe

On peut v�eri�er qu'un tel hyperbolo•�de est engendr�e par deux familles de droites :

(b)
X 2

a2
+

Y 2

b2
�

Z 2

c2
= � 1 : c'est un hyperbolo•�de �a deux nappesZ = � c

r

1 +
X 2

a2
+

Y 2

b2
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(c)
X 2

a2
+

Y 2

b2
�

Z 2

c2
= 0 (constante nulle) : c'est un cône elliptique ou circulaire.

Cas o�u la forme quadratique q est de rang < 3. On distingue ces cas en fonction de
la signature deq et de la pr�esence d'une partie lin�eaire` ou d'une constantec non nulle.
Par changement d'origine, on peut �eliminer dans̀ celles des coordonn�eesex; ey; ez qui corres-
pondent �a des valeurs propres non nulles deq. Apr�es isom�etrie et permutation �eventuelle des
coordonn�ees on aboutit aux situations suivantes.

(3) Signature (2; 0) ou (0; 2). On a 4 cas :

(a)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= Z : c'est un parabolo•�de elliptique (ou de r�evolution sia = b).

(b)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= 1 : c'est un cyclindre elliptique

(c)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= 0 (cas d�eg�en�er�e) : c'est l'axe OZ.

(d)
X 2

a2
+

Y 2

b2
= � 1 : c'est l'ensemble vide; .

(4) Signature (1; 1). Il y a 3 cas :

(a)
X 2

a2
�

Y 2

b2
= Z :

c'est un parabolo•�de hyperbolique.
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(b)
X 2

a2
�

Y 2

b2
= 1 : c'est un cyclindre hyperbolique.

(c)
X 2

a2
�

Y 2

b2
= 0 : il s'agit de la r�eunion des 2 plans verticaux s�ecants

X
a

�
Y
b

= 0.

(5) Signature (1; 0) ou (0; 1). Nous avons deux cas :

(a) X 2 = 2pY : cylindre parabolique.

(b) X 2 = � : plan parall�eles ou confondus ou; .

(6) Signature (0,0). Dans ce cas tr�es d�eg�en�er�e on retombe sur une �equation a�ne

`(x; y; z) + c = 0:

Il s'agit d'un plan, de R3 tout entier ou de l'ensemble vide; .

Exemple 7.3. Soit la quadrique

x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz + 2yz +
p

3x +
p

3y + 2 = 0 :

La partie quadratique de l'�equation estq(x; y; z) = x2+ y2+ z2+2xy+2xz+2yz ; on s'aper�coit
aussitôt qu'il s'agit d'une forme quadratique de rang 1 donn�ee parq(x; y; z) = ( x + y + z)2.
Pour trouver une base orthonorm�ee de vecteurs propres il su�t de consid�erer le vecteur

ee1 =
1

p
3

0

@
1
1
1

1

A
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normal au plan � = f x + y + z = 0g et une base orthonorm�ee (ee2; ee3) de �, ce qui donne

ee1 =
1

p
3

0

@
1
1
1

1

A ; ee2 =
1

p
2

0

@
1

� 1
0

1

A ; ee3 =

r
2
3

0

@

1
2
1
2

� 1

1

A ;

les vecteurs �etant respectivement des vecteurs propres pourles valeurs propres 3, 0 et 0.
Soient ex; ey; ez les coordonn�ees dans la nouvelle base. Par construction de cettebase, la forme
q(x; y; z) s'�ecrit 3 ex 2. Elle est donc de signature (1; 0).

Comme x = 1p
3
ex + 1p

2
ey + 1p

6
ez et y = 1p

3
ex � 1p

2
ey + 1p

6
ez, on v�eri�e que l'�equation de cette

quadrique dans la nouvelle base est

3ex 2 + 2 ex +
p

2ez + 2 = 0 ;

soit

3
�

ex +
1
3

� 2
+

p
2ez +

5
3

= 0:

Si on poseX = ex + 1
3, Y = ez + 5

3
p

2
, Z = ey, on obtient l'�equation r�eduite

X 2 = �
p

2Y;

il s'agit d'un cylindre parabolique.

G�en�eralisation : quadriques de Rn . De nouveau, on d�e�nit une quadrique deRn comme
�etant l'ensemble des pointsx = ( x1; : : : ; xn ) satisfaisant une �equation du second degr�e

P(x) = q(x) + `(x) + c;

o�u q est une forme quadratique,̀ une forme lin�eaire et c une constante. Pour trouver une
�equation r�eduite, on commence par diagonaliserq en recherchant une base orthonorm�ee
(ee1; : : : ; een ) de Rn dans laquelle les nouvelles coordonn�eesex = ( ex1; : : : ; exn ) fournissent

q(x) = eq(ex) =
rX

i =1

� i ex2
i ; o�u r = rang(q), � i 6= 0:

On peut d�ecrire g�eom�etriquement cette situation �a l'aide d'une somme directe

Rn = S � K o�u K = Ker( q) = Vect( eer +1 ; : : : ; een ); S = K ? = Vect( ee1; : : : ; eer ):

Apr�es avoir r�eexprim�e `(x) en termes desex i , on voit comme pr�ec�edemment que grâce �a une
translation X i = ex i � ex0

i dansS (1 � i � r ), il est possible d'�eliminer les variablesex1; : : : ; exr

de `(x) en les int�egrant dans les carr�es deeq(ex). Ceci fournit une forme simpli��ee

P(x) = eq(X ) + el(ex) + ec avec è(ex) = � r +1 exr +1 + : : : + � n exn

dans les nouvelles coordonn�ees (X 1; : : : ; X r ; exr +1 ; : : : ; exn ). On consid�ere ici è comme une
forme lin�eaire sur K .

Si le rangr est �egal �a n, on a n�ecessairementK = f 0g et è = 0, et on obtient alors apr�es
division �eventuelle par la constante r�esiduelle (si elle est non nulle) une �equation r�eduite

(a) � 0
1X

2
1 + : : : + � 0

nX 2
n = � 1 ou (b) � 1X 2

1 + : : : + � nX 2
n = 0:

Dans le cas (a), en fonction de la signature, il s'agit d'une quadrique de type ellipso•�de ou
hyperbolo•�de (ou; ), dans le cas (b) il s'agit d'un cône, �eventuellement r�eduit �a son sommet.

Supposons maintenant quer � n � 1, de sorte queK 6= f 0g. Si el 6= 0, on peut trouver une
nouvelle base orthonorm�ee (ber +1 ; : : : ; ben ) de K de sorte que (ber +2 ; : : : ; ben ) constitue une base
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de Kerè et � = el(ber +1 ) 6= 0. Soient (X r +1 ; : : : ; Xn ) les coordonn�ees deK relatives �a la base
(ber +1 ; : : : ; ben ) (les coordonn�ees (X 1; : : : ; X r ) de S restant inchang�ees). On trouve alors

è(ex) = � X r +1 :

Comme� 6= 0, on peut �eliminer la constante r�esiduelle par une translation de lacoordonn�ee
X r +1 , ce qui, apr�es division par� � , m�ene �a l'�equation r�eduite

(c) � 0
1X 2

1 + : : : + � 0
r X

2
r � X r +1 = 0:

Il s'agit d'un parabolo•�de si r = n � 1, d'un cylindre �a base parabolo•�dale sir � n � 2
(produit d'un parabolo•�de de Rr +1 par Rn� r � 1).

Il reste en�n le cas plus simple o�uel = 0. Dans ce cas, apr�es division �eventuelle par la
constante r�esiduelleec si ec 6= 0, on aboutit �a l'�equation r�eduite

(d) � 0
1X 2

1 + : : : + � 0
r X

2
r = � 1 ou (e) � 1X 2

1 + : : : + � r X 2
r = 0:

Dans le cas (d), en fonction de la signature, il s'agit d'un cylindre �a base ellipso•�de ou
hyperbolo•�de (�eventuellement d�eg�en�er�e en un sous-espace lin�eaire ou en; ), et dans le cas (e),
il s'agit d'un cylindre �a base conique (= produit d'un cône deRr par Rn� r ).

8. Un bref aperc�u de la vie de Fourier

Singuli�ere destin�ee que celle de Jean Baptiste Joseph Fourier : n�e en 1768 �a Auxerre dans
une famille modeste { son p�ere est gar�con-tailleur { il est orphelin de m�ere �a 8 ans et
orphelin de p�ere �a 10 ans. Envoy�e au pensionnat par l'organiste de la ville, il fait ses �etudes
�a l' �Ecole militaire d'Auxerre alors tenue par les B�en�edictins. Il �etudie le latin, la rh�etorique,
la th�eologie, mais aussi les sciences et les math�ematiques, qui deviennent rapidement son
principal centre d'int�erêt { Fourier d�ecouvre ainsi �a la biblioth� eque d'Auxerre des ouvrages
�ecrits par quelques math�ematiciens de premier plan comme Clairaut. Fourier se r�ev�ele vite
être un �el�eve hors norme, et il collectionne les premiers prix. Ses progr�es sont si rapides
que le directeur de l'�ecole militaire d'Auxerre lui demande bientôt d'assurer la fonction de
professeur de math�ematiques, bien qu'il n'ait que 16 ans et demi !

Un peu plus tard, Fourier prend une part active �a la R�evolution ; en1792, il devient ainsi
pr�esident de la soci�et�e populaire d'Auxerre. Mais en 1794, c'estla Terreur, et Fourier est
emprisonn�e. Il �echappe de peu �a l'�echafaud, grâce �a la la chute de Robespierre qui intervient
juste avant la date pr�evue pour son jugement d�e�nitif. L'ouverture sociale cons�ecutive �a la
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r�evolution permet au citoyen modeste qu'est Fourier d'entrer comme �el�eve �a l' �Ecole Normale
de Paris nouvellement fond�ee en 1795. Ses travaux sur les �equations alg�ebriques le font tr�es
vite remarquer par le math�ematicien Gaspard Monge. En 1796, celui-ci lui con�e une charge
de cours �a l'�Ecole Normale, et le fait �egalement nommer professeur �a l'�Ecole Polytechnique :
�a moins de trente ans, Fourier est d�ej�a ainsi un scienti�que reconnu. En 1798, Bonaparte
organise l'exp�edition d'�Egypte, et Fourier y est associ�e comme l'un des principaux conseillers
scienti�ques. Il s'occupe de travaux de topographie, puis est nomm�e secr�etaire de l'Institut
d' �Egypte au Caire, o�u il e�ectue de nombreuses missions de nature scienti�que, adminis-
trative ou diplomatique. Apr�es la d�ebâcle fran�caise en�Egypte, Fourier revient en France en
1801, et Napol�eon le nomme peu apr�es pr�efet de l'Is�ere. C'est�a Grenoble, o�u il restera de
1802 �a 1815, que Fourier entame ses travaux fondamentaux surla propagation de la chaleur.
Son activit�e est d�ebordante { il cr�ee l'universit�e et le lyc�ee de G renoble, dirige les travaux de
drainage de la vall�ee, fait construire la route de Grenoble �a Brian�con par le col du Lautaret.
Parall�element �a ses travaux sur la propagation de la chaleur qui aboutissent �a la publication
d'un m�emoire de l'Acad�emie des Sciences en 1807, il r�edige son importante \pr�eface histo-
rique pour la description de l'�Egypte", parue en 1809. Fourier fait la connaissance des fr�eres
Champollion, d'abord de l'â�n�e Jacques-Joseph puis de son fr�ere cadet Jean-Fran�cois ; les
encouragements de Fourier et ses travaux pr�ecurseurs sur la civilisation �egyptienne joueront
ainsi un rôle d�ecisif dans le d�echi�rage des hi�eroglyphes par Jean-Fran�cois Champollion en
1822. Apr�es la chute de Napol�eon en 1815, Fourier connâ�t quelques di�cult�es (il avait �et�e
nomm�e baron d'Empire en 1809 !), mais c'est �nalement la cons�ecration avec son �election �a
l'Acad�emie des Sciences en 1817. En 1822, il publie son monumental trait�e sur la \Th�eorie
analytique de la chaleur" qui contient aussi en germe la th�eorie dess�eries et des transform�ees
de Fourier, et il devient secr�etaire perp�etuel de l'Acad�emie dessciences. Ses talents d'�ecrivain
lui valent d'̂etre �elu simultan�ement �a l'Acad�emie Fran�caise en 1 826, quelques ann�ees avant
son d�ec�es en 1830.

L'Analyse de Fourier est devenue aujourd'hui un tr�es vaste champ d'�etudes. Les s�eries de
Fourier r�eelles

P
an cosn!x + bn sinnx ou complexes

P
cneinx permettent de repr�esenter tous

les ph�enom�enes p�eriodiques et sont donc fondamentales en th�eorie des ondes et en th�eorie
du signal. Mais il se trouve qu'il existe aussi un algorithme num�eriquerapide de calcul
des s�eries de Fourier, connu sous le nom de FFT ou \Fast Fourier Transform". Celui-ci a
des applications aussi bien en arithm�etique que dans de nombreux domaines technologiques.
L'algorithme de compression des images photographiques au formatJPEG utilise quant �a lui
une \transform�ee de Fourier" discr�ete en cosinus, portant sur un �echantillonnage par carr�es
de 8� 8 pixels. C'est ainsi que Fourier est peut-être devenu le math�ematicien le plus cit�e
au monde, aucune branche de la science ne pouvant �echapper auxs�eries et transform�ees de
Fourier. Mais, bien que cela soit nettement moins connu, Fourier a aussi �et�e un pr�ecurseur
en statistiques ; encore plus fort, il a �et�e le premier �a imaginer etd�ecrire l'e�et de serre
dû �a la r�etention de chaleur dans l'atmosph�ere des plan�etes gazeuses, dans un m�emoire
pr�emonitoire publi�e en 1824 dans les Annales de chimie et de physique. Fourier peut �a bon
droit être consid�er�e comme le fondateur de la physique math�ematique !

9. L' �equation de la chaleur

Nous allons ici expliquer �a la lumi�ere des connaissances modernes lecheminement qui conduit
�a l'�equation de la propagation de la chaleur. Consid�erons un objet mat�eriel soumis �a un
�echau�ement initial, par exemple un barreau m�etallique, comme �gur�e ci-dessous :
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Le probl�eme est de d�eterminer la temp�erature � = � (x; y; z; t) de cet objet au point de
coordonn�ees (x; y; z) et au temps t. Nous savons aujourd'hui que la temp�erature mesure
l'�energie cin�etique moyenne de vibration des atomes ou mol�ecules constituant l'objet (mais
la th�eorie atomique de Dalton est �a peine n�ee et Fourier n'y fait pasr�ef�erence). Du fait
que les particules s'entrechoquent, l'�energie cin�etique se propage, d'autant plus vite que la
di��erence de temp�erature entre des points voisins est plus grande. Notons

�!
� =

�!
� ( x; y; z; t)

la densit�e de 
ux de chaleurtraversant l'objet : c'est par d�e�nition la grandeur vectorielle
dont la norme vaut � = dQ=(dS dt), si dQ est la quantit�e de chaleur traversant une surface
in�nit�esimale dS pendant le tempsdt, pour une surfacedS perpendiculaire �a la direction de
propagation port�ee par

�!
� . Ces consid�erations conduisent �a la loi physique

(9:1)
�!
� = � 


��!
grad� = � 


0

@
@�=@x
@�=@y
@�=@z

1

A

o�u 
 est la conductivit�e thermique du mat�eriau ; la densit�e de 
ux � s'ex prime enJs� 1m� 2 =
W m� 2, et l'unit�e de conductivit�e thermique est donc le W K � 1m� 1 (o�u J = Joule, W =
Js� 1 = Watt, K = Kelvin). On prendra garde au signe moins devant
 , qui traduit le fait
que la chaleur se d�eplace des points chauds vers les points froids. Si on pose

�!
dS = dS�! n o�u

�! n est le vecteur normal �a l'�el�ement de surface, alors la quantit�e de chaleurdQ le traversant
est en g�en�eral donn�ee par

dQ =
�!
� �

�!
dS dt;

et ce, quelles que soient les orientations de
�!
� et de

�!
dS.

Consid�erons maintenant un petit parall�el�epip�ede [x; x + dx] � [y; y+ dx] � [z; z+ dz] d'arêtes
parall�eles aux axes, de volumedV = dx dy dz. La quantit�e de chaleur qui entre dans ce
parall�el�epip�ede pendant le temps dt est la somme alg�ebrique des quantit�es de chaleur qui
entrent ou sortent par chacune des 6 faces, soit par exemple

dQx =
�!
� ( x; y; z; t) � (dy dz

�!
i ) dt �

�!
� ( x + dx; y; z; t) � (dy dz

�!
i ) dt

=
�
� x (x; y; z; t) � � x (x + dx; y; z; t)

�
dy dz dt



72

pour les faces d'abscissesx et x + dx, et en notant � x la composante de
�!
� suivant Ox. Si

dx est tr�es petit, on trouve

� x (x; y; z; t) � � x (x + dx; y; z; t) � �
@� x

@x
(x; y; z; t) dx;

du fait que l'on peut approximer le taux d'accroissement par la d�eriv�ee.

On obtient ainsi

dQx = �
@� x

@x
(x; y; z; t) dx dy dz dt:

En prenant la somme suivant les 3 paires de faces, on obtient que le bilan des \entr�ees-sorties"
de chaleur est

dQ = dQx + dQy + dQz = �
�

@� x

@x
+

@� x

@y
+

@� z

@z

�
dx dy dz dt:

En combinant ce r�esultat avec l'expression (9.1) du 
ux, on obtient

(9:2) dQ = 

�

@2�
@x2

+
@2�
@y2

+
@2�
@z2

�
dx dy dz dt:

Une autre loi physique fondamentale est la loi donnant la variation detemp�erature d� pro-
duite par l'apport d'une quantit�e de chaleur dQ �a un �el�ement de mati�ere de massem. C'est
une relation de proportionnalit�e, que l'on peut �ecrire

(9:3) dQ = mc d�

o�u c est une constante appel�ee capacit�e calori�que, s'exprimant enJK � 1kg� 1 (Joules par
degr�e et par kg). Ici la masse du petit parall�el�epip�ede vaut m = � dx dy dz o�u � est la masse
volumique (enkg m� 3). En comparant (9.2) et (9.3), on obtient l'�egalit�e

dQ = ( � dx dy dz ) c d� = 

�

@2�
@x2

+
@2�
@y2

+
@2�
@z2

�
dx dy dz dt:

Apr�es division par �c dx dy dz dt, on trouve l'�equation fondamentale

(9:4)
@�
@t

=


�c

�
@2�
@x2

+
@2�
@y2

+
@2�
@z2

�
:

Cette �equation ne vaut que si le solide consid�er�e ne re�coit pas de chaleur de l'ext�erieur {
disons, par contact ou par rayonnement { et s'il ne produit pas lui-m̂eme de chaleur { ce
qui est le cas s'il est le si�ege d'une r�eaction chimique ou nucl�eaireinterne. Dans ce cas plus
g�en�eral, on note P = P(x; y; z; t) la production (ou l'apport) volumiquede chaleur par unit�e
de volume et de temps �a la position (x; y; z) et au tempst, en W m� 3 ; il va alors s'ajouter
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�a dQ une quantit�e de chaleur suppl�ementairedQ0 = P(x; y; z; t) dx dy dz dt, ce qui donne
l'�equation g�en�erale

(9:5)
@�
@t

=


�c

�
@2�
@x2

+
@2�
@y2

+
@2�
@z2

�
+

P
�c

;

appel�ee�equation de propagation de la chaleur. Aux notations pr�es, c'est exactement l'�equation
propos�ee par Fourier en 1807 ! Il est commode d'introduire la constante D = 
=�c sp�eci�que
du mat�eriau, qu'on appelle le coe�cient de di�usivit�e thermique (en m2s� 1). Avec cette
notation, l'�equation de la chaleur prend la forme usuelle

(9:6)
@�
@t

= D
�

@2�
@x2

+
@2�
@y2

+
@2�
@z2

�
+

P
�c

;

Lien avec les s�eries trigonom�etriques. L'�equation de la chaleur ne peut en g�en�eral être
r�esolue explicitement. Consid�erons le cas d'un barreau m�etalliquede longueurL, qui a �et�e
chau��e initialement de mani�ere non uniforme, et dont on �etudie l' �evolution de la temp�erature.
On l'assimile �a un segment [0; L] dans la direction 0x, en n�egligeant son �epaisseur et les
variations de temp�erature en y et z, de sorte que la temp�erature est juste une fonction
� (x; t ) de l'abscisse et du temps. En l'absence de production interne de chaleur, l'�equation
(9.6) prend la forme tr�es simpli��ee

(9:7)
@�
@t

= D
@2�
@x2

:

�A cette �equation, il faut ajouter le fait que le 
ux de chaleur �( x; t ) = � 
 @�
@x(x; t ) est nul

aux extrêmit�es du barreau, donc lorsquex = 0 ou x = L, ce qui donne les conditions
suppl�ementaires (ditesconditions aux limites)

(9:8)
@�
@x

(0; t) = 0 ;
@�
@x

(L; t ) = 0 :

Ces �equations sont d�ej�a bien assez di�ciles �a r�esoudre ! La m�ethode de Fourier consiste �a
rechercher des solutions sous forme de fonctions �a variables s�epar�ees � (x; t ) = f (x) g(t).
L'�equation (9.7) devient dans ce casf (x)g0(t) = Df 00(x)g(t), soit encore

g0(t)=g(t) = D f 00(x)=f (x)

si les fonctions ne s'annulent pas. On voit que ces quotients doiventêtre constants, disons
f 00(x)=f (x) = a et g0(t)=g(t) = aD. La deuxi�eme relation donne aussitôtg(t) = C eaDt ,
ce qui est physiquement inacceptable sia > 0 (la temp�erature augmenterait de mani�ere
exponentielle avec le temps). La constantea est donc n�egative ou nulle, et on peut poser
a = � ! 2. Ceci fournit alors les �equations di��erentielles bien connues

f 00(x) = � ! 2f (x); g0(t) = � (! 2D)g(t);

d'o�u les solutions

f (x) = � cos!x + � sin!x; g (t) = e� ! 2Dt �a constante pr�es;

� (x; t ) = f (x) g(t) = ( � cos!x + � sin!x )e� ! 2Dt :

La premi�ere condition (9.8) impose @�
@x(0; t) = �! e � ! 2Dt = 0, donc � = 0, et la seconde

donne alors @�
@x(L; t ) = � �! sin!L e � ! 2Dt = 0, donc sin!L = 0 (on remarquera que si

! = 0, la solution est f (x) = � + �x qui ne permet de r�ealiser (9.8) que si� = 0, auquel cas
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� (x; t ) = � = Cte, et sinon on peut supposer! > 0). Cette derni�ere condition montre que
l'on doit avoir !L = n� et donc ! = n�=L , n 2 N. Ceci fournit la solution

� (x; t ) = � cos
� n�

L
x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt ;

encore valable pourn = 0. Comme l'�equation (9.7) est lin�eaire, on peut ajouter ces solutions
entre elles, ce qui donne �egalement comme solutions toutes les sommes

� (x; t ) =
X

0� n� N

� n cos
� n�

L
x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt ;

et par passage �a la limite quandN ! + 1 toutes less�eries trigonom�etriques convergentes

(9:9) � (x; t ) =
+ 1X

n=0

� n cos
� n�

L
x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt :

Il faut supposer ici que les coe�cients (� n ) soient choisis en sorte que l'on puisse d�eriver terme
�a terme la s�erie deux fois par rapport �a x et une fois par rapport �a t, ce qui est le cas par
exemple si

P + 1
n=0 n2j� n j < + 1 . �A ce point, la grande audace de Fourier a �et�e de pr�etendre

que l'on obtenait ainsi toutes les solutions ! Si l'on �etudie l'�evolutionde la temp�erature �a
partir du temps t = 0, il faudrait d�ej�a que

(9:10) � (x; 0) =
+ 1X

n=0

� n cos
� n�

L
x
�

puisse repr�esenter au temps initial n'importe quelle fonction temp�erature su�samment r�egu-
li�ere sur l'intervalle [0 ; L], disons par exemple n'importe quelle fonction d�erivable �a d�eriv�ee
continue, de d�eriv�ee nulle enx = 0 et en x = L. Face aux objections de ses contemporains,
Fourier tente de se justi�er, et il y parvient en partie, mais une preuve vraiment indiscutable
de cette propri�et�e ne viendra que plus de 20 ans plus tard, avecle math�ematicien allemand
Gustav Lejeune-Dirichlet (1805{1859), en 1829. Il nous reste donc encore bien du travail
�a accomplir pour d�etailler et justi�er math�ematiquement tous ce s r�esultats et toutes ces
intuitions ! Ce sera l'objet des sections suivantes.

10. S�eries de Fourier, introduction

Comme nous l'avons d�ej�a entrevu, l'une des id�ees essentielles de Fourier est l'approximation
des fonctions p�eriodiques par des s�eries trigonom�etriques. Onintroduit �a cet e�et la d�e�nition
suivante.

D�e�nition 10.1. On appelle polynôme trigonom�etrique de degr�e� N et de pulsation! > 0
toute fonction de la forme

P(x) =
+ NX

n= � N

cnein!x ; cn 2 C:

On notera PN;! le C-espace vectoriel des polynômes trigonom�etriques de degr�e � N et de
plusation ! .

On voit imm�ediatement qu'il s'agit de fonctions p�eriodiques de p�eriode

T =
2�
!

:

On a en e�et e2�i = 1, d'o�u

ein! (x+ T ) = ein!x + in �2� = ein!x (e2�i )n = ein!x ;
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et donc P(x + T) = P(x) ; plus g�en�eralement, on a P(x + kT) = P(x) pour tout k 2 Z.

t t

Son de la 
ûte Son du violon

En th�eorie du signal, on s'int�eresse aux fonctions p�eriodiques dep�eriode T donn�ee, et la
question fondamentale est de savoir si on peut approcher tout signal p�eriodique f par une
suite f N 2 P N;! de polynômes trigonom�etriques, avec des composantes dont lesfr�equences
n! sont multiples de la fr�equence fondamentale! = 2�=T . Par r�ef�erence aux signaux sonores,
les composantescnein!x s'appellent les harmoniques de la fr�equence fondamentale.

La formule d'Euler
ein!x = cos(n!x ) + i sin(n!x )

permet d'�ecrire alternativement tout polynôme P(x) =
P

jnj� N cnein!x sous la forme

P(x) = c0 +
+ NX

n=1

an cos(n!x ) + bn sin(n!x )

avecan ; bn 2 C reli�es aux coe�cients cn par les relations
(

an = cn + c� n

bn = icn � ic� n
pour tout n � 1:

Lorsque l'on travaille avec des fonctions r�eelles, il peut en e�et s'av�erer plus commode de
travailler avec les fonctions cos et sin (mais pas toujours !). R�eciproquement, partant d'une
�ecriture en cos et sin, les formules

cos(n!x ) =
1
2

�
ein!x + e� in!x

�
; sin(n!x ) =

1
2i

�
ein!x � e� in!x

�

permettent de calculercn en fonctions des coe�cientsan et bn :

cn =
1
2

an +
1
2i

bn ; c� n =
1
2

an �
1
2i

bn :

Introduisons quelques d�e�nitions et notations utiles pour la suite.

Notation 10.2. Soit p � 0 un entier et I � R un intervalle. Pour K = R ou K = C, on
d�esignera par

(1) Cp(I; K) l'ensemble des fonctionsf : I ! K de classeCp, c'est-�a-dire l'ensemble des
fonctions f admettant des d�eriv�eesf , f 0, : : :, f (p) continues surI .

(2) Cp(R=TZ; K) l'ensemble des fonctionsf : R ! K de classeCp qui sont en outre
p�eriodiques de p�eriodeT : f (x + kT) = f (x) pour tout k 2 Z.

Il arrive cependant assez fr�equemment que certains signaux p�eriodiquesf utilis�es en �electro-
nique ou en physique ne soient pas continus (\signal carr�e" par exemple). Il est donc commode
d'introduire aussi les fonctions de classeCp par morceaux.
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D�e�nition 10.3. Soit p � 0 un entier.

(1) Une fonction f : [a; b] ! K est dite de classeCp par morceaux s'il existe une subdivi-
sion �nie

a = a0 < a 1 < : : : < a s = b
de [a; b] telle quef soit de classeCp sur chaque intervalle]ak� 1; ak [, et qu'en outre les
limites �a droite et �a gauche f (j )(ak � 0) = lim x! ak � 0 f (j )(x) existent pour tout k et tout
j = 0; 1; : : : ; p (avec la conventionf (0) = f ; on prend seulement la limite �a droite ena et la
limite �a gauche enb). On notera Cp

morc([a; b]; K) l'ensemble des fonctionsCp par morceaux.

(2) On notera de mêmeCp
morc(R=TZ; K) l'ensemble des fonctions p�eriodiques de p�eriodeT

qui sont de classeCp par morceaux sur tout intervalle[x0; x0 + T] (compte tenu de la
p�eriodicit�e, le choix de x0 n'a pas d'importance).

a a1 a2 a3 b

f

Fonction de classe Cp par morceaux

Sur le sch�ema pr�ec�edent, on voit quex = a2 est un point de continuit�e pour f , mais comme
c'est un point anguleux du graphe, il s'agit d'un point de discontinuit�epour f 0, seules les
d�eriv�ees �a droite et �a gauche sont d�e�nies.

D�e�nition 10.4. Si f est une fonction continue par morceaux, on d�e�nit lavaleur prin-
cipale de f en tout point par

VP( f )(x) =
1
2

�
f (x + 0) + f (x � 0)

�
:

On a donc en particulierVP( f )(x) = f (x) en tout point o�u f est continue.

Sur le sch�ema ci-dessus, on a par exemplef (a1) = VP( f )(a1), mais ce n'est pas le cas pour
le point a3 (dans cette d�e�nition, on ne se pr�eoccupe pas des d�eriv�ees de f : : : ).

Notation 10.5. Dans l'espaceCp
morc(R=TZ; K), on consid�ere le sous-espace

Cp [VP]
morc (R=TZ; K)

des fonctions p�eriodiques de classeCp par morceaux qui co•�ncident avec leur valeur principale
en tout point; autrement dit, on suppose que

f (x) = VP( f )(x) =
1
2

�
f (x + 0) + f (x � 0)

�

en tout point x de discontinuit�e. Il est imm�ediat que Cp [VP]
morc (R=TZ; K) est un sous-espace

vectoriel deCp
morc(R=TZ; K).

Pour f 2 C0
morc(R=TZ; C) et q > 0, on d�e�nit la semi-norme Lq de f comme �etant le nombre

r�eel � 0

kf kq =
�

1
T

Z x0+ T

x0

jf (x)jq dx
� 1=q

:
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L'int�egrale est bien d�e�nie grâce �a l'hypoth�ese que f est continue par morceaux. On notera
que l'int�egrale ne d�epend pas du choix du point initial x0 du fait de la p�eriodicit�e de f ; on
choisira souventx0 = 0 ou x0 = � T=2, en fonction de la commodit�e des calculs �a e�ectuer.
(Les espacesLq ont �et�e introduits �a la suite des travaux du math�ematicien fran �cais Henri-
L�eon Lebesgue (1875{1941), fondateur d'une th�eorie de l'int�egration tr�es am�elior�ee entre
1902 et 1904 ; c'est la raison pour laquelle on utilise la lettreL : : :). Dans toute la suite,
on consid�erera surtout la normeL2 (q = 2), car dans ce cas il s'agit d'une (semi)-norme
hermitienne associ�ee �a la forme sesquilin�eaire hermitienne semi-positive

hf; g i =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x)g(x) dx; f; g 2 C0
morc(R=TZ; C):

Cette forme sesquilin�eaire n'est pas d�e�nie positive surC0
morc(R=TZ; C) car les fonctionsf

nulles partout en dehors d'un ensemble �nif akg modulo T sont d'int�egrale nulle (et sont
bien continues par morceaux) ; elles constituent donc des vecteurs isotropes. Comme une
fonction continue� 0 d'int�egrale nulle est n�ecessairement nulle, on voit que ces fonctions f
sont les seuls vecteurs isotropes pr�esents dansC0

morc(R=TZ; C). Si l'on impose quef co•�ncide
avec sa valeur principale, cet ennui disparâ�t, car les valeursf (ak) sont alors n�ecessairement
nulles elles aussi :

Corollaire 10.6. Le produit scalaireL2 est d�e�ni positif sur C0 [VP]
morc (R=TZ; C).

L'une des observations essentielles de la th�eorie des s�eries de Fourier est la suivante.

Th�eor�eme 10.7. Pour a 2 R, consid�erons les fonctionsea, cosa, sina telles que

ea(x) = eiax ; cosa(x) = cos(ax); sina(x) = sin( ax):

Alors

(1) la famille (en! )n2 Z est une famille de vecteurs orthonorm�ee pour le produit scalaire her-
mitien L2, c'est-�a-dire que hen ; em i = � nm (indice de Kronecker).

(2) la famille (e0; cosn! ; sinn! )n� 1 est une famille orthogonale pour le produit scalaireL2 (sur
K = R ou C).

Les normesL2 de ces fonctions sont donn�ees par

kenk2 = 1; k cosn! k2
2 = k sinn! k2

2 =
1
2

:

D�emonstration. Commeen (x) = ein!x = e� in!x , on obtient par d�e�nition

hen ; em i =
1
T

Z T

0
ein!x eim!x dx =

1
T

Z T

0
ei (m� n)!x dx:

Si n = m, on a ei (m� n)!x = 1 et donc hen ; em i = 1. Si n 6= m, une primitive de ei (m� n)!x

est 1
i (m� n) e

i (m� n)!x , et compte tenu de la p�eriodicit�e on voit que l'int�egrale est nulle, i.e.
hen ; em i = 0. Ceci d�emontre d�ej�a le point (1). On v�eri�e ais�ement �a pa rtir de l�a que les
produits scalaires mutuels des fonctions

cosn! =
1
2

�
en! + e� n!

�
; sinm! =

1
2i

�
em! � e� m!

�
; n; m � 1;

sont nuls, sauf les normesL2 k cosm! k2
2 = j 1

2 j2 + j 1
2 j2 = 1

2 et k sinm! k2
2 = j 1

2i j
2 + j 1

2i j
2 = 1

2. En
d'autres termes, on a des \valeurs moyennes quadratiques" �egales �a 1

2 :

1
T

Z T

0
(cosn!x )2 dx =

1
T

Z T

0
(sin n!x )2 dx =

1
2

:
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Il est facile de voir aussi quee0 ? cosn! et e0 ? sinn! . Le Th�eor�eme en r�esulte. �

En utilisant la Proposition 5.5, on en d�eduit d�ej�a le corollaire suivant.

Corollaire 10.8. Les familles(en! )n2 Z et (e0; cosn! ; sinn! )n� 1 sont libres . En particulier,
l'espacePN;! des polynômes trigonom�etriques de degr�e� N est de dimension2N + 1 sur C ;
il admet

(en! )� N � n� + N comme base orthonorm�ee
et

(e0; cosn! ; sinn! )1� n� N comme base orthogonale.

�Etant donn�e une fonction f 2 C0
morc(R=TZ; C), on cherche maintenant un polynôme trigo-

nom�etrique f N 2 P N;! qui approxime f le mieux possible en normeL2. D'apr�es la Proposi-
tion 5.6, la fonction f N qui r�epond �a la question est la projection orthogonale

f N = � N (f ) de f sur PN;! :

D'apr�es les r�esultats vus �a la Section 4, nous avons la formule

f N =
+ NX

n= � N

hen! ; f i en! ;

soit encore

f N (x) =
+ NX

n= � N

cn (f ) ein!x

avec par d�e�nition

cn (f ) = hen! ; f i =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x) e� in!x dx:

Notation 10.9. Pour f 2 C0
morc(R=TZ; C), on appellecoe�cients de Fourier de f les

nombres complexesbf (n) = hen! ; f i , encore not�escn (f ), c'est-�a-dire

bf (n) = cn (f ) =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x) e� in!x dx:

Si l'on pr�ef�ere travailler avec des fonctions r�eelles, on utilisera plutôt la base orthogonale
(e0; cosn! ; sinn! )1� n� N . Compte tenu de la norme = 1p

2
de cosn! et sinn! , ceci conduit aux

formules alternatives

f N = he0; f i e0 +
NX

n=1

2hcosn! ; f i cosn! +2hsinn! ; f i sinn! ;

ou encore

f N (x) = c0(f ) +
NX

n=1

an (f ) cos(n!x ) + bn (f ) sin(n!x )

avec

c0(f ) = he0; f i =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x) dx = valeur moyenne def ;

an (f ) = 2 hcosn! ; f i =
2
T

Z x0+ T

x0

f (x) cos(n!x ) dx;

bn (f ) = 2 hcosn! ; f i =
2
T

Z x0+ T

x0

f (x) sin(n!x ) dx:
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Lorsquef est paire ou impaire, on peut utiliser le choix sym�etriquex0 = � T=2 qui conduit
�a consid�erer des int�egrales

RT=2
� T=2(:::), et on en d�eduit l'observation pratique importante :

Proposition 10.10.

(1) Si f est paire, alorsbn (f ) = 0 et la projection f N = � N (f ) est donn�ee par

f N (x) = c0(f ) +
NX

n=1

an (f ) cos(n!x ); an (f ) =
4
T

Z T=2

0
f (x) cos(n!x ) dx; n � 1:

(2) Si f est impaire, alorsan (f ) = 0 et la projection f N = � N (f ) est donn�ee par

f N (x) =
NX

n=1

bn (f ) sin(n!x ); bn (f ) =
4
T

Z T=2

0
f (x) sin(n!x ) dx; n � 1:

En g�en�eral, comme f = f N + ( f � f N ) avec f N 2 P N;! et (f � f N ) 2 P ?
N;! , le th�eor�eme de

Pythagore donne la formule

kf k2
2 = kf N k2

2 + kf � f N k2
2;

en particulier kf N k2
2 � k f k2

2. Cette in�egalit�e, attribu�ee au math�ematicien Friedrich Wilhelm
Bessel (1784{1846) peut encore s'�enoncer sous la forme suivante.

Th�eor�eme 10.11 (In�egalit�e de Bessel). Pour tout f 2 C0
morc(R=Z; C) et tout entier N 2 N,

on a l'in�egalit�e
+ NX

n= � N

jcn (f )j2 � k f k2
2 =

1
T

Z x0+ T

x0

jf (x)j2dx:

La question essentielle qui subsiste est de savoir si l'on a bien limN ! + 1 kf � f N k2 = 0
(et donc limN ! + 1 kf N k2 = kf k2). Ce probl�eme est li�e �a l'�etude de la convergence de la
s�erie de Fourier de f , �a savoir la s�erie trigonom�etrique

+ 1X

n= �1

cn (f ) ein!x :

Avant d'entamer l'�etude de la convergence d'une telle s�erie, nousaurons besoin de quelques
r�esultats pr�eliminaires g�en�eraux concernant les s�eries num�eriques (sommes in�nies de nombres
r�eels ou complexes).

11. Notions de base sur les s �eries num �eriques et les s �eries de fonctions

Une s�erie num�erique est une somme in�nie de la forme

(� )
+ 1X

n= n0

un ; un 2 R ou C:

Dans la th�eorie des s�eries de Fourier on a plutôt a�aire �a des sommes in�nies sur Z tout
entier, du type

P + 1
n= �1 un =

P + 1
n= �1 cnein!x ; on les regroupera en g�en�eral sous la forme

c0 +
+ 1X

n=1

(cnein!x + c� ne� in!x )

(on pourrait aussi calculer s�epar�ement les deux sommes
P + 1

n=0 un ,
P + 1

n=1 u� n et les ajouter,
mais les conditions de convergence ne sont pas exactement identiques en g�en�eral car les



80

termes un et u� n peuvent se compenser entre eux). Pour donner sens �a une somme in�nie
telle que (� ), on calcule lessommes partielles

SN =
NX

n= n0

un = un0 + un0+1 + : : : + un + : : : + uN � 1 + uN

et on pose la d�e�nition suivante.

D�e�nition 11.1. On dit que la s�erie
P + 1

n= n0
un estconvergente si la limite S = lim N ! + 1 SN

existe dansC. Dans ce cas on �ecrit
+ 1X

n= n0

un = S

et on dit que S est la somme de la s�erie . Dans le cas contraire, on dit que la s�erie
est divergente .

Il est clair que toute combinaison lin�eaire
P + 1

n= n0
(�u n + �v n ) de s�eries convergentes

P
un ,P

vn est convergente. Une autre observation imm�ediate importante est la suivante :

Proposition 11.2. Pour qu'une s�erie
+ 1X

n= n0

un converge, il est n�ecessaire quelim
n! + 1

un = 0.

D�emonstration. En e�et, on a un = Sn � Sn� 1, donc l'existence d'une limiteS = lim N ! + 1 SN

implique limn! + 1 un = S � S = 0. �

Si la s�erie converge, on appellereste d'ordre N de la s�erie la di��erence RN = S � SN .
Il est �evident que l'on a alors

RN =
+ 1X

n= N +1

un et lim
N ! + 1

RN = 0:

Exemple 11.3. Consid�erons la \s�erie g�eom�etrique de raisona"
+ 1X

n= n0

an ; a 2 C:

D'apr�es une identit�e remarquable bien connue on obtient

SN = an0 (1 + a + a2 + : : : + aN � n0 ) = an0
1 � aN � n0+1

1 � a
=

an0 � aN +1

1 � a
si a 6= 1:

� Si a = 1, on trouve SN = N � n0 + 1, donc limN ! + 1 SN = + 1 , la s�erie est divergente.

Supposons maintenanta 6= 1.

� Si jaj < 1, nous avons limN ! + 1 aN +1 = 0, donc la s�erie g�eom�etrique est convergente et
+ 1X

n= n0

an = lim
N ! + 1

SN =
an0

1 � a
:

� Si jaj > 1, nous avons limN ! + 1 jaN +1 j = + 1 , donc limN ! + 1 jSN j = + 1 et la s�erie
g�eom�etrique est divergente.

� Si jaj = 1, c'est-�a-dire a = ei� , le nombre complexeaN +1 = ei (N +1) � d�ecrit le cercle
trigonom�etrique sans avoir de limite sia 6= 1, la suite (SN ) n'a donc pas de limite et la s�erie
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est divergente. On remarquera cependant que l'on a dans ce cas

jSN j �
2

j1 � aj
;

les sommes partielles sont born�ees. Par exemple, dans le casa = � 1 et n0 pair, on voit
aussitôt que les sommes partiellesSn successives sont 1; 0; 1; 0; 1; 0; : : : .

En r�esum�e, la s�erie g�eom�etrique de raison a converge si et seulement sijaj < 1, et dans ce
cas le reste de la s�erie est donn�e par

RN =
+ 1X

n= N +1

an =
aN +1

1 � a
:

S�erie �a termes positifs. Les s�eries les plus simples �a �etudier sont les s�eries �a termes r�eels
un � 0. En e�et les sommes partiellesSN forment alors unesuite croissante � 0, puisque
SN = SN � 1 + uN � SN � 1. On a donc deux �eventualit�es :

� la suite (SN ) est major�ee. Dans ce cas elle admet une limiteS �egale �a sa borne sup�erieure,
et la s�erie

P + 1
n= n0

un converge versS 2 R+ .

� la suite (SN ) n'est pas major�ee. Dans ce cas limN ! + 1 SN = + 1 et la s�erie est divergente.
On convient d'�ecrire encore

+ 1X

n= n0

un = + 1

(cette notation �etant r�eserv�ee exclusivement au cas des s�eries �a termes positifs).

Le crit�ere de comparaison suivant est tr�es utile, même s'il est quasiment �evident.

Proposition 11.4 (Crit�ere de comparaison). Soient
P + 1

n= n0
un et

P + 1
n= n0

vn deux s�eries telles
queun � vn � 0 pour n � n1 assez grand.

� Si
P + 1

n= n0
un converge, alors

P + 1
n= n0

vn converge.

� Si
P + 1

n= n0
vn diverge, alors

P + 1
n= n0

un diverge(vers + 1 ).

D�emonstration. Comme la nature (convergence/divergence) d'une s�erie ne change pas si on
change l'indice de sommation initialn0, on peut toujours supposer quen1 = n0 (quitte �a
remplacern0 et n1 par max(n0; n1)). Soit SN (resp.S0

N ) les sommes partielles de
P

un (resp.
de

P
vn ). L'hypoth�ese un � vn � 0 entrâ�neSN � S0

N � 0. Par cons�equent, siS =
P + 1

n= n0
un

converge, la suite (S0
N ) admet la majoration S0

N � Sn � S, donc
P + 1

n= n0
vn converge.

Si
P + 1

n= n0
vn diverge, alors limN ! + 1 S0

N = + 1 , donc
P + 1

n= n0
un = lim N ! + 1 SN = + 1 di-

verge. �

Remarque 11.5. Si un > 0 et vn > 0 sont telles queun � vn quand n ! + 1 , on en
d�eduit que les s�eries

P
un et

P
vn sont de même nature, puisque pour tout" > 0 on a

0 � un � (1 + ")vn et 0 � vn � (1 + ")un pour n � n" assez grand.

M�ethode de comparaison des s�eries et des int�egrales. Soit f : [n0; + 1 [ ! R
une fonction positive d�ecroissante. Nous allons comparer la s�erie

P + 1
n= n0

f (n) et l'int�egrale
R+ 1

n0
f (x) dx.
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f (n � 1)
f (n)

f (n + 1)

n � 1 n n + 1 x

y

f (n) f (n+1)

f

Commef est d�ecroissante, on a les in�egalit�es
Z n+1

n
f (x) dx � f (n) �

Z n

n� 1
f (x) dx:

En e�ectuant la somme den = n0 �a N , il vient
Z N +1

n0

f (x) dx �
NX

n= n0

f (n) � f (n0) +
Z N

n0

f (x) dx:

Si l'on pose par d�e�nition
Z + 1

n0

f (x) dx = lim
A! + 1

Z A

n0

f (x) dx;

on obtient en d�e�nitive l'encadrement :

Th�eor�eme 11.6. Pour toute fonction f : [n0; + 1 [ ! R positive d�ecroissante on a
Z + 1

n0

f (x) dx �
+ 1X

n= n0

f (n) � f (n0) +
Z + 1

n0

f (x) dx;

en particulier la s�erie
P + 1

n= n0
f (n) et l'int�egrale

R+ 1
n0

f (x) dx sont simultan�ement conver-
gentes ou divergentes.

Nous allons utiliser ce crit�ere pour d�eterminer la nature de la s�eriede Riemann

� (� ) =
+ 1X

n=1

1
n�

; � 2 R;

�etdi�ee en profondeur par le math�ematicien Bernhard Riemann (1826{1866). �A l'aide d'une
d�e�nition alternative, Riemann montra en fait la possibilit�e d'�eten dre � (� ) �a tout � 2 Cr f 1g.
\L'hypoth�ese de Riemann" est la question de savoir si les z�eros� (� ) = 0 de � v�eri�ant
Re(� ) > 0 sont bien tous situ�es sur la droite Re(� ) = 1

2 . C'est une des questions majeures
non r�esolues des math�ematiques contemporaines, qui aurait d'importantes cons�equences en
arithm�etique et en cryptographie ; c'est d'ailleurs l'un des sept \probl�emes du mill�enaire",
dont la solution est r�ecompens�ee par un prix d'un million de Dollars !

Notons que 1
n � = n� � � 1 lorsque � � 0, donc nous trouvons� (� ) = + 1 avec la

d�e�nition ci-dessus. Lorsque� > 0, la fonction f (x) = x � � est d�ecroissante, et on d�eduit du
Th�eor�eme 11.6 que la s�erie� (� ) est de même nature que l'int�egrale

R+ 1
1 x � � dx. Or

Z A

1
x � � dx =

h 1
1 � �

x1� �
i A

1
=

1 � A1� �

� � 1
si � 6= 1
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et
RA

1 x � � dx = ln A si � = 1, de sorte que la convergence a lieu si et seulement si� > 1,
avec

R+ 1
1 x � � dx = 1

� � 1 , tandis que
R+ 1

1 x � � dx = + 1 si � � 1. Par cons�equentla s�erie de
Riemann � (� ) converge si et seulement si � > 1. Le Th�eor�eme 11.6 donne l'encadrement

1
� � 1

� � (� ) � 1 +
1

� � 1
=

�
� � 1

:

On notera en particulier que la \s�erie harmonique" 1 + 1
2 + : : : + 1

n + : : : est divergente.
D'apr�es ce que nous avons vu pr�ec�edemment, la somme partielleSN = 1 + 1

2 + : : : + 1
N

satisfait l'encadrement

ln(N ) � ln(N + 1) � SN � 1 + ln( N );

on a doncSN � ln(N ) quand N ! + 1 .

S�eries absolument convergentes. Lorsque la s�erie
P

un n'est plus �a termes positifs, on
peut essayer de s'y ramener en �etudiant la s�erie

P
jun j, qui est quant �a elle �a termes positifs.

D�e�nition 11.7. On dit que la s�erie
P

un est absolument convergente si la s�erie des modulesP
jun j est convergente.

Consid�erons par exemple la s�erie
+ 1X

n=1

(� 1)n� 1

n
= 1 �

1
2

+
1
3

�
1
4

+ : : : +
1

2p � 1
�

1
2p

+ : : : :

Comme
�
� (� 1)n � 1

n

�
� = 1

n et que la s�erie harmonique est divergente, on en conclut que la

s�erie
P + 1

n=1
(� 1)n � 1

n n'est pas absolument convergente. Cependant, en regroupant les termes
cons�ecutifs deux par deux, on observe que ces termes \se compensent presque" :

0 <
1

2p � 1
�

1
2p

=
1

2p(2p � 1)
�

1
4p2

quand p ! + 1 :

Comme la s�erie de Riemann� (2) =
P + 1

p=1
1
p2 converge, on en d�eduit facilement que la s�erie

P + 1
n=1

(� 1)n � 1

n est en fait convergente (on peut montrer que sa somme vaut ln(2)). En g�en�eral,
nous avons le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 11.8. Toute s�erie
P

un absolument convergente est convergente.

D�emonstration. L'hypoth�ese est que
P

jun j converge. Lorsqueun 2 R, on utilise la d�ecompo-
sition d'un r�eel x en sa partie positivex+ = max( x; 0) et sa partie n�egativex � = max( � x; 0)
(de sorte que par exemple (� 3)+ = 0, ( � 3)� = 3, tandis que la partie n�egative d'un r�eel
x � 0 est nulle). Avec cette notation, on v�eri�e aussitôt que l'on peut�ecrire

x = x+ � x �

pour tout r�eel x. Comme 0� (un)+ � j un j et 0 � (un)� � j un j, l'hypoth�ese de convergence
absolue et le principe de comparaison entrâ�nent que les s�eries

P
(un )+ et

P
(un)� convergent,

mais alors X
un =

X
((un)+ � (un)� )

est bien convergente. Lorsqueun 2 C, on �ecrit un = xn + iyn avec xn ; yn 2 R. Comme
0 � j xn j � j un j et 0 � j yn j � j un j, on en conclut que les s�eries

P
xn et

P
yn sont absolument

convergentes (et donc convergentes, puisque le cas r�eel est d�ej�a d�emontr�e). Par cons�equent
X

un =
X

xn + iyn

est bien convergente dansC. �
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Une application importante �a la th�eorie des s�eries de Fourier est lasuivante.

Th�eor�eme 11.9. Si
P

n2 Z cn est une s�erie absolument convergente de nombres complexes,
la s�erie trigonom�etrique

S(x) =
+ 1X

n= �1

cnein!x

converge vers une fonctionS : R ! C continue . De plus, siSN (x) =
P + N

n= � N cnein!x , on a
convergence uniforme de SN vers S, c'est-�a-dire que la \norme L1 "

kS � SN k1 := sup
x2 R

jS(x) � SN (x)j

tend vers0 quandN tend vers+ 1 .

D�emonstration. L'hypoth�ese est que la s�erie
P

n2 Z jcn j converge. Commejcnein!x j = jcn j,
il r�esulte du th�eor�eme pr�ec�edent que les s�eries

P + 1
n=1 c� ne� in!x convergent en tout point. De

plus

jS(x) � SN (x)j =
�
�
�

+ 1X

n= N +1

(cnein!x + c� ne� in!x )
�
�
� � RN :=

+ 1X

n= N +1

(jcn j + jc� n j)

et le resteRN tend bien vers 0 quandN tend vers l'in�ni puisqu'il s'agit du reste d'une
s�erie convergente ; nous avons ici par d�e�nitionkS � SN k1 � RN . Fixons maintenant un
point x0 2 R et " > 0. Il existe alorsN (d�ependant de ") tel que 0 � RN � " . Comme la
fonction SN est une somme �nie de fonctions trigonom�etriques, elle est continue au point x0

et il existe � > 0 tel que jx � x0j � � implique jSN (x) � SN (x0)j � " . Pour jx � x0j � � on
obtient par cons�equent

jS(x) � S(x0)j � j S(x) � SN (x)j + jSN (x) � SN (x0)j + jSN (x0) � S(x0)j � RN + " + RN � 3":

Ceci montre que la fonctionS est bien continue enx0. �

S�eries altern�ees . Consid�erons une \s�erie altern�ee" de terme g�en�eral un = ( � 1)ncn avec une
suite (cn ) positive d�ecroissante tendant vers 0 quand n ! + 1 . On symbolise souvent
cette situation en �ecrivant

+ 1X

n= n0

(� 1)ncn ; cn & 0:

Si on regroupe les termes d'indices 2p et 2p+1, on obtient c2p� c2p+1 , qui v�eri�e l'encadrement

0 � c2p � c2p+1 � c2p � c2p+2

du fait de la d�ecroissance de la suite (cn ). Maintenant, si l'on fait la somme de ces in�egalit�es
�a partir d'un indice initial pair n0 = 2p0, on voit que

S2p+1 = ( c2p0 � c2p0+1 ) + : : : + ( c2p � c2p+1 ) � (c2p0 � c2p0+2 ) + : : : + ( c2p � c2p+2 )

= c2p0 � c2p+2 � c2p0 :

Ceci entrâ�ne que (S2p+1 ) est une suite croissante major�ee, donc la limiteS = lim p! + 1 S2p+1

existe, avec d'ailleurs 0� S � c2p0 . On notera que l'on a aussiS2p = S2p� 1+ c2p ! S, puisque
limp! + 1 c2p = 0 par hypoth�ese. Ceci entrâ�ne imm�ediatement qu'une s�erie altern�ee comme
ci-dessus est toujours convergente, et que la somme

P + 1
n= n0

(� 1)ncn est major�ee en valeur
absolue par le terme initialcn0 et du même signe (� 1)n0 que lui (si n0 est pair, c'est ce qu'on
a vu, et si n0 est impair, il su�t de changer tous les signes et de d�ecaler les indicesd'une
unit�e). En particulier le reste RN = S � SN =

P
n= N +1 (� 1)ncn est du signe de (� 1)N +1 et
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major�e par cN +1 , ce qui permet d'estimer la vitesse de convergence. On d�eduit parexemple
de ce qui pr�ec�ede que la s�erie de Riemann altern�ee

e� (� ) =
+ 1X

n=1

(� 1)n� 1

n�

est convergente pour tout� > 0. Comme les termes d'indices pairs donnent la contribution

�
� 1

2�
+

1
4�

+ : : : +
1

(2p)�
+ : : :

�
= �

1
2�

�
1 +

1
2�

+ : : : +
1
p�

+ : : :
�

= �
1
2�

� (� )

et qu'il faut l'ajouter deux fois �a � (� ) pour obtenir e� (� ), on voit que

e� (� ) = � (� ) � 2 �
1
2�

� (� ) =
�

1 �
1

2� � 1

�
� (� )

pour � > 1.

12. S�eries de Fourier, th �eor �emes fondamentaux de convergence

Pour f 2 C0
morc(R=TZ; C), nous �etudions ici la convergence des sommes partielles de la s�erie

de Fourier introduite dans la Section 10 :

f N (x) =
+ NX

n= � N

cn (f ) ein!x o�u cn (f ) =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x) e� in!x dx:

Les r�esultats fondamentaux sont les suivants.

Th�eor�eme 12.1 (Dirichlet, 1829). Supposons quef 2 C0
morc(R=TZ; C) admette des d�eriv�ees

�a droite et �a gauche en un point x 2 R (il su�t pour cela que f soit de classeC1 par
morceaux). Alors en ce point

lim
N ! + 1

f N (x) =
+ 1X

n= �1

cn (f ) ein!x = VP( f )(x) =
1
2

�
f (x + 0) + f (x � 0)

�
:

Th�eor�eme 12.2 (ConvergenceL1 ). Si f est de classeC1 par morceaux sans discontinuit�es,
alors f N converge uniform�ement versf (i.e. kf � f N k1 tend vers0 quandN ! + 1 ).

Le r�esultat suivant est dû �a Marc-Antoine Parseval (1755{1836).

Th�eor�eme 12.3 (Parseval). Pour toute fonction f 2 C0
morc(R=TZ; C) on a

kf k2
2 =

1
T

Z x0+ T

x0

jf (x)j2dx =
+ 1X

n= �1

jcn (f )j2:

En termes des coe�cientsan (f ), bn (f ), ceci s'�ecrit

kf k2
2 = jc0(f )j2 +

1
2

+ 1X

n=1

�
jan (f )j2 + jbn (f )j2

�
:

Corollaire 12.4 (ConvergenceL2). Pour toute fonction f 2 C0
morc(R=TZ; C), le polynôme

trigonom�etrique f N converge en normeL2 vers f , c'est-�a-dire

lim
N ! + 1

kf � f N k2 = 0:
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Avant de passer aux d�emonstrations de ces r�esultats, donnons d'abord quelques exemples.
Lorsqu'on travaille avec des fonctions continues par morceaux, onnotera que l'on peut com-
mencer par remplacerf par VP(f ) dans les calculs, car ceci ne changef qu'en un nombre
�ni de points, par cons�equent les coe�cients de Fouriercn (f ) ne sont pas modi��es et les
conclusions des �enonc�es de convergence ne sont pas a�ect�es.

Exemple 12.5 (Signal en dent de scie discontinu). Soit f la fonction p�eriodique de p�eriode
T = 2� (i.e. de pulsation ! = 1) telle que f (x) = � � x pour x 2 ]0; 2� [. On a alors
f (0 + 0) = � , f (0 � 0) = f (2� � 0) = � � , donc on posef (0) = f (2k� ) = 0 a�n que f
co•�ncide avec sa valeur principale aux points 2k� , k 2 Z.

� 2� � 2�0

�

� �

x

f (x)

La fonction f �etant impaire, on est amen�e �a calculer uniquement les coe�cientsbn (f ) :

bn (f ) =
4

2�

Z �

0
(� � x) sin(nx) dx =

2
�

h
� (� � x)

cos(nx)
n

i �

0
�

2
�

Z �

0

cos(nx)
n

dx =
2
n

:

Le th�eor�eme de Dirichlet implique
+ 1X

n=1

2
n

sin(nx) = VP( f )(x) = f (x) pour tout x 2 R:

En particulier, pour x = �= 2 et n = 2p pair, on a sin(n�= 2) = sin(p� ) = 0, tandis que
pour n = 2p + 1 impair on a sin(n�= 2) = sin((2p + 1) �= 2) = ( � 1)p. L'identit�e pr�ec�edente
nous donne une formule d�ej�a connue du math�ematicien indien M�adhava de Sa~ngam�agrama
(1350{1425), et red�ecouverte par Gregory et Leibniz entre 1670 et 1680 :

+ 1X

p=0

(� 1)p

2p + 1
= 1 �

1
3

+
1
5

+ : : : +
(� 1)p

2p + 1
+ : : : =

�
4

:

L'identit�e de Parseval implique d'autre part

1
2

+ 1X

n=1

jbn (f )j2 =
1
2

+ 1X

n=1

4
n2

=
1

2�

Z �

� �
jf (x)j2dx =

1
�

Z �

0
(� � x)2dx =

� 2

3
;

et on en d�eduit une autre formule c�el�ebre :

� (2) =
+ 1X

n=1

1
n2

=
� 2

6
(Euler 1735):

Exemple 12.6. On consid�ere maintenant la fonctionf p�eriodique de p�eriode 2� telle que
f (x) = eax sur [� �; � [, o�u a est un param�etre r�eel non nul. Elle est bien de classeC1 par
morceaux, avec des discontinuit�es aux points� + 2k� , k 2 Z. La fonction f n'est ni paire ni
impaire, et on s'aper�coit tout de suite qu'il est beaucoup plus facile de calculer les coe�cients
complexescn (f ). En e�et, comme aaxe� inx = e(a� in )x et e� in� = ( � 1)n , on trouve

cn (f ) =
1

2�

Z �

� �
eaxe� inx dx =

1
2�

he(a� in )x

a � in

i �

� �
=

1
2� (a � in )

(� 1)n (ea� � e� a� ):
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On en d�eduit

+ 1X

n= �1

cn (f )einx =
ea� � e� a�

2�

�
1
a

+
+ 1X

n=1

(� 1)n
� einx

a � in
+

e� inx

a + in

� �

=
ea� � e� a�

2�

�
1
a

+
+ 1X

n=1

(� 1)n 2a cos(nx) � 2n sin(nx)
a2 + n2

�
;

et cette s�erie a pour somme VP(f )(x) en tout point, soit f (x) pour x 6= � + 2k� , et
VP( f )( � + 2k� ) = 1

2(ea� + e� a� ).

� 3� � � �0 3�

�

x

f (x)

VP( f )( � )

En particulier, pour x = 0 et x = � , nous obtenons les formules

ea� � e� a�

2�

�
1
a

+
+ 1X

n=1

(� 1)n 2a
a2 + n2

�
= 1;

ea� � e� a�

2�

�
1
a

+
+ 1X

n=1

2a
a2 + n2

�
=

1
2

�
ea� + e� a�

�
:

L'identit�e de Parseval donne quant �a elle

+ 1X

n= �1

jcn (f )j2 =
+ 1X

n= �1

(ea� � e� a� )2

4� 2(a2 + n2)
=

1
2�

Z �

� �
e2ax dx =

e2a� � e� 2a�

4a�
:

Ceci fournit la formule
+ 1X

n= �1

1
a2 + n2

=
�
a

ea� + e� a�

ea� � e� a�

(qui se trouve fortuitement être �equivalente �a celle trouv�eeplus haut pour x = � ).

Exemple 12.7 (Signal en dent de scie continu). On consid�ere ici la fonction p�eriodique de
p�eriode 2� telle quef (x) = � � j xj pour x 2 [� �; � ].

� 3� � � 0 � 3�

�

x

f (x)

Il s'agit d'une fonction continue, de classeC1 par morceaux. La fonctionf est paire, on calcule
donc les coe�cients an (f ). La valeur moyenne def est c0(f ) = �= 2 (calcul imm�ediat), et
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pour n � 1 on obtient

an (f ) =
4

2�

Z �

0
(� � x) cos(nx) dx =

2
�

h
(� � x)

sin(nx)
n

i �

0
�

2
�

Z �

0
�

sin(nx)
n

dx

=
2
�

h
�

cos(nx)
n2

i �

0
=

2
�

(1 � (� 1)n )
n2

:

Seuls les coe�cientsan (f ) d'indices impairs sont non nuls, et on trouvea2p+1 (f ) = 4
�

1
(2p+1) 2 .

On a VP(f ) = f et le th�eor�eme de Dirichlet implique

�
2

+
+ 1X

p=0

4
�

1
(2p + 1) 2

cos((2p + 1) x) = f (x) pour tout x 2 R:

En particulier, pour x = 0 on trouve

� =
�
2

+
+ 1X

p=0

4
�

1
(2p + 1) 2

;

donc
+ 1X

p=0

1
(2p + 1) 2

=
� 2

8
:

Ce r�esultat est bien coh�erent avec celui d�ej�a trouv�e pour � (2), puisque la somme
P + 1

p=0
1

(2p+1) 2

est �egale �a (1 � 1
4)� (2) = � 2

8 (les termes d'indices pairs dans la s�erie� (2) ayant pr�ecis�ement
pour somme1

4 � (2)). L'identit�e de Parseval donne ici

jc0(f )j2 +
1
2

+ 1X

n=1

jan (f )j2 =
� 2

4
+

1
2

+ 1X

n=1

16
� 2

1
(2p + 1) 4

=
1

2�

Z �

� �
jf (x)j2dx =

1
�

Z �

0
(� � x)2dx =

� 2

3
;

et on en d�eduit
+ 1X

p=0

1
(2p + 1) 4

=
� 4

96
=

�
1 �

1
16

�
� (4) d'o�u � (4) =

+ 1X

n=1

1
n4

=
� 4

90
:

Exemple 12.8. Signal carr�e (ou signal en cr�eneau). Il s'agit de la fonctionf de p�eriode 2�
telle quef (x) = 1 si x 2 ]0; � [ , f (x) = � 1 si x 2 ] � �; 0[ et f (k� ) = 0.

� � 0

1

� 1
x

f (x)

La fonction f est de classeC1 par morceaux, impaire, et

bn (f ) =
4

2�

Z �

0
sin(nx) dx =

2
�

h
�

cos(nx)
n

i �

0
=

2
�

1 � (� 1)n

n
;

d'o�u b2p+1 (f ) = 4
�

1
2p+1 et bn (f ) = 0 si n = 2p est pair. Commef = VP( f ), on trouve

+ 1X

p=0

4
�

1
2p + 1

sin((2p + 1) x) = f (x) pour tout x 2 R;
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et l'identit�e de Parseval implique

1
2

+ 1X

n=1

jbn (f )j2 =
1
2

+ 1X

p=0

16
� 2

1
(2p + 1) 2

= kf k2
2 = 1

(qui redonne la valeur
P + 1

p=0
1

(2p+1) 2 = � 2

8 d�ej�a connue). Il est particuli�erement int�eressant
dans ce cas d'observer les sommes partiellesf N (x) approchant la fonction en cr�eneau :

0 � p � 0; N = 1 0 � p � 2; N = 5

0 � p � 4; N = 9 0 � p � 8; N = 17

Henry Wilbraham a remarqu�e en 1848 que des oscillations persistent�a proximit�e des dis-
continuit�es, même lorsque l'entierN est pris tr�es grand : les bosses se rapprochent de la dis-
continuit�e, mais la hauteur des oscillations au del�a de l'intervalle de saut ne tend pas vers 0.
Cette observation resta cependant lettre morte jusqu'en 1898,ann�ee o�u Albert Michelson
utilisa une table tra�cante pour obtenir des repr�esentations graphiques plus pr�ecises. Il crut
d'abord que les oscillations provenaient d'impr�ecisions de trac�e, mais Josiah Willard Gibbs
comprit en 1899 qu'il s'agissait bel et bien d'un ph�enom�ene math�ematique. Celui-ci est connu
maintenant sous le nom deph�enom�ene de Gibbs .

Pour expliciter le ph�enom�ene, calculons la somme partiellef N (x) pour N = 2m � 1 et
x = a=2m. On trouve

f 2m� 1(x) =
m� 1X

p=0

4
�

sin((2p + 1) x)
2p + 1

=) f 2m� 1

� a
2m

�
=

a
m

m� 1X

p=0

2
�

sin((p + 1
2)a=m)

(p + 1
2)a=m

:

On observe que l'expression de droite n'est autre qu'une somme de Riemann de la fonc-
tion continue g(x) = 2

�
sin x

x , int�egr�ee sur l'intervalle [0 ; a], avec une subdivision enm sous-
intervalles de longueura=m et des valeurs prises au milieu (p + 1

2)a=m de chaque sous-
intervalle. Comme la fonctiong est continue, il en r�esulte que

lim
m! + 1

f 2m� 1

� a
2m

�
=

Z a

0
g(x) dx =

2
�

Z a

0

sinx
x

dx:

La fonction \sinus int�egral" d�e�nie par

SI(a) =
2
�

Z a

0

sinx
x

dx
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est une fonction impaire (puisquex 7! sin x
x est paire). Comme sin(x + n� ) = ( � 1)n sinx, on

voit que

un =
2
�

Z (n+1) �

n�

sinx
x

dx = ( � 1)n 2
�

Z �

0

sinx
n� + x

dx

d�e�nit une s�erie altern�ee
P + 1

n=0 un dont la valeur absolue du terme g�en�eraljun j est d�ecroissante
et tend vers 0. On d�eduit du th�eor�eme des s�eries altern�ees que la s�erie

P + 1
n=0 un est conver-

gente, et donc que l'int�egrale 2
�

R+ 1
0

sin x
x dx converge elle aussi ; on montrera plus loin que

lima! + 1 SI(a) = 1. La repr�esentation graphique de SI (donn�ee ici seulement sur [0; + 1 [)
fournit de fa�con pr�ecise l'allure des oscillations quandN ! + 1 :

0 � 2� 4� 6� a

1

1:18

SI(a)

Un calcul num�erique montre que la fonction SI passe par un maximumSI(� ) = u0 =
2
�

R�
0

sin x
x dx ' 1:17898: : : (l�a encore, cela r�esulte du fait que le signe deun est altern�e).

En g�en�eral, on peut obtenir le r�esultat suivant que nous d�emontrerons plus loin.

Th�eor�eme 12.9 (Ph�enom�ene de Gibbs). Les sommes partiellesf N (x) =
P

jnj� N cn (f ) ein!x

de la s�erie de Fourier d'une fonctionf 2 C1
morc(R=TZ; C) v�eri�ent les estimations suivantes.

Si x0 < x 1 < : : : < x s = x0 + 2� sont les points de discontinuit�e modulo2� , il existe des
constantesC1; C2; C3; C4 � 0 telles que pour tout� 2 ]0; T=4], on ait

� convergence uniforme def N vers f �a l'�ecart des points de discontinuit�e :
�
�
� f N (x) � f (x)

�
� �

C1

�N
+

C2p
N

pour x 2 [xk + �; x k+1 � � ], 0 � k � s � 1;

� les \estim�ees de saut" suivantes au voisinage de chaque point de discontinuit�e xk :
�
�
� f N (xk + h) �

�
VP( f )(xk) +

1
2

�
f (xk + 0) � f (xk � 0)

�
SI(N!h )

�
�
� � C3h +

C4p
N

si jhj � �:

Il en r�esulte que pour toutx 2 R et tout a 2 R on a

lim
N ! + 1

f N (x + a=N) = VP( f )(x) +
1
2

�
f (x + 0) � f (x � 0)

�
SI(!a ):

Cette valeur tend versf (x � 0) quanda ! �1 et se r�eduit simplement �a f (x) si x est un
point de continuit�e de f .

Preuve des r�esultats de convergence fondamentaux. Pour f 2 C0
morc(R=TZ; C), on

sait que la s�erie
P + 1

n= �1 jcn (f )j2 est convergente et que sa somme est major�ee parkf k2
2

(in�egalit�e de Bessel). La Proposition 11.2 entrâ�ne d�ej�a le r�esultat important suivant.
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Th�eor�eme 12.10 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour tout f 2 C0
morc(R=TZ; C) on a

lim
n!�1

cn (f ) = lim
n!�1

an (f ) = lim
n!�1

bn (f ) = 0 :

D�emonstration. En e�et, la convergence de la s�erie
P + 1

n= �1 jcn (f )j2 exige que

lim
n!�1

cn (f ) = 0 :

Les relations entre les coe�cientsan (f ), bn (f ), cn (f ) impliquent que an (f ), bn (f ) tendent
�egalement vers 0 quandn ! + 1 ou n ! �1 . �

On cherche maintenant une expression int�egrale explicite pour le polynôme trigonom�etrique

f N (x) =
+ NX

n= � N

cn (f )ein!x :

Comme

cn (f ) =
1
T

Z x0+ T

x0

f (y) e� in!y dy;

nous obtenons

f N (x) =
+ NX

n= � N

cn (f )ein!x =
1
T

Z x0+ T

x0

f (y)
+ NX

n= � N

ein!x e� in!y dy;

soit encore

f N (x) =
Z x0+ T

x0

f (y)DN (x � y) dy

avec une fonctionDN appel�ee \noyau de Dirichlet" :

DN (y) =
1
T

+ NX

n= � N

ein!y :

Comme
P + N

n= � N ein!y = e� iN!y (1 + ei!y + : : : + e2Ni!y ), on trouve

DN (y) =
1
T

e� iN!y e(2N +1) i!y � 1
ei!y � 1

=
1
T

e� iN!y e(N +1 =2)i!y

ei!y= 2

e(N +1 =2)i!y � e� (N +1 =2)i!y

ei!y= 2 � e� i!y= 2
;

soit encore plus simplement

DN (y) =
1
T

sin((N + 1=2)!y )
sin(!y= 2)

:

Nous aurons besoin des propri�et�es suivantes du noyau de Dirichlet :

(1) DN est une fonction paire, p�eriodique de p�eriodeT, r�eelle, et de classeC1 .

(2)
Z T=2

� T=2
DN (y) dy = 1,

Z T=2

0
DN (y) =

1
2

.

Cette deuxi�eme propri�et�e r�esulte imm�ediatement de la d�e� nition initiale de DN , car seul le
terme constante0(y) = 1 contribue �a l'int�egrale par p�eriodicit�e. Si l'on e�ectue le chan gement



92

de variablet 7! y = x + t , t = y � x (et donc dy = dt) dans la formule donnantf N (x) on
aboutit, par utilisation de la parit�e et de la p�eriodicit�e, �a

f N (x) =
Z x0 � x+ T

x0 � x
f (x + t)DN (� t) dt =

Z T=2

� T=2
f (x + y)DN (y) dy

=
Z T=2

0

�
f (x + y) + f (x � y)

�
DN (y) dy:

Si l'on retranche VP(f )(x) = 1
2

�
f (x + 0) + f (x � 0)

�
, il vient

f N (x) � VP( f )(x) =
Z T=2

0

�
f (x + y) + f (x � y) � (f (x + 0) + f (x � 0))

�
DN (y) dy

grâce �a la propri�et�e (2).

Supposons maintenant quef admette des d�eriv�ees �a droite et �a gauche au pointx. Alors la
fonction g d�e�nie sur [ � T=2; T=2] r f 0g par

g(y) =
f (x + y) + f (x � y) � (f (x + 0) + f (x � 0))

y

=
f (x + y) � f (x + 0)

y
�

f (x � y) � f (x � 0)
� y

; y 6= 0

admet une limite �a droite en y = 0, �egale �a la di��erence des d�eriv�ees �a droite et �a gauche
de f en x. Puisqueg est impaire, elle admet aussi une limite �a gauche en 0, et il est clair
qu'elle est (commef ) continue par morceaux partout ailleurs qu'en 0. On en conclut queg
se prolonge en une fonction continue par morceaux sur [� T=2; T=2]. D'apr�es ce qui pr�ec�ede,
nous avons

f N (x) � VP( f )(x) =
1
2

Z T=2

� T=2
g(y) yDN (y) dy

(on a de nouveau utilis�e la parit�e). Or

yDN (y) =
1
T

y
sin!y= 2

sin((N + 1=2)!y )

=
1
T

y
sin!y= 2

�
sin(!y= 2) cos(N!y ) + cos(!y= 2) sin(N!y )

�
:

On observe ici que y
sin !y= 2 se prolonge par continuit�e eny = 0 (puisque sin(!y= 2) � !y= 2, la

limite vaut 2=! ) ; comme sin(!y= 2) s'annule seulement aux pointsy = 2k�=! = kT, on voit
que y 7! y

sin !y= 2 se prolonge en une fonction continue sur [� T=2; T=2]. On en d�eduit qu'on
peut �ecrire

f N (x) � VP( f )(x) =
Z T=2

� T=2

�
u(y) cos(N!y ) + v(y) sin(N!y )

�
dy

avec des fonctionsu; v continues par morceaux sur [� T=2; T=2]. Le lemme de Riemann-
Lebesgue implique alors que ces coe�cients de Fourier tendent vers0. On a donc bien
limN ! + 1 f N (x) = VP( f )(x) et le th�eor�eme de Dirichlet 12.1 est d�emontr�e. En d�e�nitive, la
preuve est extrêmement subtile, on peut excuser Fourier que celle-ci lui ait �echapp�e !

�Etude de la convergence L1 . On suppose ici quef 2 C1
morc(R=TZ; C) est de classeC1

par morceaux etsans discontinuit�es . Alors la d�eriv�ee f 0 est bien d�e�nie sauf peut-être en
un nombre �ni de points anguleuxak ; si on pose arbitrairementf 0(ak) = 0 en ces points,
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on obtient une fonction continue par morceaux. Grâce �a une int�egration par parties, les
coe�cients de Fourier de f 0 s'expriment par

bf 0(n) =
1
T

Z x0+ T

x0

f 0(x) e� in!x dx =
1
T

� h
f (x) e� in!x

i x0+ T

x0

�
1
T

Z x0+ T

x0

f (x) ( � in! ) e� in!x dx
�

:

(Pour justi�er cette formule, on peut int�egrer sur chaque intervalle [xk ; xk+1 ] o�u f est vrai-
ment C1, et on applique la formule de Chasles pour les int�egrales pour faire la somme). En
utilisant la continuit�e de f et la p�eriodicit�e, on voit que le terme

�
: : :

� x0+ T

x0
est nul, donc

Th�eor�eme 12.11. Si f 2 C1
morc(R=TZ; C) est de classeC1 par morceaux etcontinue , on

a la formule
bf 0(n) = in! bf (n):

Sous ces hypoth�eses, on obtient par cons�equent
�
� bf (n)

�
� =

1
n!

�
� bf 0(n)

�
� si n 6= 0.

On utilise maintenant l'in�egalit�e �el�ementaire ab� 1
2(a2 + b2) pour tous a; b� 0. Il vient

�
� bf (n)

�
� �

1
2! 2n2

+
1
2

�
� bf 0(n)

�
�2

;

et comme la s�erie
P

n2 Z

�
� bf 0(n)

�
�2

est convergente d'apr�es l'in�egalit�e de Bessel, on en d�eduit que
la s�erie

P
n2 Z

�
� bf (n)

�
� est convergente. D'apr�es le Th�eor�eme 11.9, la suite des sommespartielles

f N (x) =
P

jnj� N
bf (n) einx converge uniform�ement vers sa sommeS(x), qui co•�ncide avecf (x)

par le th�eor�eme de Dirichlet, i.e. kf � f N k1 ! 0 quandN ! + 1 , et le Th�eor�eme 12.2 est
d�emontr�e. Mais on a de fa�con �evidente

kf � f N k2
2 =

1
T

Z x0+ T

x0

jf (x) � f N (x)j2 dx � sup
x2 R

jf (x) � f N (x)j2 = kf � f N k2
1

donc kf � f N k2 ! 0. En utilisant l'�egalit�e de Pythagore kf k2
2 = kf N k2

2 + kf � f N k2
2, ce

dernier r�esultat montre le Th�eor�eme 12.3 et le Corollaire 12.4 lorsque f est de classeC1 par
morceaux et continue. Pour g�en�eraliser ces r�esultats �a des fonctions f seulement continues
par morceaux, on peut utiliser un proc�ed�e de moyennisation.

Un proc�ed�e de moyennisation. �Etant donn�e une fonction f int�egrable et p�eriodique de
p�eriode T, on lui associe la fonction

� " f (x) =
1
2"

Z x+ "

x� "
f (y) dy =

1
2"

Z "

� "
f (x + y) dy;

�a savoir la valeur moyenne def sur l'intervalle [x � "; x + " ]. Il est clair que � " f est conti-
nue, et elle est encore p�eriodique de p�eriodeT. Lorsque " ! 0, � " f (x) ! f (x) en tout
point x o�u f est continue. Sif est seulement continue par morceaux, on voit ais�ement que
lim " ! 0 � " f (x) = VP( f )(x) en tout point. De plus � " f est C1 par morceaux puisqu'elle a en
tout point des d�eriv�ees �a droite et �a gauche

(� " f )0(x � 0) =
1
2"

(f (x + " � 0) � f (x � " � 0))

qui sont C0 par morceaux. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, la formule de Parsevals'applique �a � " f ;
on va en d�eduire qu'elle s'applique aussi �af par passage �a la limite. Des r�esultats standards
de th�eorie de l'int�egration permettent de d�emontrer que lim" ! 0 k� " f � f k2 = 0 du fait que
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� " f ! f presque partout ; nous admettrons ici ce r�esultat dû �a Lebesgue. Le th�eor�eme de
Fubini pour les int�egrales doubles donne quant �a lui les coe�cientsde Fourier de� " f :

d� " f (n) =
1
T

Z x0+ T

x0

� " f (x) e� in!x dx =
1
2"

1
T

Z

x0 � x � x0+ T

Z

� " � y� "
f (x + y) e� in!x dx dy

=
1
2"

1
T

Z

� " � y� "
ein!y

� Z

x0 � x � x0+ T
f (x + y) e� in! (x+ y) dx

�
dy

=
1
2"

1
T

Z

� " � y� "
ein!y

� Z

0� x� T
f (x) e� in!x dx

�
dy (par p�eriodicit�e)

=
1
2"

bf (n)
Z

� " � y� "
ein!y dy =

sin(n!" )
n!"

bf (n):

Puisque j sinxj � x pour tout x � 0, on en d�eduit de fa�con quelque peu miraculeuse que�
�d� " f (n)

�
� � j bf (n)j pour tout n 2 Z. Par cons�equent, comme l'�egalit�e de Parseval est connue

pour � " f qui est continue etC1 par morceaux, on obtient

k� " f k2
2 =

X

n2 Z

�
� d� " f (n)

�
�2

�
X

n2 Z

j bf (n)
�
�2

:

Par passage �a la limite quand" ! 0, on voit que kf k2
2 �

P
n2 Z j bf (n)

�
�2

et les th�eor�emes
fondamentaux 12.3 et 12.4 en r�esultent.

Preuve du Th�eor�eme 12.9 (ph�enom�ene de Gibbs). Quitte �a changer l'unit�e de temps,
il n'est pas restrictif de supposerT = 2� et ! = 1. L'�etape principale est de v�eri�er explici-
tement les in�egalit�es voulues dans le cas de la fonction en dent de scie

g(x) = � � x x 2 ]0; 2� [ , g(2k� ) = 0 :

D'apr�es les calculs de l'exemple 12.5, nous avonsbn (g) = 2
n pour n � 1 et an (g) = 0. Pour

x 2 ]0; 2� [ , ceci implique

gN (x) � g(x) =
NX

n=1

2
n

sin(nx) � (� � x) =
Z x

�

�
1 + 2

NX

n=1

cos(ny)
�

dy =
Z x

�

sin(2N +1
2 y)

sin(y
2 )

dy;

car la somme entre parenth�eses n'est autre que le noyau de Dirichlet.

� �
0

�

� �

� x

gN ; N = 4; 8; 16

On e�ectue maintenant une int�egration par parties pour obtenir

gN (x) � g(x) = �
2

2N + 1

� hcos(2N +1
2 y)

sin(y
2)

i x

�
+

Z x

�

1
2

cos(2N +1
2 y) cos(y2)

sin2( y
2)

dy
�

:
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Commej cos(2N +1
2 y)j � 1, une majoration brutale des di��erents termes donne

jgN (x) � g(x)j �
2

2N + 1

�
1

sin(x
2 )

+

�
�
�
�

Z x

�

1
2

cos(y2)

sin2( y
2)

dy

�
�
�
�

�
=

2
2N + 1

�
2

sin(x
2 )

� 1
�

(la fonction y 7! cos(y2) ne change pas de signe sur [�; x ]). Comme siny � 2
� y sur [0; �

2 ] par
concavit�e de la fonction sin, et comme� � T

4 = �
2 , ceci montre d�ej�a que

sup
x2 [�; 2� � � ]

jgN (x) � g(x)j �
2

2N + 1
2

sin( �
2)

�
1
N

2
2
�

�
2

=
2�
N�

:

Pour f = g et ! = 1, on veut maintenant estimer les quantit�es

f N (xk + h) �
�

VP( f )(xk) +
1
2

�
f (xk + 0) � f (xk � 0)

�
SI(N!h )

aux points de discontinuit�e xk . Modulo 2� , la fonction g admet seulement le point de discon-
tinuit�e xk = 0, avec g(xk + 0) � g(xk � 0) = 2� et VP(g)(xk) = 0. Il nous faut donc estimer

gN (h) � � SI(Nh) =
NX

n=1

2
n

sin(nh) � 2
Z Nh

0

siny
y

dy

=
Z h

0

NX

n=1

2 cos(ny) dy � 2
Z Nh

0

siny
y

dy

=
Z h

0

�
sin(2N +1

2 y)
sin(y

2)
� 1

�
dy � 2

Z (N +1 =2)h

0

siny
y

dy + 2
Z (N +1 =2)h

Nh

siny
y

dy

=
Z h

0
sin

� 2N + 1
2

y
� �

1
sin(y

2)
�

1
y
2

�
dy � 2

Z (N +1 =2)h

Nh

siny
y

dy � h

o�u la derni�ere ligne s'obtient �a la suite du changement de variabley 7! 2N +1
2 y dans l'int�egrale

R(N +1 =2)h
0

sin y
y dy. Comme j sinyj � y, la derni�ere int�egrale est major�ee par 2(h=2) = h.

On obtient donc
�
�gN (h) � � SI(Nh)

�
� � 2jhj +

�
�
�
�

Z h

0
sin

� 2N + 1
2

y
�

u(y) dy

�
�
�
� o�u u(y) =

1
sin(y

2)
�

1
y
2

:

On peut v�eri�er au moyen d'un d�eveloppement limit�e que la fonction u se prolonge en une
fonction de classeC1 (et même de classeC1 ) sur ]� 2�; 2� [ , en posantu(0) = 0. En utilisant
une int�egration par parties on voit alors que

�
� Rh

0 sin
�

2N +1
2 y

�
u(y) dy

�
� � C

2N +1 � C
N , donc

(� )
�
�gN (h) � � SI(Nh)

�
� � 2jhj +

C
N

:

Le cas de la fonctionf = g est �etabli. Dans le cas o�u la fonctionf est de classeC1 par
morceaux etcontinue , on sait qu'il y a convergence uniforme sur tout intervalle [x0; x0+2� ].
Une majoration �a l'aide des coe�cients de Fourier def et f 0 donne

�
� f N (x) � f (x)

�
� �

�
�
�
�

X

jnj� N +1

bf (n) einx

�
�
�
� �

X

jnj� N +1

j bf (n)j =
X

jnj� N +1

1
n

j bf 0(n)j

�

s X

jnj� N +1

1
n2

s X

jnj� N +1

j bf 0(n)j2

�

r
1
N

kf 0k2
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o�u la deuxi�eme ligne r�esulte de l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz etla derni�ere de l'estimation
du reste de la s�erie de Riemann par l'int�egrale

R+ 1
N

1
x2 dx combin�ee avec l'in�egalit�e de Bessel

pour f 0. On a donc bien
�
�f N (x) � f (x)

�
� � C0 1p

N
et les estimations voulues sont v�eri��ees

pour f .

Dans le cas g�en�eral, lorsquef 2 C1
morc(R=TZ; C) pr�esente des points de discontinuit�esxk ,

elle admet des \sauts" d'amplitudef (xk +0) � f (xk � 0), et on peut lui retrancher la fonction
en dent de sciex 7! 1

2�

�
f (xk + 0) � f (xk � 0)

�
g(x � xk) pour faire disparâ�tre ces sauts,

puisque ceux dex 7! g(x � xk) sont d'amplitude 2� en x = xk . Ceci montre que

ef (x) = f (x) �
X

k

1
2�

�
f (xk + 0) � f (xk � 0)

�
g(x � xk)

n'a plus de sauts, et donc queef est continue (quitte �a la red�e�nir convenablement en xk ).
La fonction ef est aussi clairement de classeC1 par morceaux. Si l'on �ecrit

f (x) = ef (x) +
X

k

1
2�

�
f (xk + 0) � f (xk � 0)

�
g(x � xk);

les estimations de Gibbs sont v�eri��ees pour ef et pour chaque terme de la sommation, il ne
reste plus qu'�a en faire la somme pour obtenir le r�esultat d�esir�e :même sixk n'est pas un
point de discontinuit�e de ef ou deg(x � x` ), ` 6= k, il faut quand même s'assurer queef N et
les gN (x � x` ) v�eri�ent les estim�ees de saut enxk ; cela r�esulte de l'estim�ee uniforme prise
au point xk + h et du fait qu'on a

j ef (xk + h) � ef (xk)j � C00jhj

d'apr�es le th�eor�eme des accroissements �nis. �

Remarque 12.12. Posons SI(+1 ) = lim x! + 1 SI(x). Comme

lim
N ! + 1

gN (h) = g(h) = � � h pour h 2 ]0; 2� [;

l'estimation (� ) implique j� � h � � SI(+ 1 )j � 2h, donc j1 � SI(+ 1 )j � 3h=� et puisque
ceci est vrai pour tout h > 0 on en d�eduit que SI(+1 ) = 1. Ce r�esultat n'est pas du tout
�evident �a trouver directement, car la fonction x 7! sin x

x n'a pas de primitive explicitable !

Remarque 12.13. Lorsque la fonctionf est de classeCp� 1 et de classeCp par morceaux
avecp � 2, un raisonnement par r�ecurrence montre quedf (p)(n) = ( in )p bf (n), de sorte qu'on
a la majoration d'erreur am�elior�ee

�
�f N (x) � f (x)

�
� �

�
�
�
�

X

jnj� N +1

bf (n) einx

�
�
�
� �

X

jnj� N +1

j bf (n)j =
X

jnj� N +1

1
np

jdf (p)(n)j

�

s X

jnj� N +1

1
n2p

s X

jnj� N +1

jdf (p)(n)j2

�

r
1

2p � 1
1

N 2p� 1
kf (p)k2 �

Cp

N p� 1=2
:

On voit que la convergence est d'autant plus rapide quef est r�eguli�ere, autrement dit les
harmoniques tendent vers 0 d'autant plus vite quep est grand.

Ceci a �egalement pour cons�equence que l'on peut am�eliorer les termesC� =
p

N enC� =N dans
les estim�ees de Gibbs lorsque la fonctionf est de classeC2 par morceaux. Pour le prouver,
il convient d'�eliminer �egalement les points anguleux, ce qu'on peut faire en soustrayant �a ef
des translat�ees de fonctions du typeh(x) = x2 sur [� �; � ], pour lesquelles on a convergence
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uniforme enjhN � hj � C=N (exercice !) ; la fonction restanteef devient alors de classeC1

et C2 par morceaux, et on a donc d'apr�es ce qu'on vient de voirj ef N � ef j � C0=N3=2.

S�eries de Fourier des fonctions L2. Nous indiquons ici bri�evement des d�eveloppements
plus modernes de la th�eorie des s�eries de Fourier, post�erieurs aux ann�ees 1900. Math�emati-
quement, il n'est en e�et pas tr�es naturel de supposer que les fonctions sont continues par
morceaux, puisque les coe�cients de Fourier d'une fonctionf se calculent d�es lors que la
fonction f est int�egrable. L'int�egrale de Riemann n'est cependant pas satisfaisante dans ce
cadre ; pour obtenir des r�esultats complets on doit s'appuyer surl'int�egrale de Lebesgue.�A la
�n des ann�ees 1950, Jaroslav Kurzweil et Ralph Henstock ont montr�e qu'il su�sait d'une
tr�es petite am�elioration de la d�e�nition de l'int�egrale de Riemann po ur y parvenir. C'est celle
que nous donnerons ici (a�n de rester parfaitement rigoureux etde ne pas donner d'�enonc�es
math�ematiquement incorrects, mais nous ne d�evelopperons pasvraiment la th�eorie : : :).

D�e�nition 12.14 (Int�egrale de Kurzweil-Henstock). Soit f : [a; b] ! C une fonction quel-
conque. �Etant donn�e une subdvision point�ee D = f ([aj ; aj +1 ]; x j )g0� j<m de [a; b], c'est-�a-
dire des sous-intervalles[aj ; aj +1 ]

a = a0 < a 1 < a 2 < : : : < a p� 1 < a m = b;

et des points interm�ediairesx j 2 [aj ; aj +1 ], on introduit la somme de Riemann

SD (f ) =
m� 1X

j =0

(aj +1 � aj )f (x j )

qui repr�esente la somme des aires alg�ebriques des rectangles s'appuyant sur le graphe:

a b x

y

f

x j

f (x j )

aj +1 � aj � � (x j )

On dit quef est int�egrable au sens de Kurzweil-Henstock(ou KH-int�egrable) s'il existe un r�eel
A (qui va repr�esenter l'aire alg�ebrique exacte situ�ee sousle graphe def ), tel que pour toute
marge d'erreur " > 0 donn�ee a priori, on peut trouver une fonction positive� : [a; b] ! R�

+
en sorte que pour toute subdivision point�eeD de [a; b] on ait

�
D est � -�ne, i.e. 8j , aj +1 � aj � � (x j )

�
=) j SD (f ) � Aj � ":

Le nombre r�eel A de la d�e�nition pr�ec�edente est appel�e int�egrale de f sur [a; b], on �ecrit

A =
Z b

a
f (x) dx = lim

KH ; D
SD (f ) = lim

KH ; D

m� 1X

j =0

(aj +1 � aj )f (x j )

et on dit que
Rb

a f (x) dx est la limite (au sens de Kurzweil-Henstock) des sommes de Rie-
mann, lorsque la subdivisionD devient de plus en plus �ne.
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La di��erence avec la d�e�nition usuelle de l'int�egrale de Riemann est que l'on s'autorise �a
prendre des pasaj +1 � aj variables, contrôl�es par une fonction� (x) > 0 quelconque, que l'on
peut prendre tr�es petite aux endroits o�u la fonction f est \mauvaise" (fortes oscillations).
En fait rien n'interdit non plus de prendre f non born�ee, par exemple l'int�egrale

R1
c x � � dx

converge quandc ! 0+ et � < 1 ; il su�ra de prendre des pasaj +1 � aj de plus en plus
petits quand on se rapproche de 0 (et donc une fonction de contr^ole des pas� telle que
limx! 0 � (x) = 0 tr�es vite, choisie pour avoir une pr�ecision " su�sante).

On peut maintenant introduire les espacesLp de Lebesgue pour toutp � 1.

D�e�nition 12.15. On dit qu'une fonction f : [a; b] ! C est Lp (au sens de Lebesgue) si f
est KH-int�egrable et si jf jp est �egalement KH-int�egrable. On d�e�nit la semi-norme Lp de f
par

kf kp =
� Z b

a
jf (x)jp

� 1=p

;

et on note eLp([a; b]; C) l'ensemble des fonctionsLp �a valeurs complexes sur[a; b].

L'espaceeL2([a; b]; C) se trouve être muni d'une forme sesquilin�eaire hermitienne semi-positive

hf; g i =
Z b

a
f (x)g(x) dx; f; g 2 eL2([a; b]; C);

l'int�egrabilit�e de fg �etant garantie par le fait que j fg j � 1
2(jf j2+ jgj2). Une petite di�cult�e est

qu'il y a beaucoup de vecteurs isotropes ; on dit qu'un ensembleE � [a; b] est n�egligeable
si sa fonction caract�eristique1E (telle que 1E (x) = 1 si x 2 E et 1E (x) = 0 si x =2 E) est
KH-int�egrable et v�eri�e

Rb
a 1E (x) dx = 0. Alors :

Th�eor�eme 12.16 (Admis). Une fonction f dans eLp est de semi-normekf kp = 0 si et
seulement si il existe un ensemble n�egligeableE telle quef (x) = 0 pour tout x 2 [a; b] r E
(f pouvant prendre des valeurs quelconques surE du fait queE est \tr�es petit" ).

On notera qu'un ensemble n�egligeable peut tout de même avoir une in�nit�e de points,
par exemple on peut montrer que [a; b] \ Q est n�egligeable (et même que tout ensemble
d�enombrable est n�egligeable). Un autre exemple classique d'ensemble n�egligeable in�ni est
l'ensemble triadique de Cantor E � [0; 1], d�e�ni comme l'ensemble des nombres r�eels
de l'intervalle [0; 1] pouvant s'�ecrire en base 3 sous la forme

x =
+ 1X

n=1

an3� n ; an = 0 ou an = 2;

autrement dit l'ensemble des r�eels de [0; 1] n'ayant en base 3 que les chi�res 0 ou 2. Il est clair
par d�e�nition que E =

T
EN o�u EN est la r�eunion des 2N intervalles de la forme [r; r +3 � N ],

r =
P N

n=1 an3� n d�ecrivant l'ensemble des nombres triadiques �aN chi�res ne s'�ecrivant
qu'avec des chi�res 0 et 2. Les ensemblesEN s'obtiennent it�erativement en partant de l'in-
tervalle E0 = [0; 1] et en otant le tiers m�edian de chacun des intervalles constituantEN � 1. La
longueur totale des intervalles constituantEN est 2N � 3� N = (2 =3)N ! 0 quandN ! + 1 ,
ce qui implique queE est n�egligeable

�
on a 0�

R1
0 1E (x) dx �

R1
0 1EN (x) dx = (2 =3)N

�
.

Les ensembles triadiques EN , 0 � N � 6.
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Pour �eviter d'avoir �a consid�erer des vecteurs isotropes, on convient d'identi�er deux fonctions
f et g d�es lors qu'il existe un ensemble n�egligeableE f;g (d�ependant de f et g) tel que f et g
ne di��erent que sur E f;g , et co•�ncident sur [a; b] r E f;g . On note Lp([a; b]; C) (sans tilda)
l'espace obtenu apr�es avoir fait cette identi�cation des fonctions. D'apr�es ce que nous avons
expliqu�e plus haut, les �el�ements isotropes sont maintenant identi��es �a la fonction 0. On en
d�eduit :

Th�eor�eme 12.17. La forme sesquilin�eaire ci-dessus est d�e�nie positive sur L2([a; b]; C), par
cons�equent(L2([a; b]; C); h ; i ) est un espace hermitien.

On introduit de même l'espace hermitien (L2(R=TZ; C); h ; i ) des fonctionsL2 p�eriodiques
de p�eriode T, identi��ees modulo les ensemble n�egligeables, avec

hf; g i =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x)g(x) dx; f; g 2 L2(R=TZ; C):

On calcule comme pr�ec�edemment les coe�cients de Fouriercn (f ) (et de même les coe�cients
an (f ), bn (f )) d'une fonction f 2 L2(R=TZ; C).

Th�eor�eme 12.18 (Identit�e de Parseval, versionL2). Pour toute fonction f 2 L2(R=TZ; C),
on a

X

n2 Z

jcn (f )j2 = jc0(f )j2 +
1
2

+ 1X

n=1

�
jan (f )j2 + jbn (f )j2

�
= kf k2

2 =
1
T

Z x0+ T

x0

jf (x)j2dx:

D�emonstration. La preuve est essentiellement la même que celle que nous avons d�ej�a vue :
la projection orthogonalef N de f sur PN;! satisfait l'in�egalit�e

kf N k2
2 =

X

jnj� N

jcn(f )j2 � k f k2
2:

En e�et, ceci r�esulte du th�eor�eme de Pythagore, qui impliquekf N k2
2+ kf � f N k2

2 = kf k2
2. On a

donc �a la limite
P

n2 Z jcn(f )j2 � k f k2
2. Pour v�eri�er l'in�egalit�e oppos�ee kf k2

2 �
P

n2 Z jcn (f )j2,
on e�ectue une moyennisation� " f , et on utilise le r�esultat de th�eorie de l'int�egrale de Le-
besgue qui dit quek� " f � f k2 ! 0. Mais on d�emontre aussi dans cette th�eorie que� " f
est une fonction continue, et l'identit�e de Parseval d�ej�a connue dans ce cas (Th�eor�eme 12.3)
implique

k� " f k2
2 =

X

n2 Z

jcn(� " f )j2 �
X

n2 Z

jcn(f )j2; car jcn (� " f )j =
�
�
�
sin(n!" )

n!"

�
�
� jcn (f )j � j cn (f )j:

�A la limite il vient kf k2
2 �

P
n2 Z jcn(f )j2. On notera que ce raisonnement fournit dans tous

les cas l'in�egalit�e int�eressante k� " f k2 � k f k2. �

Un autre espace hermitien qui intervient naturellement dans la th�eorie L2 est l'espace
not�e `2(Z; C) des suites de carr�e sommable . C'est par d�e�nition l'ensemble des suites
s = ( sn )n2 Z �a valeurs complexes telles que

ksk2
2 :=

X

n2 Z

jsn j2 < + 1 ; avec hs; ti :=
X

n2 Z

sn tn :

La convergence du produit scalaire est assur�ee par le fait quej sn tn j � 1
2(jsn j2 + jtn j2), et il

est clair que l'on obtient ainsi un espace hermitien. Une autre fa�conde formuler la th�eorie L2

des s�eries de Fourier est de dire que l'on a un isomorphisme isom�etrique d'espaces hermitiens

L2(R=TZ; C) �! `2(Z; C); f 7�! (cn )n2 Z; o�u cn = bf (n) =
1
T

Z x0+ T

x0

f (x) e� in!x dx
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qui pr�eserve les normesL2 et donc aussi les produits scalaires hermitiens : c'est le th�eor�eme
de Riesz-Fischer (1907), qui a�rme entre autres la \compl�etude" de L2(R=TZ; C) et la
surjectivit�e de l'isom�etrie pr�ec�edente. L'isomorphisme inverse est donn�e par

`2(Z; C) �! L2(R=TZ; C); (cn )n2 Z 7�! f; o�u f (x) =
X

n2 Z

cnein!x :

En fait, le th�eor�eme de Riesz-Fischer est impliqu�e par le r�esultat tr�es profond suivant dû �a
Lennart Carleson (math�ematicien su�edois n�e en 1928) { la d�emonstration est beaucoup trop
di�cile pour pouvoir être donn�ee ici.

Th�eor�eme 12.19 (Carleson, 1966). Pour toute suite de carr�e sommable(cn ) 2 `2(Z; C),
la s�erie trigonom�etrique

f (x) =
X

n2 Z

cnein!x

converge presque partout, c'est-�a-dire qu'elle convergesur tout intervalle [x0; x0 + T] de
longueurT, sauf �eventuellement sur un ensemble n�egligeableE f � [x0; x0 + T]. La limite f
ainsi d�e�nie est dans L2(R=TZ; C), et ses coe�cients de Fourier sont les(cn ).

On notera que les polynômes trigonom�etriquesf N (x) =
P

jnj� N cnein!x convergent versf
pour la normeL2, puisque le th�eor�eme de Parseval implique

kf � f N k2
2 =

X

jnj>N

jcn j2

(ce r�esultat de convergenceL2 est beaucoup plus simple �a justi�er que le th�eor�eme de conver-
gence ponctuelle de Carleson !) Il s'agit l�a des premi�eres bribes dela th�eorie des espaces de
Hilbert, qui jouent un rôle important en th�eorie des op�erateurs et enm�ecanique quantique.

Solution de l'�equation de la chaleur. Revenons maintenant �a l'�equation de la chaleur
discut�ee �a la section 9 :

@�
@t

= D
@2�
@x2

; x 2 [0; L]; t 2 [0; + 1 [:

Comme on l'a vu, le 
ux de chaleur est nul aux extrêmit�es du barreau [0; L], ce qui conduit
�a imposer les conditions au bord

@�
@x

(0; t) =
@�
@x

(L; t ) = 0 pour tous x 2 [0; L] et t 2 [0; + 1 [:

On cherche une solution� (x; t ) telle que � (x; 0) soit une distribution de temp�erature f (x)
donn�ee a priori au tempst = 0, d�e�nie pour x 2 [0; L].

Il est naturel (ne serait-ce que pour pouvoir �ecrire l'�equationde la chaleur) de supposer que
� (x; t ) est deux fois d�erivable par rapport �a x et une fois d�erivable par rapport au tempst. En
particulier f (x) = � (x; 0) doit être suppos�ee deux fois d�erivable sur [0; L]. Cette hypoth�ese
implique a fortiori que f et f 0 sont continues (puisque d�erivables), donc quef est de classe
C1 sur [0; L] ; en fait, il nous su�ra ici de supposer quef est continue et de classeC1 par
morceaux.
�A la section 9, nous avons trouv�e des solutions de la forme

(� ) � (x; t ) =
+ 1X

n=0

� n cos
� n�

L
x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt :
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Pour que cela soit une solution de notre probl�eme, il faut d�ej�a que pour t = 0 on ait

f (x) =
+ 1X

n=0

� n cos
� n�

L
x
�

:

Le membre de droite est une fonction paire enx. Si l'on prolonge arti�ciellement f en une
fonction paire ef sur [� L; 0] en posantef (� x) = f (x) pour x 2 [0; L], on obtient une fonction
continue et de classeC1 par morceaux sur [� L; L ]. Comme ef (� L) = ef (L), on peut même
prolonger ef en une fonction p�eriodique de p�eriodeT = 2L sur R tout entier de sorte queef
soit continue et de classeC1 par morceaux. Dans ces conditions, le Th�eor�eme 12.2 montre que
la fonction paire ef s'�ecrit comme une s�erie absolument convergente en cosinus, depulsation
! = 2�=T = 2�= 2L = �=L :

ef (x) =
+ 1X

n=0

an cos
� n�

L
x
�

;
+ 1X

n=0

jan j < + 1 :

On est donc amen�e �a choisir� n = an dans (� ). Nous allons en d�eduire le magni�que

Th�eor�eme 12.20 (Fourier, 1807 : : : et successeurs). Soit f : [0; L] ! R une fonction
continue et de classeC1 par morceaux sur[0; L], et soient an = an (f ) les coe�cients de
Fourier d�e�nis par

a0 = c0 =
1
L

Z L

0
f (x) dx; an =

2
L

Z L

0
f (x) cos(n�x=L ) dx; n � 1:

Alors l'�equation de la chaleur

@�
@t

= D
@2�
@x2

; x 2 [0; L]; t 2 ]0; + 1 [

admet une unique solution continue� : [0; L] � [0; + 1 [ ! R telle que @�
@t;

@2 �
@x2 existent et

soient continues sur[0; L] � ]0; + 1 [ ; v�eri�ant les conditions au bord

@�
@x

(0; t) =
@�
@x

(L; t ) = 0 ; et � (x; 0) = f (x) pour tout x 2 [0; L] et tout t 2 ]0; + 1 [:

Elle est donn�ee par

� (x; t ) =
+ 1X

n=0

an cos
� n�

L
x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt :

D�emonstration. Posons

 (x; t ) =
+ 1X

n=0

an cos
� n�

L
x
�

e� (n2 � 2=L2)Dt :

Nous savons queA =
P + 1

n=0 jan j < + 1 , donc la s�erie donnant (x; t ) est absolument conver-
gente pour tout (x; t ) 2 [0; L] � [0; + 1 [. On en d�eduit comme pour la d�emonstration du
Th�eor�eme 11.9 que  est bien continue sur [0; L] � [0; + 1 [, avec  (x; 0) = f (x) grâce au
choix � n = an (f ). Comme

�
�
�npan e� (n2 � 2=L2 )Dt

�
�
� �

A np

e(n2 � 2=L2 )Dt

et que l'exponentielle l'emporte sur tout polynôme, on voit que
�
�
�npan e� (n2 � 2=L2 )Dt

�
�
� �

Cte
n2

pour t 2 [t0; + 1 [ , t0 > 0.
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Ceci entrâ�ne facilement que l'on obtient des s�eries absolument etuniform�emement conver-
gentes sur [0; L] � [t0; + 1 [, apr�es avoir pris autant de d�eriv�ees que l'on veut enx ou ent de

chacun des termesan cos
�

n�
L x

�
e� (n2 � 2=L2 )Dt . Par des th�eor�emes standards (admis ici) sur

les s�eries de fonctions di��erentiables, on en d�eduit que admet en fait des d�eriv�ees partielles
continues en (x; t ) sur [0; L] � ]0; + 1 [, �a tout ordre. En particulier

@ 
@x

(x; t ) =
+ 1X

n=0

�
�

n�
L

�
an sin

� n�
L

x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt

s'annule bien pourx = 0 et x = L, et

@2 
@x2

(x; t ) =
+ 1X

n=0

�
� n�

L

� 2
an cos

� n�
L

x
�

e� (n2 � 2=L2 )Dt

co•�ncide avec
1
D

@ 
@t

(x; t ).

Ceci montre que (x; t ) est une solution du probl�eme, et il reste �a voir que c'est la seule.
Si � (x; t ) est une autre solution, Posonsu(x; t ) = � (x; t ) �  (x; t ). La lin�earit�e de l'�equation
de la chaleur entrâ�ne

(�� )
@u
@t

(x; t ) = D
@2u
@x2

(x; t ) sur [0; L] � ]0; + 1 [;

tandis que @u
@x(0; t) = @u

@x(L; t ) = 0 pour tout t > 0 et u(x; 0) = f (x) � f (x) = 0. Introduisons
maintenant la normeL2

J (t) =
Z L

0
u(x; t )2 dx; t 2 [0; + 1 [:

Nous allons montrer queJ est identiquement nulle, ce qui entrâ�nera queu(x; t ) = 0 pour
tout ( x; t ) 2 [0; L]� [0; + 1 [ d'apr�es l'hypoth�ese de continuit�e de u. Notons d�ej�a que J (0) = 0
par construction.

Les th�eor�emes usuels de \continuit�e et d�erivabilit�e sous le signe somme" (admis ici) im-
pliquent que t 7! J (t) est continue pour t 2 [0; + 1 [ (du fait que u(x; t ) est continue sur
[0; L] � [0; + 1 [), et queJ (t) admet une d�eriv�ee J 0(t) obtenue en prenant la d�eriv�ee partielle
de l'int�egrande par rapport �a t :

J 0(t) =
Z L

0

@
@t

�
u(x; t )2

�
dx =

Z L

0
2u(x; t )

@u
@t

(x; t ) dx:

Compte tenu de l'�equation (�� ), on peut �ecrire

J 0(t) = D
Z L

0
2u(x; t )

@2u
@x2

(x; t ) dx:

En int�egrant par parties par rapport �a la variable x, il vient, en tenant compte des conditions
au bord @u

@x(0; t) = @u
@x(L; t ) = 0 :

J 0(t) = � 2D
Z L

0

�
@u(x; t )

@x

� 2

dx:

Par cons�equentJ 0(t) � 0 pour tout t > 0. Ainsi J est d�ecroissante, et on a

J (t) � J (0) = 0 pour tout t � 0.

Mais J (t) est l'int�egrale d'une fonction positive ou nulle, et on a donc aussiJ (t) � 0 pour
tout t � 0. On en d�eduit que J (t) = 0, par suite u(x; t ) = 0 et � (x; t ) =  (x; t ) pour tout
x 2 [0; L] et tout t 2 [0; + 1 [. �
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Remarque 12.21. Lorsque le tempst tend vers +1 , on peut facilement v�eri�er que la
solution satisfait limt ! + 1 � (x; t ) = a0, car toutes les exponentielles tendent rapidement
vers 0 �a l'exception du terme constantn = 0. On a donc une temp�erature qui atteint �a
la limite une temp�erature d'�equilibre, laquelle se calcule comme �etant la valeur moyenne

a0 = c0 =
1
L

Z L

0
f (x) dx

de la temp�erature du barreau au tempst = 0. Ce r�esultat se fonde bien entendu sur l'hy-
poth�ese que la d�eperdition d'�energie du barreau vers l'ext�erieur est n�egligeable (d'o�u en
particulier les hypoth�eses de 
ux @�

@x(0; t) = @�
@x(L; t ) = 0 aux extrêmit�es). En premi�ere ap-

proximation, cette hypoth�ese est r�ealiste dans la mesure o�u la conductivit�e thermique d'un
m�etal est �elev�ee, bien plus �elev�ee que celle de l'atmosph�ere. Les exponentiellese� (n2 � 2=L2 )Dt

d�ecroissent donc su�samment vite pour que la dissipation de chaleur vers l'atmosph�ere n'ait
pas le temps de jouer un rôle. En pratique, la dispersion de temp�erature maxj� (x; t ) � a0j
au tempst est principalement contrôl�ee par le termen = 1, on voit qu'elle est major�ee par
C e� (� 2 =L2)Dt o�u C > 0 est une constante.


