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Questions de cours

1. Une forme bilinéairep sur un espace vectori@ (sur I'un des corpK = Q, R ou C) se décompose de
maniere unique en la somme d’une forme bilinéaire symérejud’'une forme bilinéaire antisymeétrique. En
effet, si on considére la transposgéx,y) = ¢ (y,x), on peut écrire

p=0+a aveca:%(¢+¢t), GI%(¢—¢t),

ol o est symétrique etr antisymétrique. Cette écriture est unique, car on doitragbi= 0 — o et les
formules pouro et a en résultent nécessairement. Supposong@im- n. Les formes bilinéaires forment
un espace de dimensior isomorphe a I'espace des matrices carméesn ; les matrices antisymétriques
sont déterminées par les coefficients situés strictemedéssgus de la diagonale (les coefficients diagonaux
devant étre nuls), ce qui donne la dimens@(m2 —n) = %n(n— 1). L'espace des matrices symétriques est
de dimensiom? — 2n(n—1) = in(n+1).

2. Pour une forme quadratique semi-positive de forme m{ait'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit

vye, 19y < XYl =/ (x201/8(%y).

(Si ¢ est définie positive, I'égalité a lieu si et seulement si lesteursx, y sont colinéaires). L'inégalité
triangulaire s’obtient en calculant

X+ Y12 = @ (x+y,x+y) = ¢ (xX) + @ (y.y) +20 (xy) < [XI|* + [Iyl|*+21|x]| [yl = (x| + [lyl})?,

d’ou |Ix+y|| < x|l + |yl (avec égalité si et seulementxsdty sont colinéaires et de méme sens).

Exercice 1. On se place d’abord sur le coris= IR. Pour tout vecteur diK3, on note(x,y,z) ses coordonnées
dans la base canonique. Spia forme quadratique définie sR® telle que

aA(X,y,2) = —x2 + 372 4 6xz— 4dyz

1. La matriceC deq dans la base canoniqug = (e, e, €3) de K3 est donnée par

-1 0 3
Matz(q)= 0 0 -2,
3 -2 3

la forme bilinéaire symétrique associée est
o ((xY,2),(X,Y,Z)) = —xX +3zZ + 3xZ + 32X — 2yZ — 2zy' .
2. La méthode de Gauss donne
a(x,y,2) = — (X2 —6x2) + 32 —dyz= —(x—32)° + 1222 — dyz= —(x— 32)> + 12(22 - :—?Eyz)

(374 12(2- 5y) 3

On obtient ainsi une décomposition gen carrés de formes linéaires indépendantes

1 1
q=—(34+1205— 562, 01(x,Y,2) = x—32, £2(x,y,2) =z— & l3(x,y,2) =y.

Le rang deg est 3, sa signature eét, 2).



3. Pour déterminer une base orthogonale ppun effectue le changement de coordonnées

X=1l1(xy,2) =x—-32z X=X+ 3z2=%X+3y+ 3z
V="0(XY,2) =2—3y <= y=1Z
Z=13(xy,2) =Y z2=Y+37Z

Ceci donne une matrice de passage

1313
P=(0 0 1
011
dont les vecteurs colonn&s = (1,0,0, & = (3,0,1), & = (3,1,3) forme une base orthogonale. On a
q(xy,2) = —X?+12y2— 372 d'oliq(&) = ~1,q(&) = 12,q(&) = —3 et
-1 0 O
Mat(”élyézyfé?’) (C]) = 0 12 0
o o -1

Il n'est-il pas possible de trouver une base orthonormégaeK = IR, sinonq serait définie positive, donc
de signaturd3,0), or q est de signaurél, 2).
4. En revanche, les vecteurs
1

forment une base “orthonormée” desur le corpsk = C, c’est-a-dire que la matrice dipdans la base

PN

(€1,8,8) deC3 est la matrice unité 8 3.

Exercice 2. On se place dars = R*. On considére les matrices symétriques :

1 -1 1 -1 0 -1 1 -1
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
! 1 11 1|0 ©“=| 1 11 1
-1 1 -1 1 1 1 -1 1

1. Soit¢, la forme bilinéaire symétrique dofl est la matrice représentative dans la base canonigag &t
forme quadratique associée. On voit imédiatement que

w(xy,zt) = (x—y+z—1)2=1l1(xy,z1)%,  l1(XYy,zt) =x—y+z—t,
P1((xy,zt),(X,Y,Z,t')) = (x—y+z-t)(X =y +Z —t") = l1(x,y,2t) (1(X,Y,Z,1').

Le rang dep; est donc 1 (et sa signature €$10)).

2. Soit¢, la forme bilinéaire symétrique dofib est la matrice représentative dans la base canoniqae &t
forme quadratique associée.5k (x,y,zt), on voit aussitot quep(u) = gr(u) —x? = £1(u)? — £2(u)? ou
/1 est la forme linéaire du 1) é;(u) = x. Les formed1, ¢, sont indépendantes, et la forme polaireggdest

d2(u,U') = £ (u)ly(U) — La(u) o (U).
La forme@, est de rang 2, sa signature €5t1). SiI'on utilise par exemple les nouvelles coordonnées
X=/01(XY,zt) =xX—y+2z—t, Y=/2(XY,zt) =X et (disonsg = l3(x,y,zt) =z t = l4(xy,zt) =T,

alors ce changement de coordonnées fournit une (@gedans laquelle

1000
0 -1 00
Mate)(92)=1 0 o 0 o
0 0 00



3. Le noyau dep, est 'ensemble des vecteunstels queli(u) = Xx—y+z—t =0 etly(u) = x = 0. Ceci
donnez=y+t, d'ou (xy,zt) = (0,y,y+t,t) =y(0,1,1,0 +1t(0,0,1,3), par conséquent Kép,) est le
plan vectoriel admettant pour base les vect¢0r4,1,0 et (0,0,1,1). Comme

Go(U) = (£a(u) +£2(u)) (L2 (u) — £2(u)),
I'ensemble des vecteurs isotropes est constitué de laoéuigis deux hyperplart$, H' d’équations
H:l1(u) 4+ l2(u) =2x—y+2z—t =0, H": 01(u) — lo(u) = —y+2z—t =0.

Ces deux hyperplartd,H’ (qui sont de dimension 3) se coupent précisément suivartdheker ¢,).

Exercice 3. On se place sur I'espade= R[X], des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a 2, muni de la forme@ définie par I'expression suivante :

¢(P,Q) = /11 P(x) Q(x) (1—x%) dx.

1. Pour toulP € R[X], nous avon®(x)? (1—x?) > 0 sur[—1, 1], donc

1
$(P,P) = / P(x)? (1—2) dx > 0.
-1
En fait siP # 0, les racines d& — P(x)? (1—x?) sont des points isolés, et la fonction est continué
sur les intervalles complémentaires, dand,P) > 0. Ceci prouve qué est un produit scalaire euclidien
surE. Notons quef*; x"(1—x2) dx = [, (X" —x"*2)dx, or

/1 ey %1 si n pair donc /1 (1) dx = mTTmry Sinpair
-1 0  sinimpair -1 0 sinimpair

pwsquenH ni3 = WM. La matrice dep dans la basg1,X,X?) est donnée par les coefficients

¢ (X, x1) = [Lx"(1—x%) dxavecn =i+ j € {0,1,2,3,4, et seuls 0,2,4 comptent, d’ol
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4

35

2. SoitA € R,. Pour queAX? — 1 soit orthogonal au polyndéme constant 1, il faut et il suffied’on ait
P(LAX?—1) = 1#45)\ — ‘§‘ =0« A =5. Comme les polyndmes 1 ¥tsont orthogonaux, et quex5 — 1 est

orthogonal a 1 et é( onen déduit quél,X,5X2 —1) est une base orthogonale R¢X],. D'aprés 1), nous
avons déjg|1|? = 3, | X|*> = 1, tandis que

4
3
0
4

15

ohl»o

Mat; x x2)(¢) = (

100 40 4 32 64

I5X2 — 1] = ¢ (5X2— 1,52 — 1) = 25¢ (X2, X?) — 10 (1,X?) + ¢ (1,1) = % 1Et3T "1

On en déduit qu’une base orthonorméeR|&], est

\/§\/—5 \/—2
2 2 5 (5%X°- ))

et que I'orthogonal I+ du planIT = Vect(1,X) est la droitel T+ = R(5X? — 1).

3. Soit D C IT la droite engendrée par le polyndme+1X. Nous avonsg (a+ bX,1+ X) = —a+ 15b
d'aprés 1), donc I'orthogonal d@ danslIT est formé des polyndmes+ bX tels queb = —5a, c’est la droite
A =R(1-5X).

4. CommeD C IT, nous avon®* > IT+ = R(5X?—1). D'autre parD~ contient aussi la droitd = R(1—5X)
dell d’aprés 3). Il en résulte quR* contient le plan engendré Véat—5X,5X?—1), et comme dinD+ =
on aen faiD+ = Vect(1 — 5X,5X2 - 1).

(b1, bz, ba) = (



