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Questions de cours

1. Rappeler pourquoi une forme bilinéaipesur un espace vectori@ (sur I'un des corpK = Q, R ou C)
se décompose de maniére unique en la somme d’'une formeaiérgymétrique et d’'une forme bilinéaire
antisymétrique. SE est de dimension finie, quelles sont les dimensions respectives de I'espace dagso
bilinéaires (resp. bilinéaires symétriques, bilinéaaatsymétriques) ?

2. Pour une forme quadratique semi-positive, rappeleédialité de Cauchy-Schwarz, puis la preuve de l'iné-
galité triangulaire.

Exercice 1. On se place d’abord sur le corfgs= IR. Pour tout vecteur diC, on note(x,y, z) ses coordonnées
dans la base canonique. Spia forme quadratique définie sR® telle que

a(x,y,2) = —x2 + 32 + 6xz— 4yz
1. Donner la matric€ deq dans la base canonique Be&.

2. En utilisant la méthode de Gauss, déterminer une décatomode g en carrés de formes linéaires indépen-
dantes. En déduire le rang et la signaturejde

3. Déterminer une base orthogonale pquEst-il possible de trouver une base orthonormég der K = R
(on justifiera la réponse) ?

4. On se place maintenant sur le cofigs= C. Dans ce cas, est-il possible de trouver une baskK%dans
laquelle la matrice dg soit la matrice unité ?

Exercice 2. On se place dars = R*. On considére les matrices symétriques :

1 -1 1 -1 O -1 1 -1
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
Q=1 11 ] ST 11
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
1. Soit¢, la forme bilinéaire symétrique dofy est la matrice représentative dans la base canoniqag,lat
forme quadratique associée. Montrer @yeest le carré d’une forme linéaite que I'on déterminera. Quel

est le rang deé; ?

2. Soit¢, la forme bilinéaire symétrique dofi, est la matrice représentative dans la base canoniquoe &t
forme quadratique associée. On pase (x,y,zt) etu = (X,y,Z,t"). Montrer queg,(u) est une différence
¢1(u)? — £(u)? de carrés de formes linéaires, et exprirggfu, u') & 'aide des images deetu’ par/; et/s.

3. Déterminer le noyau et I'ensemble des vecteurs isotrdpés.

Exercice 3. On se place sur I'espade= IR[X], des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a 2, muni de la forme définie par I'expression suivante :

1
9(P,Q) = /_1 P(X) Q) (1) dx.

1. Montrer quep est un produit scalaire euclidien daret déterminer sa matrice dans la basgx, X?).

2. Montrer qu'il existeA € R, tel queA X2 — 1 soit orthogonal au polynéme constant 1. En déduire une base
¢-orthonormée d&, puis I'orthogonall 1+ du planIT engendré par la bagé,X).

3. SoitD c IT la droite engendrée par le polyndme-X. Déterminer les vecteurs dé qui sont orthogonaux
aD pour¢.

4. Déterminer I'orthogonaD' deD dansE relativement 3.



