RELATIONS ENTRE LES DIFFﬁkENTES NOTIONS DE FIBRES ET DE COURANTS POSITIFS.

par J.P. DEMAILLY

0. INTRODUCTION,

Nous nous proposons de généraliser les résultats de 1'article [2], consa-
cré 3 1'étude des relations entre les notions de positivité de P.A. Griffiths
et de S. Nakano pour les fibrés vectoriels. Etant donné une forme hermitienne
6 sur un produit tensoriel TR®E , il Yy a trois manidres naturelles de défi-
nir la positivité de 6 , calquées sur les définitions usuelles concernant les
courants positifs. Dans le cas oi 0 est la forme de courbure d'un fibré vec-
toriel holomorphe hermitien E au dessus d'une variété analytique X , on re-
trouve les notions de positivité de P.A. GRIFFITHS [4] et de S. NAKANO [6]
relatives aux fibrés, ainsi qu'une troisiéme notion de positivité plus restric-
tive, appelée ici positivité forte. Notre objectif essentiel est la démonstra-
tion du résultat suivant, contenu implicitement dans [2] : si le fibré E est
positif au sens de Griffiths, alors le fibré E ® dét E est positif fortement
(donc aussi au sens de Nakano). Ce type de résultat est 1ié &troitement aux
calculs de courbure intervenant dans la théorie des morphismes surjectifs de
fibrés vectoriels semi-positifs de H. SKODA [8] (cf. aussi [1]). Nous montrons
dans le dernier paragraphe comment ces techniques peuvent s'appliquer aux formes

et aux courants pour &tablir des relations entre positivité faible et forte.



1. FORMES HERMITIENNES POSITIVES SUR UN PRODUIT TENSORIEL.

Soit 6 wune forme hermitienne sur un produit tensoriel T ® E d'espaces

vectoriels complexes.

DEFINITION 1. 6 sera dite

xETR®E ,x=ER®u, avec EET, uEE, on a

6(x,x) = 0 ;

usuel sur T® E , c'est-d~-dire si
B(x,x) >0 pour tout xE€ TR E ;
(3) semi-positive fortement, si on peut &crire

x * 2
0(x,x) = Z lxj(x)]

-

Jj=1

pour une famille finie {x"}

(1) semi-positive au sens de Griffiths, si pour tout vecteur décomposable

(2) semi-positive au sens de Nakano, si elle est semi-positive au sens

37 ISisN

* * * * * * *
sur TRE, Xj = Ej ® uj , avec £j eT , uj €E .,

On désignera par =, , =, >

G N S

considéré,

I1 est clair que 6 >g 0 entraine 6 >y 0> et que § 2& 0

de Griffiths, de Nakano, et de semi-positivité forte. On dira que

R * _
de formes linéaires xj décomposables

les inégalités de semi-positivité

0 est

(strictement) positive, et on &crira respectivement S >C 0,8 >N 0,96 >S 0

si. toute petite perturbation de 6 est encore semi-positive dans le sens

entraine 6 =_ 0

G

mais les réciproques sont fausses en général comme on le verra au § 2. Les trois

notions coincident toutefois si 1'un des espaces E ou T est de dimension 1.

On suppose maintenant que l'espace E est muni d'une forme hermitienne

définie positive ¢ ; on désigne par n la dimension de T s par

et on définit TrE O comme la forme hermitienne sur T telle que

Trp 6 (E,£) =

g 8(E® es s g'® ej)

o~

1

r

celle de E,



>

pour toute base orthonormée (ej)]<j<r de E , et tout couple (£,£') € T2 .
ANH B
la forme TrE 6 est indépendante de la base orthonormée (ej) choisie, et

elle est semi-positive d&s que © >c 0. Les semi-positivité@s forte et de Griffiths

sont reliées par le théor&me suivant.

THEOREME 1. - Si la forme hermitienne 6 sur TR® E est semi-positive au sens

de Griffiths, alors la forme

®
e+TrEe $

est semi-positive fortement (donc aussi au sens de Nakano).

La démonstration sera une conséquence aisée du lemme suivant.

LEMME 1. = Soient q un entier= 3 , u. et v 1< j,k< r des nombres com—

plexes. O décrivant l'ensemble %~ des applications de {1,2,...,r} dans
le groupe des racines q-iémes de 1'unité&, on pose
T r
- L [
ul = I owo® , vi= ] v, o(m)
=1 m=]

Alors pour tout couple (j,k) , 1 < j,k<Tr , on a l'identité

U e ;g 0@) o(k) =u, v, si j#k
oEeF

Démonstration. Le coefficient de uy ;; dans la quantité

a ) ul V' o@) o
cex 90O

est donné par
97 ] o) 5® o@ o) .
o €F

Ce coefficient vaut 1 lorsque les paires {j,m} et {k,2} coincident (puis-

qu'alors 0(j) o(k) 0(Z) o(m) = 1 pour chacun des qr éléments o €F) ,

I1 s'agit de montrer que

) 0(i) ok o®) o(m) =0
g ETF

lorsque les paires {j,m} , {k,%} sont distinctes.



si {j,m} # {k,2} , 1'un des &léments de 1'une des paires n'appartient
pas 3 l'autre paire. Comme les quatre indices j,k,2,m jouent le méme réle
(quitte 3 changer &ventuellement 0 en 5) » On peut supposer par exemple
que j n'appartient pas a {k,%} .

Effectuons sur O 1la substitution o+> T , oi T est défini par

21T

() =e 0(i) , 1(s) =0(s) pour s #j

On obtient

] o0(i) o(k) 0®) o(m)

1]
o~

ceF TEF
2im
=e ¢ z si j#m
ocefF
4im
=e ¢ X si j=m,
c e

Comme q = 3 par hypothé&se, il en résulte bien

] 0(j) o o®@) o(m =0 .
oER

Démonstration du théoréme 1 .

Etant donné une base de T et une base orthonormée (ej) de E , on dé-
signe par (E)k) s 1< A< n, les coordonndes de £ € T , par (uj) , 1< j<r
celles de u€ E , et par (XAJ.) celles de x€ TR E .

Si les nombres complexes a)xujk sont les coefficients de 6 (avec

a}\ujk = au)xkj) , on a les formules

0E ® u,t ® u) =A’u2’j’k 45k B By Y o

0 = I &5 By Ry o

AsdsJsk

Tr_ 0 ® ¢ (x,x) = Z - x
E P ] - 2
A,u,J,k-)‘””X}\k W
avec I<A,pu<n, 1< j,k<r .

Par hypothése, 6(% Ru,£ ®u) est >0 .



0 décrivant comme dans le lemme ! l'ensemble ‘F des applications de

{1,...,r} dans le groupe des racines q-iémes de l'unité&, on pose

r
X' Lo 2‘ X E-(—Q'-) .
Ao 2o AL

D'aprés le lemme 1 , on a

—

e . o —
q ) L. 3k ¥io Fo 0@ 000

ceF )\sy’J 2K

1

) ay .. Xy, X+ ) Hooan By B
3 Aj Fuk .. By X
A, gdk ARIR AT Tl o R T AMTT TRk Tk

) ® = T ] .
(x,x) + TrE 8 ® ¢ (x,x) x,g,j aAuJJ XAJ qu

On obtient donc

0(x,x) + Tr, 8 ®¢(x,x) =

. Xy, XL >0
g A T

g ) ) 25k o X' 0(j) o(k) + \ E ;

o E€EF Au,j,k e
d'aprés l'hypothé&se de positivité de Griffiths de © . Il nous reste & vérifier
que le second membre est somme de carrés de formes lindaires décomposables
sur T ® E . Par hypothése, la forme hermitienne de coefficients

( Z alujk o(j) G(k))K i est semi-positive sur T , donc somme de carrés de
ik ?

* *

formes linéaires ¢ . €T , 1<Vv<n . De méme la forme de coefficients
V

(akujj)A " est somme de carrés de formes lindaires E;j eT , 1 <y<n, 1<j<r.
2y

Pour tout vecteur décomposable x =f ®u€ T®E , on peut écrire, en

o(3) e. :
1 (1) 3

Il o~

o 1
notant eo ;

Xio =&, ¢(ue) ,

0(x,%) + Try 08 B ¢(x,x) =

-r a8 * 2 2
q LoE, (BT Jecu,e )|
02?‘. v=1 VO , o

r n N ) | ,
: jzl VZI f‘E\)j(g)l |"’(us.ej)| s



de sorte que

n
- 2
0 + TrE BRy =¢q r Z z ]S;J@ W(?,eg)l

g EF v=1
B n % ) 2
VRN W PICRSILY
j=1 v=1

La démonstation est achevée. Le corollaire qui suit est une géndralisation
du lemme fondamental (3,5) de H. SKODA [8], relatif au cas oi -0 est la forme

de courbure d'un sous-fibré E d'un fibré trivial.

COROLLAIRE 1. = Si la forme hermitienne 0 est semi-positive au sens de Griffiths

sur T®E, oidimT =n, dimE = r , alors

9 g% Inf(n,r) . TrE By .

Démonstration. Montrons tout d'abord le

LEMME 2. - Tr_ 6 ® ¢ - 06> 0 .
E G
En effet, tout vecteur décomposable x € T ® E peut s'écrire
x=E®®u ol IluII2 =¢(u,u) =1 ; si 1l'on choisit une base orthonormée

(e.) de E telle que e =u, il vient
B(x,x) = 6(E® 61,5 ® el) s

T
Tr® p(ex) = ] 0EB e Eme,) iul? 5 Bz ,
5=1

griace 3 1l'hypothése 6 >b 0. Le lemme 2 est démontré. m

D'apr@s le théordme 1, on a donc

- s = -0 > )
TrESIZJcp 6+TrE(TrEG®¢ R ¢ rTrEGiZ)go ) S0
Il nous reste & montrer qu'on a &galement

0 <§ n TrE BBy,

ce qui est plus difficile.

Munissons T de la forme hermitienne semi-positive w = ‘I‘rE ® , que nous

supposons pour l'instant non dégénérée. Soit O =w ® ¢ - 0 >b 0 1la forme con-

-~
~

sidérée dans le lemme 2. Les coefficients de ©, relativement & un couple de



bases orthonormées de T et E , sont donnés en fonction des coefficients

alujk de B et des symboles de Kronecker &Au 5 Sjk » par
sk~ O Cae T Ak
On applique le procé&dé de sommation du lemme 1, mais cette fois par rapport

3 l'espace T (indices X et u). Si “F est 1l'ensemble des applications de

{1,...,n} dans le groupe des racines q-iémes de l'unité, et si 1< A,uy<n ,

1< j,k<r, il vient d'aprés le lemme 1 :

- . - _
q ) ¥ i, .. x'.x. o) o
UET}\:U:jsk )\qu ol ok

ik M Mk

= E 8, .. %X . xX. +
; A A k .
AAU »1.k Hik J }ﬁ-l )\,U,J,k

e — 2
- ) By e By B ay: X . X 41 ) |x .|
y ALk TA k . ik k s
A#U,J,k I . AU,k 4 Mo U,J HJ

ce qui donne

n Z lxu.lz - z a)\u.k X, Xuk
i ™4 AL,k CHIEOAD
- R
=q : ) L O 0@ x!'. X+ ) . o T
0EF A,u,ji,k a?‘u-]k ) 6] Ok AALL LK a?\)\_]k uj uk

Comme dans la démonstration du th&oréme 1, on voit donc que

;

6<Snw®cp=nTrE6®cp .

Lorsque ®w est dégénérée, de noyau K , il est facile de voir grace au
lemme 2 que 0 induit une forme hermitienne © sur T/K® E . En remplacant 0
par ® , et n par N =dim T/K< n , on obtient

®<S N . TrE®®¢ s

ce qui entraine

0 < 3] .
\SN.TrE ®<P<Sn ’I‘rE9®¢P.

Nous allons voir maintenant comment ces notions se traduisent dans le

cadre des fibrés vectoriels hermitiens.



2. FIBRES POSITIFS.

Si E est un fibré vectoriel holomorphe hermitien au dessus d'une varié&té
analytique complexe X , on peut définir une conmnexion canonique D sur E ,
hermitienne et holomorphe (cf. A. DOUADY et J.L. VERDIER [3], P.A. GRIFFITHS [4]).
D envoie l'espace C: q(X,E) des formes de type (p,q) & valeurs dans E ,

2
1 o o . sy 2
dans 1l'espace Cp+l,q(X,E) ® Cp,q+](X,E) 3 la forme de courbure c¢(E) du fibré E

est alors définie par la propriété suivante

D2u = ¢(E).u
pour toute section c® u de E s de sorte que 1 c(E) est une (1,1) forme
a valeurs dans le fibré Herm (E,E) des endomorphismes hermitiens de E . On
identifiera i c(E) 3 la forme hermitienne § sur TX ® E qui lui est cano-

niquement associée.

DEFINTITION 2. - Le fibré E est dit semi-positif (respectivement positif) au
sens de Griffiths, au sens de Nakano, ou au sens fort, s'il en est ainsi

pour la forme hermitienne @ sur chaque fibre TZX ® EZ »y ZE X .

*
La forme de courbure c(E ) du fibré dual E est donnée par

* t
c(E') = - Te(B) ,
= & *  * P . : ;
oi “c(E) € Herm (E ,E ) désigne 1 endomorphisme transposé de c(E). Le

lecteur en déduira aisément la proposition suivante.

PROPOSITION 1. Le fibré E est (semi-) positif au sens de Griffiths (resp. au

a 3 ey * i ~ .
sens fort) si et seulement si le fibré dual E est (semi-) négatif au sens

de Griffiths (resp. au sens fort).

Le résultat analogue pour la positivité de Nakano n'est pas vrai (voir
1'exemple ci-dessous).
Il est classique d'autre part (P.A. GRIFFITHS [4]) éu'un fibré quotient
d'un fibré E >C O est encore positif au sens de Griffiths.De méme un sous- £ibré d'un

fibré E <t 0 est <ﬁ O . On peut vérifier que cette deuxidme propriété subsiste



au sens de Nakano ; aucune par contre n'est vraie au sens fort en général. Les
diverses notions sont reliBes grice au théordme 1 et au corollaire 1, qui im-

pliquent le

THEOREME 2. - Soit E un fibré hermitien (semi-) positif au sens de Griffiths.
On désigne par r 1le rang de E et par n la dimension de la variété X .
Alors les fibrés

o w*
E®dét E , B p (dét g) o (m1)

sont fortement (semi-) positifs. En particulier, ils sont (semi-) positifs
au sens de Nakano, et les fibrés

E*® (det E)”' , E® (ast g) (1)

sont (semi-) négatifs au sens de Nakano.

Démonstration. Il est bien connu que la courbure du fibré dét E = AT E est

reliée 3 la courbure de E par la formule
c(dét E) = Try c(E) = - Trpue(®) ,

et que pour deux fibrés vectoriels hermitiens EI et E2 , On a

c(El by Ez) = C(EI) B IdE2 + IdEl

Le théoréme 2 se déduit alors du théoréme 1 et de son corollaire en prenant

® c(Ez).

. “ P * .
successivement 0 =1 c(E) , 0 =-1 c(E) = 1tc(E) .

Exemple. Soient V wun espace vectoriel hermitien de dimension n+l 5 mn = [P(V)
1'espace projectif associ&, 0(-1) 1le sous-fibré lindaire canonique du fibré
trivial V sur En » Q = V/0(-1) 1le fibré quotient de rang n . On munit
0(=1) et Q de leurs métriques naturelles, induites par celle de V , et Pn

de sa métrique kahlérienne usuelle. On a classiquement les isomorphismes métriques

dét Q =~ 0(-1)* = 0(1)

T Pn ~QR®O0(1) *Q®dJét Q .



Q est semi-positif au sens de Griffiths, comme quotient du fibré trivial V.
On retrouve donc d'aprés le théordme 2 que le fibré tangent T‘Pn est semi-
positif au sens de Nakano (cf. M. SCHNEIDER [7]), et méme au sens fort.

Etant donné une base orthonormée (eo,el,...,en) de V , (e],...,en)
définit une base orthonormée de la fibre Qz au dessus du point =z = [eo]
de En . Si 1'on munit Tz En de la base orthonormée (nl,...,nn) correspon-—
dante, déduite de l'isomorphisme canonique T Pn ~Qpdét Q , la forme de cour-

bure 6 =i c(Q) s'explicite en coordonnées par les formules

S 2
BERUERW = | ] £, T.]° ,
j=l J J
0(x,x) = z X.. X .
’ 1¢j ken IF B
2 2
Tr8E.8) = [g]" = ] lel%,
j=1
n n
pour £ = -Z Ej nj S Tz En , u = 'Z; uj ej (S Qz s
=1 J
X = X.,., Nn. ®e, €T P ©Q .
]$j§k$n ik ] k zZ n z

La forme de courbure de T Pn s'écrit donc
6+ Tr, 0 ® Id S= X, X .+ x. T
<( Q Q@ ®)sx jgk ik By ¥ % K

2 2
=2 . 5 3 .
Dlaggl®+ B Txg e nl

La forme TrQ © est définie positive, mais la forme 6 + TrQ 8 ® IdQ
est seulement semi-positive au sens de Nakano si n > 2 . Il n'existe donc pas
de constante y < 1 telle que 6 + ¥y TrQ ® IdQ ;N O , et en ce sens le résultat
du théoréme 1 est le meilleur possible. En ce qui concerne le corollaire 1, le
lecteur pourra vérifier que 1'inégalité Q* ® (dét Q)n'>k O est optimale, mais
que dans cet exemple Q ® (dét Q)—l <& 0 . Lorsque n > 2 , il apparait qu'on a
Q >G 0 sans avoir Q >N 0, et qu'on a Q*s;N 0 (puisque Q* est un sous-fibré

du fibré trivial V*) sans avoir Q* <S 0 (ce qui entraTmerait Q >S o).
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3. COURANTS POSITIFS.

Seules les propriétés ponctuelles des courants seront &tudides dans ce pa-
ragraphe, de sorte qu'on se limitera A la considération des formes différen-
tielles. La premiére définition des formes et des courants positifs a été donnée
par P. LELONG [5].

Soient T un espace vectoriel complexe de dimension n , F = HomR(T,m)
le complexifié du R-dual de T , AP F l'espace des formes de type (p,q)

sur T. Pour tout entier p, on pose

p(p-1) 9
i P 2 -p .D
SP =& D w254,

DEFINITION 3. - Une forme g € AP?? F est dite

(1) positive, si elle peut s'éerire

N
a= ] €

. A GT
Jii %3 %%

P
avec des &léments ajes AP°° F s

(2) fortement positive, si on a une écriture analogue avec des formes .
J

décomposables ;

(3) faiblement positive, si pour toute forme Be Ak’k F fortement positive,

ol ptk =n, la (n,n)-forme o A B est positive.

Nous noterons PP (resp. spP 5 WPP) le cOne des (p,p)-formes positives

>)

(resp. fortement, faiblement positives), et nous désignerons par > (resp. >gr >y

1'inégalité de positivité (resp. de positivité forte, faible).

On vérifie aisément 3 partir de cette dé&finition qu'on a les inclusions

sp? ¢ pP c wpP
et que les éléments de WwP?  sont réels.
Si 1'on a choisi une (n,n)-forme T positive, non nulle, il y a une forme
bilin€aire naturelle
APP gy g lok 5 g

(avec pt+k = n) qui 3 o € Ap,p F,Be Ak’k F associe 1l'unique nombre complexe 7y



= D -

tel que
cAB=vy. T
wPP  s'identifie alors par définition au c8ne dual (SPk)O de SPk , et on peut

montrer d'autre part que
seP = weM)° , PP - (29O

Enfin, si p =0,1 , n=1 , ou n , toutes les formes de AP2° F sont dé-
composables, donc
spP = pP

weP = (s2)° = (25)° = PP |

On suppose désormais que 1'espace T est muni d'une métrique hermitienne,

représentée par la (1,1)-forme positive

$
W=z

=]

dz, A dz,
j=1 3 j
*
dans une base orthonormée (dzj)l<j< du dual E de E . L'espace
NJIw
F = HoqR(T,E) et 1'algébre extérieure A F sont munis des métriques usuelles
correspondantes. On désigne classiquement par L 1'opérateur de multiplication
extérieure par W dans l'espace hilbertien A F , et par A son adjoint ; on
a donc :
Lo =who, (AB) = (a,LB) = (a|w A B)

pour toutes formes o, E€ AF .

On peut &crire en coordonnées, pour tout o € AP’P g s

1

o = ep pe OLJ.’K dzJ A de "
l} L'a = ¢ Z' ) dz__ A dz ;
L. ptr I,E,M J,K "IM KM
l, ANa=¢__ Z' o dz_ A dz, ,
r! p-r M,N,P NM,PM "N P

T
ol la notation Z signifie que les sommes sont &tendues 3 tous les multi-indices

croissants J,K,M,N,P , avec ici |J] = K| =P, M| = ¢, IN|] = |P] = p-r .
On convient que les symboles Oy g » dzJ s dZK sont définis pour des multi-
b



_]3...

indices non nécessairement croissants J,K , de sorte que leurs signes soient
alternés en J,K .
On rappelle enfin que l'opérateur * de Hodge-de Rham-Poincaré est d&fini

sur A F par la relation
o A*x B8 = @|R) T

Les propriétés des formes positives sont intimement liées aux opérateurs

L,A et * ; la proposition 2 ci-dessous est classique, et de démonstration aisée.

PROPOSITION 2. - Soit o € AP*P F ype forme positive (resp. fortement, faible-

ment positive). Alors les formes

Liae AP P T p 2% e APTTP TR age \NPP g

sont positives (resp. fortement, faiblement positives).

Les méthodes du §1 conduisent d’autre part au résultat suivant.

PROPOSITION 3. = Soit o wune (p,p)-forme faiblement positive sur 1'espace

hilbertien (T,w). Alors la (p,p)—-forme

Pil p-r (p-r)! LE A%y

1!
yoo P plr!

est fortement positive.

Nous aurons besoin des notations suivantes': ¢ décrivant 1'ensemble ¥
4

des applications de {1,2,...,n} dans le groupe des racines gq-idmes de 1'unité
(g > 3) , on pose

n
L KZ] 1¢5) dz,

et pour tout g = (g],...,cp) e_‘FP , on pose

Wy=vwy A...Aw, =] 0@ dz;
1 q L
ol la somme Z est Etendue 3 tous les multi-indices L = (21,...,2p) s TON

L
nécessairement croissants, et ol

o(L) = 01(21) ces GP(ZP) .
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LEMME 3. - Pour tout couple de multi-indices (J,K) tels que |[J| = |[K| =p

2
on a l'égalité

P ) W@ o® W AW = T dz A dz
T s EqP c" o LgM i M

~

ol la somme Z est &tendue 3 tous les L,M tels que
LM

{Js’ms} = {ks,ﬂs} pour tout s , 1 <s<p .

Pour p=1, le lemme 3 se réduit au lemme 1 , et on obtient aussitdt le

cas général en observant que

I o= I v 1 .

cETF o, EF o_.EF

Démonstration de la proposition 3. Ecrivons

|

o =€ o dz_ A dz
7,k %% K
Poolal=IRl=p 7
ER -
=70 oy g dz3 A dzy

p!” |3|=]|K]=p

Dire que o € weP équivaut par définition 3 dire que pour toute famille

(x,) décomposable, x._ = x! x% cee %P , on a
J J i i, J
P
Z o X. x>0 . ’
sig IR *x

Pour chaque &lément gezgfp_] , la (1,1)=forme.

i

2 j,k,%J|=rK|=p-x

est donc positive, ce qui entraine que la forme R(y) suivante appartient 3 spP

%33, kK c(J) o(X) dzj A dzk

€

B(a) = i3 kK o () g(K)dszWOAdzkAWO p

- !
p122PTD) g gep! jsk:-)%J|=|K]=p'1

D'aprés le lemme 3, il vient

8 —
Bla) = . de. @
p!z ij§[J1=IK]=|LI=IM[=p—1 jJ,kK "TiL kM

la somme &tant prise sur les J,K,L,M tels que

]
°
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la somme Etant prise sur les J,K,L,M tels que
{js,ms} = {ks,zs} pour tout s, 1 <s <p-1.

Si {Js,ms} = {ks,ms} , on a ou bien (Js,ks) = (gs,ms) , ou bien
jS = kS # zs =m les deux cas s'excluant mutuellement. On obtient domc

€ p-1

- b el z
B(a) ! rzo G ]J[£[K|=|p—r'uJN’KN dzjp A dzp,

|N[=|B|= =

oii la somme est restreinte aux multi-indices N,P tels que n # P, pour tout
s € {l,...,r} . Le coefficient binomial (P;]) apparalt parce qu'il faut choi-

sir r dindices s € {1,...,p-1} pour lesquels on aura js = ks # 28 =m .

Pour tout multi-indice M de longueur |M| = m , définissons la "contraction"

o [M] € weP™ de o par :

€
a [M] = —EZ% ¥ oy 425 A dz

pt? |7]=|R]=p-m ==

et considérons la forme

e, Pl -
v =2, 7 &7
pl” reo | 91=[%|=p-x

In|=|P|= r

%o, $Zgp A A2 s

dans laquelle la sommation est prise sans restriction sur les multi-indices N

et P . Pour chaque couple (N,P) , on peut écrfre N=NM, P=P'M ol les
multi-indices N' , P' ont la propriété que n; # p; pour tout s; on observera que
dans cette notation, M n'est pas nécessairement constitué des m = |M| derniers
indices de N et P , mais de m quelconques des r indices possibles. Si on
réordonne en écrivant M & la fin, chaque couple (N'M,P'M) proviendra d'exac-
tement (;) couples (N,P) , obtenus aprés avoir "mélangé" M a N' , M a P' .

. . p=1 ry _ (p-l p—m-1 N
De 1'égalité ( . ) (m) ( o ) ( e ) résulte alors
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£
Y(U‘) = —22 z (pr]) (:;) z aJN'M KP'M dzJN'M A dEI@'M
p!” ogrgp-l |J|=’K[=p—r ’
Ll [N [=[p" [=xm
M|= m
=1
i ¥ -1 ~m-1
me—gp ¥ &3 7 CE0
p! m=0 osr-mgp-m-1

€ em “In'm xpry Zgr A dZ . A e dz A dZ
|3|=|K|=p-m-(z-m) P™™ JIN'M,KP'M "IN KP m “M M

[N"|=|P"|=r-m
|M[= m
p—1

I !

) B(OL[M])A e d A dz .
meo m ]Ml'z' m zM M

=m

de sorte que vy(a) € SPP |, D'autre part, on a

e e S S ) g
n[=[p|= =
) ___E_P___ L dz_ A dZ,,
(o-) t7r1? |3]=|K|=p-r TR P KP 5
N|=[p]=x

on obtient donc 1'égalité suivante, qui prouve la proposition 3 :

@ ="] el
y(o) = LG p'z o

On peut démontrer de méme un résultat analogue au corollaire 1.

PROPOSITION 4. - Si o est une (p,p)-forme faiblement positive (p>2), on a

1'inégalité forte

p-1 2
=2y _ 02, {p-x}!” . r ox
o <g rzl [n(r—l) ( # )] p'z L Ao

Démonstration. Avec les notations de la proposition 3 , on pose

n

%,k .Z
J—

=T org si Jp # kp .

Oy . =0 si J=J" K =K'k et j =k
p J'3.K'] J,K lp» . P Ip p’

. -~ 1 - .
On prendra garde au fait que aJ,K n_est pas alterné en J et K (mais
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seulement par rapport aux p-l premiers indices de J et K). Il est clair que
1'expression

8. . x_x
g KT

est 2 0 pour toute famille (xJ) décomposable (cf. lemme 2) ; il en résulte

comme précédemment que sp®  contient la forme

€

B (@) o (J) o(X) dszWGAdEwﬁc

N - Z z 3.
pt2qR P o & gep] 3%, ]3] =|K]=p-1 ITKE

€
s Sk & =
i ) W ior g BB A A3,
p!

les sommations sur J,K,L,M &tant prises pour

3] = || = |z] = M| = p-1 ,'{js,ms} = {ks2 .} si se {1,...,p-1} 3

par conséquent

Bla) = - & Yoo, dz, A dz
p!Z i By B 3JJ2,kKm “jLQ kMm
€5 3
+ (n-1) —= o . dz.. A dz s
p!2 § B, B jJL,kKZ “jLm kMm
avec |J| = |K| = |L] = |M| =p-2 , {iom ) ={k,2} si se {1,...,p-2} .

Définissons la forme §(a) € SPP par

~ _ -~ i _
B@) = B(a) +,Q,§Em B@le]l) A zdzmAdzn1 ,
3 p
=B@) + o, dz.. A dz
p!2 5 Tt JJIL,kK, "7 iLm JkMm
€
=--2 o. dz. , A dz
p!2 i jIL ,kKm ~TjLL kMm
€ X _
A o . dz. A dz -
012 Skea,m 13kEe T kMm

On vérifie comme dans la démonstration de la proposition 3 qu'on a 1'égalité

r# p-2 ~ =
mzo ¢ IMIEm BlaM] A e, dz, A dZ,
p-2 2
_— p-2, (p-r)! r T
& réo ( r_) 2 L" i a

2 2
- -r=1)1
+n ) <Pr2) ( 5 D7 o+l rel

r=o0 p!
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Comme le premier membre est une (p, p)- forme fortement positive, la proposi-

tion 4 est démontrée.

Nous pouvons maintenant &noncer le résultat essentiel de ce paragraphe.

THEOREME 3. - Soit o une (p,p)-forme faiblement positive (1 < p <n). On a
les inégalité&s fortes

1 -1 -1 1 -1 -1
= C'(n,p) ;TE-LP AP S @ g Cm,p) ;TE'LP AP o

ol les constantes positives C(m,p) , C'(n,p) sont définies par

C(n,1)

1, C'(n,1)

o,

C(n,2)

n , C'(n,2) =1,

C(n,p) + C'(H:P) = %z%%_;)' s

et la relation de récurrence

p p-1
C'(n’P) = Z ( + ) C(n_rgp—r> .
r=1

Démonstration. On raisonne par récurrence sur p , en utilisant les propositions

3 et 4, Lorsque p =1 , on peut choisir
C(n,p) =1 , C'(n,p) =0 .
On observe que, pour tout entier r =>1 ,

]

Aq = _'JLL—TT 7 alM]
(p-1)! |M|=r

et que a[M] ne fait intervenir que les variables dont les indices appartien-

nent au complémentaire [M de M . Si et AZM désignent les opérateurs

ItM
L et A relatifs i ces variables, on obtient par hypothése de récurrence

1 p—r-1 Ap—r—l

-o[M] <, C(a-r,p-r) L alM] .
S (p_r)!z (M M

Comme AE&?_I a[M]= g o[M] , il vient

alM] < Clar,por) —L— 1Bl pP7EL gy
(p-r)!

] —— —r—
& Clupapr) ==z Pl gprr al[M] ,
(p-r)!
car la (1,1)-forme Ap-r-l a[M] est dans WPl = SP] 3 en appliquant 1'opéra-
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r . o 5 _ .. ; "
teur L qui conserve les inggalités fortes (proposition 2), on obtient aprés

sommation sur M
LE Ara<s C(n—r,E-§) Lp-l Ap_lcx. .
(p-r)!

Les propesitions 3 et 4 montrent qu'on peut prendre

P - =
c,p) = § [nC2D - @A) clarr,p,m)

r=1

(car le terme entre crochets est toujours > 0) et

p p-1
C'(n,p) = ) ( N ) C(n-r,p-r) .
=1

Grace 3 la relation (P;l) = (P;2) + (E:?) ,» on voit que
p-1

e O e L L

(n+1) (C'(n-1,p-1) + C(n-1,p-1)) = C'(n,p) .

On en déduit aussitdt

C(n,p) + C'(n,p) = (n+1)...(n-p+3) = ?§§%%%§T =

Nous avons maintenant besoin de la majoration suivante, dont la démonstra-

tion est immé@diate (se ramener au cas d'une forme § = ep dzJ A dEJ , |J| = p).

LEMME 4. - Pour toute forme B € SPP et tout entier k <p, ona

(p-k)! .k ,k
By ~E{r L AB .

En appliquant cette inégalité pour k =1 & la forme B = AP_]OLE WP]= SP],

on obtient (la notation Tr o désignant le scalaire -;;' Apoz)

COROLLAIRE 2, - Si o € wpP > on a les inégalités fortes

, . wP< » wP
- C'(n,p) Tro . p_!\Sa\S C(n,p) Tr o . ?-

avec les constantes du théoréme 3 , et

C(n,0) =1, C'(n,0) =0 .
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Comme l'opé&rateur * conserve la trace Tr ¢ et la positivité forte, on

peut d'ailleurs remplacer dans le corollaire 2

C(n:P) par Inf(c(n,P),C(n,n‘P)) s

C'(n,p) par Inf(C'(n,p),C'(n,n-p))

Ces dernidres constantes ne sont malheureusement pas optimales.

Ainsi pour p =2 :

2
PROPOSITION 5. - Si o € We> , alors o <q % . Tro. “’—2 .
Sg - - ;
Démonstration. Si ¢ = T qu’km dzj A dzj A dzk A dzm, nous savons (voir
jsk,2,m
la démonstration de la proposition 3) que la forme
&5 ) - .
B(a) = o + — o - dz. A dz A dz, A dz
4 3,k %#m 12,kg i m k m
est fortement positive. En utilisant le lemme 4 avec p =k = 2 , on trouve
w2
o <g B(@) <g Tr(B(®) . =5 ,
avec Tr(B(a)) = Tr o + 2 Z O.p) .0 =2, Traq .
i%,3% 2
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