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RESUME. — Dans cet article, nous démontrons un théoréme d’extension trés précis
pour les fonctions holomorphes sur la surface S de C? d’équation e* + ¥ = 1. Nous
en déduisons que les fonctions 4 croissance polynomiale sur S sont des restrictions de
polyndmes sur C? et que les fonctions méromorphes & fibres finies sont constantes.
En particulier, les fonctions holomorphes bornées sur § sont constantes.

ABSTRACT. — Holomorphic functions with polynomial growth on the curve defined
bye* +e" = 1.

In this paper, we prove a very precise extension theorem for holomorphic functions
on the curve S defined by e* + ¥ = 1 in C2. Then we show that holomorphic functions
with polynomial growth on § are restrictions of polynomials on C2, and that mero-
morphic functions with finite fibres are constant. Especially, we prove that holomorphic
bounded functions on S are constant.

Introduction

Dans un article récent [2], L. A. RUBEL, W. A. SQUIRES et B. A. TAYLOR
ont démontré que si f, f5, ..., fy, 7 = 3, sont des fonctions méromorphes
non constantes dans le plan, I’hypersurface S de C" d’équation

fiz)+ ...+ £,(z)=0

est irréductible.

Un probléme naturel, soulevé par les auteurs de [2], est de savoir si S
est de Liouville, c’est-a-dire si toute fonction holomorphe bornée sur S
est constante.

(*) Texte présenté par P. MALLIAVIN, regu le 4 octobre 1978,
Jean-Pierre DEMAILLY, Ecole normale supérieure, 45 rue d’Ulm, 75230 Paris Cedex 05.
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180 J.-P. DEMAILLY

La réponse est positive, comme on le voit facilement, lorsque 'une des f;
est rationnelle.

Dans ce travail, nous monirons que la réponse est encore positive pour
la surface réguliére S d’équation e*+¢” = 1 (qui est connexe en tant que
surface de Riemann de la fonction y = Log (1 —¢€%)), et plus précisément
qu’une fonction & croissance polynomiale sur S est la restriction d’un
polyndme de deux variables de degré correspondant.

La démonstration consiste, dans un premier temps, a étendre les fonctions
de S en des fonctions entiéres, dont on contréle la croissance grice aux
techniques d’HORMANDER [1]. Dans un deuxiéme temps, on utilise le fait
que S est « voisine » de la surface e*+¢” = 0, qui est réunion de droites
complexes; le théoréme de Liouville permet d’exploiter les propriétés de
croissance précédemment établies, et de montrer qu’une fonction fsur S a
croissance polynomiale est la restriction a S d’un polyndme sur C?,

Ce résultat entraine aisément qu’il n’existe pas sur S de fonction méro-
morphe 2 fibres finies. On en déduit en particulier que S n’est pas isomorphe
3 un ouvert dune courbe algébrique, et plus généralement, que S ne peut
s’obtenir & partir de la sphére de Riemann P! (C) par constructions succes-
sives de revétements ramifiés a fibres finies (¢f. paragraphe 2).

Je remercie vivement M. Henri SKopA de m’avoir soumis ce sujet de
recherches, et d’avoir beaucoup contribué par ses remarques a améliorer
la clarté de ’exposé. Aprés avoir terminé ce travail, nous avons appris
récemment que I. WAkABAYASHI (Tokyo Noko University) a également
démontré que la surface S est de Liouville, par une méthode complétement
différente.

1. Extension des fonctions holomorphes sur S avec contréle de la croissance

THEOREME 1. — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans C? telle que
) lo(z)—0()| <4 si |z—z'|<1, z2'eC
Pour toute fonction holomorphe f sur S vérifiant avec une constante C > 0
If(z)ISCe"’(z), Z€eS,
il existe une fonction entiére F, égale a f sur S, telle que
|F{z)| <10*Ce*(1+]|z])°(1+] e +e’|) e,
z = (x, y)eC? |z|> =|x|*+|y|%

ou
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FONCTIONS HOLOMORPHES 181

Démonstration. — Le principe en est classique, mais la nécessité (pour
le paragraphe 2) d’obtenir trés précisément le facteur 1+| e*+e¥ l dans la
majoration du théoréme 1 rend la démonstration particuliérement technique.
Pour la commodité du lecteur, la démonstration a été découpée en quatre
étapes.

Etape 1 : extension locale de f.
On désigne par U;, U, les ouverts de C* :

U1={(x,.v);Rex<1etle"+e”-—~1i<%},
Uz={(x,y);Rex>0 et|e"+e”—1|<%]e"|}
-x  y-x 1
={(x,y);Rex>Oet|e — —1|<i},

£ se prolonge en une fonction f; holomorphe sur U;, j = 1,2, de la maniére
suivante (on appelle Log la détermination du logarithme complexe sur
C—]—o0, 0] telle que Logl = 0) :

f1(x, y) = f(x—Log(e*+¢"), y—Log(e"+¢’))  pour (x,y)eUy,
2 f2(x, y) = f(x+Log(e™* =", y)  pour (x,y)eU,.
Il est immédiat que fy et f, coincident avec f sur S.

Etape 2 : construction d’une partition de Iunité.

Soit y une fonction de classe C® définie sur R telle que 0 < x < I,

() =1 pour £<41L’
d
x() =0 pour t>£, et -ﬂﬁéﬁ
3 dt |

On pose ()= 1 (Rex).z(|&+e—1))

Y2 (2) = (1 —x(Rex).x(]e =" —1]).

Les supports de V,, ¥, sont respectivement contenus dans U, et U,, et
on a ._
0<V;{(2)+V,(2) K x(Rex)+1—yRex) < 1.

De plus r; +V, = 1 sur le voisinage ouvert

V= {(x, yye C?; \e’“—}—e"—l] < i} de S.
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182 J.-P. DEMAILLY

Soit en effet (x, y)e V;
st Rex < 1/4, on a

si Rex >0, on a q

s

4
V; =x(Rex), Y, =1-—y(Rex).

On remarque également que \,, \, sont de classe C*®, et que les différen-
tielles d{r;, d\r, sont bornées.

Pour montrer ce dernier point, on utilise les majorations

le_x—ey—x—ll <1|e_x| <
dPoil 4

|e*| <e, [e”|<§+e sur Uy,
- _ 5
le™| <1, |&7F| <> sur U,
2
On a
d; =1 (Rex)d(Rex).x(|e+e'—1])
+x(Rex)x’(|ex+e”——1|)d|e"+e"—-l|,
avec Lo
d|ex+e”—1| =Re(—]~i—_(exdx+e”dy)), '
ef+ef—1
donc

| AV | < |0 Rex)|+]x (|€+&—1]) | (| e ]*+ | [P,

en normes euclidiennes usuelles pour les formes.

|V, | < 13(1+ \/e2+ (; —I—e)2) < 70,

et on montrerait de méme [d\lfz | < 70,

On a ainsi

A fortiori on a
(3) |oy; | <70,  |av,] < 70.

Etape 3 : recherche de F et majorations.

Cherchons la fonction entiére F sous la forme

F=fiVi+fV,—(e"+—Du,

avec ue C* (C?).
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FONCTIONS HOLOMORPHES 183

F coincide par construction avec f sur S, et la condition d’holomorphie
OF = 0 équivaut a ou = h, ol & est la forme de bidegré (0, 1) :

p_ J1OVit 200

4)
e“+e—1

h est de classe C® en dehors de S, et sur le voisinage ¥V de S, on a
o, +oy, = 0, d’ou

(5) h=_J1 J2 f f2 6\]] f fl a¢2’
e"+e’—1 e*+e’—

avec f,—f, = O sur S A U, n U,, par suite & est de classe C*® sur C? tout
entier.

D’aprés (1) et (2), on a
| fi(@»]|<Ce'e®® sur U,
compte tenu de ce que
\/§|Log(e"+e”)| <./2Log2 <1 sur Uy,
et |Log(e™*—¢"™™)| <Log2 <1 sur U,.

Il en résultera une majoration du type | A | < C;e® @, ol C; est une
constante a déterminer.

En dehorsde Vona | e*+e’—1 [ > 1/4, et d’aprés (3), (4) il vient sur | ¥:
(6) |h| <4.70(] f1|+]| f2]) < 560Ce e,

Pour ze V, on peut supposer zesupp V; nsupp,,donc 1/4 < Rex < 1/3,
sinon 4 (z) = 0 d’aprés (5).
x étant fixé tel que 1/4 < Re x < 1/3, la fonction

fz—fl
ef+ed—1
est holomorphe en y pour
« 1
lef+e’—1| <.
2
Pour !
<|ef+e—1] <§,
on a
(7N fam i Szce" AR

e+ef—1  p
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184 J.-P. DEMAILLY

L’ensemble

3

{yeC;|e+&—1|<p}, pour p<|l—e¢”

est une réunion de translatées modulo 2 i © Z de la partie compacte

K.={yeC;|e"+—1|<p, |[Imy—Arg(l—€)| < n},
dont le diamétre est majoré par
2Log .
1—-p/|1-e"|
: x ex+€y"'1
puisque y = Log(1—e’)+Log( 1+———0- ) ).
—e
Comme
|ex—11>e1/4—1>1+_1_=_9_,
4 32 32

le choix p = 1/10 entraine

diam K, < 2Log;§ <1;

le principe du maximum donne alors pour tout y tel que | e +e’—1 | s p:

f2(2)—f1(2)
e+e’—1

(8)

f2(2) = f1(2)

e+ —1

S SUP/=(x, ), | 3" =y | <1,|ex+e¥'=1] =p

A ’
g?e Sup{z'—zl <1e‘P(Z)

<20Ce* e,
On a donc (¢f. (3), (5), (6), (7) et (3)) :
) | h| <1400 Ce**e® .

Etape 4 : résolution du 0.
LEMME 1 (HORMANDER [1], p. 94, théoréme 4.4.2, et régularité du & en
bidegré (0, 0)). — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans un domaine

pseudo-convexe Q, et he Cg, (Q) une forme de bidegré (0, 1) telle que

oh=0 et j |h|>e™®dh < co.
Q
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FONCTIONS HOLOMORPHES 185

Alors il existe une fonction ue C* (Q) telle que ou = h, et
J |u |2e_"’(1+|z|2)'2dk < }j l h|ze""d7\,.
Q 2]

(A désignant la mesure de Lebesgue).

Appliquons le lemme 1 & notre situation, avec Q = C2, et ol
2¢9+3 Log(1+|z|*) remplace .
D’aprés (9) on a

(1400 C *4)? d\.
2 c2(1+lzi2)3'

J |h|Pe™ A +|z]|H) P ar <
C2
On vérifie aisément que

2
J _L=J ="
c2(1+[z|2)3 lz| <1 2

On obtient par le lemme 1 une fonction u de classe C* telle que ou = het
2 2 -2 2y=5 N 2402
(10) | JulPer? 4]z dr < (700/2C 4
2 '

En appliquant la formule de Cauchy (HOorMANDER [1], p. 3, théo-
réeme 1.2.1) & la fonction

v(0) =u(z+Cw), zeC? weC? (eC,

il vient U(g)=ij @di—}f v dh ()
| 2im)g1=1 € mig<adl G
soit u(z)=3__ Md(;“lj éu(z+CW).deC)_
2inmJijg =1 & Tl <t

Prenons la valeur moyenne (en abrégé VM) en la variable w des deux

membres sur la boule |w| < I:
1

u(z) =VM,, <1u(z—i—w)—ZJ drVM, ;| <1 ou (z+rw).w,
d’ou 0
(1) |u@)|<VM|,_., <1 |u(w)|+2sup - <1|0u(W)| VM|, <1|w]
) 8 =
S(VM| p—z) <1 | u(_w)!z)uz_*_ gsuP; w—z | <1|au(w)|5

grice a l’inégalité de Schwarz.
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186 J.-P. DEMAILLY

(1) et (10) entrainent
(VM| ey <1 |u @) [HY? < 700./2C e e @4 (14 (1+] 2|2
< 5600C83A(1+|z|)se“’(z).
L’inégalité (11) jointe a (9) montre que
|u(z)| <8000Ce* (1+|z])°e*®,
et en revenant a la définition de F, on voit que
|F(z)| < Ce?e®@+8000C > (1+]|z])°|e"+e”—1|e*®
< 104C23A(1+lz[)5(1+|ex+e”|)e"’(’),

qui était précisément l’inégalité a démontrer.

2. Fonctions holomorphes a croissance polynomiale sur §

THEOREME 2. — Soit f une fonction holomorphe sur S telle que
|[f@]|<Cl+|z]),  z=(x, €S,

n étant un nombre réel = 0. Alors f est la restriction a S d’un polynéme
P (x, y) de degré total < n.

Démonstration. — Le théoréme 1 appliqué avec
0(z) =nLog(l+|z|), A=nLog2,
montre qu’il existe une fonction entiére F prolongeant f telle que
|F(z)| <10*.8"C(1+|z|)""* (1 +]|e"+€*|).
Le théoréme 2 résultera alors du lemme suivant.
LEMME 2. — Soit F une fonction entiére telle que
(12) |F()| < C+|z|)"(1+]|e*+¢€)),

pour tout z = (x,y)e C?, oit n = 0.

1l existe deux polynémes G (x, y), H (x, y) de degrés totaux < n tels que
F(x,y)= G(x,y)+(e"+€) H(x, y).

Démonstration du lemme 2. — Le développement en série entiére de F par
rapport aux variables x, y—x, peut s’écrire :

F(x, y)= Zjaoxjgj(y—x),

ou les g; sont des fonctions entiéres.
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FONCTIONS HOLOMORPHES 187

On a { F( +x)
X, X
gj(y)—z— %dx’
ot IT) x| =1 X
(13) lg; (M| < C (A+]yra+|e).

On remarque que la surface d’équation e*+e¢” = 0 est la réunion des
droites complexes y—x = (2 k+1)in, ke Z, et la démonstration utilisera
ce fait de maniére essentielle.

Sur la surface ¢*+¢” = 0,onad’aprés (12) : | F(2) | < C(L+|z]|)"
La restriction de F a chaque droite y—x = (2k+1)in est donc un
polynéme de degré < nu, i.e.
g;((2k+1)im) =0 pour j>n, keZ,

et g; (») est divisible par ¢’ +1 pour j > n; on pose g; (¥) = (¢’ +1) p; ().

Pour | e’ +1 I 1/2, (13) implique p; (¥) < C, (1 +| y ] )" (distinguer les
cas Rey <1, Rey = 1).

Comme I’ensemble défini par l e+1 [ < 1/2 est une réunion de compacts
disjoints qui se déduisent les uns des autres par translations modulo 2 i n Z,
la majoration l D (y)] < G, (1+| Y | ) s’étend a tout le plan complexe
grice au principe du maximum.

p; est donc un polynéme de degré < n, et on a
F(x> y) = ZOS]’SH xjgj (y—x)+(ey—x+ I)Zj>nxj pj(y—x)a
ou les deux sommes sont des fonctions entiéres.
Cette égalité peut se récrire :

(i"\i) F(xs _,V) ZOS]\HX g_r(y X)+(6 +ey)20 J-\n(y x)jh (x)s
(14) =20Sj$.ny gj()"‘x)+(e +ey)20s]'<n y—x)’hj(y),

compte tenu de la symétrie des réles de x et y; g;, &;, #;, h; désignent ici
des fonctions entiéres.

Il vient
(15) (ex‘l‘ey)Zosj\n y—x)j[h-(x)—ﬁ-(y)]
""ZO J\ny gj y x) ZOSJ\nx g;(y X)

Effectuons dans (15) le changement de variable y = x4, ou ¢ sera
considéré comme un paramétre; i ce stade le raisonnement est purement
formel. On obtient :

(1+e) e Yocjent [h;(0)=h;(x+1)] = Q(t, x),
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188 J.-P. DEMAILLY

ol Q est une fonction entiére, polynomiale de degré < n en x, et chaque
coefficient est divisible par 1 +¢&°.

Par conséquent

(16) Do<i<al’ [hj(x)—ﬁj(x‘l‘t)] =R(t, x)e 7,
ou R est entiére, polynomiale de degré < n en x.
Montrons par récurrence sur les valeurs décroissantes de j que I'on a

{hj (x) = q;(x) e +g}(x),
h(x) =q;(x) e +q;(x),

ou ¢;, 4;, &,-, é}; sont des polynémes, et deg g;, deg c}j < v,

17

viv+3)—j(G+1)

degg}, degq; < 5

v désignant la partie entiére de n.
Si le résultat est vrai pour j+1, j+2, ..., v, on tire de (16) ’égalite
(18) Lot [h ()= R (x+0)] = R;(t, x)e”*+Rj(1, x),
avec des fonctions entiéres R;, R; polynomiales en x,
vv+3)—(+D(+2)

deg, R; <, deg, R < 5 5

pour j = v, (18) se réduit a (16).
Dérivons I’identité (18) j+1 fois par rapport a ¢; on trouve
— RS (x+1)
+somme de termes A (x+1), k<j
5it1 ; . 0j+1R}
= W(i’ x)e *+ W(t, x).

Substituons y & x+¢, et identifions les coefficients de # dans chaque

membre oy Lo~ .~
R0 () = q; () e +q5(y)

~ ~, _V(v+3)—-(+1)({[+2)
degg; < v, degqg; < 5 .

L’égalité annoncée pour h ; s’en déduit, et ’identité
{=o * (hy(y=0)=T; (1)) = R;(t, y=1) e ™ +R}(t, y—1)

donne de méme

avec

hj(x) =q;(x)e”"+q}(x).
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FONCTIONS HOLOMORPHES 189

On reporte (17) dans ’expression (14) de F pour obtenir
(19) F(x,y)= Zos;svxjgj(y—x)+(1+9y—x)20sjsv(y—"x)j%‘(x)
(€ +€) Yoo (¥ —X) 5(x)
=Yocicv ¥ f;(y—x)+ (e +)H(x, y),

J
£,0) = &@Hﬂ+ﬂﬂmw;d%()

ou

et )
H(x, y)= Zos;sv(J’“‘x)j q; (x),

H polyndme de degré total
viv+3)—j(—1) v(v+3)

avec < SUPp<j<y 5 = 5 < H,

_n(v+3)

=

D’aprés la majoration (12), et (19), on a
| Do<icnX [;(p=2)| < C3{L+]z])*(L+]e"+e]),
lZos;‘svx ij’)l < C4(1+|z|)“(l+|e l(1+|ey|))-

Utilisons cette inégalité aux points x, x+1, ..., x+v, et résolvons le
systéme linéaire ainsi obtenu.

Le déterminant du systéme est du type Vandermonde, donc son module
est > 1, la distance des points x, x+1, ..., x+v, deux a deux étant elle-
méme = 1.

De plus les déterminants

1 x x"
1 x+1 (x+1)"
1 x+v (x+v)*

ol 'une des colonnes est remplacée par une colonne de données, sont

majorés par Cs (1+|x I)v (v+ 1)"2,sup|d0nnées |

On a donc
| f; )] < Ce(L+]z DDA 4| *|(1+]€|));

si Re y < 0, choisissons x = 0, et si Re y > 0 choisissons x = —y; il vient
| i < CQA+]y] e
et f; est un polyndme de degré < n (v+2).
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190 J.-P. DEMAILLY

L’égalité (19) s’écrit maintenant :
F(x, y) =G(x, p)+("+ &) H(x, y),
ou G et H sont deux polyndmes,
degG < n{(v+2)+v<nn+3d),
viv+3) < n(n+3)'
2
Montrons qu’en fait deg G < n, deg H < n.

degH <

Sur la surface S, d’équation e¢*+¢” = a, F coincide avec le polyndme
P=G+aH.

Il suffit de prouver que pour tout aeC, deg P < n. Sinon, soient
m = deg P > n, P, la partie homogéne de degré m de P, et (x,, o) un point
fixé de S,. Pour tous les entiers j et k, le point (xo+2ijw, yo+2 ik m)
appartient & S, et d’aprés (12) on a

| P(xo+2ijm, yo+2ikm)| < Cg(L+|j|+]|k|)"

Prenons j = [t{],k =[tn], out,{,me R, et ou [ ] désigne la partie

entiére. .. )
P(xo+2ijm, yo+2ikm)

Qi)™
tend vers P, (¢, m) quand | | tend vers +co, tandis que
Ce(1+|j|+]k])"
|2int I"’

tend vers zéro, puisque m > n.

On a donc P, (§, m) = O pour tous {, n € R, et P,, = 0 contrairement a
I’hypothese.

La démonstration du lemme 2 est achevée, et avec elle, celle du théo-
réme 2 (I’assertion deg P < n s’obtient en raisonnant sur .S comme ci-dessus).

En particulier, S est de Liouville, ce qui signifie par définition que les
fonctions holomorphes bornées sur S sont constantes. Signalons qu’étant
donné une variété de Liouville X, il est possible de construire des variétés
de méme nature par les procédés suivants :

(a) dter de X une partie fermée « suffisamment petite » (par exemple une
partie fermée polaire);

(b) construire au-dessus de X un revétement connexe (ramifié ou non) a
fibres finies. Ainsi, de méme que C”, les variétés algébriques irréductibles
de dimension n sont de Liouville.
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FONCTIONS HOLOMORPHES 191

Le corollaire ci-dessous montre que la surface S ne peut se déduire de la
sphére P! (C) par application répétée des procédés (a) et (b).

COROLLAIRE. — Soit f : §— P (C) une fonction méromorphe sur S.
On suppose qu’il existe un ouvert non vide U de P* (C) tel que pour tout
ae U la fibre £~ (a) soit finie. Alors f est constante.

Démonstration. — Comme la fonction U— N, g+ Card f ! (a) est
semi-continue inférieurement, le théoréme de Baire montre qu’il existe un
ouvert non vide ¥V < U et un entier p, tels que pour tout ae V,
Cardf "' (@) < p. Choisissons a, €V tel que p = Card f ! (ag,) soit
maximal, et notons 1,

’ S (a0)={21,22,..., Zp}-

Il existe des voisinages W <= ¥ de a, dans P! (C), et Wy, ..., W, de

Z4, ..., Z,, disjoints, relativement compacts dans S, tels que f applique
isomorphiquement W, ..., W, sur W (sinon Cardf ~' (d,) ne serait pas
maximal).
Si ay, = o posons g = f, sinon posons
g= L,
f—ag
onaf '(W)=W,u...uW,, par suite g est bornée en dehors de
Wi, ..., W,, et possede des pdles simples aux points
de S. Zi=(x13 yl)s "'92p=(xp5 yp)

La fonction P (x,y) = g (x, ») [l1<j<p (x—x;) est holomorphe sur S,
a croissance polynomiale de degré p; donc P est la restriction a § d’un
polyndme de degré total < p, de méme que la fonction

Q(x: y) = g(xs y)HléjSp(y_yj)'
P.nls_js_p(y“yj) =Q']_—_[1-‘Sj$p(x_xj)’

et cette égalité est vraie formellement (¢f. démonstration du lemme 2;
S n’est pas algébrique).

Par conséquent [ [, <<, (x—x;) divise P, g est holomorphe bornée sur S,
et p=0.

Il en résulte que g et f sont constantes.

On a sur S,
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ADDENDUM (tiré de la Thése de 3e Cycle)

COROLLAIRE (analogue pour S du théoréme de Picard dans le plan).

Soit f une fonction méromorphe non constante sur S, considérée comme

; 1
application de S dans E1¢. Alors 1'ensemble des points aelP € tels que

la fibre f_](a) soit finie est maigre.

Démonstration. I1 suffit de montrer que pour tout entier p l'emsemble

fermé {h eEIC ; Card f_l(a) ép}est d'intérieur vide.

5 |
Supposons au contraire qu'il existe un ouvert U non vide de P € tel que
pour tout aelU on ait Card f_](a) 4p - Choisissons a_e U tel que

-1 . . |
p = Card £ (ao) soit maximal, et notons f (ao) = {zl,zz,...,zp} .

G . 8 1
I1 existe des voisinages Ve U de a, dans P €, et Vl,...,Vp de zl,...,zp,

disjoints, relativement compacts dans S, tels que f applique isomorphi-
quement Vl,...,Vp sur V (sinon Card f-l(ao) ne serait pas maximal).

; =1
Sia = o posons g = £ , sinon posons g = S s ona £ (V) =V U...UV,
o f - a 1 P

par suite g est bornée en dehors de V ..,Vp, et posséde des pOles sim-

] b
ples aux points z, = (zl,yl),... z = (z ,yp) de S.
La fonction P(x,y) = g(x,y) ’ (x - x ) est holomorphe sur S, & crois-

I(Js'
sance polynomiale de degré p ; donc P est la restriction 34 S d'un poly-

ndme de degré total (p, de méme que la fonction

Q(x,y) = g(x,y) ] | (y- ¥y )
14igp

On a sur S, P . ( l (y - v.) = Q. » ‘ (x - x.),
143 ] 1'¢ J
£ig¢p gJ {p

par conséquent cette égalité est vraie formellement (cf. démonstration
du lemme 2; S n'est pas algébrique).
Par suite (x = xj) divise P,et g est holomorphe bornée sur
£igr
n ré

1
S (i.e.p = 0) . I1 e sulte que g et f sont constantes, contrairement

a 1l'hypothése.

3. Lien avec les fonctions automorphes.

Considérons 1'application p de S dans € - {O,l} qui a (x,y)eS
. X
associe e

p est un revétement , et le groupe d'automorphismes de §
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(x,y) V—+(x + 2ijmw , y*+2ikmT) , j,ke 2 , opdre transitivement sur les
fibres de p.

Ce groupe est donc le groupe Aut (p) de tous les automorphismes du reve-
tement p.

D'autre part, il est bien connu que le revétement universel de G - {0,1}
s'identifie au demi-plan supérieurTT+, avec pour groupe d'automorphismes

le groupe " des homographies

— az + b
z cz +d °
a,d entiers impairs, b,c pairs, ad - bec = 1 (RUDIN I}], section 16.20).

[ est un groupe libre d deux générateurs

o(z) = EE'%_T , T(z) =z + 2 ,

correspondant (avec des conventions adéquates de pqint-bases) aux lacets
autour des points O et 1 dans le groupe fondamental de ¢ - {0,1} ’
Notons A : TR — C -{9,1} =~ TT+/“ﬂ1a projection.

Il existe une fléche q :TT+-—a-S qui rend le diagramme suivant commu-

tatif

| PP

+

o'~ {/}

q est un revétement, et puisque p est galoisien, Aut(g) est un sous-

groupe distingué de " tel que
M /Aut (q) ~Aut (p) =< 7(2.

Par conséquent Aut(q) est le groupe ['' des commutateurs de [, de sorte

que la surface S est définie explicitement comme quotientria/‘ﬂ' du

demi-plan supérieur. Une fonction holomorphe sur S s'identifie a une

fonction automorphe invariante pariﬁ'. La proposition suivante précise

cette question.

PROPOSITION. - Soit G un groupe d'automorphismes du disque unité D

opérant proprement et librement sur D, X = D/G 1l'espace quotient.
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(1)

(ii)

S'i1 existe une fonction holomorphe bornée non constante sut X,

on a la condition de Blaschke uniforme

E 1 - \g(z)\ ¢C (oo pour z eD .
g €G

S'il existe z e D tel que (ou de facgon dquival

ente si pour tout

z D, on a )

o
) 1 -\g(zo>\<w,

geG

alors le produit ‘g(z)' est convergent,

et définit une fonction sous-— harmonlque bor

g&G
née non constante R-analyti-—

que sur X.

si B

f(z)

par le groupe G' des commutateurs de G (i.e.

a

est le facteur de Blaschke associé& au point a&eD , le produit

\ ‘ Bg( )(z) définit une fonction automorphe bornée invariante

geG
une fonction holomorphe

bornée non constante sur le revétement homologique X'

= D/G' de X).

(iii)

(ii)

avec

Pour

S'i1 existe une fonction harmonique positive mnon constante sur X,

i1 existe une fonction holomorphe bornée non constante sur X'.

Remarque. — Pour le demi-plan supérieur, la condition de Blaschke
s'écrit
N 1
a3 &%
geG a +b +c +d
_az + b _
g(z) = ,—q » ad - be = 1.

montrer que la surface S est de Liouville, il suffirait donc de

vérifier que la série ci-dessus est divergente lorsque G =1T1"" .

Malheureusement, nous n'y sommes pas parvenus, car les gléments de "' .

n'ont pas une expression simple.

(1)

Démonstration.

Soit f une fonction automorphe non constante invariante par G, yun

automorphisme de D.

La fonction F(w) = £ o'{(w) - f(z) admet les points X_lg(z) pour

Z8ros.

On déduit aisément de la formule de Jensen que
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2 { ),
Log o y(0) - £(2)]

N

: <l <2 |gll gt on Z Log -—_1—"— ¢

g(2)]|

D'autre part, un calcul facile montre que

! L=[YO () - ) 2

. =1 2
]2 el > SR

Choisissons deux points a, et a, tels que f(al) # f(az) s P1\$P2!’ et deux

|
g€G ]T
Log

automorphismes 7, T, tels que U}(O) = a;, 3}(0) = a,-.
L oyl 2o

Alors zz: “Ig(z)kzz: 1 —\g(z)l ¢2 1nf2 1 »la;] Log F(aj) - f(z”

ge

1o+ |a,| 4 \Ell
TR, R G - )]

(ii) La convergence des produits infinis est bien connue (sous l'hypothe-

se EZ: 1 —[g(zo)l(cn; cf. RUDIN [3] , section 15.21), et il est clair

geG
2
que !lg(z)l est invariant par G.
ge
; _lal a -z =
Par ailleurs, posant Ba(z) =~ T—=, pour 0¢laj¢tl Bo(z) z, on a
Ba o g =p B , g €G, avec lPl = 1

g 1 (a)

Par suite,pour tout g &G, il existe une constante de module 1, Pg’ telle
ue f o = f
q & = Py

On peut vérifier que Pg = | lorsque g est une homographie parabolique,
mais en général # 1.

g Pg
L'invariance de f par les commutateurs de G est néanmoins &vidente.
(iii) Soit h une fonction harmonique positive invariante par G, f une

fonction holomorphe telle que h = Im f = (f - ) .

1
21
Pour tout ge& G, il existe une constante réelle Pg telle que fog=1f + Pg’
d'od 1l'invariance de f par G'.

f est 3 valeurs dans le demi-plan supérieurTT;, et on construit une
. _ f-i
fonction holomorphe bornée en posant F = 1
(ii) et (iii) montrent l'intérét qu'il y aurait a &étudier le revétement
homologique S' de S. Mais le groupe fondamental de S est un groupe libre

3 une infinité de gémnérateurs, et la surface S' est particuliérement

difficile 3 décrire de maniére exploitable.
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