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Preuve de l'inégalité de Hölder

On appelle exposants onjugués des nombres p ∈ [1,+∞] et q ∈ [1,+∞] tels que 1

p
+ 1

q
= 1.

1. Trouver les exposants onjugués q respetivement de p = 1, p = 3/2, p = 2, p = 4, p = +∞.

2. En observant que la fontion x 7→ ex est onvexe sur R tout entier, montrer que pour tous

a, b ∈ R+ on a

ab ≤
1

p
ap +

1

q
bq

[Indiation. Commener par traiter le as où a, b > 0 et appliquer la fontion exponetielle à un

baryentre onvenable de x1 = p ln a, x2 = q ln b.℄

3. Soit x = (xj)1≤j≤n ∈ Cn
et y = (yj)1≤j≤n ∈ Cn

. Montrer que pour tout t > 0 on a
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puis que
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ave des quantités A, B ∈ R+ que l'on préisera.

4. Étudier les variations de la fontion t 7→ tp−1A+t−1B sur R+ et en déduire l'inégalité de Hölder
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≤ ‖x‖p‖y‖q.

[On pourra au hoix faire un alul général lorsque x 6= 0, y 6= 0, ou ommener par supposer

‖x‖p = 1, ‖y‖q = 1 puis raisonner par homogénéité℄.

5. On munit Rn
de la norme x 7→ ‖x‖p. Déterminer la norme |‖ℓ|‖ de la forme linéaire ℓ : Rn → R

telle que ℓ(x) =
∑

1≤j≤n
ajxj en fontions des oe�ients a = (aj)1≤j≤n.


