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L3B � Topologie Corrigé du devoir libre de préparation à l'examen

1. On dit qu'un point x d'une partie A de E est un point isolé de A s'il existe ε > 0 tel que A ∩B(x, ε)
se réduise au singleton {x} (e qui revient à dire que {x} est un ouvert de A). Montrons l'équivalene

des propriétés (a,b,) suivantes :

(a) Tout point de A est isolé.

(b) Comme sous-espae de E, A est un espae disret.

() Une suite (xn) de points de A est onvergente dans A ssi elle est onstante à partir d'un ertain rang.

(a) ⇒ (b). Dire que x ∈ A est isolé signi�e qu'il existe ε = εx > 0 assez petit tel que la boule ouverte

BA(x, εx) = {y ∈ A ; d(x, y) < εx} se réduise à {x}. Par onséquent, pour toute partie U de A et tout

x ∈ U on a BA(x, εx) = {x} ⊂ U , et U est un ouvert. Par dé�nition E est don un espae disret.

(b) ⇒ () Supposons que A soit une partie disrète de E, et soit (xn) une suite de points de A qui onverge

vers un point a ∈ A. L'ensemble {a} étant ouvert dans A, il existe ε > 0 tel que BA(a, ε) = {a}. La
onvergene de la suite (xn) nous dit qu'il existe N ∈ N tel que n ≥ N implique d(xn, a) < ε, 'est-à-dire
xn ∈ BA(a, ε). On a don xn = a pour n ≥ N .

() ⇒ (a). S'il existait un point x ∈ A non isolé, on pourrait trouver par réurrene pour tout entier n un

point xn ∈ A, xn 6= x, ave d(xn, x) aussi petit qu'on veut, disons d(x0, x) < 1 et d(xn, x) <
1
2d(xn−1, x).

Mais alors d(xn, x) < 1/2n et (xn) serait une suite onvergeant vers x, formée de points tous distints,

e qui ontredit ().

Notons que la partie A = {1/n , n ∈ N
∗} est un sous-espae disret de R, puisque la boule ouver-

te BA(
1
n
, 1
n(n+1 ) se réduit à { 1

n
}

[
le point de A le plus prohe de

1
n

est

1
n+1 , qui est à distane

1
n
− 1

n+1 = 1
n(n+1

]
. Cependant la suite n 7→ xn = 1

n
onverge vers 0 /∈ A sans pour autant être onstante

à partir d'un rang quelonque.

2. On désigne par K l'ensemble triadique de Cantor, dé�nie omme l'ensemble des réels de la forme

x =
∑+∞

p=1 ap3
−p

ave ap = 0 ou ap = 2 en base 3 ('est-à-dire les réels de [0, 1] dont le développement

propre ou impropre en base 3 ne omporte pas de hi�re 1, par exemple 1 = 0, 2222... en base 3). On

désigne par Kn l'ensemble des développements propres ou impropres tels que ap 6= 1 pour 1 ≤ p ≤ n et

ap ∈ {0, 1, 2} pour p > n.

Si on érit x = y + z, y =
∑n

p=1 ap3
−p

, ap ∈ {0, 2}, et z =
∑+∞

p=n+1 ap3
−p

, ap ∈ {0, 1, 2}, alors on voit

que z = 3−n × 0, an+1an+2... est un réel quelonque de [0, 3−n] et que x ∈ [y, y + 3−n]. Il est don lair

que Kn est la réunion des 2n intervalles fermés Jy,n = [y, y +3−n] où y dérit l'ensemble des 2n nombres

admettant un développement triadique �ni y = 0, a1 . . . an ave ap = 0 ou ap = 2. On obtient ainsi :

0 1/3 2/3 1

K1

K2

K3

D'autre part on a par dé�nition K =
⋂

Kn (on notera que l'ériture triadique d'un élément de K est

unique si on impose ap ∈ {0, 2}, ar on ne peut avoir à la fois un développement propre et impropre formés

tous de 0 et de 2, puisque la substitution d'un développement impropre aj ...0222... par un développement

propre ferait apparaître un 1). Comme (Kn)n≥1 est une suite déroissante de parties fermées de [0, 1],
leur intersetion K est une partie fermée de l'espae ompat [0, 1], par onséquent K est ompat.

3. Montrons que K n'a pas de point isolé.

Si x ∈ K, onsidérons le réel xn ∈ K obtenu en hangeant le seul hi�re an (on remplae don an par

2− an et les autres ap restent inhangés). Par dé�nition xn = x± 2× 3−n ∈ K. La suite (xn) forme une

suite de points deux à deux distints de K tels que x = limn→+∞ xn, par onséquent le point x ∈ K n'est

pas isolé.
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4. Montrer que l'appliation αn : K ∋ x 7→ αn(x) = 1
2an ∈ {0, 1} (an = n-ième hi�re en base 3 du

développement de x) est ontinue. En déduire que la fontion f(x) =
∑+∞

n=1 αn(x) 2
−n

onstitue une

surjetion ontinue de K sur l'intervalle [0, 1], puis que K n'est pas dénombrable.

Pour ela on observe que αn est onstante sur haque intervalle onstituant Kn ; omme es intervalles

sont fermés et sans bornes ommunes, la ontinuité de αn en résulte de façon triviale. En déduire que

la fontion f(x) =
∑+∞

n=1 αn(x) 2
−n

est la somme d'une série normalement onvergente en norme ‖ . ‖∞
sur K, puisque ‖x 7→ αn(x) 2

−n‖∞ = 2−n
. On en déduit d'après le ours que f est ontinue sur K.

De plus, si x =
∑+∞

p=1 ap3
−p

ave ap ∈ {0, 2}, et si bp = 1
2ap ∈ {0, 1} est le hi�re binaire orrespondant,

alors αn(x) = bn, don f(x) =
∑+∞

n=1 bn2
−n

est un développement binaire arbitraire d'un nombre réel de

l'intervalle [0, 1]. On en onlut que f : K → [0, 1] est surjetive, puis que cardK ≥ card [0, 1] > cardN
(d'après le ours, [0, 1] n'est pas dénombrable).

5.Montrer que [0, 1]rK est dense dans [0, 1]. Montrer aussi que K est totalement disontinu, 'est-à-dire

que les omposantes onnexes de K sont toutes réduites à un seul point.

Montrer que [0, 1]rK est dense dans [0, 1] revient à voir que pour tout x ∈ [0, 1] et tout ε > 0, il existe
x′ ∈ [0, 1] r K tel que |x − x′| < ε. Soit x = 0, a1a2...an... =

∑+∞
p=1 ap3

−p
le développement triadique

propre de x. Posons par exemple x′ = 0, a1a2...an111111.... Il s'agit d'un développement propre (sans

développement impropre assoié) et qui omporte des 1, don x′ ∈ [0, 1]rK. Par ailleurs |x− x′| ≤ 3−n

puisque les hi�res de x et de x′ oïnident jusqu'à l'ordre n, il su�t de prendre n tel que 3−n < ε.

On en onlut en partiulier que pour tout x ∈ K et tout ε > 0, il existe a < x < b ave b − a < ε et

a, b /∈ K (si x ∈ ]0, 1[, on applique e qui préède en prenant des approximations a = x′1, b = x′2 à ε/5
près de x1 = x+ ε/4, x2 = x− ε/4 ; si x = 0, on prend a = −ε/4 et si x = 1 on prend b = 1+ ε/4). On en

déduit que K ∩ ]a, b[= K ∩ [a, b] est une partie à la fois ouverte et fermée de K ontenant x, don d'après
le ours la omposante onnexe de x est ontenue dans K ∩ [a, b]. Comme b − a < ε est arbitrairement

petit, ei implique C(x) ⊂
⋂
[a, b] = {x}. Par onséquent K est totalement disontinu.

6. On suppose que E est ompat. On désigne par Cε(x) la lasse d'équivalene de x pour la relation

�x et y peuvent être reliés par une ε-haîne�. On se propose de montrer ii que si εn > 0 est une suite

déroissante tendant vers 0, alors l'intersetion C̃(x) =
⋂

Cεn(x) oïnide ave la omposante onnexe

C(x) de x dans E.

(a) Il est très faile de voir (résultat du ours) que les lasses Cε(x) sont des ouverts de E. Ce sont don

aussi des fermés puisque haque lasse est le omplémentaire de la réunion des autres. Or, nous avons

C(x) = F ∪G, F = C(x) ∩ Cε(x), G = C(x) ∩ ∁Cε(x),

et F , G sont des parties fermées disjointes de C(x) ave x ∈ F 6= ∅. Par onséquent, omme C(x)
est onnexe, nous avons néessairement G = ∅, e qui signi�e que C(x) ⊂ Cε(x). On obtient don

C(x) ⊂ C̃(x) =
⋂
Cεn(x).

(b) Pour tout δ > 0, soit Uδ l'ouvert des points y tels que d(y, C̃(x)) < δ. Considérons les ensembles fermés

Fn = Cεn(x) ∩ ∁Uδ dans E. Il s'agit d'une suite déroissante de fermés telle que

⋂
Fn = C̃(x) ∩ ∁Uδ = ∅,

don par ompaité de E on en onlut que l'un des fermés Fn est vide. Cei signi�e que Cεn(x) ⊂ Uδ,

ou enore que pour tout point p ∈ Cεn(x), il existe q ∈ C̃(x) tel que d(p, q) < δ.

() Dans le résultat du (b), on hoisit n tel que εn < δ. Étant donné deux points quelonques y, z de

C̃(x), on a en partiulier y, z ∈ Cεn(x), don (par transitivité en passant par x) il existe une haîne de

points yi ∈ Cεn(x), 0 ≤ i ≤ N , telle que y0 = y, yN = z et d(yi, yi+1) < εn. D'après b appliqué ave

p = yi, 0 < i < N , on peut trouver qi ∈ C̃(x) tel que d(yi, qi) < δ ; on hoisit par ailleurs q0 = y et

qN = z puisque es points sont déjà dans C̃(x). On a alors

d(qi, qi+1) ≤ d(qi, yi) + d(yi, yi+1) + d(yi+1, qi+1) < δ + εn + δ < 3δ.

Comme δ > 0 est aussi petit qye l'on veut, on voit que C̃(x) est bien enhaîné. Comme C̃(x) =
⋂

Cεn(x)
est fermé dans l'espae ompat E, l'eensemble C̃(x) est un ompat bien enhaîné. On en déduit d'après

le ours que C̃(x) est onnexe, et omme x ∈ C̃(x) on a don C̃(x) ⊂ C(x) (C(x) est le plus grand

onnnexe ontenant x). D'après (a), nous obtenons C̃(x) = C(x).
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7. (a) On suppose que E est ompat et totalement disontinu. Montrer que pour tout ε > 0, on peut

trouver une partition de E en un nombre �ni N de parties ouvertes et fermées Ai, 0 ≤ i < N , de diamètre

diamAi < ε.

Soit x ∈ E quelonque. Par hypothèse C(x) = {x}. D'après 6 ), nous avons

⋂
Cεn(x) = C̃(x) = C(x) = {x},

et d'après 6 b), pour δ > 0 �xé, il existe ν(x) tel que

Cεn(x) ⊂ Uδ =
{
y ∈ E ; d(y, C̃(x)) < δ

}
= B(x, δ)

dès que n ≥ ν(x). Choisissons δ = ε/3. On a alors diamCεn(x) ≤ 2δ = 2ε/3 < ε pour n = ν(x).
L'ensemble Vx = Cεν(x)(x) est un voisinage ouvert (et aussi fermé) de x, don d'après le théorème de

Borel-Lebesgue, on peut extraire de la famille (Vx)x∈E un reouvrement �ni Vxi
, 0 ≤ i < N , de E. On

obtient une partition �nie de E en parties Ai ouvertes et fermées en posant

A0 = Vx0 , A1 = Vx1 r Vx0 , . . . , Ai = Vxi
r (Vx0 ∪ . . . ∪ Vxi−1), 1 ≤ i < N.

(si x ∈ E et si i est le plus petit indie tel que x ∈ Vxi
, on bien que x ∈ Ai). De plus diamAi ≤ diamVxi

=
diamCεν(xi)

(xi) < ε.

(b) Réiproquement, supposons que l'espae ompat E admette pour tout ε > 0 une partition �nie en

parties ouvertes et fermées Ai de diamètre < ε.

Alors, pour tout x ∈ E, la omposante onnexe C(x) est ontenue dans l'unique partie Ai telle que x ∈ Ai,

et on a don diamC(x) ≤ diamAi < ε. Cei montre que diamC(x) = 0, par onséquent C(x) = {x} et

E est totalement disontinu.

8. On se propose de montrer le théorème suivant : un espae métrique E est homéomorphe à l'ensemble

de Cantor K ssi il est ompat, totalement disontinu et sans point isolé.

(a) Les propriétés soulignées i-dessus sont invariantes par homéomorphisme (si E véri�e l'une d'elles

et si ϕ : E → E′
est un homéomorphisme, alors E′

la véri�e). Il su�t pour ela que es propriétés ne

s'expriment qu'en termes d'ouverts de fermés, et 'est bien le as des notions de ompaité (propriété

de Borel-Lebesgue), de onnexité (par dé�nition) et de point isolé (x est isolé ssi {x} est un ouvert).

Par onséquent tout espae E homéomorphe à l'ensemble de Cantor K est bien ompat (question 2),

totalement disontinu (question 5) et sans point isolé (question 3).

On suppose désormais que E est un espae ompat, totalement disontinu et sans point isolé.

(b) Dans les partitions (Ai) obtenues à l'exerie 7, montrer qu'un point isolé de Ai serait aussi un point

isolé de E, et en déduire que haque partie Ai est elle-même une partie ompate totalement disontinue

et sans point isolé.

Si x était un point isolé de Ai, alors {x} serait ouvert dans Ai, mais omme Ai est ouvert dans E on en

onlurait que {x} serait un ouvert de E, autrement dit que x serait un point isolé de E, ontradition.

Par ailleurs, Ai est fermé dans E, don ompat, et des omposantes onnexes sont des onnexes ontenus

dans E, don réduites à des singletons. On voit par onséquent que haque Ai est une partie ompate

totalement disontinue et sans points isolés.

() Montrer dans le résultat de 7 que quitte à rédéouper ertains Ai (ou à regrouper leurs moreaux !)

on peut se ramener au as où le nombre N de parties Ai est une puissane de 2.

Soit 2p la plus petite puissane de 2 telle que 2p ≥ N . Si 2p > N , l'exerie 7 et la remarque 8 a) montrent

qu'on peut ertainement redéouper AN en un ertain nombre de parties AN,k ouvertes et fermées de

diamètre diamAN,k ≤ 1
2 diamAN , 0 ≤ k < s (de sorte qu'on a ertainement s ≥ 2). Quitte à remplaer

AN par A′
N = AN,0 et à poser A′

N+1 = AN,1 ∪ . . .∪AN,s−1, on voit qu'on peut hanger N en N ′ = N +1
(noter que diamA′

N ≤ diamAN < ε et diamA′
N+1 ≤ diamAN < ε). On ontinue jusqu'à e que N ′

atteigne la valeur 2p.

(d) Montrer qu'on peut trouver par réurrene des entiers kp et des parties Ai1 , Ai1i2 , Ai1i2...ip,

0 ≤ ip < 2kp , ayant les propriétés suivantes : (Ai1)0≤i1<2k1 est une partition de E en parties ouvertes et
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fermées de diamètre ≤ 2−1
, . . . , (Ai1i2...ip)0≤ip<2kp est une partition de Ai1i2...ip−1 en parties ouvertes et

fermées de diamètre < 2−p
.

Cei résulte de e qui préède, sauf peut-être le fait que l'on puisse déouper les parties Ai1i2...ip−1 en exa-

tement le même nombre 2kp de parties (Ai1i2...ip)0≤ip<2kp . Mais il résulte de la question 7) que l'on peut

trouver des familles de parties qui dépendent a priori des Ai1i2...ip−1 , soit 0 ≤ ip < Np(i1, i2, ..., ip−1). Or,

on peut toujours hoisir une puissane 2kp qui est supérieure ou égale à tous les entiers Np(i1, i2, ..., ip−1)
en nombre �ni, et proéder à un redéoupage omme dans 8 ) pour atteindre le nombre voulu 2kp .

(e) On érit haque entier is = 0, 1, ..., 2ks − 1 de la question (d) en base 2 à l'aide de ks hi�res binaires,
en ommençant si néessaire par des 0 de manière à avoir exatement ks hi�res (par exemple 000000101
est le odage du nombre 5 ave ks = 9). La suite d'indies i1i2...ip se ode alors omme une suite de

k1+ ...+kp hi�res 0 ou 1. Par onstrution, haque point x ∈ E appartient à une unique suite de parties

Ai1i2...ip pour tout p, et on en obtient une représentation de i1i2...ip... par une suite in�nie de hi�res

binaires a1, a2, . . . , an, ... ∈ {0, 1} (les entiers is sont obtenus en prenant les tronçons suessifs de ks
hi�res binaires).

Montrons que l'appliation

ϕ : E ∋ x 7→ ϕ(x) =
+∞∑

n=1

2an3
−n ∈ K

est ontinue. Pour n �xé, et p �xé tel que k1 + ...+ kp ≥ n, on observe que x 7→ un(x) = an est onstante

sur haune des parties Ai1i2...ip et don ontinue sur E (la ondition k1 + ...+ kp ≥ n fait que le hi�re

binaire an est l'un des hi�res des entiers i1, i2, ..., ip, il ne dépend don pas des indies is, s > p). On en

onlut que

ϕ(x) = 2

+∞∑

n=1

un(x) 3
−n

est ontinue omme somme d'une série normalement onvergente de fontions ontinues sur K.

(f) Montrons que si |ϕ(x)−ϕ(y)| < 3−n
ave n = k1 + . . .+ kp, alors d(x, y) < 2−p

, puis que ϕ : E → K
est un homéomorphisme.

En e�et, la ondition |ϕ(x) − ϕ(y)| < 3−n
entraîne que les hi�res triadiques des développements de

ϕ(x) et de ϕ(y) oïnident jusqu'à l'ordre n. Si on prend n = k1 + ... + kp, les entiers i1, i2, ..., ip du

odage préédent sont entièrement �xés, e qui signi�e par dé�nition de ϕ que les points x et y sont

situés dans la même partie Ai1i2...ip. On a don d(x, y) ≤ diamAi1i2...ip < 2−p
. Si ϕ(x) = ϕ(y), e qui

préède est vrai ave p et n aussi grands qu'on veut, don d(x, y) = 0 et x = y. Cei montre que ϕ
est injetive. Comme l'appliation ϕ : E → K est une bijetion ontinue entre espaes ompats, on

sait d'après le ours que 'est automatiquement un homéomorphisme [ autre raisonnement possible :

l'impliation |ϕ(x) − ϕ(y)| < 3−(k1+···+kp) ⇒ d(x, y) < 2−p
montre en fait diretement que ϕ−1 : K → E

est uniformément ontinue, si on pose z = ϕ(x), w = ϕ(y) ∈ K, x = ϕ−1(z), y = ϕ−1(w) ℄.

9. Il est immédiat que pour tout entier n ≥ 1, l'espae Kn
est enore un espae ompat, totalement

disontinu et sans points isolés : la ompaité d'un produit de ompats est onnue, et d'autre part haque

point x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn
est limite d'une suite de points 2 à 2 distints xk = (x1,k, . . . , xn,k). En�n

les omposantes onnexes d'un produit sont les produits des omposantes onnexes des fateurs, omme

on le voit par projetion, de sorte que Kn
est totalement disontinu. Le théorème général obtenu à la

question 8) montre que Kn
est homéomorphe à K. En fait, il est très faile de voir que

K : x =

+∞∑

p=1

ap 3
−p 7→ (x0, x1) ∈ K ×K, ave x0 =

+∞∑

p=1

a2p 3
−p, x1 =

+∞∑

p=1

a2p−1 3
−p

est un homéomorphisme de K sur K × K (mais il y en a beauoup d'autres, il su�t par exemple de

partitionner N
∗
en deux parties in�nies qui ne sont pas néessairement les entiers pairs et impairs). Pour

obtenir un homéomorphisme de K sur Kn
, il su�rait de partitionner N

∗
en n parties in�nies, par exemple

les n lasses de ongruene modulo n, soit p 7→ np− r, 0 ≤ r < n, p ∈ N
∗
; on poserait ainsi

K ∋ x 7→ (x0, . . . , xn−1) ∈ Kn, xr =

+∞∑

p=1

anp−r 3
−p.
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