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Exponentielle de matrices, groupes de Lie

Exercice 1. (Surjectivité de ’exponentielle)

1. J.(a) = aU, ou U est une matrice unipotente. Puisque exp : C — C* est surjective
et que exp : Nil,(k) — Uni, (k) est un homéomorphisme, on peut trouver b € C et
N € Nil, (k) tels que €® = a et expN = U. On a alors

exp(bl, + N) = exp(bl,) expN = e’ expN = aU.

2. D’apres la réduction de Jordan, tout M € GL,,(C) admet une diagonalisation par blocs :
PMP~! = diag(By,...,B) ot tous les B; sont des blocs de Jordan. Puisque M est in-
versible, les coefficients diagonaux de ces blocs sont non nuls et donc, d’apres la question
précédente, les blocs sont dans I'image de I’exponentielle : soit C; un antécédant de B;.
On a alors M = exp (P_1 diag(Cy, ..., Ck)P).

Toute matrice inversible M = exp L est alors un carré : M = exp(2L/2) = exp(L/2)?.
En revanche, exp n’est pas injective : Vk € Z, exp(2itkl,) = e¥™1, =1,,.

Exercice 2. (Non-surjectivité de I’exponentielle)

1. Si le spectre (dans C) d’une matrice est {), u}, le spectre de son carré est {\2, u?}. Si
une matrice réelle avait un carré de spectre {—1}, il faudrait donc que son spectre soit
{i,—i}. Elle serait alors diagonalisable sur C et il en serait donc de méme pour son
carré. Puisque Jo(—1) n’est pas diagonalisable (—I3 est la seule matrice diagonalisable
de spectre {—1}), on a une contradiction : Jo(—1) n’est le carré d’aucune matrice réelle.

2. L’exponentielle de la matrice A € M,,(R) est le carré de la matrice réelle exp(A/2). La
matrice Jo(—1) n’est donc I'exponentielle d’aucune matrice réelle.

Exercice 3. (Exponentielle et matrices symétriques)

1. Soit S une matrice symétrique. On sait qu’il existe une matrice O € O, (R) et des réels
\i € R tels que S = O~ diag(\y, ..., A\,)O. La matrice expS = O~ ! diag(eM, ..., e )0
est alors clairement définie positive. L’exponentielle induit donc bien une application
continue Sym,, (R) — SDP,(R).

Soit maintenant P une matrice symétrique définie positive. On peut I’écrire sous la forme
P = O~ ldiag(p1, ..., 1n)0 ot O € O,(R) et les u; sont des réels strictement positifs :
on peut donc les écrire p; = e pour des \; € R. Soit également f un polynome réel
tel que f(\;) = pi. Si on pose S = O~ !diag(A1,...,A\,)O = f(P), on a bien P = exp§S.
Il reste maintenant & démontrer que S = f(P) est le seul antécédant de P. Si S’ en était
un autre, on pourrait I'écrire S’ = Q! diag(71,...,7,)Q, o1 Q € O, (R) et 7; € R et on
aurait P = Q! diag(e™,...,e™)f. Les €7 sont donc les y; : quitte & composer € par
une matrice de permutation (c’est-a-dire quitte a renuméroter les 7;), on peut supposer
S’ = Q ldiag(Ai, ..., A\)Q et P = QM diag(e?,...,e*)Q : on a donc bien S’ = f(P).

2. 1l s’agit de montrer que l'inverse de ’exponentielle est continu. Une solution est la
suivante : si P = exp S, P - B(I,, 1) est un voisinage de P sur lequel la série entieére du
logarithme définit un inverse (continu) de I’exponentielle : I'unique inverse de P par
I'exponentielle est en effet nécessairement S + log(I + P~1H).



On peut également le démontrer a la main : soit (Sg) une suite de matrices symétriques
telles que exp Sg, — P € SDP,,(R). On peut écrire Sy, = O, ' diag(\1 (k), ..., A (k))Ox,
—00
pour des suites \; de réels et O de matrices orthogonales. Puisque O, (R) est compact,
il existe une sous-suite O P 2 € 0,(R). On a donc
— 00

diag(e’\l(‘p(k)), . ,e’\"(‘o(k))) —— QPO L
k—00

Les suites A\;(¢(k)) convergent donc toutes, et leurs limites \;(co) sont les logarithmes
des valeurs propres de P. On a en particulier démontré que S; admettait une valeur
d’adhérence qui, par continuité de ’exponentielle, est 'unique antécédant de P.

De toute suite dont I'image converge vers exp S, on peut donc extraire une sous-suite
convergeant vers S : il s’ensuit que I'inverse de I’exponentielle est continu en exp S.

3. On obtient le méme résultat en remplacant Sym,,(R) par les matrices hermitiennes et

SDP,,(R) par les matrices hermitiennes définies positives dans I’énoncé (et O,, par Uy,
dans la preuve).

Exercice 4. (Sous-groupes arbitrairement petits)

1. Soit TT = {£1}N le groupe (multiplicatif) des suites infinies de +1, muni de la topologie
produit. On sait que cet espace est métrisable, par exemple grace a la distance 2-adique

d(X,y) — 9~ mln{z eN | X; 75 yi}7

ou 'on adopte la convention (naturelle) 27 min@ _ g9-co — (. On vérifie alors sans

peine que cette topologie rend la multiplication
w(x,y) =z, avec z; = x;y;

et I'inversion
inv(x) =x

continues.

Tout voisinage de 1’élément neutre e défini par e; = 1 contient alors une boule centrée
en e et notamment le sous-groupe non trivial (et méme isomorphe a IT)

Iy ={x € II|Vk €[0,n],z, =1} C IL

Un exemple de nature complétement différente est donné par le groupe Homeo.(R") des

homéomorphismes a support compact de R", c’est-a-dire le groupe des homéomorphismes
f : R" — R"™ tels qu’il existe un compact K en dehors duquel f est l'identité :

fiIrm\k = idrm\k. On peut en effet munir ce groupe de la topologie de la convergence

uniforme, induite par la distance

d(f,9) = max || f(x) — g(z)|

zeR™

et vérifier que cela en fait bien un groupe topologique.

Pour tout ouvert borné 2 C R", le sous-groupe des homéomorphismes coincidant avec
I'identité hors de 2 est alors un sous-groupe non trivial contenu dans la boule de centre
idr» et de rayon diam(€2).



2. D’apres le cours, I'exponentielle exp : M,,(C) — GL,(C) est un homéomorphisme local

au voisinage de 0. Soit donc U C M,,(C) un voisinage de 0 et V C GL,,(C) un voisinage
de exp 0 = I, tels que ’exponentielle réalise un difféomorphisme U — V. Soit Uy C U
tel que 2Ug C U et Vg I'image de Uy par 'exponentielle.
Supposons par ’absurde que V( contienne un sous-groupe non trivial. Soit N € Vg un
élément non trivial de ce groupe. Il admet un unique antécédant M dans Uy. D’apres les
hypotheses, il existe un entier k tel que kM appartienne & U\ Uy. On a alors exp(kM) =
MF € V \ Vy, ce qui constitue une contradiction. GL,(C) n’admet donc pas de sous-
groupe arbitrairement petit.

Remarque. On appelle groupe de Lie une variété différentielle admettant une structure
de groupe pour laquelle la multiplication et 'inversion sont différentiables. Le théoreme vu
en cours, parfois appelé théoréme de Cartan-von Neumann, garantit que c’est le cas des
sous-groupes fermés de GL,(C). La preuve que nous avons donnée se retranscrit a peu pres
directement dans ce cadre : les groupes de Lie n’admettent pas de sous-groupes arbitrairement
petit.

Un théoreme difficile de Glaeson, Montgomery et Zippin, datant des années 1950 et considéré
par certains comme la solution du cinquieme probleme de Hilbert, garantit qu'un groupe
topologique localement compact est en fait un groupe de Lie si et seulement s’il n’admet pas
de sous-groupe arbitrairement petit.

Exercice 5.

1. Soit A = D + N la décomposition de Dunford de A. On rappelle que cela signifie que D
est diagonalisable, N nilpotente, et que DN = ND. En particulier,

expA =expD -expN,

et exp D et exp N commutent (par exemple parce que ce sont des polynémes en D et N,
respectivement). On pose alors

n—1 Nk
1 _
N —eXpN—In—Zﬁ.
k=1

La matrice N’ commute alors avec exp D et est nilpotente (c’est un polynéme en N sans
terme constant, donc on voit directement que (N’)” = 0.) On a alors

expA =expD - (I, + N') =expD + (expD) N'.

Puisque D est diagonalisable (disons D = P diag(dy,...,d,)P™!), expD est diagonali-
sable (exp D = P diag(e?, ..., e )P~1). Puisque exp D commute avec N’, (exp D) N’ est
nilpotente et expD commute avec (exp D) N’. L’expression exp A = expD + (exp D) N
est donc bien la décomposition de Dunford de exp A.

2. Supposons exp A = 1,,. Soit A = D + N la décomposition de Dunford de A. D’apres ce
qui précede, la décomposition de Dunford de I,, est

n—1 1k
I, =expD +expDZ T E
k=1

n—1
Nk

Par unicité, cela entraine expD =1, et expD Z i 0.
k=1



La premiere équation est équivalente au fait que le spectre de D (et donc celui de A)
est inclus dans 2iwZ. Pour la seconde, remarquons que

n—1 NE n—1 Nk
expD Z o 0= Z o 0 car exp D est inversible
k=1 k=1
N N2 Nn—2
SN|1l+—=—+—+-+— | =0
<+2+6+ +(n—1)!>
N/
<N=0 car N” est inversible.

Ainsi, la matrice A est diagonalisable, de spectre inclus dans 2i7Z.
La réciproque étant immédiate, on a donc que les matrices dont I’exponentielle est I,
sont exactement les matrices diagonalisables dont le spectre est inclus dans 2i7Z.

Exercice 6. (Sous-groupe compact maximal)

Nous allons donner deux preuves différentes du fait que O, est un sous-groupe compact
maximal de GL,(R), c’est-a-dire qu'un sous-groupe compact contenant O,, doit en fait lui
étre égal.

1. La premiere preuve utilise le théoréeme de décompostion polaire, selon lequel I’application

O, x SDP,, — GL,(R)
(0,8) +— 08 °

ou SDP,, € GL,(R) désigne I’ensemble des matrices symétriques définies positives, est
un homéomorphisme (on prendra garde au fait que cette application ne préserve a priori
pas les structures algébriques mises en jeu; d’ailleurs, SDP,, n’est pas un groupe).
Le point-clef est qu'un sous-groupe compact de GL,,(R) ne peut pas contenir de matrice
symétrique définie positive différente de 1, : effet si S est une telle matrice, on sait qu’il
existe une matrice orthogonale Q telle que Q71SQ = diag(\1, ..., \,), ott les ()\;) sont
des réels strictement positifs. Par hypothese, 'un de ces réels est différent de 1, disons
Xip # 1. Quitte a passer a la matrice inverse, on peut supposer \;, > 1. La matrice
SF = Qdiag(A¥, ..., AF)Q~! a donc un rayon spectral tendant vers +oo, ce qui exclut
qu’elle puisse vivre dans une partie compacte de GL,(R).
Cela conclut : soit M € G. D’apres le théoreme de décomposition polaire, on peut
écrire M = OS, avec O € O,(R) et S € SDP,,. Comme G contient O,, O et donc S
appartiennent a G. D’apres ce qui précede, cela entraine S =1, et M = 0O € O,,. On a
donc bien G = O,,.

2. On peut donner une deuxieme preuve utilisant le résultat vu en cours selon lequel tout
sous-groupe compact de GL,,(R) est conjugué a un sous-groupe de O,,.
Remarquons d’abord que ce résultat se traduit en termes plus géométriques : tout sous-

groupe compact de GL,(R) préserve un produit scalaire. En effet, si (-, )¢ est le produit
scalaire canonique (préservé par O,) et que gGg~! C O,(R), le produit scalaire défini
par (x,y) = (gx, gy)o est préservé par G : si M € G et que z,y € R", on a
(Mz,My) = (gMz, gMy)o
= (Mg~ - gz, gMg ™" - gy)o
= (92,9y)0 = (z,y)  car gMg ' € Oy,

Il suffit maintenant de remarquer qu’a multiplication pres par un facteur strictement po-
sitif, le produit scalaire canonique (-, -)o est le seul produit scalaire préservé par O, (R).



En effet, soit (-,-) un produit scalaire invariant par O,, que l'on aura préalablement
multiplié par un réel strictement positif de telle sorte que (e1,e1) = 1. Puisque O,, agit
transitivement sur la sphere unité, on aura donc (v,v) = 1 pour tout vecteur de norme
(usuelle) 1. Par homogénéité, cela entraine que Vv € R"™, (v,v) = (v,v)( et 'identité de
polarisation entraine que (-,-) = (-, ).

Cela conclut : si G est un sous-groupe compact contenant O,,, il préserve un produit
scalaire (-, -, ) que I'on peut normaliser de telle sorte que (e1,e1) = 1. Comme G contient
O,,, ce produit scalaire est le produit scalaire canonique, ce qui entraine G = O,,.

Exercice 7. (Groupes de Lie abéliens)

1.

Par définition de l’algebre de Lie, on sait que pour tout ¢t € R, exp(tX) et exp(tY) sont
dans G. En outre on a un développement limité au voisinage de t =0 :

exp(tX) exp(tY) exp(—tX) exp(—tY) = 1 + t[X, Y] + o(t).

Comme G est commutatif, on en déduit que [X,Y] = 0.

Comme [X, Y] = 0, on sait que les matrices X et Y commutent, et alors exp(X) exp(Y) =
exp(X+7Y). On en déduit que 'application exponentielle est un morphisme de groupes.

Montrons que dans un groupe topologique connexe, tout ouvert non vide est une partie
génératrice : en effet, soient H est un groupe topologique et U un ouvert non vide de
H. Soit K le sous-groupe de H engendré par U. Alors K contient un voisinage V de
I’élément neutre (prendre V = 71U, pour x € U quelconque). Donc pour tout y € K
(resp. y € H—K), on a yV C K. Donc K est ouvert et fermé dans H, et par connexité
on a K=H.

Maintenant on sait que le groupe G est connexe car GL, (R) 'est. L’exponentielle étant
un diffomorphisme local, son image contient un ouvert. Comme c’est un morphisme de
groupes, l'image est un groupe, donc par le lemme on en déduit la surjectivité.

. Le groupe I' est un Z-module sans torsion. Montrons qu’il est de type fini. Supposons

que I' ® R = RF et fixons une base de R* formée d’éléments de I'. Considérons les
coordonnées des éléments de I' dans cette base, et plus précisément leurs classes dans
(R/Z)F. Sl y a un élément x avec une coordonnée irrationnelle, alors la suite Zz
posséde une valeur d’adhérence dans (R/ Z)k, ce qui contredit I’hypothese que I' est
discret. On en déduit que toutes les coordonnées sont rationnelles. Comme I' est discret,
les dénominateurs de ces coordonnées doit étre bornés. On en déduit qu’il existe une
partie génératrice finie de I'.

Donc le groupe I' est un Z-module libre de type fini. On en déduit facilement 1’énoncé
voulu en en choisissant une base.

. D’apres 3), le groupe G est isomorphe au quotient de R™ par le noyau de I’exponentielle.

Le noyau est un sous-groupe discret car I’exponentielle est un difféomorphisme local.
Donc d’apres 4), le noyau est isomorphe & ZF, et le résultat découle, comme S' ~ R/Z.

Exercice 8.

1.

Un morphisme continu ¢ : S! — S! définit en particulier un sous-groupe & un parametre
R 5S4 st g,

o 7 : R — S! est le morphisme de groupe surjectif ¢ — 2™, de noyau Z.
D’apres le cours, il existe donc un unique élément z € C tel que

Vt € R, p(n(t)) = e'*.



Comme ¢(7(1)) = @(e*™) = (1) = 1, on doit avoir e* = 1, c’est-a-dire qu'’il existe un
entier k € Z tel que z = 2iw - k. Ainsi, le morphisme ¢ associe €™ j 2™ c’est-a-dire
que @ est le morphisme

e - Sl — Sl

¢ = ch

. De la méme facon qu’a la question précédente, si ¢ : S' — GL,(C) est un morphisme
de groupes continu, po7 : R — GL,(C) est un sous-groupe a un parametre. On a donc
un unique élément M € M, (C) tel que

Vit € R, p(m(t)) = exp(tM).

On a donc en particulier exp M = I,,, et 'exercice précédent entraine qu’il existe une
matrice inversible P € GL,(C) et des entiers k1, ..., k, tels que

M = P~ !diag(2inki, ..., 2ink,)P.
On a alors
Vt € R, p(e?™) = exp(tM) = P~ diag(e?™ 1!, . . . ¢¥™hnt)p
ou autrement dit

V¢ € 81, p(Q) = P diag(¢M, ..., ¢F)P = P~ diag(ey, (), - - ex, (C))P.

Remarque. On a en fait démontré un résultat analogue a un résultat bien connu de

la théorie des représentations linéaires des groupes finis : toute représentation linéaire
continue de S' se décompose en somme de caractéres linéaires, c’est-a-dire de représentations
de dimension 1. De maniere générale, la théorie des représentations linéaires continues
des groupes compacts est trés semblable a la théorie des représentations linéaires des
groupes finis (cf. par exemple Représentations linéaires des groupes finis, de Jean-Pierre
Serre, §. 4 et exemple 5.2).



