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Exercice 1

Partie 1

1. Si l = 0, |N0| = 1.

Si l ≥ 1, Nl = {10l−1xl + · · · + 10x2 + x1/xl ∈ {1, . . . , 9}, (x1, . . . , xl−1) ∈
{0, . . . , 9}l−1}. Ainsi Nl est en bijection avec {1, . . . , 9} × {0, . . . , 9}l−1 et par le
principe de multiplication, |Nl| = 910l−1.

2. Soit l ≥ 1. Le plus petit entier de Nl est 10l−1, on en déduit donc que
∑

x∈Nl

x ≥ 10l−1|Nl| = 9(100)l−1.

Partie 2 Comme les tirages sont avec remise, les variables aléatoires (Xk)k≥1 sont
indépendantes et de loi uniforme sur {0, . . . , 9, N} où N signifie ”noire”.

1. T suit une loi géométrique démarrant en 1 et de paramètre 1
11 .

En effet, si n ≥ 1, P (T = n) = P (X1 6= N, . . . ,Xn−1 6= N,Xn = N) =
(

10
11

)n−1 1
11 .

E[T ] =
∑

n≥1

n

(

10

11

)n−1 1

11
=

1

11

1

(1 − 10
11)2

= 11

On a utilisé le fait que si −1 < x < 1, 1
(1−x)2

=
∑

n≥1

nxn−1.

2. Soit n ≥ 1,

P ((Z, T ) = (0, n)) = P (X1 = 0, · · · ,Xn−1 = 0,Xn = N) =

(

1

11

)n

3. Si la longueur de Z i.e. l(Z) vaut l ≥ 1, alors le nombre de tirages est supérieur ou
égal à l + 1. En effet, il a fallu tirer les l chiffres composant Z, puis éventuellement
des 0 et enfin une boule noire.

Donc si n ≤ l et x ∈ Nl, P ((Z, T ) = (x, n)) = 0.

Supposons que l ≥ 1, n ≥ l + 1 et x ∈ Nl.

Alors il existe (x1, . . . , xl) ∈ {0, . . . , 9}l−1 × {1, . . . , 9} tel que x = 10l−1xl + · · · +
10x2 + x1 et alors

P ((Z, T ) = (x, n)) = P (X1 = x1, · · · ,Xl = xl,Xl+1 = 0, · · · ,Xn−1 = 0,Xn = N) =

(

1

11

)n

Cette formule est encore vraie si l = 0.
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4. On doit calculer la première marginale de la loi de (Z, T ).

Soit l ≥ 0 et x ∈ Nl,

P (Z = x) =
∑

n∈N

P ((Z, T ) = (x, n)) =

+∞
∑

n=l+1

(

1

11

)n

=

(

1

11

)l 1

10

5.

P (L = 0) = P (Z = 0) =
1

10

Soit l ≥ 1,

P (L = l) = P (Z ∈ Nl) =
∑

x∈Nl

P (Z = x) =
∑

x∈Nl

(

1

11

)l 1

10
=

(

1

11

)l 1

10
|Nl| =

9

10 × 11

(

10

11

)l−1

.

E[L] =

+∞
∑

l=1

l
9

10 × 11

(

10

11

)l−1

=
9

10 × 11

1

(1 − 10
11)2

=
9 × 11

10
= 9, 9

6. On a déjà vu que T ≥ l(Z) + 1 donc la variable aléatoire T −L est à valeurs dans
N
∗ et la variable aléatoire (Z, T − L) est à valeurs dans N × N

∗.

Soit l ≥ 0, x ∈ Nl et n ∈ N
∗.

P ((Z, T−L) = (x, n)) = P ((Z, T ) = (x, n+l)) =

(

1

11

)n+l

=

(

1

11

)l 1

10
×10

(

1

11

)n

= P (Z = x)10

(

1

11

On en déduit donc que pour tout n ≥ 1,

P (T−L = n) =
∑

x∈N

P ((Z, T−l) = (x, n)) =
∑

x∈N

P (Z = x)10

(

1

11

)n

= 10

(

1

11

)n

=
10

11

(

1

11

)n−1

On reconnait une loi géométrique démarrant en 1 de paramètre 10
11 .

On a donc pour tout x ∈ N, n ∈ N
∗, P ((Z, T −L) = (x, n)) = P (Z = x)P (T −L =

n).

Les variables aléatoires Z et T − L sont donc indépendantes.

7. {x ∈ N/1 ≤ x ≤ 10N − 1} = ∪N
l=1Nl et les ensembles sont disjoints. La formule de

l’énoncé est donc juste un changement de l’ordre de termes.

La variable aléatoire Z admet une espérance si la série

+∞
∑

x=1

xP (Z = x) est conver-

gente.

Or d’après ce qui précède et la question 2. de la partie 1, pour tout N ≥ 1,

10N−1
∑

x=1

xP (Z = x) =

N
∑

l=1

∑

x∈Nl

xP (Z = x) =

N
∑

l=1

(

1

11

)l 1

10

∑

x∈Nl

x ≥
9

11 × 10

N
∑

l=1

(

1

11

)l−1

100l−1

la série de terme général
(

100
11

)n
étant divergente, Z n’admet pas d’espérance.
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Exercice 2

1.

E[X1] =

∫ +∞

0
x ×

1

10
e−

x

10 dx = 10

2.

P (X1 > 10) =

∫ +∞

10

1

10
e−

x

10 dx = e−1

3. Soit pour 1 ≤ k ≤ 10, Zk = 1{Xk>10}.

Les variables aléatoires Z1, · · · , Z10 sont indépendantes et de Bernoulli de pa-
ramètre e−1, car les variables X1, · · · ,X10 sont indépendantes et pour tout 1 ≤
k ≤ 10, P (Xk > 10) = e−1.

Donc comme N =

10
∑

k=1

Zk, N suit une loi binomiale de paramètre (10, e−1).
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