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1 Somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires

Question 1.1. Soient X1, X2, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N = {0,1,2, ...},
Gx(s) = E(s*1) leur fonction génératrice commune, et N une variable aléatoire & valeurs dans N, indé-
pendante de la suite (X;);>1 et dont la fonction génératrice est Gy. Montrer que la fonction génératrice
de S = X1+ -+ Xy est donnée par

GS = GN (¢] GX .

Question 1.2. Une poule pond N ceufs, ott N suit une loi de Poisson de parameétre A. Chaque ceuf éclot
avec probabilité p indépendamment des autres. Soit K le nombre de poussins. Quelle est la distribution
de K7

2 DMartingales et processus markoviens

Rappel : On dit qu’un processus (X,,)n>1 a valeurs dans N est markovien si pour tous z; € N tels
que P(X,—1 = xp_1,..., X1 =2x1) >0,

[P(Xn = xn|Xn,1 =Tn—1y--- ,Xl = xl) = P(Xn = I‘n‘Xn,1 = Infl).

1. Donner un exemple de processus markovien qui n’est pas une martingale.

2. Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires uniformes sur {—1,1}, et S, = > 1" | X;
la marche aléatoire simple symmétrique sur Z partant de 0. Soit 7 le temps du deuxiéme
retour en zéro de S,. Soit F = (F,), la filtration donnée par F,, = o(Xy,...,X,). On note

R, = min{r,n}-
(a) Montrer que 7 est un temps d’arrét.
(b) Montrer que R,, est une martingale.

(c) Montrer que R, n’est pas un processus markovien.

3 Temps d’apparition d’une séquence

Question 3.1. Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli, c’est-a-dire telles
que P(U;=1)=p=1-P(U; =0). Soit ; =inf{n >1:U, =1} et 1o = inf{n > 1:U, = 0}.

1. Quelle est la loi de 71 7
2. Quelle est la loi de 75 ?

3. Quelle est la loi de la premiére apparition de la séquence 107



4 Polynomes en la marche aléatoire qui sont des martingales

Question 4.1.
Soit (X;)i>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires uniformes sur {—1,1}, et S, = > " ; X; la marche

aléatoire simple symmétrique sur Z partant de 0. Soit F = (F,), la filtration canonique donnée par
Fn=0(X1,...,X,). Soit 6 > 0.

1. Montrer que E (eexi/cosh 9) = 1 pour tout ¢ > 1.
2. Montrer que M? := e?5» /(cosh §)™ est une martingale.

3. Soit le développement de M? en puissances de 6 :

Mf =" 6 Pp(Sn,n).
k>0

Montrer que pour tout k& > 0, le polynéme Py (.S,,n) est une martingale.

4. Calculer P pour k=0,1,...,5.



