Exercice 1.

Soit X une variable de Bernouilli égale a 1 avec probabilité p. Calculer son moyen
et sa variance et montrer que sa variance est < 1/4. Pour tout €, > 0, trouver un
n tel que

P(IM —pl =€) <.
n

ou les X;s sont des variables aléatoires indépdendentes identiquement distribuées de
loi de Bernouilli de parametre p.

Exercice 2.

Soient Xi,..., X, des variables indépendentes identiquement distribuées dont la
fonction de distribution est F. Soit F'(t) la variable aléatoire donnée par

F(t) = Card{i| X; < t/n}.

Trouver une borne pour P(|F(t) — F(t)| < €) qui ne dépende que de n et e.

Exercice 3.

(1) Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées admettant un moment d’ordre 2. Soit x le moyen des X;s et soit o
la variance des X;s. On pose

A= 21 X
n

g _ (X - M)”

n—1

Trouver E(M) et E(S?).

(2) On suppose maintenant que les X;s sont des variables normales de moyen
u et variance o?. Montrer que le loi de (S%/0?) ne dépende que de n (en
particulier, cette loi ne dépende pas de p et ). Montrer que Z = M
suit une loi normale de moyen 0 et variance 1.

(3) Montrer que S* et M sont des variables indépendantes. (Indice : introduire
des nouvelles variables Y7,...,Y,,_; données par Y; = X; — M.)

(4) Onpose T' = 0Z/S. Montrer que la variable réelle 7' a une loi qui ne dépende
que de n. (En particulier, cette loi ne dépende ni de ¢ ni j.)

(5) Soit p la mesure de probabilité sur R associée a la variable . Montrer que
si [—A, A] est une intervalle telle que u([—A, A]) > 1 — € alors

P(M—ﬁgugMJrﬁ)y—e.
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Commenter ce résultat. De quelles données doit-on disposer pour pouvoir
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calculer l'intervalle [M — T M +1 \/—ﬁ]
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Exercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que X C [a,b] avec
probabilité 1. Soit ¢ une fonction convexe et continue définie sur [a, b]. Montrer que

E(o(x) < P o) B =25



