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Documents, calculatrices et téléphones interdits.

1l sera particuliecrement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Baréme approximatif : exercice 1 sur 8 points ; exercice 2 sur 8 points ; exercice 3 sur 6
points.

On note | - | la norme euclidienne sur R

Exercice 1. Méthode des caractéristiques.
Soit T, Ty >0,d € N* et v:] —T_, T [xR? — R? de classe C'. Le but de cet exercice est

de donner une solution classique u :] — T, T, [xR? — R au probléeme de transport
) ou(t,z) +v(t,x) - Opu(t,r) =0, (t,x) €] —T_, T, [xR?,
u|t=0 - g?

lorsqu’on a une donnée initiale u € C*(R% R). On fera I'hypothése suivante sur le champ de
vecteurs v : il existe une constante C, > 0 telle que

(2) Y(t,x) €] = T_, T xR, |o(t,z)| < Cy(1 + |z]).

Etant donnés ¢ €] —T_,T,[ et z € R% on notera 7, la courbe intégrale de v passant par x
a I'instant ¢, c’est-a-dire la solution du systeme différentiel avec donnée initiale

(3) ’Yt,x,(s) = U(S7 /yt,x(‘S))’
%,x(t) =Z.

1) Justifier qu’il existe 7 > 0 et une unique solution v;, € C*([t — 7,t + 7]N] — T_, T [, RY)

de (3).

2) Démontrer le lemme de Gronwall suivant :

Etant donnést €] —T_, Ty [, p € C(| =T, T [,Ry) et C1,Cy > 0 tels que

/t " o(r)dr

Vs E] - T—7T+[a (20(8) < 01€C2|S_t|
(on pourra se contenter de montrer cette assertion pour s > t, le cas s < t s’en déduisant
par symétrie).

Vs el =T T.[, ¢(s) <Ci+Co

Y

on a

3) Montrer que la solution maximale de (3), encore notée v, ., est globale, c’est-a-dire qu’elle
est définie sur tout | — 7, T [xR? (on pourra poser ¢(s) := |yi..(s)|).

Dans ce qui suit, on écrira X (s, ¢, x) pour v ,(s), et on admettra que X est une application
de classe C' de | — T, T, [x] — T_, Ty [xR? dans R

4) Montrer que
(4) vt17t27t3 6] - T*7T+[7vx € Rd7 X<t37t27X(t27t17x>> = X(t37t17x)'

En déduire que pour tous s,t €] — T, T, [, X(s,t,-) est une bijection de R? sur lui-méme,
d’inverse X (t,s,-).



5) a) En dérivant la relation (4) par rapport a t; et en choisissant convenablement ¢y, t5 et
t3, montrer que

Vte] — T, T, Vo € RY,  (0,X)(0,t,2) +v(t,z) - (3,X)(0,t,2) = 0.

b) En déduire que, si u € C1(R% R), alors u : (t,x) —
classique (de classe C') de (1).

u(X(0,t,2)) est une solution

Exercice 2.
On rappelle que la transformation de Fourier F est une bijection linéaire continue de [’espace
de Schwartz S(R, C) sur lui-méme, définie par

Vi€ S(R,C).VEER, F(€) = (FI)E) = / e f() da

d’inverse F~1 :
1

Vg€ SRO).Yr R (F o)) = 5 [ eo(€)ds,

et qu’elle se prolonge en une bijection linéaire continue de L*(R,C) sur lui-méme. On
rappelle le théoreme de Parseval :

1 =~
Vf e I’(R,C), Nflze = 5 lIF Iz

On considere le probleme de Cauchy associé a I’équation d’Airy,

{ du(t,x) + OPu(t,z) =0, (t,2) e R xR,

U|t:0 =1U.

(1)

1) On suppose que u € C'(R, S(R, C)) est solution de (1). Montrer qu’alors, la transformée
de Fourier (partielle, par rapport a la variable d’espace) u de u vérifie :

(2) VtEER, Ut,E) = eCU(E).

2) On suppose que u € L*(R, C).
a) Montrer que pour tout t € R, & — "0(¢) € L*(R, C).
b) Montrer que la formule

(3) Vt,z €R, wu(t,z)=F" ({ — eigst@(§)> (x)

définit une fonction u € C(R, L*(R, C)) (on pourra évaluer ||u(t)—u(s)||3. grace au théoréme
de Parseval).

c¢) Montrer que, si u appartient & I'espace de Sobolev H3(R, C) (c’est-a-dire (1+|-|?)%/%q €
L?*(R,C)), alors la formule précédente définit une fonction u € CH(R, L*(R, C)), et que cette
derniere est solution de (1).

3) On suppose que u € S(R, C).
a) Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction u(t, -) définie par (2) appartient a S(R, C).
b) On considere la fonction u deﬁnle par (3), et on se donne ¢,z > 0. En remarquant que

I'on a . )
i(x€+£3t) u
u(t,z) = o /R@g (5 > ! ) i+ 36%) d¢,

et en utilisant une intégration par parties, montrer que u(t, x) t—) 0.
—+00



Exercice 3.
On considere 2, un ouvert borné de R?. On se donne des coefficients a; €ER (1 <4,5<d)
vérifiant la condition d’ellipticité suivante,

d
Je > 0,V€ € RY, Z ai&&; > ¢,

ij=1

et on définit 'opérateur différentiel (elliptique) L par

d

ij=1
On rappelle la notion de dérivée faible dans L?(Q,R) : on dit que u € L*(Q, R) admet une
dérivée faible (par rapport & x;) d,,u € L*(Q,R) si

Yy € C?(Q,R),/u@xjx = —/(8xju)x,
Q

Q
ou C(§2, R) est 'espace des fonctions de classe C* et a support compact inclus dans €.

Enfin, on rappelle le théoreme de Lax-Milgram :
Soit H un espace de Hilbert réel, b une forme bilinéaire continue et coercive sur H, { une
forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique u € H tel que

Yo e H, blu,v)="~{(v).

1) Donner la définition de 'espace de Sobolev H(2,R) (et de sa norme || - || z1).

On note H} (S, R) I'adhérence dans H'(Q,R) de I'espace C(2,R) ((HL(Q,R), || - ||71) est
alors un espace de Hilbert).
2) Donner la définition d'une solution faible u € Hj(2,R) du probléeme

n {Lu = f sur €,

Ujpy = 0,
lorsque f € L*(Q,R).
3) Soit f € L?(Q2,R). Montrer qu’il existe une unique solution faible du probléeme (4).



