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On note | - | la norme euclidienne sur R%.

Exercice 1. Méthode des caractéristiques.
Soit T, Ty >0,d € N* et v:] —T_, T [xR? — R? de classe C'. Le but de cet exercice est

de donner une solution classique u :] — T, T, [xR? — R au probleme de transport
) ou(t, ) +v(t,x) - Opu(t,x) =0, (t,2) €] —T_, T [xR?,
Ulg = U,

lorsqu’on a une donnée initiale v € C*(R% R). On fera I'hypothése suivante sur le champ de
vecteurs v : il existe une constante C, > 0 telle que

2) V(t,z) €] — T, TL[xRY,  |u(t, )] < Cu(1 + |z]).

Etant donnés ¢ €] —T_,T,[ et z € R% on notera 7, la courbe intégrale de v passant par x
a l'instant t, c’est-a-dire la solution du systeme différentiel avec donnée initiale

{ e (8) = 0(5,7.2(5)),

(3) Tz(t) = .

1) Justifier qu'il existe 7 > 0 et une unique solution 7, € C*([t — 7, ¢ + 7]N] — T, T, [, RY)
de (3). Il suffit de remarquer que, la fonction v étant de classe C, elle est localement
lipschitzienne par rapport a son deuziéme arqument, et le théoréeme de Cauchy-Lipschitz
permet de conclure.

2) Démontrer le lemme de Gronwall suivant :
Etant donnést €| =T Ty [, p € C(| = T_,Ty[,Ry) et C1,Cy > 0 tels que

/t " () dr

Vs €] =T, Ty[,  p(s) < Cre®l

(on pourra se contenter de montrer cette assertion pour s > ¢, le cas s < t s’en déduisant par
symétrie). On dérive la fonction s — ¢(s) = [ ¢(7) dr définie pour s >t : ¢/(s) = ¢(s) <
C1+ Cotf(s), si bien que la dérivée de s — 1(s) exp (—Cas) est magjorée par Cy exp (—Css),
d’ou par intégration, ¢ (s) < Cy(exp (Co(s — t)) — 1) /Co, qui donne le résultat grice au fait
que ©(s) < C1 + Cor)(s).

3) Montrer que la solution maximale de (3), encore notée v, ., est globale, c’est-a-dire qu’elle
est définie sur tout | — T, T [xR%

Pour cela, on pose ©(s) := |y.(s)|. La formulation intégrale de (3) s’écrit alors p(s) =
z+ [ v(7, (7)) dr, donc pour tout s €)—T_, T[, ¢(s) < |z|+Co(Th+T)+C, | [ o(7) d7|.
Alors, avec R = |z| + Co(Ty + T-) exp (C,(Ty + 1)), la question précédente montre que
Yi.2(8) reste dans la boule B(0, R), qui est un compact de R%. Il n’y a donc pas explosion en
temps fini, et ;. est une solution globale de (3).

Vse| -T_T.[, ¢(s) <Ci+Co

)

on a

Dans ce qui suit, on écrira X (s, t, ) pour v ,(s), et on admettra que X est une application
de classe Ct de | — T, T [x] — T_, T, [xR? dans R¢.



4) Montrer que
(4) vtl,tg,tg G] —T_,T+[,VZE ERd, X(tg,tQ,X(tg,tl,l‘)) :X(tg,tl,l‘).
Cela est di a l'unicité de la solution de (3), et au fait que sa solution soit globale. En effet,
X (ts, ta, X (ta, t1,x)) est Uextrémité a s = t3 d’une trajectoire de 'EDO ~'(s) = v(s,7(s))
partant a s =ty de la position X (ta,t1,x), alors que X (t3,t1,x) est est l'extrémité a s = t3
d’une trajectoire de la méme EDO partant a s =t de la position x. Cette seconde trajectoire
passe donc a s = to par X(to,t1,x), et a s = ts, par X(ts, to, X(t2,t1,2)) ; cette position
finale coincide donc avec X (ts,t1,x).
On en déduit que pour tous s,t €| —T_T,[, X(t,s,X(s,t,2)) = X(t,t,x) = x. Ainsi,
X (s,t,-) est une bijection de R? sur lui-méme, d’inverse X (t,s,-).
5) a) En dérivant la relation (4) par rapport a ¢y et en choisissant convenablement ¢y, ¢, et
ts, montrer que
vt e] o T77T+[7vx € Rda (atX)<Oa t,l’) + U(ta l’) ’ (a’EX)<O7t7x) =0.
En dérivant (4) par rapport a ts, on obtient
(8tX)(t3, t2, X(tg, tl, l’)) -+ (axX)(tg, tQ, X(tz, tl, 33')) : (85X)<t2, tl, [IZ’) =0.

Avecty =ty =t, t3 = 0, on déduit la relation demandée, en utilisant le fait que (0, X)(s,t,z) =
v(s, X(s,t,x)).

b) En déduire que, si u € C'(R4 R), alors u : (t,x) — u(X(0,¢,2)) est une solution
classique (de classe Ct) de (1).
En effet, cette application est bien de classe Ct, et on a

O (u(X(0,t,2))) = (O,uw)(X(0,t,2)) - (0,X)(0,t,z)
et
Os, (u(X(0,¢,2))) = (0u)(X(0,¢,2)) - (02,X)(0,t,7),

st bien que
(8t+v(t,x)-8w)(g(X(O,t,:17))) = ((atX)(O,t,:E)Jrv(t,:z:)-(@xX)(O,t,x))-(@mg)(X(O,t,m)) =0.



