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Documents, calculatrices et téléphones interdits.

1l sera particuliecrement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Baréme approximatif : exercice 1 sur 8 points ; exercice 2 sur 8 points ; evercice 3 sur 4
points.

Exercice 1.
Soit f € C}(R,R), telle que f(0) = f(1) = 0, et pour tout y €]0, 1], f(y) < 0. On se donne
z €]0, 1[, et on considere le systeme (“équation différentielle et condition initiale”)

a' = f(z),
(1) { z(0) = z.

1) Justifier qu'’il existe une unique solution maximale x € C*(] — Tiin, Trmax|, R) & (1), avec
Trnins Tmax €]0, 00]. Dans toute la suite, « désigne cette solution maximale.

2) Montrer que pour tout ¢t €] — Tinin, Tmax|, 2(t) €]0,1[. En déduire que Tiin = Tinax = 00.

3) Montrer que x est strictement décroissante sur R, et que z(t) tend vers 0 quand ¢ tend
vers +00.

4) On suppose de plus que f est de classe C%, et que f'(0) = —, pour un a > 0.
Ainsi, il existe g € C*(R, R) telle que f(y) = —ay+g(y) pour tout y € R, et g(0) = ¢'(0) = 0.
Pour tous ¢, 8 € R, on pose ¢s(t) = z(t) €.
a) Soit B €]0,a. Montrer qu'il existe ¢z > 0 telle que pour tout ¢t > 0, z(t) < cge
(on pourra étudier les variations de ¢g).
b) Justifier qu'il existe une constante C;, > 0 telle que pour tout y €]0,1[, |g(y)| < C, y*.
¢) Montrer que ¢, vérifie le critere de Cauchy suivant en 400 :

Ve > 0,37 > 0,Vs,t > T, |pa(t) —@a(s)| <e

(on pourra écrire ,(t) — @a(s) = fst ¢! (r)dr). En déduire que p,(t) a une limite v > 0
lorsque t tend vers +o0.

(1)
ax(t) + Cyx(t)

différentielle, montrer que v > 0. On en conclut que x(t) Mot ye ot
—400

d) Montrer que pour tout t > 0, 5 = —1. En intégrant cette inégalité

Exercice 2.
Dans cet exercice, l'espace de Schwartz S(R?), 'espace de Sobolev H?*(RY) et l'espace de
Lebesque L*(R?) désignent des espaces de (classes de) fonctions d valeurs dans C.

Soit € > 0 et u € H*R?Y). On considere le probleme de Cauchy suivant (associé & une
équation de Schrodinger, avec A = Z?Zl 07.) :

@) { O, —icAu, =0, (t€R, xR,

ua‘t:O = u.



1) Montrer qu’en posant (avec F la transformation de Fourier sur L?(R%))
(3) VteR, wu(t)=F! (ami"?@) ,

a) on définit pour tout ¢ € R une fonction u. appartenant & H?(R?), et de plus,
u. € C(R, H*(R?)) ;
b) on a aussi u. € C'(R, L?(R%)), et u. est solution de (2) au sens faible.

2) Montrer qu’il y a unicité de la solution de (2) dans C(R, H*(R%)) N C}(R, L*(RY)).
3) On considere & présent k € RY, a € S(R?) et une donnée initiale u définie par
(4) Vr e RY, w(z) = a(x) e'*0/e,

a) Justifier qu'on a u € S(RY).
b) En déduire que la fonction u. donnée par (3) s’écrit

Vi € R, Ve € Rd, us(t, I) _ (27T)—dei(k-m—t|k|2)/s/ ei(m—th)-ne—ist\mza(n) dT]
Rd

¢) On pose
Vt € R,Vz € RY  w.(t, ) = a(x — 2tk) FetkP)/e|
Montrer qu’on a :
VEER, @) — B (t)]l1 —30.

Exercice 3. B
On considere €, un ouvert borné de R, ainsi que b € C(Q,R?), et on définit opérateur
différentiel (elliptique) L par

d d
Lu=—-Au+b-Vu=— Z 8§]_u + Z b;0;u.
j=1 j=1
Le but de cet exercice est de montrer le principe du mazimum faible : -
siu € C*(Q,R)NC(Q,R) vérifie Lu < 0 sur 2, alors le mazrimum de u sur Q (noté maxgu)
est en fait atteint sur le bord 0S) (donc maxgu = maxgg u).

On se donne donc v : @ — R continue, et de classe C? sur 'ouvert .

1) On suppose tout d’abord que Lu est strictement négatif sur €2, et que maxgu = u(x)
pour un certain z € 2. On rappelle qu’on a alors Vu(z) = 0, et que la matrice hessienne
de uw en z, Hess(u)(z) = (arﬁzju(g))lgi’jgd, est une matrice symétrique négative.

a) Montrer que pour tout j € {1,...,d}, on a Qﬁju(z) <0.

b) En déduire une contradiction.

2) On suppose a présent que Lu < 0 sur §2. Pour tous n € N* et A € R, on pose
_ 1
Ve €Q, un(z) =u(z) + —e .
n

a) Montrer que lorsque A > ||by||z~, on a pour tous n € N* et z € Q : Lu,(x) < 0.
Pour ce qui suit, on fixe un tel A\, et on sait par ce qui précede que pour tout n € N*, il
existe (™ € 99 tel que maxpq u, = up (™).

b) Montrer que la suite (uy)nen~ converge uniformément (sur Q) vers u, et que la suite
(™), .en- admet une sous-suite (encore notée (™), en+) convergeant vers un certain z € 950.

c¢) Conclure.



