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Examen, session 1 : éléments de correction

Exercice 1.
Soit f € C}(R,R), telle que f(0) = f(1) = 0, et pour tout y €]0,1], f(y) < 0. On se donne
z €]0, 1], et on considere le systeme (“équation différentielle et condition initiale”)

(1) {"‘ :i@’

1) Pour justifier qu'il existe une unique solution maximale x € C'(] — Thuin, Tmax[, R) & (1),
avec Trin, Tmax €]0, 00|, on invoque le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Pour cela, il suffit de
noter que la fonction f est de classe C', donc localement lipschitzienne.

2) Vérifions que pour tout ¢ €] — Tinin, Tmax|, 2(t) €]0, 1[. En effet, z €]0, 1], donc s’il existait
t1 €] — Tiin, Tmax| tel que z(t1) ¢]0, 1], il existerait ty €] — Trnin, Tmax| tel que x(t5) € {0, 1}.
On aurait alors f(z(t3)) = 0, si bien que la fonction constante & :] — Thyin, Tmax|— R valant

x(to) serait solution de
y = 1),

Mais x aussi. Par unicité locale, x et & devraient coincider, si bien qu’on aurait |0,1[3> z =
x(0) = 2(0) = z(t2) ¢]0, 1], ce qui est absurde.
Ainsi, x est a valeurs dans le compact [0,1]. Par le critere d’explosion, cette solution
maximale doit étre globale : Tl = Thax = 0.

3) Comme z est a valeurs dans |0, 1[, pour tout t € R, on a 2'(t) = f(z(t)) < 0, donc x est
strictement décroissante sur R. Comme elle est minorée par 0, elle admet une limite £ > 0
en +o00. De plus, par continuité de f, 2/(t) = f(z(t)) tend vers f(¢) quand ¢ tend vers +oo.
Si ¢ était strictement positif, on aurait f(¢) < 0, et = tendrait vers —oo en +o0.

4) On suppose de plus que f est de classe C?, et que f'(0) = —a, pour un o > 0.
Ainsi, il existe g € C*(R, R) telle que f(y) = —ay+g(y) pour tout y € R, et g(0) = ¢’(0) = 0.
Pour tous ¢, 8 € R, on pose ¢s(t) = z(t) e’

a) Soit B €]0,a[. Comme produit de telles fonctions, g est de classe C* sur R, et pour
tout t € R,

p(t) = (a/(t) + Ba(t))e”
(f((t)) + Ba(t))e™

—a(t)(~(a -+ 22 ) e,

x(t)

Lorsque ¢ tend vers +o00, x(t) tend vers 0, et comme ¢'(0) = 0, g(z(t))/z(t) tend aussi vers
0. On en déduit qu’a partir d'un certain rang, 4,0/’5 est négative, et donc ¢z est décroissante.



Mais elle est minorée (positive), donc elle est bornée sur [0, +oof : il existe ¢z > 0 telle que
pour tout ¢ > 0, z(t) < cge P

b) Pour justifier qu'il existe C; > 0 telle que pour tout y €]0,1[, [g(y)| < C, y*, on écrit
une formule de Taylor pour ¢ : pour tout y €]0, 1],

o) = 90+ 4Oy + [ =295 < (o)) [0 2z = Lol

¢) Soit s,t € R. Alors

@, (r)dr

t

|<Pa(t> - ¢a(s)| =

(z(r))e* dr

Q

t

< Cyz(t)?e* dr|  par b)

— T T T

¢
< Cgc%e(o‘_w)r dr|  pour tout 5 €]0,al, par a).

On choisit 8 €]a/2,al, si bien que, pout tout T > 0, si s,t > T, la derniére quantité est
2
Cycs o~ (26-a)T

oo
inférieure ou égale a / C’gc%e(o‘_% " dr = . Pour tout € > 0, il existe donc
T

20 — «
T > 0 tel que pour tous s,t > T, on ait ](pa(g) — @a(8)| <e.
Par ce critere de Cauchy, on déduit que ¢, (t) a une limite v € R lorsque t tend vers 400
(et v > 0 comme ¢,).
d) Pour tout ¢ > 0,

2'(t) = f(z(t))

= —ax(t) + g(x(1))
> —ax(t) — Cyz(t)?  par b).
z'(t)

Comme ax(t) + Cyz(t)* > 0, on obtient

@) + C, 2(t)? > —1, et grace a la décomposition
axr g €T

1 1/1 1
en éléments simples m == <E — m), on a apres intégration :
x(t) x _
vt >0, > = e,
- z(t)+a/Cy ~ z+a/C,
si bien que
VE> 0, palt) > ——(a(t) + a/Cy) >
9 e = I~ X « = N~ . >
=0 v z+a/C, 9= Crta
donc vy > —ng; = > 0. On en conclut que z(t) ol ye~ %,

Exercice 2.
Dans cet exercice, l'espace de Schwartz S(R?), l'espace de Sobolev H?(RY) et I'espace de
Lebesgque L*(R?) désignent des espaces de (classes de) fonctions a valeurs dans C.



Soit € > 0 et u € H*R?). On considere le probleme de Cauchy suivant (associé a une
équation de Schrodinger, avec A = ijl (?gj) :

@) { O, —icAu, =0, (t€R, xR,

ush:o =U.
1) Avec F la transformation de Fourier sur L?(IR%), on pose

(3) VEER, u(l)=F" (eﬂ'efl%) .

a) Alors, pour tout t € R, ’e‘iet"PiZ’ = |u| € L*(RY), donc u.(t) est bien défini comme

élément de L?(R?), et (1+]-]?) ‘@’ = (1+]-1?)|a| € L*(R?), donc u. appartient & H?*(R?)

(et Au, existe — dans L?(R?) — au sens des dérivées faibles, et vaut F 1 (—|-|?a@)).
De plus, si s,t € R,

—ict|-|2 —ies|- |2
e (®) = ()l = L+ [ [2) (7T = =45 |2,
_ 2\2 | —iet|€|? _  —ies|€)? 2
(L+€17)" |e e
Rd

[a(g)]*de.
A ¢ fixé, la quantité sous lintégrale tend vers 0 lorsque s tend vers ¢ ; de plus, elle est
majorée par 4(1+ |£]2)?[@(€)[?, qui est une fonction de € intégrable sur RY. Par convergence
dominée, on déduit que si s tend vers ¢, u.(s) tend vers u.(t) dans H?(R%). On a donc
u. € C(R, H*(R?)).
b) Comme H?(R?) s’injecte continument dans L?(R¢), on a en particulier u. € C(R, L?(R%)).

De plus, sit € R et h € R*,
2 1/ e
= (27r)_d/ — (e‘“hl£| - 1) + ig|¢f?
12 Ra h

De méme qu’au-dessus, lorsque h tend vers zéro, cette intégrale tend vers zéro par conver-
gence dominée (grace au fait que le module au carré est majoré par (2¢]£[%)?).

Ainsi, comme application de R dans L?(R?), u. est dérivable, de dérivée dyu, = icAu,.. Cela
prouve que u. est solution de (2) au sens faible. Enfin, comme u. € C(R, H*(R%)), on a

Au, € C(R, L3(R%)), et donc u, € C*(R, L*(R%)).

2) Pour montrer qu’il y a unicité de la solution de (2) dans C(R, H*(R?))NC! (R, L*(R%)), on
considere deux solutions u. et u. de ce probleme de Cauchy (avec la méme donnée initiale).
La différence v, := u. — u, est alors dans le méme espace et vérifie

{ o, —ieAv. =0, (teR, zeRY),

Uﬁ\tzo =0.

2

HEWAHJU—%@»—EA%@) a(6)de.

h

L’application ¢ — [lv:(t)||7. est de classe C*, et on procede par estimation d’énergie :

vVt € R, % ([[v:]I72) (t) = 2Re(v.(t) | Dpv=(t))r2 = 2Re [i(v.(t) | Ave(t))z2] = 0,

car

(0-() | Ave(t))ye = / v 0Bu e = = [ [Vu(Pde e R

Rd
Donc pour tout ¢ € R, ||v-(¢)]|2, = [[v=(0)]|3. = 0, et v.(¢) = 0.



3) On considere a présent k € R4, a € S(RY) et une donnée initiale u définie par
(4) Ve e RY u(x) = a(x) B/,

a) Justifions qu'on a u € S(R?). Tout d’abord, comme a et x — exp(i(k - z)/e) sont de

classe C*, leur produit u aussi. Ensuite, si o, 3 € N?, par la formule de Leibniz, pour tout
xr € RY,

w%wm:xz() 2) 99y o explilh - 4)/2)) (@)

v<B

i\ ey
g Gnente”
v<B

<O |lz*0)al 1
v<B

avec une constante C' dépendant de 3, k et ¢. Le majorant obtenu est fini, puisque a € S(R?).
b) On peut alors donner une expression de u., donnée par (3), en utilisant la transformation
de Fourier sur 'espace de Schwartz : sit € R, x € R?,

wlt) = (2n) 0 [ et g dg = [ e (e -y ag

Par le changement de variable n = £ — k/e, on obtient

Vi € R, Vi € Rd, Ug(t,l’> (271') —d z(km t|k|?)/e / ei(x72tk)-ne—ist\n|2,a/\(/’7> dT]

R4

c) Par (3), on a u}(t €) = e ™G — k/e). Si, pour tous ¢t € R et 2 € RY, on pose
ve(t, ) = a(x — 2tk) eF==UF)/2 on a comme ci-dessus v.(t) € S(R?), et pour tous ¢ € R,
§ERY,

@@4w3/ff“<x_mm (et da
R
_ itk / e~ €K/ g (y) dy,
Rd

par le changement de variable y = x — 2tk. La derniere intégrale vaut a(§ — k/e), si bien
que pour tout t € R,

~ ~ i 2~
I(6) = (Ol = [ |e =1 fate - k)P
olt la quantité ¢ vaut ¢ = et|¢|* — 2tk - £ +t|k|? /e = et|¢ — k/e|*. En changeant de variable,

on a
|m®—mw;:/
Rd

qui tend vers zéro lorsque € tend vers zéro, par convergence dominée.

iet|n|? 2 2
et 1| () an,

Exercice 3. B
On considere €, un ouvert borné de RY, ainsi que b € C(Q,R%), et on définit 'opérateur
différentiel (elliptique) L par

d d
u:—Au—l—b-Vu:—ZagjujLij@zju.

j=1 =1



Le but de cet exercice est de montrer le principe du mazimum faible : -
siu € C*HQ,R)NC(Q,R) vérifie Lu < 0 sur ), alors le mazimum de u sur Q (noté maxgu)
est en fait atteint sur le bord 0S) (donc maxgu = maxgg u).

On se donne donc u :  — R continue, et de classe C? sur 'ouvert ).

1) On suppose tout d’abord que Lu est strictement négatif sur €2, et que maxgu = u(z)
pour un certain z € 2. On rappelle qu'on a alors Vu(z) = 0, et que la matrice hessienne
de u en z, Hess(u)(z) = (a$iaxju(g))1§i7j§d, est une matrice symétrique négative.

a) Le fait que Hess(u)(z) soit une matrice symétrique négative signifie (qu’elle est symétrique
et) que pour tout v € R?, ‘wHess(u)(z)v < 0. En choisissant pour v le j-éme élément de la
base canonique, on obtient 92 u(z) < 0.

b) Dans ce cas, puisque Vu(z) = 0, on aurait une valeur strictement négative pour
Lu(z) = — 2?21 8§ju(g) > 0, ce qui est contradictoire.

2) On suppose a présent que Lu < 0 sur §2. Pour tous n € N* et A € R, on pose

_ 1
Ve € Q, un(z) =u(z) + —e .
n

a) Soit n € N* et x € Q) :
1 Az 1 Az
Lu,(x) = Lu(x) + E(bl — DA™ < E(bl — A)Ae

strictement négatif des que A > ||by]| g~
Pour ce qui suit, on fixe un tel A\, et on sait par ce qui précede que pour tout n € N* il
existe (™ € 99 tel que maxpq U, = U, (™).

b) La suite (z(™),cn- est une suite d’éléments du compact 92 ; elle admet donc une
sous-suite, encore notée (:z:("))neN*, qui converge vers un certain x € 0f).
De plus, Q étant borné, 'ensemble {|x,|,7 € Q} est majoré, disons par R. Mais alors, si
z€Q, [(u—uy)(z)] = 2er < LA tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini, uniformément
en x.

¢) Par les deux convergences précédentes, on déduit que lorsque n tend vers I'infini, wu, (z(™)
tend vers u(z), et pour tout z € Q, u,(x) tend vers u(x). On peut alors passer & la limite
dans l'inégalité u,(z™) > wu,(z), et en déduire que z est un lieu de maximum de u : le
maximum de u est bien réalisé au bord de ).



