Controle continu 2
09 décembre 2014

Exercice 1. Soit v = (v1,...,v4) € R? un vecteur donné et soit t € R.

(a) (2 points) Donnez la définition de H*(R?) pour s > 0 et demontrez que siu € H*(RY), alors
la fonction uy(x) = u(x — tv) est dans H*(R?) et |jul| s = ||ue||zrs .

(b) (2 points) Soit p € L*(R?) une fonction donnée. Démontrez que si u € H*(R?), alors aussi
la convolution u+ p € H5(RY) et ||u* pllgs < |lpllpr||wl gs-

(¢) (4 points) Soit T : C([—4, 5],H8(Rd)) — C([-4, 5],H8(Rd)) lopérateur qui a chaque fonc-
tion continue u : [—0,8] — H*(RY) associe la fonction Tu € C([-6,0], H*(R?)) définie
par

(Tu)(t) = T(O)[u(0)] + /0 T(t - s)[u(s) * ] ds,

ot pour chaque p € H*(RY) on a T(t)[p](z) = @(x — tv). Démontrez que pour chaque
u € H*(RY) il existe une constante § > 0 telle que T est une contraction stricte dans

C([-6,0],B,(u)) = {u € C([-6,0], H*(RY) & w(0) = u, [Ju(t)—u(0)||ms <7, Vt €[4, 6]}
(d) (3 points) Démontrez que si s > 1 et p € H*(R?), alors la fonction f : R — H*"1(RY)
donnée par f(t) = T(t)p est dérivable sur R et en plus f € C1(R, H*~}(R?)).

(e) (3 points) Soit u € C([—4,6], H*(R?)). Pourt €] —6,8[ calculez (en le justifiant) la dérivée
de la fonction

| —0,0>t— /OtT(t — 8)[u(s) * p]ds € HS"1(RY).

(f) (1 point) Démontrez que sis > 1 et € H®, alors il existe une fonctionu € C([—6,6]; H*(R))N
C'(1—06,8[, H"'(RY)) telle que

Ou~+v-Vu=uxnp,
u(0) = u.

Exercice 2. Soient f € L*(R?), p € L'(RY) une fonction paire et n = p * p.

(a) (2 points) Démontrez que si (up)nen C L?(RY) est une suite qui converge faiblement dans
L*(R%) wers u € L*(RY), alors aussi la suite u, * p converge faiblement dans L*(R?) vers
U p.

(b) (4 points) Démontrez qu’il existe une fonction u € H'(RY) qui minimise la fonctionnelle
J: HY(RY) — R donnée par
1 2 1 2 1 2
J(u) == \Vul*de + - [ udx+ - |u* p|* dx — uf d.
2 R4 2 Rd 2 Rd Rd

(c) (2 points) Démontrez que si u € H'(R?) minimise la fonctionnelle J, alors u est solution
faible de ’équation

—Autu+nxu=f.



