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1 Introduction

Ce mémoire a pour objet un début d’étude des groupes dits fuchsiens, qui sont une famille de
sous-groupes de PSL(2,R). Il s’agit non pas de voir ces groupes comme des groupes de matrices
abstraits, mais de les faire agir sur un ensemble approprié : le demi-plan de Poincaré, I'un des
modeles de la géométrie hyperbolique. Ces groupes sont ainsi envisagés en tant que groupes de
transformations du plan hyperbolique, ce qui permet une approche géométrique plus visuelle
et surtout efficace pour comprendre des groupes qui autrement peuvent se montrer difficiles a
appréhender. Apres avoir introduit le demi-plan de Poincaré et les notions de géométrie hyperbolique
nécessaires a I’étude des groupes fuchsiens, nous établissons des outils spécifiques a leur étude, puis
nous utilisons ces outils sur deux exemples de bases : PSL(2,Z) et I'(2).

2 Le plan hyperbolique et ses isométries

Dans cette premiere partie, nous introduisons le plan hyperbolique, sur lequel va notamment agir
PSL(2,Z). Plus précisément, nous étudierons un modele du plan hyperbolique parmi d’autres, le
demi-plan de Poincaré que nous noterons dans toute la suite H?. Nous commencerons par une
introduction générale, puis nous nous intéresserons plus particulierement au groupe des isométries
de H2. On identifiera souvent R? et C dans la suite.

2.1 Définition, métrique

Définition 2.1. On munit H? = {2z € C | Sz > 0} de sa structure de variété classique en tant que
ouvert de R?. On note T,H? ’espace tangent & H? en z, qui est réel de dimension deux.

(i) Pour tout z € H?2, on définit un produit scalaire sur T, H?, appelé métrique hyperbolique, par
U, v

(U, V)2 = (\’7> pour tous u,v € T,H? ({-,-) désigne le produit scalaire euclidien). On vérifie
facilement que c’est bien un produit scalaire.

(ii) La norme induite par la métrique hyperbolique s’appelle la norme hyperbolique, et est notée
|| {1z

(iii) On appelle bord & linfini de H? ou bord asymptotique I'ensemble 9 ,H2 = {2z € C | Sz =
0} U{o0}.

(iv) (H2, (-, -)g2) est appelé demi-plan de Poincaré.

Définition 2.2. Soient z € H?, u,v € T,H?.

(i) On appelle angle entre u et v le réel 0 € [0, 7| tel que cosf = M.
||l w2 ||v] 2
ii) On appelle angle orienté entre u et v, noté Z(u, v) le réel 8 €]—m, 7| tel que cosf = M
) ; TallelloT
U2 ||V "2

et 0 > 0< ujvg — usvy > 0.

Remarque 2.1. Remplacer la métrique hyperbolique par le produit scalaire usuel donne une définition
équivalente de l’angle (orienté ou non) entre deux vecteurs, puisque les deux produits scalaires sont
proportionnels en tout point de H?.
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Définition 2.3. Soit v : [0,1] — H? une courbe de classe C'!'. On appelle longueur de ~ le réel

’}’1 2 ’72
Lin(y /Hvlmﬁ /V

Exemple 2.1.
(1) Soit c:t €[0,1] — (x1 + t(wg — x1),y0) o0t T1, T2 et yo > 0 sont des réels fixés.

Lya(c /||c Y [gadt = /xQ_xldt:”_”“
Yo Yo

Y21
{ . f
= — iy
ol o1 ) Y
0 o

(2) Soit f:te€[0,1] — (zo,y1 +t(y2 —y1)) ou 0 < y1 < ya et x sont des réels fixés.

1 1 _
mezéuﬂwww:/’wz“ﬁ:mm—mm>

0 Y1 +ty2 —y1)

Remarque 2.2. On voit déja des différences avec la géométrie euclidienne apparaitre. Un chemin
horizontal de longueur euclidienne donnée est d’autant plus long qu’il est proche de l'axe réel
(exemple (1)).

Il est facile de voir, en faisant un changement de variable, que la longueur d’une courbe ne dépend
pas du paramétrage choisi. On peut également aisément définir la longueur d’un courbe C! par

morceaux par recollement.

2.2 Distance hyperbolique et géodésiques

Nous allons dans cette partie munir H? d’une distance, différente de la distance euclidienne usuelle et
identifier les géodésiques de cet espace métrique, c’est a dire les objets qui sont au plan hyperbolique
ce que les droites sont au plan euclidien, a savoir les trajectoires ”de plus court chemin”.

Définition 2.4. Soient z,w € H?. On appelle distance hyperbolique entre z et w le réel
p(z,w) = inf{Ly2(y) | v chemin C* par morceaux reliant z et w}

p est clairement positive et symétrique. On verra plus loin qu’elle vérifie ’égalité triangulaire, ce
qui en fait une distance sur H?2.

Définition 2.5. Une bijection f : H? +— H? est appelée isométrie si elle préserve le distance
hyperbolique sur H? : pour tous z,w € H?, p(z,w) = p(f(2), f(w)). On note Isom(H?) le groupe
des isométries de H?.
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Définition 2.6. On note SL(2,R) = {(2%) € M3(R) | ad—bc = 1}. Le groupe des transformations
de Mébius de C est par définition

az+b
cz+d

PSL(2,R) ={z € C+ | a,b,c,d € R, ad — bc =1}

Remarque 2.3. 1l est facile de voir que PSL(2, R) est un groupe pour la composition, que la composée
de deux éléments correspond au produit des matrices correspondantes, et que I'inverse d’'un élément
correspond a l'inverse de la matrice correspondante.

Chaque transformation de PSL(2,R) est représentée par deux matrices A, B € SL(2,R) avec A =
—B. Ainsi PSL(2,R) ~ SL(2,R)/{%+1I2}

b
PSL(2,R) contient les transformations de la forme T": z — Gzt

avec ad — be > 0. 11 suffit pour
cz +

le voir de diviser le numérateur et le dénominateur par v ad — bc dans I'expression de T.
PSL(2,R) contient en particulier les transformations z — az + b avec a > 0 et z — —%.

Proposition 2.1. PSL(2,R) agit sur H? par homéomorphismes.

az+b

Démonstration. Soit T € PSL(2,R), T : z — avec ad — bc = 1, et soit z € H?.

cz +
T(2) az+b  (az+b)(cz+d) aclz|? + adz + bez + bd
Z) = = =
cz+d lcz + d|? lcz + d|?
1 _ (ad — bc)z — (ad — bc)z Sz 9
Donc ST'(z) = Z(T(z) —-T(2)) = Silcz T d? = P > 0. T'(z) € H*, on a donc
bien une action de groupe, et T est un homéomorphisme car elle est clairement bicontinue. O

Théoréme 2.1. PSL(2,R) C Isom(H?).

Démonstration. Soit T : z — ?jig € PSL(2,R). Montrons que 7" préserve la métrique hyperbolique

(-, -)u2. Soient z € H? et u,v € T,H2.

(DT, (u), DTo(0))gge = 22 DT=(v)) _ [T'(2)|{u, v)

3(T'(2))? 3(T(2))?
d) — b 1
Or T'(z) = a(cz +(cz) " CCZS;LZ +9) = CETIE donc |T'(2)| = 1 dP et on a vu précédemment
N Sz
que \YT(Z) = m

Ainsi (DT, (u), DT, (v))g2 = g;?

des courbes et la distance hyperbolique (ces derniéres étant définies uniquement & partir de (-, -)g2).
O

= (u, v)z. T préserve la métrique hyperbolique donc la longueur

Définition 2.7. Une courbe c :]a,b[— H? de classe C'' par morceaux et réguliere (en dehors des
points de discontinuité de la dérivée) est appelée géodésique si elle minimise la distance hyperbolique
entre n’importe quels deux points de son image, autrement dit si pour tous t,s €]a,b[ avec t <
s, p(c(t),c(s)) = Lyz(cpp,s))-

Une géodésique est dite complete si ses extrémités sont sur le bord a I'infini 0, H?2.

Remarque 2.4. Puisque les transformations de PSL(2,R) préservent la métrique hyperbolique,
I'image d’une géodésique par un élément de PSL(2,R) est aussi une géodésique.
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Théoréeme 2.2. Les géodésiques de H? sont exactement les portions des demi-droites et demi-cercles
orthogonaux a l'axe réel.

Démonstration. Soient z,w € H?2.
cas1: 2z =ia+ xo et w = ib+ ¢ avec zg € R et 0 < a < b. Soit 7 : [0,1] ~ H? un chemin C*
reliant z & w (le cas Cl par morceaux en découle facilement).

L (4 / Yl +72 /1 RAG) /01 728 dt — In

2.1 que In & . est la longueur du chemin o : t »—> ia +it(b — a) + xg. « est donc une géodésique (et
p(z, w) =In g)

A

. On on a vu a l'exemple

ba

§

0]

cas 2 : Rz # Rw. Soit L; l'unique cercle euclidien orthogonal a R par z et w (son centre est
I'intersection de la médiatrice euclidienne de [z, w] et de R, voir figure 1). On note x1, z2 les points
d’intersection de L; avec R (avec z¢p < z1), on pose R = x1 — z9 et z9 = x1 + R. Soit Lg le
cercle (euclidien) de centre x; et de rayon R et soit T : C\ {z1} — (C21’inversion par rapport a

Ly :si z € C\ {1}, T(2) se trouve sur la droite x1z et a distance de x1. On étend Lo &

|z — 1]
C =CU{oo} en posant T'(x1) = o0 et T'(c0) = z.
R2 ﬂz + R2—$1
T(z) =x1+— =-£ . RE__ pour tout z € H2. Ainsi T est une isométrie : c’est un élément
Z—r -pZ+ 3

de PSL(2,R) composé avec z — —Z qui est une isométrie (elle préserve les angles euclidiens et la
partie imaginaire, donc elle préserve la métrique hyperbolique). T envoie z et w sur la demi-droite
verticale d issue de xg; en fait, T'(L1) = d et T(d) = T~'(d) = L;. Le cas 1 permet de conclure que
la courbe reliant z et w portée par L1 est une géodésique.

Il n’y a pas d’autres géodésiques : dans 'inégalité du cas 1, il y a égalité si et seulement si ] (t) =
0 Vt, i.e. si et seulement si v est portée par une demi-droite verticale. ]

Remarque 2.5. La transformation 7' de la preuve précédente n’est pas dans PSL(2,R). Cependant,
on peut montrer que pour toute géodésique complete, il existe une transformation de PSL(2,R) qui
envoie cette géodésique sur ¢R. Si la géodésique est déja verticale, une translation suffit.

Sinon, en composant la transformation 1" de la preuve précédente avec I'inversion par rapport au
cercle de centre xg et de rayon 1 (puis en translatant & nouveau), on peut montrer qu’on obtient la
transformation voulue.

D’une facon plus directe, si la géodésique intersecte R en xg et x1, alors on peut vérifier que la

transformation z — — + est bien de la forme souhaitée.
Z — X0 Trog— T1

Corollaire 2.1. Pour tous z,w € H?, il existe une unique géodésique vy qui relie z et w, et p(z,w) =
Ly2(7y). On note dans la suite cette géodésique [z, w] (lorsque cela ne préte pas a confusion avec le
segment euclidien [z, w]).
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d
T(w)
Loy

.

T(z) w
Ly
Zo x1 To = T YR
FIGURE 1
Démonstration. Immédiat d’apres la preuve du théoreme 2.2. O

Corollaire 2.2 (Inégalité triangulaire). Soient z1, 22, z3 € H? trois points distincts.
Alors p(z1,23) < p(z1, 22) + p(22, 23), et I'égalité a lieu si et seulement si zo € [21, 23].

Démonstration. Quitte a appliquer I'isométrie T' de la preuve du théoreme 2.2, on peut supposer
que z1 et z3 sont sur la méme droite verticale.

Soient «, 3, v les trois segments géodésiques reliant z1 a 2o, 22 a 23 et 21 & z3 respectivement. On note
¢ la concaténation « et 8. ¢ est une courbe C! par morceaux reliant z; & z3. Le cas 1 de la preuve
du théoreme montre que p(21,23) = Lz (v) < Lyz(c) = Lz () + L2 (8) = p(z1, 22) + p(22, 23), et
que 1’égalité a lieu si et seulement si ¢ = =, i.e. si et seulement si zo € [z1, 23]. O

Théoréme 2.3. Soient z,w € H2. Les égalités suivantes sont vraies :

() plsw) = 220l E ]2 — vl

|z —w| — |z — w|

(ii) cosh(p(z,w)) =1+ 59;;}5
(i) sinh(%p(z,w)) - 2‘;%
() cosh (gp(e.u)) = 5 S tL
(v) tanh (5p(z ) = |22

Démonstration. On admet que toutes les égalités sont équivalentes et on prouve (iii). On sait que
le coté gauche de I’égalité est invariant par transformation de PSL(2,R). Le coté droit 'est aussi :
on peut montrer par un calcul que pour tous z,w € H?, pour tout T' € PSL(2,R), |T(z) — T(w)| =
|z — w|\/|T"(2)T"(w)|. Soit L I'unique géodésique complete passant par z et w et T € PSL(2,R)
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qui envoie L sur iR (existe d’apres la remarque 2.5). On pose T'(z) = ia, T'(w) = b et on suppose
b > a. On sait que p(ia,ib) = In %, donc (iii) est vraie pour ia et ib et donc pour z et w. O

Proposition 2.2. Les cercles hyperboliques de H? sont evactement ses cercles euclidiens (avec
un centre différent). Ainsi la topologie induite par la distance hyperbolique est celle induite par la
distance euclidienne.

Démonstration. admis O

2.3 Aire hyperbolique, Gauss-Bonnet et cinquieme postulat d’Euclide

Dans cette partie, nous introduisons quelques notions géométriques qui seront utiles dans la suite
et donnons un bref apercu de la différence fondamentale entre la géométrie hyperbolique et la
géométrie euclidienne.

si cette

Définition 2.8. Soit A C H2 On définit Iaire hyperbolique de A par ju(A) = / dedy
A Y

intégrale converge.

Théoréme 2.4. L’aire hyperbolique est invariante par action de PSL(2,R) : si A C H? est telle
que u(A) existe et si T € PSL(2,R), alors u(T(A)) existe et vaut u(A).

Démonstration. Soit T : z — une transformation de PSL(2, R). T est un C*-difféomorphisme

cz +
Sz

de H? et T'(2) = ="
e H et T'(z) lcz + d|?

. On a vu que S7'(2) Un changement de variable donne :

(cz+d)?

dxdy |T"(2)|dxdy ez + d|*dxdy
HE= fo e L erer T e ran MY

O

Définition 2.9. Un polygone hyperbolique & n cotés est un ensemble fermé de H? dont la frontiere
est une union de segments hyperboliques. On autorise les sommets (i.e. les intersections des segments
qui forment la frontiere) a se trouver sur RU{oo}. Si un sommet est sur le bord & l'infini, le polygone
a un angle nul en ce sommet.

— > |

Ces polygones sont tous des triangles hyperboliques.

Théoréme 2.5 (théoreme de Gauss-Bonnet). Soit A un triangle hyperbolique d’angles o, 3,7.
Alors w(A) =1 —a - —1.
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Démonstration.

cas 1 : Un des sommets de A est sur le bord a 'infini. On peut supposer que ce sommet est oo
quitte & appliquer une transformation de PSL(2, R) I’envoyant sur oo (qui existe d’apres la remarque
2.5) ce qui ne change pas les angles du triangle. Deux des cotés de A sont donc des demi-droites
verticales, et le troisieme est contenu dans un cercle euclidien orthogonal & R. On peut supposer
que ce dernier est centré en 0 et de rayon 1 (quitte faire une translation puis une homothétie de
rapport positif, qui sont des transformations de PSL(2,R)). Ainsi A est comme dans la figure 2.
On note «a et B les angles de A en A et B respectivement. On a A0C = a puisque « et AOC ont

A

ONUUUAUUU
>

C a 0

FIGURE 2 FIGURE 3

des cotés mutuellement perpendiculaires (il en va de méme pour 3 et EO\D)

(A)_/dxdy_/b/+°° dy | _/b dx _//3 —sinbdd _ g
e T A Nt - Ay el MY R

cas 2 : A n’a pas de sommet sur d,,H2. On peut supposer qu’aucun coté n’est vertical (quitte &

prendre 'image par une transformation de PSL(2,R)). La situation est représentée par la figure 3.
On pose Ay = ACD, Ay = BCD. On a A = A\ As. Le cas 1 appliqué a Ay et Ag donne :

w(A) = p(Ar) —p(Dy) =7 —a—(0+7) —[r—(r—f)—0l=r—a—F—~
O

Définition 2.10. On dit que deux géodésiques complétes sont paralléles si elles n’ont aucun point
en commun dans H?2.

Exemple 2.3. vy Y ¥ ~

N
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Théoréme 2.6. (H?, (-, -)y2) vérifie les quatre premiers postulats d’Buclide mais pas le cinquiéme.
Ces postulats sont les suivants :

1. Par deux points passe une unique géodésique compléte.

2. Tout segment hyperbolique peut étre prolongé infiniment de chaque coté.

3. Tous les angles droits sont congruents : si (c1,c2) et (¢}, cy) sont deux paires de géodésiques
se rencontrant avec un angle droit, alors il existe une isométrie de (H?, (-, Yg2) qui envoie ¢y
sur ¢ et co sur c.

4. Pour tout z € H? et tout r > 0, il existe un cercle hyperbolique de centre z et de rayon r.

5. Si ¢ est une géodésique et p € H? un point en dehors de p, il existe une unique géodésique

paralléle a ¢ passant par p.

Démonstration. On se contente ici de voir sur l'exemple de la figure qui suit que le cinquieme
postulat n’est pas vérifié. Il existe en fait une infinité de géodésiques paralleles a ¢ passant par p.
(On remarque également que le premier postulat a déja été prouvé.)

2.4 Etude du groupe des isométries

Nous avons vu que PSL(2,R) C I'som(H?). En fait, nous avons presque totalement identifié les

transformations de I'som(H?).
Théoréme 2.7. Le groupe Isom(H?) est engendré par PSL(2,R) et la transformation z v —Z.

Démonstration. Soit ¢ € H?. ¢ envoie iR sur une certaine géodésique, et d’apres la remarque 2.5, il
existe un élément g de PSL(2,R) tel que g¢ envoie iR sur lui-méme. Quitte & composer par z — —%
et par une homothétie de rapport strictement positif, on peut supposer que g¢ fixe 7, 0 et 'infini,
i.e. fixe ¢R.

Soit z = x + iy € H?, on note g¢(z) = u + iv. Pour tout ¢ > 0, on a

p(z, it) = p(.g(b(z)a it) = p(u + v, it)

D’apres le théoreme 2.3 (iii), (22 + (y — t)*)v = (u® + (v — t)?)y. En divisant des deux cotés par t2
puis en passant a la limite lorsque t — 0o, on obtient v = y et 2 = u?.

Ainsi g¢p(z) = z ou —Z. g et ¢ étant continues (clair pour g, ¢ est continue pour la topologie de la
distance hyperbolique qui est aussi celle de la distance euclidienne), une seule des deux égalités est
vraie pour tout z € H2.

Si gp(z) = z alors ¢ € PSL(2,R), sinon ¢ est la composée d'un élément de PSL(2,R) avec la

transformation z — —2Z. O
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az+b
cz+d

Définition 2.11. Soit 7' € PSL(2,R) avec T'(z) =
de T est définie par tr(T) = |a + d|.

pour tout z € H? (ad —bc = 1). La trace

Nous allons maintenant étudier les éléments de PSL(2,R) selon leur trace, qui ne dépend pas du
choix de la matrice représentant la transformation de PSL(2, R). On arrive & une méme classification
selon deux approches complémentaires : les points fixes de la transformation et la diagonalisabilité
ou non de la matrice.

2.4.1 Point de vue des points fixes dans R U {oo}

b
On étend naturellement action de PSL(2,R) & H2URU{oo}. Soit T'(2) = azid
cz

(ad — be = 1). Soit z € H2 UR.

pour tout z € H?

b
z= @zt s+ (d—a)z—b=0
cz+d
Le discriminant de 1’équation est A = (d — a)? — 4bc = d?> — 2ad + a® — 4 + 4ad = (d + a)? — 4.

e Si A>0ie. sitr(T) > 2, ondit que T est hyperbolique. T a alors deux points fixes distincts.

Si ¢ # 0, ils sont réels.
e SiA=0ie. sitr(T) =2, ondit que T est parabolique. T" a alors un point fixe qui est réel si
c#0.
e Si A<O0ie sitr(T) <2, ondit que T est elliptique. 7" a alors deux points fixes dans C qui
sont conjugués, donc un seul point fixe dans H2.
T fixe I'infini si et seulement si ¢ = 0 autrement dit si et seulement si T est de la forme z — az +b.
Sia =1, T est parabolique et ne fixe que I'infini. Si a # 1, T" est hyperbolique et fixe I'infini et %.

2.4.2 Point de vue matriciel

b
“ d) € SL(2,R). Son polynéome caractéristique est xp; = X2 — tr(M) + 1.
c

Soit M = <

e M est diagonalisable sur R si et seulement si xjs a deux racines réelles distinctes i.e. si et
seulement si [tr(M)| > 2. On dit que M est hyperbolique et elle est alors conjuguée dans

A0

SL(2,R) a ] W#£TD).
0 A

e Si [tr(M)| = 2, M est seulement triangularisable sur R et conjuguée (dans SL(2,R)) a
1
- (v € R). M est dite parabolique.

e Si |tr(M)| < 2, M n’est pas diagonalisable sur R mais l'est sur C et est conjuguée (dans

cos —sinf

SL(2,R)) une matrice de rotation < > (0 € R). M est dite elliptique.

sinf cosf

3 Groupes discrets, groupes fuchsiens

Nous nous intéressons dans cette partie & une famille de sous-groupes de Isom(H?) qui contient
PSL(2,Z) et nous développons des outils pour I’étudier.
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3.1 Généralités

Nous commencons par rappeler des résultats plus ou moins généraux sur les groupes topologiques
et les groupes discrets qui nous seront utiles par la suite.

Définition 3.1. Les ouverts de la topologie discrete d’un ensemble sont toutes les parties de cette
ensemble. Un groupe topologique est dit discret si sa topologie est la topologie discrete.

Proposition 3.1. Si G est un groupe topologique et g € G tel que {g} est ouvert, alors G est
discret.

On munit PSL(2,R) d’une topologie de la fagon suivante : GL(2,C) est muni de la topologie induite
par la norme euclidienne de R*. SL(2,R) est muni de la méme topologie en tant que sous groupe
de GL(2,C) et enfin PSL(2,R) ~ SL(2,R)/{%1I2} est muni de la topologie quotient. On munit
Isom(H?) d’une topologie de la méme maniere.

On admet que tout quotient d’un espace métrique est séquentiel, donc PSL(2,R) est séquentiel.
Ainsi un sous-groupe I' de PSL(2,R) est discret si et seulement si pour toute suite 71,75, ...
d’éléments de T, si (T),)nen converge vers id, alors T,, = id & partir d’un certain rang.

Proposition 3.2. lim g, = g dans PSL(2,R) si et seulement si il existe (An)n>0 une suite de
n—oo -
matrices de SL(2,R) et A € SL(2,R) représentant (g,) et g respectivement tels que lim A, = A
n—o0
dans SL(2,R).

Démonstration. (admis) O

Proposition 3.3. PSL(2,R) est bien un groupe topologique, c’est a dire que l’inversion et la
composition dans PSL(2,R) sont bien continus pour la topologie décrite plus haut.

Démonstration. Nous ne montrerons que la continuité de I'inversion. Supposons que lim g, = ¢
n—oo

dans PSL(2,R) , alors il existe (Ay)n,>0 et A € SL(2,R) comme dans la proposition. L’inversion est

continue dans SL(2,R) (qui est un groupe topologique) donc lim A,' = A~ et lim g, ' = ¢!

n—oo n—oo
grace au critere de la proposition. O

Définition 3.2. Un sous groupe de Isom(H?) est dit fuchsien si c’est un groupe discret et si tous
ses éléments sont conformes, i.e un groupe fuchsien est un sous groupe discret de PSL(2,R).
Lemme 3.1.

(i)  Tout sous-groupe discret non trivial de (R,+) est de la forme aZ avec a > 0.

(ii) Tout sous-groupe discret de (S', x) est cyclique.

Démonstration.

(i) Soit G un sous groupe discret non trivial de R et soit a > 0 le plus petit élément strictement
positif de G (a existe sans quoi G aurait un point d’accumulation en zéro). Soit y € R\ aZ
(supposons y > 0 quitte & changer son signe). Il existe n € N tel que an < y < a(n + 1) i.e.
0 <y—an <adoncy ¢ G par minimalité de a.

10
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(i) Soit G un sous groupe discret non trivial de S!, et ¢ : t € R + e morphisme de groupe
surjectif et continu. ¢~ !(G) est un sous-groupe discret de R, donc par le cas (i) il existe § > 0
tel que ¢~ 1(G) = 0Z donc G = {e" | n € Z}. 1l existe m € Z tel que m# = 27 (sinon @ n’est
pas le plus petit argument du groupe).

O]

Théoréme 3.1. Soit G un sous-groupe de PSL(2,R).

(i) Si G est engendré par un élément hyperbolique ou parabolique, alors G est fuchsien.

(il) Si G est engendré par un élément elliptique, alors G est fuchsien si et seulement si cet élément
est d’ordre fini.

Démonstration.

(i) Si G est engendré par un élément hyperbolique T', représenté par M € SL(2,R), il suffit de

0o A ™
pour un certain A # 1. Soit (Ag)k>0 une suite d’éléments de H convergeant vers I. On a donc

A0
montrer que (M) est discret dans GL(2,C). (M) est conjugué a H = {( > | meZ}

une suite d’entiers (my)r>o telle que lim A" =1 et lim A7 = 1.
- k—ro0 k—ro0

13
Orsi A >1 lim A" = +ooet lim A™" =0, donc {\" | n € Z}ﬁ]§; 5[ est fini. Pour k assez

n—oo n—oo
grand, nécessairement my = 0 i.e. Ay = Io. Il en va de méme si A < 1. Ainsi H (et donc G)

est discret.

Si G est engendré par un élément parabolique T, représenté par M € SL(2,R), (M) est
1 na

conjugué a H = {(0 )

clair que ce groupe est discret. (On pourrait refaire exactement le méme raisonnement que

| n € Z} pour un certain a # 0. (Si @ = 0, G est trivial) Il est

précédemment).

(ii) Si G est engendré par un élément elliptique 7', représenté par M € SL(2,R), (M) est conjugué

0 . . . < .
a <<Z S ) pour un certain z € S'. G est isomorphe comme groupe topologique & (z) qui

0
est un sous-groupe de S'. D’aprés le lemme précédent, (z) est discret si et seulement si z est
d’ordre fini.
O

3.2 Action proprement discontinue

Définition 3.3. Soit X un espace métrique localement compact. Une famille (M;);c; de parties
de X est dite localement finie si pour tout compact K inclus dans X on a K N M; = () sauf pour
un nombre fini de 7 € 1.

Définition 3.4. Soit G un groupe d’isométries de X. On dit que G agit proprement discontinument
sur X si pour tout x € X, l'orbite Gz de x est localement finie, autrement dit la famille {g(x)}4ec
est localement finie, ou encore pour tout compact K inclus dans X, g(x) n’est dans K que pour un
nombre fini de g € G.

11
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Proposition 3.4. G agit proprement discontinument sur X si et seulement si les deux conditions
sutvantes sont vérifiées :

(1) Chagque orbite sous G est sans point d’accumulation dans X.

(2) L’ordre du stabilisateur de chaque point est fini.

Remarque 3.1. Remarquons tout d’abord que si x € X, tout point de 'orbite Gz de x est contenu
dans Gx avec multiplicité égale a 'ordre du stabilisateur Stabg(x).

Démonstration. Si il existe x € X tel que Gz a pour point d’accumulation g(x) pour un certain
g € G, soit K un voisinage compact de g(z). Alors K ne vérifie pas la condition demandée. Si il
existe x € X tel que card(Stabg(x)) = +00, soit K un voisinage compact de z. Alors K ne vérifie
pas la condition demandée.

Réciproquement, si I’action n’est pas proprement discontinue, il existe z € X et K compact tel que
g(x) appartient & K pour un nombre infini de g € G. On peut construire une suite d’éléments de
Gx convergeant vers x. Si (2) est faux, tous les éléments de la suite sont distincts, et il existe un
point d’accumulation dans X. ]

Remarque 3.2. La condition (1) est équivalent a ce que chaque orbite soit discréte dans X (i.e. sans
point d’accumulation dans elle-méme). En effet, si il existe une suite g1, g2, ... d’éléments de G tels
que (gn) converge vers s € X, alors pour tout € > 0, pour n assez grand,

d(gnt1" " gn(2), ) = d(gn(2), gni1(x)) < d(gn(z),s) + d(s, gni1(2)) < % + g <

Donc la suite (gn+1~gn(z)) converge vers x € Gz, x est un point d’accumulation.

Exemple 3.1. (Z,+) agit proprement discontinument sur R par translation. L’orbite du réel x est
T + 7 et est clairement discrete, et le stabilisateur de n’importe quel point est réduite a zéro.

Théoreme 3.2. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) G agit proprement discontinument sur X.

(ii) Pour tout x dans X, il existe un voisinage V de z tel que T(v) NV = 0 sauf pour un nombre
fini de T dans G.

(iii) Pour tout compact K inclus dans X, le cardinal de {T € G | T(K) N K # (0} est fini.

Démonstration.

(i)=(ii) Supposons que G agit proprement discontinument sur X. Soit € X. Gz est discret donc
il existe € > 0 tel que B(z,e) NGz = {z}. Soit T' € G. Si T ¢ Stabg(x) (i.e. T(x) # x), alors
T(x) ¢ B(x,¢) et donc B(x,5) N B(T(x),5) =0.

Ainsi on a B(z,5) NT(B(x, 5)) = B(z,5) N B(T(x), 5) # 0 si et seulement si T € Stabg(x)
qui est d’ordre fini par hypothese. V' = B(x, §) convient.

(i)<=(ii) Supposons que pour tout x € X il existe un voisinage V de z tel que T'(V) NV = @ sauf
pour un nombre fini de 7" € G. Alors la condition (2) de la proposition est vraie sinon pour
tout T' € Stabg(z) (qui est de cardinal infini), T(V) NV = {z} # (). La condition (1) est vraie
également sinon il existe z € X tel que Ga admet un point d’accumulation s dans X : il existe
(T,)n>0 une suite d’éléments distincts de G telle que T, (x) tend vers s donc T,,(x) est dans
tout voisinage de s pour n assez grand.

12
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(iii)«=(ii) Immédiat.

(i)<(iii) Supposons que G agit proprement discontinument sur X. Soit K C X un compact. Si
T € G est tel que T(K)N K # (), alors il existe x,y € K tels que z = T(y) i.e. il existe y € K
tel que T'(y) € K, ce qui n’arrive que pour un nombre fini de 7" € G par définition.

O]

3.3 Un critére pour les groupes fuchsiens : agir proprement discontinument
Lemme 3.2. Soient zg € H? et K € H? un compact. Alors l’ensemble
E ={T € PSL(2,R) | T(z) € K}

est compact.

b
Démonstration. On note IT : SL(2,R) — PSL(2,R) la surjection qui associe a la matrice (a d> la
c

b
transformation z — %. IT est continue et surjective. E = II(II"!(E)) donc il suffit de montrer
que By = II71(E) est compact.
E) est fermé : en effet, By = B71(K) o B: M € SL(2,R) ~ (II(M))(20) € H2. B est continu car

continu en les coefficients de M et K est fermé donc F; aussi.

b
FE1 est borné : soir M = “ J € SL(2,R). On note zp = x¢ + iyo. K est borné donc il existe
c
azg+b
A € Ry tel que < Aj.
1 + qu \Czo T d| > Al
b Cx
De plus K est compact dans H? donc il existe Ay € R, tel que Ay < %(azo R S(z0) . Donc
czo+d (czp + d)?
(2 3(2
lezo + d| < \yj(40). En remplagant dans la premiere inégalité, on obtient |azg + b] < Ap M
2
Ainsi a et b sont bornés et donc ¢ et d aussi, donc Eq est borné. ]

Lemme 3.3. Soit ' un sous groupe de PSL(2,R) qui agit proprement discontinument sur H?, et
soit p € H?. Alors il existe un voisinage W de p tel que p est le seul point de W fizé par un élément
non trivial de T'.

Démonstration. Si pour tout voisinage V' de p il existe z € V\ {p} et S € T'\ {id} tels que S(z) = p,
alors il existe une suite (py)n>0 de points de H? convergeant vers p et une suite (T},),>0 d’éléments
de T telle que T, (py) = pn pour tout n > 0.

Soit € > 0. La boule hyperbolique fermée K = B(p, 3¢) est compacte. Comme I' agit proprement
discontinument sur H?, 'ensemble {T' € T' | T'(p) € K} est fini. Il existe donc N € N tel que pour

n > N, d'une part T,,(p) ¢ K (i.e. p(T,(p),p) > 3¢) et d’autre part p(pn,p) < €. Ainsi
3e < p(Tn(p): p) < p(Tn(p); Tn(pn)) + p(Tn(pn), p) = p(P;Pn) + p(Pn,p) < 22
Contradiction, c¢’est donc qu’un voisinage tel que décrit dans ’énoncé existe bien. O

Théoréme 3.3. Soit I' un sous-groupe de PSL(2,R). Alors T' est discret si et seulement si T' agit
proprement discontinument sur H?2.

13



PSL(2,R) ET GROUPES FUCHSIENS Nicolas Larroque

Démonstration. Supposons que I' est fuchsien. Soit zp € H?, soit K C H? un compact. On pose
={T €' | T(20) € K} = {T € PSL(2,R) | T(20) € K} NI'. E est l'intersection d'un
compact et d’un ensemble discret, donc E est fini. Donc I'zy est localement fini et I" agit proprement
discontinument sur H?Z.
Réciproquement, supposons que I' n’est pas fuchsien et agit proprement discontinument sur H?Z.
Alors il existe une suite (7,),>0 d’éléments de I' distincts deux a deux qui converge vers id (T’
n’est pas discret). D’apres le lemme 3.3, il existe s € H? fixé seulement par id. Ainsi (T,(s))n>0
converge vers s et T,,(s) # s pour tout n > 0. L’orbite I's n’est donc pas discrete et (critere (1) de
la proposition 3.4) T’ n’agit pas proprement discontinument sur H?. ]

Corollaire 3.1. S5i I' est fuchsien, alors l’ensemble des points fizes des éléments elliptiques de T’
n‘ont pas de point d’accumulation dans H2.

Démonstration. Soit z € H?, soit K C H? un compact tel que z € K. Si T € I avec T(z) = z, alors
T(K)N K # (. Ceci n’est possible que pour un nombre fini de 7" dans I'. Donc il y a un nombre
fini d’éléments elliptiques de I' qui ont un point fixe dans K. O

3.4 Domaine fondamental, domaine de Dirichlet

Soit X un espace métrique localement compact et soit G un groupe d’isométries de X.

Définition 3.5. Une partie fermée F' C X d’intérieur non vide est appelée domaine fondamental
pour G si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i UTF)=X
0 U T(F)
(i) FNT(F)=0VYTeG\ {id}

La famille (T'(F'))rec est appelée pavage de X.

Exemple 3.2. Z? agit par translations sur R?. Un domaine fondamental est le carré ayant pour
sommets (0,0), (1,0),(1,1),(0,1). Toute translation de ce carré est aussi un domaine fondamental.
Remarque 3.3.

(i) < F contient au moins un point de chaque I'-orbite.

(i) < F contient au plus un point de chaque T-orbite.

Théoreme 3.4. Soit I un groupe fuchsien, et soient Fy et Fy deux domaines fondamentauz pour
I tels que p(F1) < +oo. Alors p(F1) = p(Fy).

Démonstration. Fy > FyN (| T(Fy)) = Fy N T(F}) et cette derniere union est disjointe car Fy est
Ter Ter
un domaine fondamental

Donc u(Fy) > > p(T7 () N Ey) =Y w(FyNT(Fy)) =Y u(S(F) N F)

Ter Ter Ser
Or |J S(Fy) =H? donc |J (S(Fy) N Ey)) = F.
Serl’ serl’
Ainsi p(F) Z w(S(F) N Fy) > ul U (S(F1)NFy))) = u(F2) = p(F2). En intervertissant le role
Ser Ser
de Fy et F» on montre que pu(Fz) > p(F1) et on a I'égalité. O

14
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Théoréme 3.5. Soit G un sous groupe discret de Isom(H?), F un domaine fondamental pour G et
K un sous-groupe de G d’indice n. On suppose qu’on ait la décomposition de G en classes modulo
K suivante : G = U KT;.

1<i<n
Alors Fy = U T;(F) est un domaine fondamental pour K. De plus si u(F') < 400, alors p(Fy) =

1<i<n
nu(F).
Démonstration. Soit z € H?. Puisque F est un domaine fondamental de G, il existe w € F et

T € G tels que z = T'(w). T € KT; pour un certain 1 <14 < mn, i.e. il existe S € K tel que T' = ST;.
z=S(Ti(w)) € S(F1) C | M(Fy).
MeK

Siz € F1 NS(F}) pour un certain S € K, montrons que S = id. Il existe z € F} tel que z = §(z) €
F.

Soit & > 0 tel que By(z,e) C Fy = |J Ti(F). (Bp(2,¢) est la boule ouverte centrée en z de rayon
1<i<n

hyperbolique €.) Il existe 1 < iy,...,ix < n tels que By(z,¢) N T”(F) # ) pour tout 1 <1 < k. De
méme S(z) € F; donc By(S(2),e) NTj(F) # § pour un certain 1 < j < n.

Or Bj,(S(2),€) = S(Bpu(z,€)) (S est une isométrie) donc By (z,€) NS~ T(F) # 0 et S™IT; = T,
pour tout 1 <[ < k.

Ainsi KT; = KT;, donc T = T;, et alors S = id. La derniere égalité est immédiate. O

Définition 3.6. Soit I' un groupe fuchsien et soit p € H? fixé par aucun élément de T'\ {id}. (Un
tel p existe d’apres le lemme 3.3.) On appelle domaine de Dirichlet pour I' basé en p I'ensemble :

Dy(T) = {z € H? | p(z,p) < p(2,T(p)) VT €T} = {z € H? | p(z,p) < p(T(2),p) VT €T}

Remarque 3.4.
— p € Dy(D).
— L’orbite I'p est discrete car I' est fuchsien donc I'p n’a pas de point d’accumulation et D (I")

contient un voisinage de p.

Définition 3.7. Pour 71 € T, on pose H,(T1) = {z € H? | p(z,p) < p(2,T1(p))}.
La médiatrice du segment géodésique [z1, 29| est I'unique géodésique complete passant par w le
milieu de [z1, 22|, orthogonale & [z1, 22].

Lemme 3.4. La médiatrice du segment [z1, 23] est lensemble {z € H? | p(z1,2) = p(22,2)}

Démonstration. Supposons (quitte & composer par une isométrie comme déja vu plusieurs fois) que

2 avec r > 0. Alors le milieu de [z1, 20] est w = ir. La médiatrice a pour équation

. L L i =zl |-z
|z| =r (2 = z+1iy). D’apres le théoreme 2.3, p(z1, 2) = p(z2, 2) équivaut a =

Z1 =1, 29 =T

= ou
2y 2r2y
encore |z| = 7. O
Dans la suite, on note Ly,(71) la médiatrice de [p, T1(p)] et Hp(T1) le demi-plan hyperbolique fermé
qui contient p, de frontiere L, (T7).

Avec ces notations, il apparait que D,(I') = (| Hp(T). Dy(I') est donc hyperboliquement
Tel\{id}
convexe, fermé et d’intérieur non vide.
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Théoréme 3.6. Si p nest fixé par aucun élément non trivial de I', alors Dy(I') est un domaine

fondamental pour I

Démonstration. Montrons que D,(T") contient au moins un point de chaque I-orbite. Soit 2z € H?.
I'z est discrete donc il existe wy € I'z avec p(wp, p) minimal dans I'z. Autrement dit, pour tout
T eT, p(wy,p) < p(T(z),p). Donc wy € D,(T).

Montrons maintenant que si z; # 22 sont dans 'intérieur de D, (I"), alors leurs orbites sont disjointes.
Soit z € H2. Si il existe T € T'\ {id} tel que p(z,p) = p(T(z),p), alors p(z,p) = p(z, T~1(p)) i.e.
z € Ly(T™1) donc soit 2z ¢ D,(I), soit z € dD,(T). On en conclut que si z est dans l'intérieur de
D,(T), alors pour tout T' € I' \ {id} on a p(z,p) < p(z, T~ 1(p)) = p(T(2),p).

Supposons que I'z; = I'zy avec 21 # za. Il existe donc T € I'\ {id} tel que T'(z2) = z;. Alors

p(22,p) < p(T(22),p) = p(21,p) < p(T(22),p) = p(22,p)

La premiere inégalité vient du fait que zp € Dp(I"), la seconde vient de ce qui précede. On obtient
une contradiction, c’est donc que les orbites sont disjointes.

Enfin, D,(I") est connexe car connexe par arcs car convexe.

O]

Théoréme 3.7. Soit I' un groupe fuchsien et F' un domaine de Dirichlet pour I'. Alors F est
localement fini, c’est a dire que la famille {T(F)}rer est localement finie.

Démonstration. Soit p € H? qui ne soit fixé par aucun élément différent de 'identité et soit F =
D,(I'). On note o = sup.cx (p(p, 2)).

o estfini:sia € K etsi R>0 est tel tel que K soit inclus dans la boule hyperbolique de centre a
et de rayon R, alors pour tout z € K on a p(p, z) < p(p,a) + p(a, z) < p(p,a) + R < +o0.

Si F' n’était pas localement fini, il existerait 77, 75,... suite d’éléments distincts de I' telle que
T;(F)NK # 0 pour tout j > 1, i.e. il existerait z1, 22, ... suite d’éléments de F telle que Tj(z;) € K
pour tout 5 > 1. On aurait alors pour tout j > 1 :

p(Tj(p), p) < p(Tj(p), Tj(z5)) + p(Tj(25), p)
< p(p,zj) + p(Tj(z5),p) (T} est une isométrie)
< p(p, Tj (%)) + p(T(25), p) (zj € F = Dy(I'))
<2  (Tj(z) € K)
Ainsi, la suite de points distincts 71 (p), T2(p), . . . serait incluse dans la boule hyperbolique fermée

de centre p et de rayon 20, ce qui est exclus puisque I' agit proprement discontinument sur H?. [

4 Etude des groupes PSL(2,Z) et I'(2)

Ici on étudie PSL(2,Z) et I'(2) avec les outils développés auparavant.

b
Définition 4.1. PSL(2,Z) = {z — “Zid | (a,b,c,d) € Z4ad — be = 1} ~ SL(2,Z)/{Is} est
(674

appelé le groupe modulaire. C’est un groupe fuchsien. (Il est clair que SL(2,Z) est discret donc il

s’ensuit que PSL(2,7Z) est discret également.) Dans la suite on notera ce groupe I'.
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1
Théoréme 4.1. L'ensemble F = {z ¢ H? | |z| > 1,|R(2)| < 5} est le domaine de Dirichlet de T’

basé en 21.

Démonstration. Il convient tout d’abord de vérifier que 2¢ n’est fixé par aucun élément de I'.
n b soit dans PSL(2,Z) et fixe 2i. Puisque T'(2i) = 24, on en déduit

2a =detb=—4c. T étarcltz elliptique, sa trace vaut 0 ou 1, ce qui n’est possible que si a = d = 0.

Enfin, ad — bec = 1 implique 4¢ = 1, ce qui est exclus car T € PSL(2,7Z).

On note dans la suite T': z+—> z+1et S: z+— —%. Ce sont deux éléments de I'. T" est parabolique

et fixe l'infini, S est elliptique et fixe <.

La médiatrice hyperbolique du segment reliant 2i et sont image 2¢ + 1 par T est la droite verticale

d’équation = = 1/2 (voir Figure 4), et Ho;(T) = {z € H? | R(z) < 1/2}. De la méme maniere,

Hoy(T~Y) = {z € H? | R(2) > —1/2}

La médiatrice hyperbolique du segment reliant 2i et sont image i/2 par S est le demi-cercle centré

en zéro et de rayon 1 (voir Figure 5), et Ho;(S) = {z € H? | |2| > 1}.

Ainsi, DQZ(F) CcCF= HQZ(S) N Hgi(Til) N HQZ(T)

Supposons que T : z +>

22‘/\
Hy(T)
21 2i+1
///// \\\ Z
; i/2
7 T Ha(S)
; —1 0 1
i >
1 0 1 FIGURE 5 — Hy;(S)

FIGURE 4 — Hy(T)

11 s’agit ensuite de montrer I'inclusion réciproque. Procédons par I’absurde et supposons Dy;(T") #
F. En particulier, F' n’est pas un domaine fondamental pour I', donc F' contient en son intérieur

deux points ayant la méme orbite sous I' (la premiere inclusion implique que F contient au moins un

o b
point de chaque I'-orbite). Autrement dit, il existe x € F et h € '\ {id} tels que h(x) = awi—d €
cx

lcx 4+ d|? = Paz + d* + 2cdR(z)
>+ d?—cd
> 4+ d* — |cd|
> (¢ —d)? + |cd] >0
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La derniere égalité est est stricte car I’égalité n’a lieu que si ¢ = d = 0, ce qui est exclus puisque
ad —bc = 1. c et d étant entiers, on a |cz + d|?> > 1. Si on avait égalité, alors cx serait sur le
cercle de centre —d et de rayon 1. Si |¢| > 2, ¢’est impossible car alors S(cz) > 2. Si |¢| = 1, c’est
aussi impossible puisque x € F qui est d’intersection vide avec le cercle ci-dessus. Enfin si ¢ = 0,
nécessairement d = +1, mais alors ad — bc = 1 entraine a = d, et h est une translation de b. Donc
h =id (sinon h ne peut envoyer x dans U'intérieur de F'), ce qui est exclus.

S(x)
lcx + d|?
En refaisant le méme raisonnement mais en remplacant = par h(z) et h par h~!, on obtient S(x) =
S(h(z))
lcx + d|?

Finalement, |cz + d|? > 1, et S(h(x)) = < S(x)

< $(h(z)), contradiction. C’est donc que Dg;(T") = F
0
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FIGURE 6 — Le domaine de de Dirichlet de I" basé en 23

Théoréme 4.2. PSL(2,7Z) est engendré par les transformation S : z — —% etT :zw z+1.

Lemme 4.1. Soit A =< T,S > et soit g € T tel qu’il existe h € A pour lequel g(F) N h(F) # (.
Alors g € A.

Démonstration. On remarque tout d’abord que l'intersection ci-dessus est soit réduite a un point,
soit égale a un coté de g(F') (on suppose h # g).

Dans le second cas, h~1g(F) et F sont adjacents (i.e. ont un c6té en commun) donc h~1g = S ou
T, et g€ A.

Dans le cas ot g(F) N h(F) = {z} pour un certain = € H?, 2 possede un voisinage compact K, qui
n’intersecte qu'un nombre fini d’images de F par des éléments de I" (F' est localement fini d’apres le
théoreme 3.7). Il existe donc f1, fa, ..., fn des éléments de I tels que h(F') et fi(F') sont adjacents,
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fn(F) et g(F') sont adjacents et pour 1 <i <n—1, f;(F) et fi+1(F) sont adjacents. Une récurrence
facile sur n montre, en appliquant le premier cas & chaque étape, que g € A. O

On propose deux preuves du théoreme 4.2, chacune utilisant le le lemme 4.1.

Preuve 1 du Théoréme 4.2. Onpose X = (Jg(F)etY = |J g(F). X # 0 et X,Y sont disjoints
geN geMA
d’apres le lemme 4.1. X et Y sont de plus fermés : on va montrer que si A C I' alors Z = J g(F)
geA

est fermé. Si (2,,)n>0 est une suite de points de Z convergeant vers z € H?, et si K est un voisinage
compact de z, pour n assez grand la suite est incluse dans K, qui n’intersecte qu'un nombre fini
d’images de F' par des éléments de I'. Ainsi la suite est incluse dans g1 (F) U g2(F) U ... U g.(F)
avec g; € A pour 1 < i < r (r > 1). Cette derniére réunion étant fermée, z est contenu dedans,
donc contenu dans Z.

Finalement, la connexité de H? implique X = H? et Y = (), donc A =T, O

Preuve 2 du Théoreme 4.2.

— Version rapide : Soit g € T'\ {id}. Le segment hyperbolique [2i, g(2i)] est compact donc
n’intersecte qu’un nombre fini d’images de F' par des éléments de I' (théoreme 3.7). Il existe
donc une suite hq, ha, ..., h, d’éléments de T tels que hi(F)NF # 0, h(F) Ng(F) # 0 et
pour 1 <i <r—1, hi(F) N hip1(F) # 0. Une récurrence facile a 1'aide du lemme 4.1 sur r
montre que g € A.

— Version détaillée : Pour g € T et z € F, on note By, = {T € T' | T(F)N[2i,g(z)] # 0} qui est
fini d’apres le théoreme 3.7. On montre par récurrence sur n > 2 que pour tous h € I', z € 13',
si card(By,;) = n alors h € A :

Sin = 2, nécessairement By, , = {h, id} donc h(F)NF # @ et h € A (lemme 4.1). Si la propriété
est vraie au rang n — 1, soient g € ', z € F, h € By . tel que h(F)Ng(F) #0 et 2’ € F avec
h(z") € [2i, g(2)). [2i, h(2)] C [2i, 9(2)] et [24,h(2")]Ng(F) = 0 donc card(By, ) < card(By,z).
Par hypothese de récurrence, h € A et donc g € A par le lemme 4.1.

O

Remarque 4.1. La démarche effectuée avec PSL(2,7Z) se généralise & n’'importe quel groupe pour
lequel on a identifié les transformations qui appareillent les cotés du domaine de Dirichlet (si elles
existent).

Théoréme 4.3. (S, T | S? =1,(ST)3 = 1) est une présentation du groupe T

Démonstration. On vient de voir que S et T engendrent I, il est facile de vérifier que les relations
données sont vraies, il reste donc seulement a montrer que ce sont les seules relations. Autrement
dit, si on pose X = ST, il s’agit de montrer que tout mot réduit en S et X qui est égal a 'identité
est le mot trivial. (Voir la figure 7).

Soit g = XkiSXxkag | XEnGXEnt1 gyvec 1 < k; <2sii<net0< kn+1 < 2 (Si le mot commence
par S on peut se ramener au mot ci-dessus en conjuguant par S). (Par convention on dit que si
n =0 alors g = X*1). Montrons que si n > 1, g ne peut pas étre I'identité.

Posons A = {z € H? | R(z) > 0},B={s € H? | |+ 1] < 1},C = {z € H? | R(2) < 1}. On
remarque que S(H?\ A) C A donc S(B),S(C) C A et que X?(A), X(A) Cc BUC.
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On pose de plus V =H?\ AUBUC et U = V. Montrons par récurrence sur n > 1 que pour tout
xeU,g(u)e BUC.

Sin =1:soit kyr1 = 0 et alors comme 2 € A, S(z) € A et X" S(x) € BUC. Soit k,.1 # 0, et
alors Xkn+1(z) € B, SX*n+1(z) € A et g(x) € BUC.

Si la propriété est vraie pour un certain n > 1, soit ¢/ = X¥1S§X*2 S . . XFn§XFknt18Xkn+2 et
g=X"S. . . XFkuGXknt16Xkn+2 Par hypothese de récurrence, g(z) € BUC et par le cas n = 1,
¢ (x)e BUC. O

J J+

~

W=
winN
—_

FIGURE 7 — Les actions de S: 2+ —1 T : 2+ 2+ 1 et de X = ST sur F = Dy;(PSL(2,Z))

Définition 4.2. T'(2) = Ker(¢s) ott ¢ : SL(2,Z)/{I,} - SL(2,2/27)/{+ L} ~ PSL(2,7/27)

On peut montrer que ¢y est surjective donc PSL(2,7/27) ~ PSL(2,Z)/T'(2).

orrseazim (3 1) (1 ) (6 1) (0 0)- (1) (0 1)pamire e ama

6 dans PSL(2,Z). Pour construire un domaine fondamental pour I'(2) on cherche un représentant
de chaque classe modulo I'(2) dans T

On pose donc T' = bl S = 0 - X = Lo Y = -l et 7 = 0 -1 . Le
0 1 1 0 11 1 0 1 -1

théoreme 3.5 nous permet de construire un domaine fondamental pour I'(2). (Voir figure 8.)
Nous allons maintenant directement construire le domaine de Dirichlet de I'(2) basé en i. On pose
Az z+2et B:z—

1 Ce sont tous les deux des éléments de I'(2). A est parabolique et
z

fixe I'infini, B est parabolique et fixe zéro.
A(i) = i+2et A7(i) = i—2donc H;(A) = {z € H? | R(2) < 1} et H;(A™Y) = {z € H? | R(2) > —1}.
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v

W=
win

FIGURE 8 — Un domaine fondamental pour I'(2)

B71(i) = —%4—%. Des calculs simples de géométrie euclidienne permettent dans un premier temps de
déterminer la médiatrice euclidienne du segment (euclidien) [i, B~!(7)], puis montrent que 1'unique
géodésique passant par i et B~1(7) est le demi-cercle orthogonal & 1’axe des abscisses de centre 1
et de rayon /2. On sait qu'il existe h € PSL(2,R) qui envoie i et B~1(4) sur la méme demi-droite
verticale. Pour trouver la médiatrice hyperbolique de [i, B~1(i)], il suffit de prendre la pré-image
par h de la médiatrice de [h(i), h(B~1(i))] qui elle est facile & trouver. On trouve finalement que
L;(B™1) est le demi-cercle de centre 3 de rayon i. Ainsi H;(B~') = {z € H? | |z + }| > 3}. Un
calcul similaire donne H;(B) = {z e H? | |z — 3| > 3}.

Nous avons donc D;(T'(2)) C F = H;(B) N H;(B~Y) N H;(A~1) N H;(A) ; L’inclusion réciproque est
vraie car I’ est un domaine fondamental. En effet il s’obtient a partir du domaine précédent (voir

1

figure 8 et figure 9) de la fagon suivante : B~" envoie le triangle hyperbolique de sommets 0,1 et

% + 2\’/5 sur le triangle de sommets 0, —1, j, et A~! envoie le triangle de sommets 1, j + 2, co sur le
triangle de sommets —1, j, co.

Puisque A et B appareillent les cotés de D;(I'(2)), I'(2) est engendré par A et B d’apres la remarque
4.1.

Nous allons avoir besoin d’'un lemme qui généralise la démarche que nous avons effectuée au
théoreme 4.3. La preuve est essentiellement identique.

Lemme 4.2. Lemme du ping-pong Soit G un groupe, et soient H et K deux sous-groupes mon
triviaux de G, tels que H ou K ait au moins 3 éléments. On suppose que G agit sur un ensemble
E ayant deuz parties non vides X et Y telles que :

— X etY sont d’intersection vide.
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-1 0 1

FIGURE 9 — Le domaine de de Dirichlet de I'(2) basé en i

— Pour tout h dans H \ {e}, pour tout y dans Y, h.y € X.

— Pour tout k dans K \ {e}, pour tout x dans X, k.x € Y. Alors H et K sont en somme libre :
en particulier, st H et K sont isomorphes a 7Z, alors le sous-groupe qu’ils engendrent est un
groupe libre a deux générateurs.

Théoréme 4.4. I'(2) est libre.

Démonstration. Onpose U = {z e H? | |z — 1| < 3}, V={s e H? | [+ i <3}, X =UUV
et Y = X Soit n # 0. Il est clair que A"(X) C Y puisque X est contenu dans une bande de
largeur 2. Montrons que B"(Y) C X. On traite le cas ou n > 0 (I'autre cas est analogue). On note
d’abord que B(0) =0, B(1) = 3, B(—1) = 1, B(~2) = 2 B(c0) = 4. Ainsi, B envoie 'ensemble
délimité par les géodésiques {R(z) = —1}, [—1,0] et par la demi-droite Ry sur I’ensemble délimité
par les géodésiques [3,1], [0,1], et le segment euclidien [0, ], qui est inclus dans U donc dans X.
(Voir figure 10.) Les puissances supérieures de B fixent 0 et envoient les réels entre 0 et 1 sur des
réels positifs strictement inférieurs, donc ’ensemble de départ est encore envoyé dans X. De la
méme maniére, I'ensemble {R(z) < —1} est envoyé dans 'ensemble délimité par [3,1] et le segment
euclidien [£, 1]. Puisque A™(X) C Y et B"(Y) C X pour tout n # 0 (et X NY = ()), le groupe I'(2)
engendré par A et B est libre d’apres le lemme du ping-pong. O
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~

FIGURE 10 — Les actions de A et de B sur F' = D;(T'(2))
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