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Algebre
Examen du 06/01/2014

Documents, calculatrices et portables interdits. Les exercices sont indépendants. Le baréme est donné
a titre indicatif. Il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction.

Exercice 1 (Une preuve alternative partielle des théoremes de Sylow). [Environ 7 points]

Dans tout cet exercice, p désigne un nombre premier, m > 1 un entier, et ¢ > 1 un entier premier avec
p. Soit G un groupe d’ordre p"g. On note £ ’ensemble des parties de G de cardinal p™, S I'’ensemble
des p-Sylow de G, et 7 I'ensemble des translatés a gauche des p-Sylow de G, c’est-a-dire des parties
de la forme T'=aS aveca € G et S € S.

1.

Vérifier que S C 7 C &, et que 7 est aussi ’ensemble des translatés a droite des p-Sylow de G,
c’est-a-dire des parties de la forme T'= Sa aveca € G et S € S.

Vérifier pour tout entier n > 0, I'égalité suivante de polynémes dans Z/pZ[X] :

(X +1)P" = XP" + 1.

3. Quel est le cardinal de £ ? Déduire de la question précédente que #(€) = ¢ [p].

4. Vérifier que 'application G x £ — & définie par (g, A) — gA définit une opération du groupe G

sur £.
Pour tout A € &, on notera w(A) orbite de A et Stab(A) le stabilisateur de A pour cette action.

5. Quelle relation y-a-t-il entre les cardinaux de w(A), de Stab(A) et de G 7
6. Montrer que pour tout S € S, et pour tout a € G, Stab(Sa) = S.
7. Soit A € £. Montrer que pour tout a € A, Stab(A) C Aa~!. En déduire que #(Stab(A)) < p™,

10.

et que #(Stab(A)) = p™ si et seulement si A € 7 (utiliser les questions précédentes).

Soit A € £. Déduire de ce qui précede que :

- si Ae T, alors #(w(A)) =gq,

— si A ¢ T, alors p divise #(w(A4)).

Montrer qu’on peut choisir un systéme de représentants R (c’est-a-dire une partie de £ contenant
exactement un point de chaque orbite) tel que RN7T = S. A Paide de I’équation aux classes et
des questions précédentes, en déduire que #(&) = q#(S) [p.

Retrouver ainsi certaines conclusions des théoremes de Sylow.

Suite au dos
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Exercice 2 (Centre de I'algébre £(F) et du groupe GL(E)). [Environ 4 points]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On note B = (ej,...,e,) une base de E, et
B* = (e7,...,e}) sa base duale. Par définition, pour tout z € E, de composantes (¢1,...,&,) dans la
base B, et pour tout i € [1,n], e (x) = ¢&;.

Pour i et j dans ¢ € [1,n], on note f; j 'endomorphisme de E défini par f; j(x) = e (z)e;.

1. Que vaut f; j(ex) pour k € [1,n] ? Quelle est la matrice de f; ; dans la base B?

2. Déterminer 12] et en déduire un polynome de degré 2 annulant f; ;. Trouver les valeurs propres
de f; ;, en indiquant la multiplicité et les sous-espaces propres associés. A quelle condition I’en-
domorphisme f; ; est-il diagonalisable ?

3. Montrer que f; ; peut s’écrire comme différence de deux endomorphismes inversibles de F.

4. Soient u et v dans L(FE) tels que uw ov = v o u. Montrer que tout sous-espace propre de v est
stable par u et réciproquement.

5. Soit u dans L(FE). On suppose que u commute avec tous les endomorphismes inversibles de E :
pour tout v € GL(E), uov =wvou.

(a) Montrer que u commute avec tous les endomorphismes f; ;.
(b) Avec la question 4, en déduire que B est une base de vecteurs propres de u.
(¢) Avec la question 4, montrer que les valeurs propres associées sont toutes égales.

6. Quels sont les éléments de L(E) qui commutent avec tout élément de L(E)? Quel est le centre
de GL(E)?

Exercice 3 (Décomposition polaire d'un automorphisme d'un espace euclidien). [Environ 4 points]
Soit E un espace euclidien de dimension n. On note (-, -) le produit scalaire de E. Un endomorphisme
autoadjoint s de E est dit défini positif si et seulement si (z,s(z)) > 0 pour tout z € E \ {0}. On
note O(E) le groupe orthogonal de E, et S;4(F) 'ensemble des automorphismes autoadjoints définis
positifs de E.

Soit u € GL(E). On cherche & montrer qu’on peut décomposer d’une fagon et d’une seule u sous
la forme vos, avec v € O(FE) et s € S44(E).

1. Montrer que u* ou € Sy (FE). En déduire que u* o u est diagonalisable en base orthonormée et
que ses valeurs propres sont strictement positives.

2. On commence par montrer ['unicité. On suppose que u =vo s, avec v € O(E) et s € S44(F).

(a) Montrer que s? = u* o u.

(b) Soit F' un sous-espace propre de u* o u, associé a une valeur propre A. Montrer que F est
stable par s, que ’endomorphisme induit sg est diagonalisable, et montrer finalement que
sp = Vdp.

(¢) En déduire I'unicité de s, puis celle de v.

3. On montre maintenant ’existence. Soit B une base orthonormée dans laquelle la matrice de u*ou
est diagonale, de coefficients diagonaux Ay,..., A, dans R .

(a) On note s 'endomorphisme dont la matrice dans B est diagonale, de coefficients diagonaux
VAL .., VA, Montrer que s € Sy (E) et que s2 = u* o u.

(b) En déduire que u o s~! € O(E) et I'existence de la décomposition annoncée.

Suite et fin page 3
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Exercice 4 (Résultant de deux polynémes). [Environ 7 points]

Dans tout cet exercice, K désigne un corps. Pour tout n > 1, F,, = K,_1[X] désigne l'espace des
polynomes de degré < n — 1, & coefficients dans K, et B, = (1, X,..., X" 1) la base canonique de E,,.
On fixe deux poynomes

p q
A=> X" et B=) b X",
k=0 k=0

de degrés respectifs p et ¢ (autrement dit, a, # 0 et b, # 0). On note D le PGCD de A et de B (on
choisit le représentant unitaire).

1.
2.

10.

Montrer que les polynomes A, XA, ..., X9 1A, B, XB,..., XP~'B sont dans E,;, N DK[X].
On appelle résultant de A et B la quantité

R(A,B) = get (A, XA,...,X91A, B, XB,..., XP71B).

P+q

Montrer que si D # 1, la famille (4, XA,..., X9 YA, B, XB,..., XP71B) est liée. Indication :
utiliser la question précédente.
Montrer que si D = 1, alors la famille (4, X A,..., X9 1A, B, XB, ..., XP~1B) est libre. Indica-
tion : on pourra utiliser le théoreme de Gauss.
En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur R(A, B) pour que A et B soient
premiers entre eux.
Pour tout polynéme M € K[X], on note fyr,p I'application qui a un polynéme P € E; associe
le reste de la division euclidienne de PM par B. Montrer que fyp € L(Ey).
Montrer que l'application ®p : M — fir p est un morphisme d’anneaux de K[X] dans L(Ey).
En déduire que far,p = M(fx,B)-
Ecrire la matrice de fx,p dans la base B, et vérifier que le polynome caractéristique de fx p est
Xfx.p = b;lB .
Lorsque B est scindé de racines (31, ..., 3y, montrer qu’il existe une base de F; dans laquelle la

matrice de fx p est triangulaire supérieure et préciser les éléments diagonaux de cette matrice.
En déduire que pour tout M € K[X],

q

Xfmp = H(X — M(B;))-

j=1

Pour k € [0,q — 1], on note Ry = fa_p(X*). Montrer que

R(A,B) = det (Ro,Ri1,...,Rq_1,B,XB,..., X?"'B) = det fap x bb.

Bp+q

En déduire que si A est scindé de racines ayq, ..., oy et si B est scindé de racines i, ..., 34, alors

q

R(A,B) =0 [[A®B) =aith [] B — i) = (~1)Pal ][ B(ew).
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Université Joseph Fourier

Licence 3 Mathématiques, Parcours B
Algebre

Examen final

Mardi 7 Janvier 2014

Durée de I'épreuve: 4h

Tout document et appareil électronique (calculatrice, téléphone portable) est
interdit.

Baréme indicatif: Cours: /2, Ex 1: /5, Ex 2: /7, Ex 3: /2, Ex 4: /7

Question de cours. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie.
1. Enoncer le théoreme de décomposition des noyaux.

2. Soit f un endomorphisme de E. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur le polynéme minimal iy de f pour que f soit diagonalisable.

3. Le démontrer en utilisant le théoreme de décomposition des noyaux.

Exercice 1. Soit p > 3 un nombre premier. Soit G un groupe fini et v € G un
élément d’ordre p.

1. Montrer que pour tout 1 < ¢ < p— 1, v est dans le sous-groupe (7*) engendré
¢
par .

2. Soit H un sous-groupe de GG. On rappelle que pour g € GG, on note
gH ={g.h, h € H}.



(a) Montrer que s'il existe deux entiers 0 < ¢ < m < p — 1 tels que
Iintersection Y*H N ~™H est non vide alors 7 est dans H.

(b) En déduire que si v n’est pas dans H, alors §(G/H) > p.
3. On suppose maintenant que G = S, est le groupe des permutations de

I'ensemble {1,...,p}. Soit H un sous-groupe de G tel que tH > (p — 1)! et
tel que H # G.

(a) En utilisant le théoreme de Lagrange, déduire des questions précédentes
que H contient tous les p-cycles.

(b) Soit (ajas...a,) un p-cycle. En calculant le produit
(a1aga3) o (aras . . . ap), justifier que tout 3-cycle est produit de deux
p-cycles.

¢) Montrer que le groupe alterné A, est engendré par les 3-cycles.
4
(d) En déduire que H = A,,.

Exercice 2. On considere A = Z[i] = {z + iy, x,y € Z}.

1. Montrer que A est un sous-anneau de (C,+,.). En déduire qu'il est integre.

2. (Cette question est indépendante du reste de I'exercice). Soit ® I'application
de Z[X] dans C qui a P € Z[X] associe P(i).

(a) Montrer que ® est un morphisme d’anneaux.

(b) Quelle est I'image de ®7 Justifier

(¢) Quel est le noyau de ®?7 Justifier

(d) En déduire que A est isomorphe & Z[X]/(X? + 1).

3. Faire un dessin représentant les éléments de A dans le plan complexe. Puis,
justifier que pour tout z € C, il existe zg € A tel que |z — 2| < 1.

4. Soient a,b € A, b # 0. Montrer qu’il existe ¢ € A et r € A tels que a = bg+r
et [r| < [b]. (On pourra poser z = §.)

5. Montrer que les éléments inversibles de A sont 1, —1, i et —i.

6. Soit I/ un idéal non nul de A.



(a) Montrer que l'ensemble {|z|?, z € I,z # 0} a une borne inférieure b > 0,

et qu’il existe zo € I avec |z|* = D.
(b) Montrer que z, engendre I.

(c) En déduire que A est un anneau principal.
On s’intéresse maintenant a comprendre les éléments irréductibles de A.

7. Montrer que si a € A est tel que |al? est un nombre premier, alors a est
irréductible dans A.

8. Montrer que si a = x + 1y € A est irréductible dans A alors x et y sont
premiers entre eux.

9. Soit p > 1 un nombre premier.

(a) Montrer que si p = (v +iy)(2’ +iy') avec x, 2", y,y € Z et v + iy
irréductible dans A, alors p = x2 + 2.

(b) En déduire que si p > 2 est premier et que p = 3 mod 4 alors p est
irréductible dans A.

10. Décomposer 30 en produits d’irréductibles dans A.

Exercice 3. Soit a un parametre réel, et A, la matrice définie par

-1 0 O
A= 1 -2 0
-1 1 «

1. Calculer les dimensions des sous-espaces propres de A en fonction du
parametre .

2. Pour quelles valeurs de o la matrice A est-elle diagonalisable? Justifier.

3. Donner le polynéme minimal de A en fonction du parametre a.

4. On suppose que o = —2. Trouver une matrice P telle que
-1 0 0
PrAP=0 -2 1
0 0 =2



Exercice 4. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n. Dans tout cet
exercice, w € L(FE) désigne un endomorphisme de rang 1.

1. Donner les dimensions de Im w et Ker w.

2. Montrer que si Imw n’est pas inclus dans Ker w, alors on a
Imw & Kerw = E.

3. On suppose dans cette question que Imw C Ker w.

(a) Montrer que w est nilpotent.

(b) Quel est son indice de nilpotence?
4. On suppose dans cette question que Imw ® Kerw = F.

(a) Montrer que Imw est un sous-espace propre de w.

(b) En déduire que w est diagonalisable.

5. En considérant le polynome caractéristique x,, de w, montrer 1’équivalence

w nilpotent < tr(w) = 0.

On suppose maintenant qu'’il existe u,v € L(F) tels que w = uov — v o u.
6. Justifier que w est nilpotent.

7. Soit k € N.

(a) Montrer que le rang de w o u* est < 1.
(b) En déduire que w o u* est nilpotent.

(c) Montrer que pour tout z € Imw, u*(z) € Ker w.
8. Soit x € Imw. On note F = vect(u*(z), k € N).
(a) Montrer que F est stable par u.

(b) Déduire des questions précédentes que dimyF < n — 1.

(¢) En déduire que le polynome caractéristique y,, de u n’est pas
irréductible.
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Examen du 7 janvier 2014

Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits. L’exercice et les deux
problemes sont indépendants. Durée de I'épreuve: 4 heures.

Question de cours

Définir, de deux facons équivalentes, ce qu’est une partie compacte d’un espace métrique
(E,d). Montrer qu’une telle partie est nécessairement fermée et bornée, mais que la
réciproque n’est pas vraie en général.

Exercice (Application linéaire définie par un noyau intégral)

Soit E = C(]0,1],R) I'espace des fonctions continues f : [0,1] — R muni de la norme
uniforme, notée || - [|oo. Soit également K : [0,1]> — R une fonction continue. Pour tout
f € E, on définit une application Lf : [0,1] — R par

(Lf)(x) = / K@,y)fy)dy, ze(01].

a) Pour tout € > 0, montrer qu’il existe & > 0 tel que, pour tout f € E et pour tous les
points x1, x5 € [0, 1] tels que |x1 — z3| < §, on ait I'inégalité

[(Lf)(@1) = (L) (x2)] < €| flloo -

En déduire que, pour tout f € E,ona Lf € E.

b) Vérifier que I'application linéaire L : E — FE définie ci-dessus est bornée, et que sa
norme dans L.(E) est donnée par

1
LI = sup / K ()| dy .
z€[0,1] Jo

c) Soit B = B(0,1) la boule unité fermée dans E. En utilisant la premiere question et un
résultat du cours, vérifier que 'image de B par L est une partie relativement compacte de
I’espace E.

d) Soit (fn)nen une suite dans B telle que

1
/ fu(@)p(z)dz —— O, pour tout ¢ € E .
0

n—oo

Montrer que la suite (L f,)nen converge vers zéro dans E. Indication : On vérifiera d’abord
que la suite de fonctions (L f,)nen converge simplement vers zéro sur [0, 1]. Puis on étudiera
les valeurs d’adhérence de cette suite dans E, et on montrera la convergence uniforme en
argumentant par contradiction.



Probléme 1 (Distance a un sous-espace fermé)
Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé sur le corps K = R ou C, et soit M C E un
sous-espace vectoriel fermé. On considere Papplication d : E — Ry = [0, +00) défine par

d = dist(z, M) = inf — E .
(@) = dist(e, M) = inf oy, we

Premiere partie:
a) Si z € E, montrer que d(z) = 0 si et seulement si x € M.
b) Vérifier que d(x — y) = d(x) pour tout x € F et tout y € M.

c) Montrer que |d(x) —d(y)| < ||z —y|| pour tous les z,y € E. En déduire que I'application
d est continue sur E.

d) Vérifier que d(z + y) < d(z) + d(y) et d(Az) = |A|d(z) pour tous les z,y € E et pour
tout A € K.

Seconde partie: On considere sur E la relation d’équivalence R définie par
TRy & z—ye M,

et on note & = E/R l'espace quotient. Si x € F, la classe d’équivalence de x selon R est
donc le sous-espace affine [z] = x + M. On note enfin p : E — & Papplication définie par
p(x) = [z] pour tout = € E.

e) Montrer que & possede une structure d’espace vectoriel sur K, et que l'application
N : £ — Ry définie par N([z]) = d(x) pour tout x € E est une norme sur £.

f) Vérifier que 'application p : (E, || - ||) = (£, N) est linéaire et continue.

g) Soit 7 la topologie quotient sur £ définie par

T = {V cé ’p_l(V) est un ouvert de E} :

Montrer que 7 coincide avec la topologie associée a la norme N.

h) Si (E,|| - ||) est un espace de Banach, montrer qu’il en va de méme de (€, N).

Probléme 2 (Topologie de la convergence uniforme sur les compacts)

Soit E = C(R) l'espace vectoriel des fonctions continues f : R — R. Le but de ce
probléeme est de munir £ d’une topologie associée a la notion de convergence uniforme sur
les compacts de R.

Premiere partie: Pour tout n € N*| on considére I'application p,, : E — Ry = [0, 4+00)
définie par

pu(f) = Sup f@)], feE.
On définit aussi 'ensemble V,, = {f € E|p,(f) < 1/n}. On remarque que V, 11 C V,
pour tout n € N*,

a) Vérifier que, pour tous les f,g € F et pour tout A € R, on a p,(f +¢g) < pn(f) + pn(9)
et pn(Af) = |Apn(f). On dit que p, est une semi-norme sur E. L’application p,, est-elle
une norme sur E7



b) On définit une famille 7 de parties de E en posant
T = {ACE’pour tout f € A, il existe n € N* tel que f + V, CA} ,

oun f+V,={f+gl|lg € V,}. Montrer que la famille 7 est stable par intersection finie,
et en déduire que 7 est une topologie sur E. Vérifier en outre que 7 est invariante par
translation dans E: si A€ tet f € E,alors f+ A€ T.

c) Montrer que V,, € 7 pour tout n € N*. En déduire que la famille {V,,},en+ est une base
de voisinages de 1’origine pour la topologie 7.

d) Pour tout n € N*, on note FE,, 'espace de Banach des fonctions continues f : [-n,n] — R
muni de la norme uniforme. On considere aussi ’application linéaire m,, : ' — F,, définie
par m,(f) = fli—n,n (la restriction de la fonction f au segment [—n,n]). Vérifier que
I’application 7, est continue pour tout n € N*.

e) Montrer que 7 est la topologie la moins fine sur F qui rende continue chacune des
applications 7, : F — FE,,, pour n € N*.

f) Vérifier qu'une suite (fi)ren converge vers zéro dans (E, 7) si et seulement si cette suite

de fonctions converge vers zéro uniformément sur tout compact de R.

Seconde partie: Pour tous les f, g € F, on définit

_Ngon Polf9)
ilf.9) = ;2 L+pa(f-9)

g) Montrer que l'application d : E x E — R, est une distance sur E. Observer en outre
que d est invariante par translation: d(f + h,g+ h) = d(f, g) pour tous les f,g,h € E.

h) On note B4(0,r) C E la boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0 pour la distance d.
Pour tout r > 0, vérifier que V;, C B4(0,7) si n € N* est suffisamment grand. Inversement,
pour tout n € N*, montrer que By(0,7) C V,, si r > 0 est suffisamment petit.

i) En déduire que la topologie 7 définie dans la premieére partie coincide avec la topologie
T4 associée a la distance d.

j) Montrer que (E,d) est un espace métrique complet.




L3B — Topologie Examen du lundi 6 janvier 2014 13h00-17h00

Documents, calculatrices, téléphones interdits.
Argumenter vos réponses et énoncer avec précision les théorémes utilisés.
Le baréme n’est qu’indicatif de I'importance relative des exercices.

Questions de cours |6 points|.

A) Soit (E,d) un espace métrique.
1) Rappeler la définition d’un espace connexe; on donnera au moins deux formulations équivalentes.

2) On dit que deux points x,y € E sont liés par une e-chaine dans E §'il existe une suite finie de points
x = xy, 1, ... , xy = y de E tel que d(z;,x;41) < € pour 0 < i < N, et on écrit dans ce cas TR.y.
Montrer que R, est une relation d’équivalence et que les classes d’équivalence sont des ouverts.

3) Montrer que si E est connexe, alors E est bien enchainé, c’est-a-dire que pour tout € > 0, deux points
quelconques peuvent étre reliés par une e-chaine. Donner un exemple montrant que la réciproque est
fausse.

4) Montrer qu'un espace métrique compact E est connexe si et seulement s'’il est bien enchainé.

5) (exercice) Soient E, F des espaces métriques et u : £ — F une application uniformément continue.
Si A est une partie bien enchainée de E, montrer que u(A) est bien enchainée.

B) Soit (E, || .||) un espace vectoriel normé. Enoncer et démontrer le théoréme du point fixe.

Exercice 1 |7 points]. On considére 'espace C = C([0, 1], R) des applications continues f : [0,1] — R et
I'espace £>° des suites réelles bornées s = (s )ren muni de la norme ||s|| = supyey |Sk|-

1) Montrer que || .|| est une norme sur > et que

1
[flleo = sup [f(x)],  |Iflls 2/0 |f ()| de

z€[0,1]
sont des normes sur C.

2) Soit a € |0, 1[. Pour € > 0 fixé, on consideére la fonction f, . € C telle que f, () = max(1—|z—al/e,0).
Représenter le graphe de f, . et calculer les normes || fo |1 et || faclloo lorsque € < go(a) suffisamment
petit (on précisera). Les normes ||.[|1 et ||. |l sont-elles équivalentes ?

3) Sur lintervalle [0, 1], on considére la suite de fonctions continues f,(x) = min(n,1/\/x) (prolongées
par f,(0) = n en z = 0). Montrer que (f,) est une suite de Cauchy dans (C,||.||1). L’espace normé
(Cy || -|l1) est-il complet ? L’espace normé (C, || . ||oo) est-il complet ?

4) Soit (zy,)nen une suite de points de [0, 1]. Montrer que I'application u : C — £°° qui & f € C associe la
suite s = (f(xn))nen est une application linéaire continue de (C, || . [|s) vers (£2°,].]), et déterminer la
norme de u : f — u(f) = s. L’application linéaire u est-elle continue de (C, || .|1) vers (£, .])?

5) On suppose que la suite (x,,)nen est dense dans [0, 1]. Montrer que I’application linéaire u est alors une
isomeétrie de (C, || - [|co) dans (€°°, || . ||), c’est-a~dire que ||u(f)|| = || f||co pour tout f € C. En déduire dans
ce cas que u est injective et que u(C) est un sous-espace fermé de (¢2°,||.||). Peut-on avoir u(C) = £>?

6) On suppose que la suite (z,,)nen n’est pas dense dans [0, 1], et on choisit un intervalle ouvert non vide
Je, d[ qui ne contient aucun point x,,. Montrer que u n’est pas injective dans ce cas.



Exercice 2 [3 points|. On considére R? muni de la métrique euclidienne. On définit :

A={(z,y) € R? tel que |z| <y < 2 —2z?}.

o R
Dessiner A. Déterminer U'intérieur A et ’adhérence A. L’ensemble A est-il ouvert, fermé, compact, connexe
par arcs ? Justifier vos réponses.

Exercice 3 [8 points|. Les parties A et B sont indépendantes

A) Une suite u, : R — [0, 1] d’applications continues, n > 1 étant donnée, on pose

+o0o
flz) = Zun(x) 27", z eR.
n=1

1) Etudier la convergence de la série donnant f, et montrer que f est une application continue sur R.
Montrer également que f(R) C [0, 1].

A partir d’ici, on choisit pour fonction uy : R — [0, 1] la fonction périodique de période 1 telle que

0 si 0<z<1/4
) 4 -1 si 1/4<2<1)2
wl@) =9 4 si 1/2<x<3/4

41—-2) si 3/4<z <1,

et on pose pour tout x € R
Up () = ug (10" 12).

2) Représenter graphiquement la fonction w; sur Uintervalle [0, 3].
3) Montrer que u,, est lipschitzienne pour une certaine constante de Lipschitz que 'on précisera.

4) Soit ay,as,...,ay,... € {0,1} une suite de chiffres binaires et o = Z;ﬁ‘f 5a,107P. Calculer la partie
fractionnaire 8 de 10" 1o et en déduire que 'on a 8 € [0,1/10] si a, = 0 et 8 € [5/10,6/10] si a,, = 1.
Calculer u,(«) et en déduire que la restriction f : [0,1] — [0, 1] est surjective.

5) On définit « : [0,1] — [0, 1] par v(z) = (g1(x), g2(x)) avec
+oo “+o00
gr(@) = ugn1(2)27", ga(w) =Y ugn(z) 27"
n=1 n=1

Montrer que v est une courbe continue qui réalise une surjection de l'intervalle [0, 1] sur le carré [0, 1]?
(une telle courbe s’appelle une courbe de Peano).

B)

1) On se propose ici d’étudier s'il peut exister une application continue bijective ¢ : [0,1] — [0,1]%.
Montrer qu'une telle application serait un homéomorphisme de [0,1] sur [0,1]?. Pour ¢ € ]0,1] fixé,
étudier la connexité de [0,1] \ {c} et de son image ([0, 1] \ {c}) = [0,1]% \ {¢(c)}. Conclure.

2) On se place maintenant dans 'espace ¢*° des suites réelles bornées s = (s)keny muni de la norme
|s|| = supgey |sk|, et dans cet espace on considére “I'hypercube” C = [0,1]N des suites s telles que
0 < si < 1 pour tout k. L’hypercube C' est-il compact ? Peut-il exister une courbe continue surjective
v:[0,1] = C?
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| Graph description (6 points):
Décrire le graphique ci-dessous en 150 mots. Indiquer le
nombre total de mots a la fin de votre texte.
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Il Reading Comprehension (14 points) :
Lire le passage intitulé « The risks of cigarette smoke » et
répondre aux questions 15 a 28.
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Université de Grenoble 1 Année 2013-2014
Institut Fourier Examen du 22 mai 2014

L3 de Mathématiques, section A
Calcul différentiel

Durée: 3 heures — il sera tenu particulierement compte de la rédaction.
Documents, calculettes et téléphones portables interdits.

Question de cours

0.a. Enoncer le théoréme des fonctions implicites (dans une version laissée a 'appré-
ciation du candidat, contenant au moins le cas des espaces de dimension finie).

0.b. Le résultat d’existence du théoréme étant admis, énoncer et démontrer la formule
permettant de calculer les dérivées partielles de la fonction produite par le théoréme
des fonctions implicites en dimension finie.

Exercice 1

l.a. Soit [a,b] un intervalle compact de R. Montrer que l'espace E = C*([a, b],R)
muni de la norme

Ifllcr = sup max(|f(x)], |f'(x)])

z€[a,b]
est un espace de Banach (on admettra le fait trivial que E est un espace vectoriel).

1.b. On considére 'application

d:F — R, f»—>/ exp (f(z)f'(z)) dz.

Pour tout f € E et h € E, montrer que ® admet des dérivées directionnelles 05, ®(f)
que ’on calculera aprés en avoir rappelé la définition. Montrer que ® est différentiable
sur E et expliciter sa différentielle.

l.c. L’application ® est-elle deux fois différentiable ? Si oui, on explicitera sa dif-
férentielle seconde.

Exercice 2
On considére sur R? la fonction polyndme
L 3

2.a. Déterminer la différentielle de P, ’ensemble C' des points critiques et ’ensemble
A = P(C) des valeurs critiques. On note

Ex={(z,y,2) €R’; P(z,y,2) =X}, XeR

les ensembles de niveau associés & P. Indiquer une condition suffisante garantissant
que F soit une sous-variété de R3 au voisinage d’un point fixé mg = (0, Y0, 20) € Ex.

1



Lorsque c’est le cas, on précisera dans ce cas la dimension de E) et I'espace tangent
(vectoriel et affine) en un tel point mg. Pour quelles valeurs de A peut-on ainsi conclure
que E) tout entier est une sous-variété de R3 ?

2.b. En calculant d?P en chacun des points critiques mg, déterminer la nature des
points singuliers de F) lorsque A € A (on pourra soit utiliser un résultat du cours
dont on rappellera I’énoncé, soit faire directement un changement de variable ad hoc
(z,y,2) — (X,Y, Z) dans lequel les coordonnées (X, V) diagonalisent la forme quadra-
tique (x,y) — xy, et oll Z = (2 — zp)u(z) dépend seulement de z, avec u(zg) # 0).

2.c. On pose Q(x,y,2) = 22 +y? + 22 — 1 et on désigne par S = Q1(0) la sphére
unité de R3. Déterminer les points de S en lesquels les différentielles dP et d@ sont
linéairement dépendantes, et en déduire les extrema de P sur S.

2.d. Montrer qu'il existe au plus quatre valeurs \;, i = 1,...,4 (que l'on précisera)
telles que l'intersection de E) NS soit une sous-variété de R3 lorsque A ¢ A= {\i},
et indiquer la dimension de E, NS dans ces cas-la. Montrer que l'intersection Ey N.S
peut également étre réduite & un point pour certaines valeurs exceptionnelles A;.

2.e. Déterminer les extrema de la fonction R(z,y,z) = z sur By, NS
(indication : il pourra étre utile de s’assurer que I’équation 23 + 422 — 32 — 8 = 0
n’a pas de racines dans [—1,1]).

Exercice 3

On étudie dans R? le systéme différentiel donné par

sz—f = a(t)z(t) - b(t)y(t) + c(t)

d

=L = b(t)x(t) + alt)y(t) + d(t)
ot a,b,c,d: I — R sont des fonctions réelles continues définies sur un intervalle de la
droite réelle.

3.a. Les solutions d’un tel systéme sont-elles globales 7

3.b. On suppose ici que les fonctions ¢ et d sont identiquement nulles. Rappeler ce
qu’est la matrice résolvante R(t,ty) du systéme et expliciter det(R(¢,%p)) en fonction
de certaines intégrales des coefficients.

3.c. On identifie R? a4 C, et on pose z = x + iy, s(t) = a(t) +ib(t), k(t) = c(t) +id(t).
Montrer que le systéme différentiel ci-dessus est équivalent & une équation différentielle
simple pour des fonctions de variable complexe, et donner une formule explicite pour
les solutions de 3.b et pour la matrice résolvante.

3.d. Déterminer la solution du probléme de Cauchy de donnée initiale (z¢,yo) en
to =0, pour le systéme différentiel correspondant aux données a(t) = cos(t),
b(t) = sin(t), c(t) = cos(2t), d(t) = sin(2t).
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Examen - Calcul différentiel

4 heures. Aucun document ni outil électronique autorisé.

Question de cours. Enoncer le théoreme d’inversion locale. Donner pour tout
n € N* un exemple de fonction f : R* — R", C', non constante au voisinage de 0
mais qui n’a pas d’inverse au voisinage de 0.

Exercice 1. Soit f:R? = R, f(x,y,2) = 2yz et pour 0 < a < b < ¢, I Iellipsoide
déﬁniparz—z—i—z—j—f—i—;:l.
1. Montrer que I' est un compact de R3.
2. Montrer que fir admet un maximum strictement positif en un point Mj.
3. Déterminer la valeur maximale de fir.
2

4. firr a-t-elle un maximum global si I est défini par z—i + ZZ_; -5=17

Exercice 2. Soit k > 0 une constante et f : R® — R” une application C*. On suppose
de plus que
Va,y € R, |[f(z) = f(y)ll = kllz —yl|.

1. Pour tout n € N, trouver une application non constante qui ne vérifie pas cette
condition, pour aucun k > 0.

2. Montrer que f est injective.
3. Montrer que pour tout = € R", df(x) est inversible.
4. Montrer que f(R™) est une partie fermée de R™.

5. En déduire que f est un difféomorphisme de R™ dans R".

Exercice 3. Soit f : R" — L(R",R") une application différentiable, telle que
f(0) est inversible, et g : R™ — R™ définie par g(z) = (f(z))(x).

1. Montrer que g est différentiable en tout point x € R”, et déterminer sa différentielle.

2. Montrer qu'il existe un voisinage U C R™ de 0 tel que gy : U — g(U) est un
difféomorphisme.



3. On suppose que n = 1. La fonction g est-elle toujours inversible sur R ?

Exercice 4. Pour tout € > 0, on considere le systeme différentiel

P(t) = —y+ex?
y'(t) = z+ey

1. On suppose dans cette question que € = 0. Résoudre le systeme.

2. Montrer que pour tout ((zg, %), to) € R3,, il existe une unique solution maximale
de conditition initiale (z,y)(to) = (xo, Yo)-

3. Soit u(t) = z*(t) + y*(t). Montrer que v’ < 2eu?.

4. En déduire que I'intervalle de définition de la solution donnée par la question 2.
contient [to, o + (2¢||(x, v)||*(to)) 7 [.

Probleme. Soient a,b € R satisfaisant 0 < a < b.

(a) Trouver une paramétrisation f : [0,27] — R? du cercle C' de rayon a et de
centre (b,0,0) contenu dans le plan (zOz).

(b) On considere ¥ la surface formée par la révolution complete de C' autour
de l'axe (Oz). Donner une paramétrisation F' : (¢,0) € [0,27] x [0, 27]
F(t,0) € R? de . On pourra utiliser la notation V6 € [0,27],u,(0) =
(cosf,sin,0).

(c) pour tout couple (¢,0), déterminer une équation du plan tangent a ¥ en
F(t,0).

(d) Calculer I'aire de X.
(e) Déterminer N(t,0) le vecteur normal unitaire a ¥ en F'(¢,60) associé a F.

(f) En déduire la matrice de la seconde forme fondamentale dans la base B =
98(t,6), 25 (t,0)), ainsi que la courbure de Gauss.

%
(g) Pour n € N* on considere la courbe 7, (t) = (b + acost)u,(nt) + asin(t) k .
Montrer que 7,([0, 27]) est une courbe tracée sur X.

(h) Montrer que la longueur /,, de cette courbe vérifie [, > 2mn(b — a).

(i) Soit n = 0. Déterminer pour tout ¢ le plan oscullateur a ~o(t).
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Géométrie

Corrigé de 'examen du 23/05/2014, 09h-12h

Exercice 1. Soient A € &\ & et B € &\ &.

Supposons que £ U & soit un sous-espace affine de £. Comme A; et As appartiennent & & U &, le
milieu I de A1 As appartient aussi a &4 U&s. Si I € &1, alors, comme m = 2A—1I> S 6—'{, on obtient que
Ay € &1, ce qui est faux. De méme, on n’a pas I € &, ce qui donne une contradiction avec I € & U&,.

Exercice 2. 1. Le point A est le barycentre de {(A4,1),(B,1),(C,1)} si, et seulement si, MA +
MB + MC = H, ce qui équivaut a MA = —M B — MC'. Ainsi, il existe un unique point A avec
la propriété voulue.

2. Le point M est le centre d’un cercle passant par A, B, C si, et seulement si, MA = MB = MC.
Si MB # MC, il n’y a donc pas de solution. Si M B = MC, les points A qui sont solution sont
exactement ceux qui vérifient M A = M B, c’est-a-dire ceux du cercle de centre M et de rayon
MB.

Exercice 3. 1. Soit g : R? — R? I'application donnée par

(x+y—2\/§
(x+y+2v2
(zv2 = yv/2)

L’application g est linéaire (le vérifier, aucune difficulté mais cela doit apparaitre sur la copie!)
E—N

et, pour tous M, N € R3, f(M)f(N) = g(MN). Ainsi, f est affine de partie linéaire g = f .

T
2. 11 suffit de vérifier que, pour tout X = |y | € R3,
z

N
IS NSRS
Il
DD 0|

?(X)H = || X]|, ce qui est immédiat.

—
3. Un calcul sans probleme montre que det f = 1, donc f est un déplacement de R3, donc un
vissage.

4. L’axe de 7 est la droite formée des vecteurs X € R3 tels que 7(X ) = X. Un calcul montre que,
x

si X =|y| €R3 alors T(X) = X si, et seulement si, x = y et z = 0. Ainsi, I'axe de ? est la
z
1
droite engendrée par v = | 1
0

-
5. L’ensemble des points fixes de la rotation r est une droite D C R? dirigée par I'axe de f, et le
vecteur u appartient a I’espace des points fixes de r, donc est colinéaire a v. Ainsi, f(D) = D.

e a—
Cela montre que, si M € R3, M € D si, et seulement si, il existe A\ € R tel que M f(M) = v,
ce qui s’écrit
—z 4y —2V2-34+V2 =2\
x—y+zx/§—1—\@:2>\,
V2 —yv2 - 22+ 2+ V2 =0,

UJF - IF - 20131/



ce qui équivaut a

T—y+2v/2=—-14+2,
T—y—2v/2+V2+1=0,

$—y:—1,
z=1.

ou encore a

0 —1
Soit A= [1].Comme A € D, r(A)=A, donc Af(A) = u. Comme f(A)= | 0 |, on obtient
1 1
-1
que u= | —1
0

Exercice 4. 1. Comme P appartient aux médiatrices de OM et de OA, on a PO = PM = PA, ce
qui signifie que O, A et M appartiennent & un méme cercle de centre P. On raisonne de méme
avec P, O, Aet M'.

2. La question précédente et la relation de Chasles montrent que

= =, =
PO,PA+ P A, PO
= e NN
=2MO,MA+2MA’", MO
= =
=2MA',MA
= 7T7
ou la derniére ligne est due au fait que M appartient au cercle de diametre AA’.
3. La relation de Chasles montre que
N
OP',OP

=OP',0A'+ OA',0A+ OA,OP

—

=71+O0P,0A" +0A,OP,

car O, A et A’ sont alignés.
4. Cela vient du fait que le triangle POA est isocele de sommet P (idem pour Pautre relation).
5. On déduit de 2, 3 et 4 que

—

T
OP',oprP

= =, = =
=n1+0OA,OP+0OP ,0A
_TF+I<W—P—O)/;—1>4> +1<7T—P/A/ 170>>
- 2 ’ 2 ;
:277—%7r:37”,

ce qui est le résultat attendu.
6. En angles de droites,
TA, TA' = PA, PA/
— PA, PO + PO, P'O + P'O, P’ A,
et comme la somme PﬁO +P’WA’ vaut 'angle plat et PﬁO est un angle droit, 'angle
Im’ est droit, ce qui montre que I appartient au cercle de diametre AA’, c’est-a-dire C.

UJF - IF - 20131/



7. Comme l'angle Of,_O\P’ est droit, O appartient a I'. Comme ’angle If,ﬁ” = Im’ est droit,
I appartient & I'. Enfin, comme O, A et A’ sont alignés,

PM, P'M = PM, PO + PO, P'O + P'O, PPM
— 2AM, AO + PO, P'O + 24’0, M
— PO, PO + 2AM, A'M,

et comme les angles Pﬁ() et AJ\HM sont droits, ’angle P]\ﬁM est droit donc M
appartient a I'.

8. Comme O € A, I'image de C par s est le cercle de centre s(O) = O et de méme rayon que C,
donc C.

Soit maintenant J le centre de I', qui est donc le milieu de PP’. On a

_ _— —_—
0J - A4 =} (OP- 44"+ OP' - A4))
_— — = —
=—-0P -0OA+ 0P -0A.
— — _— —
Or OP-OA = OH - OA, ou H est la projection orthogonale de P sur la droite (OA), c’est-a-
dire 'intersection de D et de (OA). De méme, OP"- OA" = OH' - OA’, ot H' est la projection
orthogonale de P’ sur la droite (OA’), ¢’est-a-dire I'intersection de D" et de (OA’). Comme D et
- _ — —
D’ soﬁ_s}ymétriques par rapport & A, on a OH' = —OH et, comme OA’ = —OA, on obtient que
—
OJ - AA” = 0. Cela montre que les droites (OJ) et (AA’) sont orthogonales, donc que J € A.
Ainsi, 'image de T par s est le cercle de centre s(J) = J et de méme rayon que I, c’est donc T'.

9. Comme OM = OI et JM = JI, la médiatrice de M1 est la droite (OJ), c’est-a-dire A, ce qui
montre que s(I) = M.
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Université Joseph Fourier L3 - Parcours A
Année universitaire 2013/2014

EXAMEN GGMAT36e

21 mai 2014

Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des
justifications.
Durée : 3h

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Définir les notions de singularité illusoire, pole et singularité essentielle.

2. Enoncer le théoreme de Mittag-Leffer.

© In2t
(- [,
o t2+1

en intégrant le long du chemin indiqué.

Exercice 2
Calculer l'intégrale

R

Exercice 3
Soit f : C* — C une fonction holomorphe avec Re(f(z)) > 0 pour tout z € C*. Montrer que
f est constante. (Indication : on pourra considérer e=f(2)).

Exercice 4
Soit f une fonction holomorphe dans D(0, R), le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.
Pour 0 < r < R, on pose
M¢(r) := max|f(2)|.

|z|=r

1. Montrer que  — My(r) est une fonction croissante.
2. Montrer que, si f n’est pas constante, r — My(r) est strictement croissante.

3. On suppose que f est un polynéme de degré n, et on pose g(z) = 2"f(1/z). Ecrire
explicitement g pour f(2) = ag + ... + an2". Quel est le lien entre M(r) et My(1/r) ?
En déduire que la fonction 7 — My(r)/r™ est strictement décroissante, sauf si f est de la
forme az".

4. On suppose de plus que f est unitaire. Montrer que, si pour tout z de module 1, |f(2)| < 1,
alors f(z) = 2".

T.S.V.P.



Exercice 5 (Fonction zéta de Riemann)
Le but de cet exercice est ’étude de la fonction zéta de Riemann

((z) = Zn*‘z dans U = {z € C; Rez > 1}.
n=1

1. Montrer que la série ,
>
n=1
converge normalement sur tout compact de &. En déduire que ((z) définit une fonction
holomorphe dans U.

2. On note (py)nen la suite des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant. Montrer que
le produit

1
Hl—pﬁ

converge normalement sur tout compact de 4. En déduire que

définit une fonction holomorphe sur U.

3. Le but de cette partie est de démontrer que ¢(z) = {(z) pour tout z € U. Soit s € R, s > 1.
On pourra dans la suite utiliser 1’égalité

> o= > o) (1)
k=1 \ix=0 0<i1 vnyim <M

valable pour tous m, M € N*.

(a) Soit maintenant N € N*. Soit pp,, le plus grand nombre premier p; et My la plus
grande des puissances i, apparaissant dans toutes les décompositions en facteurs
premiers des N premiers entiers 1, ..., N. Considérons m > mg et M > My. Montrer
I'inégalité

N m M o0
o< [T D)) <D n =) (2)
n=1 k=1 \ix=0 n=1

(b) En faisant tendre M, puis m et ensuite IV vers I'infini dans (2) conclure que ((s) =
¢(s).
(¢) Montrer que ((z) = ((z) pour tout z € U.



Intégration et théorie de la mesure
FExamen

20 mai 2014

Documents, calculatrices et téléphones interdits.
On demande d’énoncer clairement chaque théoréeme utilisé et de vérifier les hypotheses.

Exercice 1:Soit f: R — R une fonction borélienne, sommable sur tout intervalle compact [a, b].
Pour tout « € R on pose

F(z) = /0 " Fdt.

1) [Question de cours] Montrer F' est continue.

)

2) Montrer que si f est continue, F' est de classe C.

3) Montrer que si f est continue par morceaux, F' est continue et de classe C! par morceaux.
)

(
(
(
(4) Donner un exemple pour lequel F n’est pas de classe C'' par morceaux.

n

Exercice 2: Pour tout n € N* et t €]0, 1], on pose S,(t) = Z
k=1

cos(2mkt)

’ , S(t) = —In(2sin(7t)).

t
(1) Soit t €]0, 1[. Montrer que S,(t) — S(t) = / m cos((2n + 1)7rs)ds. On pourra dériver.

1/2 sin(7s)

(2) Au moyen d’une intégration par parties, montrer que S, (t) — S(t) pour tout ¢t €]0, 1[, et que
la convergence est uniforme sur tout intervalle compact [a, b] CJ0, 1].

(3) Montrer que S, est une suite de Cauchy de L?(0,1).

(4) Montrer que S € L*(0,1) et que S,, — S dans L?(0,1). A-t-on S,, — S dans L'(0,1) ?
1 1
(5) Calculer / In(sin(7t))dt et / (In(sin(7t)))?dt.
0 0

1



PROBLEME

Premieére partie. Soit n € N* et (X, A, 1) un espace mesuré. Soit L(X, A, u, R™) 'ensemble des
fonctions mesurables f : X — R" telles que

/]fi]d,u<ooVi€{1,...,n},

ol les fonctions f; : X — R sont les fonctions coordonnées de f dans la base canonique de R™. On

définit alors
/fdu— /fldu,.. /fndu ) er

(1) Montrer que £(X, A, u, R") est un espace vectoriel.

(2) Montrer que 'intégrale est une application linéaire de £(X, A, u, R™) dans R™.

(3) Montrer que pour toute application linéaire ¢ : R” — R, on a /gp(f)d,u = gp(/fdu).

Seconde partie. Soit f € L(X, A, u,R"), N une norme sur R” et N(f) : X — R, la fonction
définie par
N(f)(x) = N(f(z)) Vz € X.

(1) Montrer que N(f) est mesurable.
(2) Montrer qu'il existe une constante ¢ > 0 indépendante de f telle que N(f) < c(| fi|+- - -+|fn])-
(3) Montrer que N(f) est sommable.

Troisieme partie. Soit N une norme sur un espace vectoriel £ de dimension n sur R. On se
propose de montrer par récurrence sur n que pour tout yo € FE, il existe une application linéaire
¢ = R telle que

lp(y)| < N(y) Yy € E et o(yo) = N(yo). (%)

(1) Montrer le résultat si n = 1.

(2) On suppose que n > 2. Soit H C E un hyperplan contenant yo et soit e € £\ H. Par
récurrence, il existe une application linéaire ¢ : H — R telle que |¢(y)| < N(y) pour tout
y € H et ¥(yo) = N(yo). Montrer que pout tout (y,y') € H?, on a

Y(y) =) <Ny —y) <Ny +e)+ Ny +e)
(3) Montrer qu’il existe @ € R tel que —(y) — N(y+e) <a < N(y+e) —¢(y) Yy € H.
(4) Pour tout y € H et t € R on pose ¢(y + te) = ¢(y) + ta. Montrer que ¢ vérifie (x).

Conclusion. Soit f € L(X, A, u, R") et N une norme sur R”. Montrer 'inégalité triangulaire

/fdu /N



Université Joseph Fourier : Examen
Calcul Intégral B

Mai 22, 2014

Durée : 3 heures. Aucun document n’est autorisée. Rédiger avec soin. Lire
toutes les questions avant de commencer. Pour chaque exercice, on demandera d’énoncer
précisément chaque théoréme de cours que l’on utilisera.

Question de cours

Soit [a,b] C R un intervalle fermé et f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann.
Définir une fonction F : [a,b] — R :

F(z) = / " fyar.

1. Montrer que F' est lipschitzienne et en déduire qu’elle est continue.
2. Donner un exemple explicite de f telle que la fonction F' correspondante n’est pas dérivable.

3. Donner une condition suffisante sur f pour que F' soit dérivable.

Exercice 1 Pour 0 < r < 1, on définit le noyau de Poisson, pour ¢t € R, par

_ 1—7r?
1 —2rcos(t) +r2’

Pr(t)

1. Montrer que pour tout r € [0,1] et t € R,

P(t) = 1+2§R( re ) .

1 —rett

La notation R désigne la partie réelle d’un nombre complexe.
2. En déduire que pour tout r € [0,1[ et ¢t € R,

+00
P.(t)=1+2 Z r" cos(nt).

n=1
3. Monter que pour tout t € R et % <r<l,
t2(1 — 72
t2PT(t) < M
1 — cos(t)

1



4.  Montrer que la fonction ¢ +— est prolongeable par continuité en ¢ = 0. En déduire

2
1— cos()
que la fonction ¢ + t2P,(t) converge uniformément vers 0 lorsque r — 17,

5. Pour tout n > 1, montrer que

/ t2 cos(nt)dt = LQ)
0 n
6. Déduire des questions (2),(4) et (5) que

n? 12

n=1

Citer correctement les théorémes d’interversion de séries, limites, et d’intégrales utilisés.

Exercice 2 Soit f: [0,1] — R définie par f(x) = 2?

1. Montrer que pour tout entier n

124924 . 4n2="

2. On considere la subdivision

1 2 k
o=0<zr1=—<x=—< - <zxrp=—<...<xp=1.
n n n

Que valent les sommes de Darboux inférieures et supérieures de f relativement a cette
subdivision ?

3. En déduire que f est intégrable sur [0, 1] et déterminer

/f

sans utiliser une primitive de f.

Exercice 3 Soient a,b € R, a < b.
1. A T'aide d’une intégration par parties, montrer que si f : [a,b] — R est de classe C! alors

x) cos(nx)dx| <

2 e | (0= a)llfloe
n

n

En déduire que si f : [a,b] — R est en escalier, alors

b
lim f(z) cos(nz)dz = 0.

n—oo a



(Considere une subdivsion adaptée a = o < z1...xx = ba f et appliquer la question précédente
a une fonction constante sur constante sur |rg, Tx41[ ).
3. En considerant ‘ff(f(x) — g(z) + g(z)) cos(nz)dz| montrer que pour toutes fonctions f, ¢ :

[a,b] — R integrables,

b
< (b= a)|lf - glloo + / 9(x) cos(nar)da

/ab f(z) cos(nx)dz

4.  En déduire que pour toute fonction f réglée sur [a, b,

b
lim f(z) cos(nz)dx = 0.

n—oo a



Université Joseph Fourier, Grenoble I . L3 Méthodes numériques . Année 2013/2014
Examen du 20 mai 2014, de 13h30 a 16h30.
Documents, calculatrices et ordinateurs ultraportables déconnectés du réseau autorisés.
Ce sujet comporte 2 pages. Baréme donné a titre indicatif et non contractuel.

1. PRECISION (3 POINTS)

On travaille en arithmétique flottante avec 14 chiffres significatifs. On s’intéresse au
calcul des solutions de I’équation du second degré ax> + bx + ¢ = 0 i coefficients réels, en
particulier lorsque b” est grand devant |ac|, par exemple pour x> + 12345678x + 1.0 = 0.

(1) Donner une valeur approchée des deux solutions de 1’exemple en appliquant la
formule habituelle r. = (—b +vb% —4ac)/(2a) et discuter leur erreur relative.

(2) Comparer I’erreur relative pour la solution la moins précise avec 1’erreur relative
de la valeur approchée obtenue en appliquant la formule r r_ = c/a.

(3) Ecrire une fonction prenant a,b, c en arguments et renvoyant deux solutions pré-
cises de 1’équation (on distinguera deux cas en fonction du signe de b).

2. METHODE DE LA PUISSANCE (7 POINTS)

On souhaite déterminer la racine / de plus grand module d’un polynéme P. Pour cela
on applique la méthode de la puissance a la matrice companion de P, matrice M dont le
polyndme caractéristique est P (commande companion () en Xcas).

0 0 —121
(1) Par exemple pour P(x) = x> +3x* +7x+12l,onaM=| 1 0 -7
o1 -3

Prendre un vecteur aléatoire v a coordonnées dans I’intervalle [0, 1], lui appliquer
29 et 30 fois la matrice, en déduire une estimation A de la racine / de P qui est la
plus grande en module.

(2) Soit A une matrice symétrique réelle de taille n. On suppose qu’on a déterminé
(par la méthode de la puissance) un vecteur normé v tel que ||(Av — Av|| < €. Soit
(v1,...,vn) les coordonnées de v dans une base propre orthonormale de A asso-
ciée aux valeurs propres (11, ...,A,). Calculer ||Av — Av||, en déduire que I’une des
valeurs propres au moins vérifie [, — | < €.

(3) Peut-on appliquer le résultat du (2) a M pour déterminer un encadrement de [ ?
P est un polyndme, on peut donc en calculant le signe de P(A — 8) et P(A +§)
montrer que P admet une racine dans [A — 8,4 + 6]. Appliquer une méthode de
dichotomie pour donner un encadrement certifié de la racine correspondante de P a
108 prés. Proposer une autre méthode qui permettrait d’accélérer la convergence
vers cette racine.

(4) Le polyndme pourrait avoir un couple (/;,/_) de racines complexes conjuguées de
module maximal (c’est-a-dire, les autres racines r; de P vérifient |r;| < |I+| = [I_]).
C’est le cas par exemple pour Q(x) = x> 4 4x + 116. On notera N la matrice com-
panion de Q. Proposer une modification de la matrice N (avec un shift complexe)
permettant de déterminer une estimation d’une des racines de ce couple par la
méthode de la puissance et I’appliquer (Remarque : on ne peut plus utiliser d’argu-
ments de signe pour certifier un encadrement d’une racine complexe de Q, mais on
peut montrer 1’existence d’une racine dans un disque du plan complexe de rayon

|0/Q'(4))|x degre(Q)).
3. METHODE DES TRAPEZES ET POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES (6 POINTS)

Etant donné une fonction continue f : [0,27] — R, on note I(f) = 02” F(x)dx son inté-
grale sur [0,27] et Trapy (f) la valeur approchée de I(f) par la méthode des trapézes avec
un pas constant & = 27 /N, ou N > 0 est un entier.



(1) Soit f un polyndme trigonométrique de degré inférieur ou égal a N — 1, de la forme
N-1 ‘
flx)= Z cpe®
k=—N+1
avec ¢, € C, c_p =¢, k=—-N+1,...,N — 1. Montrer que Trapy(f) donne le
résultat exact pour I’intégrale I(f).

(2) On considere la fonction g(x) = exp(sinx). En utilisant la question 1 et le dévelop-
pement de ’exponentielle en 0, montrer que 'erreur E(g) = |I(g) — Trapy(g)| est
majorée par ¢/N!, ol ¢ est une constante que vous déterminerez.

(3) Déterminez a I’aide de Xcas I’augmentation de la précision avec & quand on divise
h par deux (vous pourrez par exemple utiliser votre programme pour la méthode
des trapezes réalisé en TP). Comparez cette précision avec celles obtenues par les
méthodes des rectangles a gauche et a droite. Pouvez-vous expliquer les simili-
tudes/différences des résultats obtenus par ces trois méthodes ?

4. ORDRES DES METHODES DE RUNGE-KUTTA (5 POINTS)

On considere une méthode de Runge-Kutta pour résoudre I’équation différentielle y' () =
S ((#),t) sur 'intervalle [0, 1], donnée par le tableau de coefficients

co = 0 0

| Ao O

2 Ao A O

Cq 2qu ;lfql zqufl 0

1 Ho M1 - Hg1 My

On a donc 7,11 = z, + h®(zp,1,,h) ol ki est le pas (supposé constant), zo = y(0), t, = nh et
q
D(z,1,h) = Z,uif(zn,i,f + he;)

i=0

avec

i—1
Zn0 =2 €t Zu =z+h Z ),,-jf(znﬁj,t—i—hcj) ,i=1,...,q9.
j=0
On note p I’ordre de 1la méthode. On rappelle que p > 0.

(1) Supposons que f(y,t) = f(t) soit indépendante de y. On calcule I’intégrale fol f(r)de
en résolvant 1’équation différentielle ci-dessus avec la condition initiale y(0) =0
par la méthode de Runge Kutta RK4. Cela correspond-t-il a une méthode d’inté-
gration numérique connue, si oui laquelle ? Vous justifierez votre réponse.

(2) En utilisant un résultat général du cours sur I’ordre des méthodes a un pas, appliqué
a une fonction f(y,7) = f(¢) indépendante de y, montrer que pour g quelconque
I'ona

el 1
!
E iCi = our [=0,....,p—1.
i=0“ 111 p p

(3) En déduire que la méthode d’intégration numérique

[ stwau= ¥ st
0 i=0

est d’ordre au moins p — 1.

(4) On rappelle qu’une méthode d’intégration numérique élémentaire a m points d’in-
terpolation est toujours d’ordre strictement inférieur a 2m (voir ’exercice 2 de la
feuille 7 de TD/TP). En déduire une majoration de p en fonction de gq.



Université Joseph Fourier 2013-2014
Licence 3 Parcours A

Algebre
Examen du 19/06,/2014

Documents, calculatrices et portables interdits. Les exercices sont indépendants. Le baréme est donné
a titre indicatif. Il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction.

Exercice 1 (Tout groupe d'ordre pair possede au moins un élément d’ordre 2). [Environ 1 & 2 points]
Soit G un groupe fini d’ordre pair.

1. Vérifier que la formule ¢ - x = ¢ définit une action du groupe {—1,1} sur G.
2. A quelle condition I'orbite d’un élément x de G est-elle réduite a x ?
3. A Taide de I’équation aux classes, montrer que le nombre d’éléments d’ordre 2 (exactement)

dans G est impair.

Exercice 2 (Groupes d'ordre p?q). [Environ 4 points]
Soient p, ¢ des nombres premiers distincts. On suppose que g ne divise pas p?> —1 et que p ne divise
pas ¢ — 1. Soit G un groupe d’ordre p?q.

1. Montrer que G possede un unique ¢-Sylow, noté Q.
2. Montrer que G possede un unique p-Sylow, noté P.

3. A Paide de résultats du cours, expliquer pourquoi P et ) sont commutatifs et sont distingués
dans GG. Dans la suite, on note

PQ={9€G:3(p,q) € PxQ,g=pq}.

4. Montrer que, pour tout x € P et tout y € Q, zy = yz [Indication : on pourra calculer zyz~ty~!
de deux fagons|. En déduire que PQ est un sous-groupe abélien de G.

5. Montrer que PQ = G.

Exercice 3 (Construction du corps a p? éléments). [Environ 6 points]
Soit p = 2¢ + 1 un nombre premier impair. On note K le corps Z/pZ. L’élément neutre pour
I’addition et pour la multiplication sont notés O et 1.

1. Montrer que les applications fo :  +— 22 de K* dans K* et f, : # — 2% sont des morphismes de
groupes.

Déterminer Ker fo, et en déduire que Im fo5 est d’ordre gq.
Montrer que Im fo C Ker f,, et en raisonnant sur les cardinaux, montrer qu’il y a égalité.

En déduire une condition simple sur ¢ pour que 1’élément —1 soit dans Im fs.

DAl

Soit @ un élément de K* \ Im fo. Montrer que le polynéme X2 — a est irréductible dans K[X].
Quen déduit-on pour 'anneau quotient L = K[X]/(X? — a)K[X]?

6. Soit 7 la projection canonique de K[X] sur L. Montrer que la restriction de m au sous-espace
vectoriel K7[X] des polynomes de degré < 1 est bijective. En déduire le cardinal de L.

7. Montrer que parmi les poynémes de degré 2 a coefficients dans Z/2Z, un seul est inversible, et
par analogie avec ce qui précede, en déduire une fagon de construire un corps a 4 éléments.

UJF - IF - 20131/



Question de cours (Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité). [Environ 1 point]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Montrer que u est diagonalisable
si et seulement si il existe un polynome scindé & racines simples P € K[X] tel que P(u) = 0r,(g).

Exercice 4 (Diagonalisation simultanée). [Environ 2 & 3 points]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit F une partie de £(E) formée d’en-
domorphismes diagonalisables qui commutent deux-a-deux. L’objet de ’exercice est de montrer qu’on
peut diagonaliser les éléments de F dans une méme base. On raisonne par récurrence sur n.

1.
2.

Montrer le résultat lorsque n = 1.

Soit n > 2. On suppose le résultat vrai pour toutes les dimensions de 1 & n — 1. Soient F et F
comme ci-dessus.

(a) Montrer le résultat lorsque F ne contient que des homothéties.

(b) On suppose maintenant que F contient au moins un endomorphisme u qui n’est pas une
homothétie. Montrer que pour tout sous-espace propre S de u, S est stable par tout élément
de F, et que les endomorphismes vg induits par v sur S pour v € F sont diagonalisables
et commutent deux-a-deux.

(c) Conclure.

Exercice 5 (Tout sous-groupe d’exposant fini de GL,(C) est fini). [Environ 5 points]
Soient n € N* et G un sous-groupe de G L, (C). On suppose qu'il existe m € N* tel que, pour toute
A e G, A™ = I,. Le but de I'exercice est de montrer que G est fini.

1.

Montrer que toute matrice A € G est diagonalisable et que les valeurs propres de A appartiennent
a un méme ensemble ' qu’on précisera, indépendant de A et de cardinal m.

. En déduire que l'ensemble T' = {z € C: JA € G, tr(A) = z} est fini, et que I, est l'unique

élément de trace n dans G.

Soit E le sous-espace de M, (C) engendré par G. On extrait de la famille génératrice G une base
(Aq,..., A;) de E formée d’éléments de G et on note f lapplication de E dans T" donnée par

(M) = (tr(MAy),... tr(MA,)).
Montrer que la restriction de f a G est injective. Indication : si B et C' sont deux éléments de

G tels que f(B) = f(C), montrer que tr(BC~1) = tr(I,).

Déduire des questions précédentes que G est fini, et donner une majoration de son ordre en
fonction de m et de n. On commencera par majorer r et le cardinal de T', et on se contentera
d’une majoration grossiere.

Lorsque G est abélien, montrer ’existence d’une matrice inversible P telle que pour tout A € G,
la matrice P~'AP soit diagonale (utiliser le résultat de 1’exercice 4). En déduire que #G < m”.

Lorsque m = 2, montrer que #G < 2™.

UJF - IF - 20131/
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Baréme indicatif: Cours: /1,5, Ex 1: /9,5, Ex 2: /7, Ex 3: /5

Question de cours:
1. Donner la définition d’un corps.

2. Soit k un corps. Montrer que k[X| est un anneau principal.

Exercice 1. Soit G = R3 muni de la loi suivante:

a a a+ad
bV |=[b+bV+Ca
c d c+c
a
1. Quel est I’élément neutre de la loi %7 Calculer I'inverse de g = | b | (qu’on

notera dans la suite g !).



2. Montrer que (G, *) est un groupe. Est-il abélien? Justifier.

a
3. Montrer que le sous-ensemble H = {| —a | € G} est un sous-groupe de
0
(G, *). Est-il abélien? Montrer qu'’il est isomorphe au groupe (R, +).

On rappelle que le centre de G est I'ensemble Z(G) des éléments de G commutants

avec tous les éléments de GG, c¢’est-a-dire

Z(G)={zeGtelsqueVge G zxg =gz}
0
4. Montrer que Z(G) ={[ b ]| € G}.
0

On considere l'action de G sur R3 définie par:

a
b | .(z,y,2) = (x+ay+bz,y+cz 2).
¢

5. Vérifier que c¢’est bien une action.

6. Cette action est-elle fidele?

7. Quels sont les points fixes de cette action?
8. Soit yog # 0. Décrire l'orbite de (0, yo,0).
9. Soit zg # 0. Décrire I'orbite de (0,0, zp).

10. Décrire toutes les orbites de cette action.

Pour g € G on notera [g] I'image de g dans G/H (ou H est le sous-groupe de G

/

a a
défini a la question 3.). Soient g = [ b | et ¢ = | ¥/ | deux éléments de G.
C/

11. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a,b, ¢, a’, V', ¢ pour
que g 'xg € H.

a 0
12. Montrer que b = a+b
c c



13.

14.

Montrer que 'application de R? dans G/H qui a (z,y) associe x est

une bijection.

Quel est le stabilisateur de (1,1, 1) pour I'action définie dans la question 57
Quelle est son orbite? Relier ce résultat a la question précédente.

Exercice 2. Soit k le corps k = Z/57Z. Pour n € Z, on notera 7 son image dans k.

1.

2.

Quel est I'inverse de 2 dans k?
Faire la division euclidienne de X3 + X? — X par 2X — 1 dans k[X].

Montrer que le polynéme X2 + 1 n’est pas irréductible dans k[X]. Quels sont
ses facteurs irréductibles?

Soit @ : k[X] — k* Dapplication définie par ®(P) = (P(2), P(3)).

(a) Montrer que ® est un morphisme d’anneau.

(b) Montrer que ® induit un isomorphisme d’anneau k[X]/(X? + 1) — k2,
Montrer que le polynéme X? + 2 est irréductible dans k[X].

Montrer que 'anneau k[X]/(X? + 2) est integre.

. En déduire que les anneaux k[X]/(X? + 1) et k[X]/(X? + 2) ne sont pas

isomorphes.

Les anneaux k[X]/(X? + 1) et k[X]/(X? — 1) sont-ils isomorphes?

Exercice 3. Soit f un endomorphisme de R®. On note M sa matrice dans la base
canonique. On suppose que son polynome caractéristique est égal a

1.

w(X) = (X - 2)'X.

Montrer que la dimension de Ker f est égale a 1. Dans la suite on notera
v € R% un générateur de Ker f.



2. Quelles sont toutes les possibilités pour le polynéme minimal py de f7?
Justifier. Pour chaque possibilité donner un exemple de matrice ayant ce
polynome comme polyome minimal et ayant x s comme polynome
caractéristique.

Notons g = f — 2[5, V = Ker g et W = Ker g>. On suppose maintenant que
dimg V' =2 et dimg W = 4. Soit (v, v9) une base de V.

3. Montrer que V' C W et en déduire qu’il existe des vecteurs vs et v, tels que
(v1,v9,v3,v4) est une base de W.

4. Notons wy = g(vs) et wy = g(vy). Montrer que (wq,ws) est une base de V' et
en déduire que (wq, we, v3,v4) est une base de W.

5. Donner une base de R® dans laquelle la matrice de f est de la forme:

21000
02000
00210
00020
000O0O0

Quel est le polynome minimal de f7
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Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits. L’exercice et les deux
problemes sont indépendants. Durée de I’épreuve : 4 heures.

Question de cours. Définir 'ensemble A des valeurs d’adhérence d’une suite (z,)nen
dans un espace métrique (E,d), et donner (sans démonstration) quelques caractérisations
de A. Si E est compact, montrer que A # ) et que dist(x,, A) — 0 lorsque n — oc.

Exercice. (Graphe d’une application continue)
Soient (E7,dy),(Fa,d2) deux espaces métriques, et f : F; — FEs une application. On
appelle graphe de f le sous-ensemble de E; x Fs défini par

Gy = {(x,y)eEleg‘y:f(x)}.

a) Si f est continue, montrer que G est fermé dans E; x E (pour la topologie produit).
Vérifier en outre que I'application z — (z, f(z)) est un homéomorphisme de E; sur Gy.

b) Réciproquement, on suppose que G¢ est fermé dans E; x E et que f(E1) est contenu
dans une partie compacte de E5. Montrer que f est continue.

c) Soit f : R — R Tlapplication définie par f(z) = 0 pour tout = < 0 et f(x) = 1/x
pour tout x > 0. Vérifier que le graphe de f est fermé dans R2. L’application f est-elle
continue ?

Probléme 1 (Théorémes de Dini)

Premiere partie:

Soit (E,d) un espace métrique compact, et (f,)nen une suite d’applications continues de
FE dans R. On suppose que

i) fuy1(z) > fun(x) pour tout x € E et tout n € N.

ii) fn(x) = f(z) pour tout x € E lorsque n — 0o, ou f : E — R est continue.

On se propose de montrer que f, converge vers f uniformément sur E lorsque n — oo.

a) On note g, = f— fn, n € N. Quelles sont les propriétés de la suite de fonctions (g, )nen ?

b) On fixe € > 0. Montrer que, pour tout z € F, il existe n, € N et r, > 0 tels que
gn(y) < € pour tout y € B(z,r,) et tout n > n, .

Ici B(x,r,) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r, dans E.

c) En utilisant la compacité de F, en déduire qu’il existe N € N tel que gn(y) < € pour
tout y € E. En conclure que la suite (g, )nen converge vers zéro uniformément sur E
lorsque n — oo.



Seconde partie :

Soit a présent I = [a,b] C R, ou @ < b. On considere une suite (hy,),en d’applications de
I dans R telles que

i) hp(x) > hy,(y) pour tout n € N et tous les z,y € I tels que = > y.

ii) hy(x) = h(x) pour tout x € I lorsque n — oo, ou h: I — R est continue.

On se propose de montrer que h,, converge vers h uniformément sur / lorsque n — oo.

d) Vérifier que la fonction h : I — R est monotone croissante.

e) On fixe € > 0. Montrer qu’il existe un entier k£ € N* et une subdivision de I de la forme
a=x9 <z <...<x =Dbtelle que h(z;) — h(x;—1) < e pour tout i =1,..., k.

f) Soit ¢ € {1,...,k}. En utilisant la monotonie des fonctions h,,, montrer qu’il existe
n; € N tel que

|hn(y) — h(y)| < 2¢ pour tout y € [z;_1,z;] et tout n > n; .

g) En déduire qu’il existe N € N tel que |h,(y) — h(y)| < 2¢ pour tout y € I sin > N.
Conclure.

Probléeme 2 (Compactification d’Alexandrov)

Soit (E, 7) un espace topologique séparé. On suppose que E est localement compact, ¢’est-
a-dire que tout point de F possede un voisinage compact dans E. Le but de ce probleme
est de montrer qu’on peut plonger E de fagon continue dans un espace compact £ obtenu
en ajoutant a F un unique élément, que ’on notera w.

Premieére partie:

Soit £ = F U {w}. On note 7, la famille de tous les sous-ensembles de £ de la forme
{w} U K¢ ou K est un compact de E et K¢ désigne son complémentaire dans E. On
définit également o = 7 U 7, (0 est donc la collection de tous les ouverts de E, considérés
ici comme parties de &, et de tous les éléments de la famille 7,,).

a) Vérifier que o est une topologie sur £.
b) Montrer que (€, 0) est un espace topologique séparé.

c) Montrer que (£, 0) est un espace topologique compact. On dit que & est le compactifié
d’Alexandrov de E.

d) Si F est considéré comme un sous-ensemble de &, vérifier que la topologie induite par
o sur E coincide avec T.

e) On suppose dans cette question que (E, ||-||) est un espace vectoriel normé de dimension
finie, muni de sa topologie usuelle 7. Montrer qu’une suite (z,),en dans E converge vers w
dans £ si et seulement si ||z, || — oo lorsque n — oo. Au vu de cette propriété, on appelle
souvent w le “point a l'infini” de £.

Seconde partie :

On suppose désormais que £ = R? muni de sa topologie usuelle 7. Le but de cette partie
est d’exhiber une réalisation concrete du compactifié d’Alexandrov dans ce cas. Soit S la
spheére unité dans R? :

S = {.’,E:(.CCl,.’BQ,.’Bg) ERB .’B%—F.’B%—l—x%:l} ,

2



que ’on munit de la topologie induite par la topologie usuelle de R3. On note S=5 \{P},
ou P =(0,0,1) € S est le “pole nord”, et on considere I’application f : S — E définie par

flx) = ( 7 2 ) , z = (z1,29,73) €S .

1-— I3 ’ 1-— T3
On dit que f est la projection stéréographique de la sphere privée du podle nord sur son
plan équatorial.
f) Vérifier que 'application f : S — E est continue et bijective.

g) On prolonge f en une bijection F' : S — &£ en posant F(P) = w. Vérifier que F est
encore continue.

h) En déduire que le compactifié d’Alexandrov du plan R? est homéomorphe a la sphere
unité dans R3.
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Documents, calculatrices, téléphones interdits.
Argumenter vos réponses et énoncer avec précigion les théorémes utilisés.
Le baréme n’est qu’indicatif de P'importance relative des exercices.

0. Questions de cours et applications [6 points].
Soit (E,||+]]) un espace vectoriel normé et d la distance associée.

1) Rappeler la définition de la notion de valeur d’adhérence d’une suite (uy)nen de points de E.
En donner une autre caractérisation et démontrer ’équivalence de celle-ci avec la définition.

2) Soient A et B deux parties compactes non vides disjointes de E. Montrer en le justifiant précisément
qu'il existe des points zg € A et yo € B tels que d(z,y) réalise la distance d{A, B), A savoir I'inf des
distances possibles d(z,y) entre des points = € A et y € B. Que peut-on en conclure quant & d(A4, B)?

3) Si A et B sont des parties fermées disjointes, la propriété 2) est-elle nécessairement réalisée?

4) On suppose ici que E est de dimension finie. Rappeler ce que sont les parties compactes de £. Soit
maintenant A, B des parties fermées non vides disjointes de . 81 A est compacte, monérer que la distance
d(A, B) est encore réalisée par un couple de points (zg,z0) € A x B.

Indication. Choisir deux points z1 € A, y1 € B et vérifier que I'inf des distances d(A, B) est certainement
réalisé par un couple (z,y) € Ax B, od B’ est 'ensemble des y € B tels que d{z1,¥) < d(z1,y1)+diam A,
ol diam A = sup, e 4 d(z, ¥)-

5) Enoncer un théordme donnant des conditions suffisantes usuelles pour que la somme d'une série
> un(z) de fonctions continues u, d’un intervalle [a,b] de IR dans R soit continue, en termes de propri¢tés
de la série de fonctions u.,.

Exercice 1 [6 points -+ bonus]. On considére Uespace vectoriel £ = (([a,b],R) des fonctions continues
sur [a, b], muni de la forme bilinéaire

(f.g) = f F(2)g(z) dz.

1) Vérifier qu’il s’agit d'un produit scalaire et que || f||2 = +/(f, f) est une norme.
2) A l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que

b
o(f) = f f(z) do

est une forme linéaire continue, et déterminer la norme |||¢|||-

3) On suppose désormais {a,b] == [0,1] et on considére la suite fn(z) = e~ ™", Calculer ||f]|2 et en
déduire qu’il s’agit d’une suite convergente. Sa limite dans E coincide-t-elle avec la limite ponctuelle
flz)= ]iﬂl} Fel2)?

T =p 00

4) On considére la fonction g : [0,1] — R telle que g(z) = (1 —z)™®, « > 0 (qui n’est pas dans £).
Rappeler quel est le développement en série entiére Z;ﬁ% anz™ donné par la formule de Taylor. Dans la
suite de la question, on admetira que U'on a un équivalent

(%) an ~ cen® 1 quand n — 400,

avec une constante cq > 0. Si g, est le polynéme de degré n donné par la somme partielle > 7. a;z! de
la série, montrer que g, converge uniformément vers g sur tout intervalle {0,1 — 4], § €]0,1[.



5) Calculer 4 l'aide de (*) un équivalent de ||g, — gn—1]|2 lorsque n — +oo0, et en déduire que (gn)natr st
une suite de Cauchy si @ < 1/2. On suppose maintenant que (g, )ney converge dans E vers un élément
h € E. Montrer que l'on devrait alors avoir h = g sur lintervalle [0,1]. L'espace E est-il complet ?

6) (Question bonus, 2 points) On pose u, = log(an/n*"1} pour n > 1. Déterminer un développement
limité de ., — un—1 & l'ordre 2 en fonction des puissances de 1/n et en déduire (x).

Exercice 2 [4 points]. On considére les espaces suivants :

E) = R (avec la distance usuelle di(z,y) = |z — y|, B2 = 10,1[ et E5 = [0,1] (avec la distance induite
par dy), By = R? avec la distance euclidienne.

1) Déterminer parmi les espaces précédents quelles paires F;, F;, forment des espaces homéomorphes,
en précisant un homéomorphisme explicite dans chaque cas.

2) Pour les paires non homéomorphes, donner un raisonnement précis justifiant la non existence d’un
homéomorphisme.

Exercice 3 [3 points]. Dans l'espace euclidien R, on considére Porigine o = (0,0), le point w = (3,0),
et la partie .

A = B(0,1) UB(w, 2)
ot B{p,r) désigne la boule ouverte de centre p et de rayon r (ici, un disque!).
1) Représenter A graphiquement. Déterminer I'adhérence A et l'intérieur A° : on donnera une justification
compléte.
2) Les parties A, A et A° sont-elles connexes ? Sont-elles compactes ?

Exercice 4 [3 points|.

Soit (p;)1<i<n vne famille finie de points de R™ et b = 219.5 ~ Aip; leur barycenire pour des poids A; > 0
tels que D 3 c;c A = 1. On désigne par K C R™ I’ensemble de ces barycentres.

1) Montrer que K est une partie convexe bornée de R™.

2) Montrer que lensemble A C RY des coefficients A = (A;) € RY tels que 35 A = 1 est compact.
En déduire que K est une partie compacte de R™.
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L3 de Mathématiques, section A
" Caleul différentiel

Durée: 3 heures — il sera tenu particulierement compite de la rédaction.
Documents, calculettes et téléphones portables interdits.

Question de cours

Enoncer une version du théoréme de différentiabilité des séries de fonctions différen-

tiables, et indiquer des conditions suffisantes pour que la somme de la série soit de
.i‘.

classe C'*.

Exercice 1
Soit (A, +, x,

l.a. Démontrer que lapplication g, : 4 — A, ¢ ~ 2P est différentiable. Donner
I'expression de la différentielle dg,. Dans le cas olt A est commutative, expliciter

) une algébre de Banach sur K =R ou C.

expression de la différentielle k-ieme d*g,(z)(h,. .-, hr)-
1.b. Dans le cas général (ot A est non nécessairement commutative), montrer par
récurrence sur k que pour k < p et tous @, h1,..., 0y € Aon a

dkgp(:r;)(h;, v ) = Z Z mi"h,(l)milha(g)a)ig e h(,(k)sci“, 1; € N.

iot...tip=p—k &y

Que vaut d*g, si k > p ? Démontrer que ’on a en chaque point ¢ € A la majoration
(2l S p(p—1)...(p — K+ 1)z[P~*.
1.c. On cherche a définir une fonction “log” sur A en posant

X (=0
w(z) =log(la+z) = Z-m——p—-n——:z:f’, r€ A
p=1

Montrer qu'il s’agit d"une fonction de classe U sur la boule unité ouverte U = B(0, 1)
de A, qui réalise un difféomorphisme C° d'un voisinage de 0 sur un voisinage de 0
dans A. Donner une expression simple de la différentielle dip(z)(h) lorsque A est
commutative.

1.d. On pose ¥(z) = exp(z) — 14 pour z € A. Déterminer la plus grande boule
ouverte B(0, rg) sur laquelle ||4(2)| < 1. Montrer que 1 est de classe C°° sur A en
général, et expliciter la différentielle divi(z)(h) en supposant A commutative.

l.e. On cherche maintenant & identifier les fonctions 1 o ¢ et ¢ o ). Déterminer
des boules de centre 0 dans lesquelles ces composées sont définies. En supposant A
commutative, calculer explicitement la dérivée de la fonction 4 : {0,1] — A telle que

u(t) = @ o Y(tz) = log(exp(tz)),  t€[0,1].
En déduire la valeur de @ o ¢(x) sur la boule B(0, ro).

1



1.f. On considére maintenant la fonction v : [0,1] — A telle que

v(t) = ¢ o (tx), te[0,1), ze B(0,1).
En supposant de nouveau A commutative, montrer que v satisfait une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 dont une solution est connue. En déduire la valeur
de ¢ o w(z) sur la boule B(0, 1).
1.g. Montrer que la sous-algébre fermée A, de A engendrée par z (& savoir 'adhérence
de lensemble des P(z} = 31, Miz?, A; € K) est une algébre de Banach commutative,
et en déduire que les résultats de l.e et 1.f sont valables méme lorsque A n'est pas
commutative.

Exercice 2

On considére sur R® la fonction polynéme
P(z,y,2) = zyz*.

2.a. Déterminer la différentielle de P, I’ensemble C' des points critiques et I’ensemble
A = P(C) des valeurs critiques. On note

EA={(m,y,z)ER3;P(a:,q,z)=)\}, AeER
les ensembles de niveau associés & P. Indiquer une condition suffisante garantissant
que E) soit une sous-variété de R® au voisinage d’un point fixé mg = (2o, ¥, 20) € Ea.
Lorsque c’est le cas, on précisera la dimension de F, et I'espace tangent (vectoriel et
afline) en un tel point mg. Pour quelles valeurs de A\ peut-on ainsi conclure que E,
tout entier est une sous-variété de R3 7
2.b. Déterminer I'ensemble Fy et préciser au voisinage de quels points il s’agit d’une
sous-variété de RS,
2.c. On pose Q(z,7,2) = 2% +y? + 2% — 1 et on désigne par § = Q~1(0) la sphére
unité de R®. Déterminer les points de S en lesquels les différentielles dP et dQ sont
linéairement dépendantes, et en déduire les extrema de P sur S.
2.d. Montrer qu'il existe au plus un ensemble fini A = {);} (que 'on précisera) telles
que lintersection Ey N S soit une sous-variété de R® lorsque A & A, et indiquer la
dimension de E) NS dans _cette situation. Btudier la nature de E) NS pour les valeurs
exceptionnelles A = A; € A,

Exercice 3

On étudie sur 7 = |0, +oo[ I'équation du second ordre
1

() Py () + ' () +u() = <,

otny:I—=C.

3.a. Les solutions de (%) sont-elles globales sur 7 7 Que peut-on dire en général de

I’espace des solutions 7

3.b. Montrer que le changement de variable ¢ = ¢¥, z(u) = y(&*) raméne (*) & une
équation linéaire & coefficients constants.

3.c. Résoudre le probléme de Cauchy pour (*) avec les conditions initiales y(1) = yq,
y'(1) =1
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Examen de la seconde session - 4 heures
Question de cours. Enoncer le théoréme des fonctions implicites pour une

fonction f: R?® — R2.

Exercice 1. Soit f : R® — R, f(x,y,2) = cosh(z + y + 2) et ' le sous-ensemble
de R3 défini par coshz + coshy + cosh z = 5. On rappelle que 2sinh = e* — ™% et
2cosh = e* + e ",

1. Résoudre I’équation 3 coshx = 5.

2. Montrer que I' est un compact de R3.

3. Montrer que fir admet un maximum strictement positif.
4. Déterminer la valeur maximale de fir.

5. Quel est 'inf de fip?

6. fir a-t-elle un maximum global si I est défini par IV = {(z,y, z) € R3, coshz +
coshy =2} 7

Exercice 3. Soit ¢ € L(R",R"), v € R", f : R — L(R",R") et Y : R? — R"
deux applications différentiables, et ¢ : RP — R I’application définie par

¢(x) = (f(x)(v), (Y (x))).

1. Montrer que g est différentiable en tout point x € R", et déterminer sa différen-
tielle.

2. On suppose que p =n = 1 Calculer la dérivée de ¢.

Exercice 4. Pour tous xg,yo € R, on considére le systéme différentiel (Ep)
() = 2o+ V3y
y(t) = Vi

avec x(0) = x¢ et y(0) = yo.
1. Sur quel intervalle de temps les solutions maximales de (Ey) sont-elles définies ?

2. Soit 7
A:(\% 03).

Déterminer les valeurs propres A; et Mg de A, qu’on classera en prenant || <
| Aa].



. Trouver a et b € C de sorte que e; = (—1, a) soit vecteur propre associé a \; et

es = (V/3,b) associé a ;.

. Exprimer x(t) et y(t) en fonction du temps ¢, de z et de yo.

Probléme.

Soit f : [0,1] — R3 'application f(t) = (¢,0,e7"), C I'image f([0,1]) et ¥ la
surface formée par la révolution compléte de C' autour de I'axe (Oz).

(a) Dessiner C' et tracer une esquisse de X.

(b) Montrer que l'aire o de ¥ vérifie 7 < o < /2.

(c) Pour tout point m € ¥ N (Oxz) avec x > 0, déterminer une équation du
plan tangent a ¥ en m .

(d) Déterminer un vecteur normal unitaire N(¢,0) & ¥ en tout point de X.
(e) Déterminer en tout point de ¥ I'une de ses courbures fondamentales.

(f) Pour n € N* on considére la courbe 7, (t) = (tcos(nt), tsin(nt),e™"), t €
[0, 1]. Montrer que v,([0, 1]) est une courbe tracée sur X.

(g) Montrer que la longueur [,, de cette courbe vérifie I, ~, 00 1/2.

(h) Soit n = 0. Déterminer pour tout ¢ le plan oscullateur & ~o(t).
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Géométrie

Examen du 17/06/2014, 14h30-17h30

Les exercices sont indépendants.
1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction. Documents et calculatrices interdits.

N
Exercice 1. Soient £ un espace affine, dirigé par £ et f : £ — £ une application affine. On suppose
que, pour tout vecteur u € £, fot, =1t,0 f, out, désigne la translation de vecteur v de £ dans £.

I est une translation, dont on

=
1. Soient g une isométrie de € et v € £. Montrer que got, 0 g~
déterminera le vecteur.
—
2. Montrer que f :Id?.

3. En déduire la nature de f.

Exercice 2. Soient P un plan affine euclidien dirigé par P et f:P — P une isométrie_> affine. On
suppose qu’il existe A, B € P avec A # B tels que f(A) = B et f(B) = A. On note f la partie
linéaire de f.
— — — —
1. Soit u € P de norme 1 et orthogonal & AB. Montrer que f (u) =wu ou f (u) = —u.
2. En déduire que ?) est soit la réflexion orthogonale par rapport a la droite de ? engendrée par
u, soit égale a —Id7—)>.
3. Soit I le milieu de AB. Que vaut f(I)?

4. En déduire les deux possibilités pour la nature de f.

Exercice 3. Pour tout M = (z,y, z) € R3, on définit f(M) = («/,/,2') € R? par

x’:%(—2x+2y+z)+2,
y=5020+y+22) -1,
2= 3(x+2y —2z2) - 1.

1. Montrer que f est affine et calculer sa partie linéaire 7
2. Vérifier que f est une isométrie.
3. 1\_/I>ontrer que f est un vissage. Ainsi, f = t, o7, ol u € R? est un vecteur directeur de l’axe de
f et r est une rotation.
4. Déterminer 'axe de la rotation 7)
5. Déterminer wu.
Exercice 4. Soient P un plan affine euclidien, O1, Os deux points de P distincts, Ry > 0 et Ry > 0
deux nombres distincts, C; le cercle de centre O et de rayon Ry et Cs le cercle de centre Oy et de rayon
Rs.
1. Soit h une homothétie telle que h(Cy) = Ca.
(a) Quel est le rapport de h?
(b) Soit M; € C;. Quelle est I'image par h de la droite (O1M7)?
2. Montrer qu’il existe exactement deux homothéties transformant C; en Co. Expliquer comment
on peut construire leurs centres.

UJF - IF - 20131/



3. Soit f une similitude directe transformant C; en Cs.
(a) Quel est le rapport k de f? En déduire que f posseéde un centre O.
(b) Vérifier que d(O, O2) = kd(O, Oy).

(¢) Soit G le barycentre de {(O1, —k?),(O2,1)}. Calculer d(G,O1) et d(G,O2) en fonction de
d(Ol, 02) et de k.

(d) En déduire que O appartient & un cercle de centre G dont on précisera le rayon. On pourra
2 — 2
écrire que HOOQH = k2 ‘ 001H .

Exercice 5. 1. Soient P, deux points dans un espace affine £. Pour tout M € &, on appelle

f(M) le barycentre de {(P, 1), (Q, 1), (M,1)}. Montrer que f est une application affine, dont on
déterminera la partie linéaire.

2. Généraliser a une famille de n points de £ avec n > 3.

UJF - IF - 20131/
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Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des

Justifications.
Durée : 3h

Exercice 1 (Autour du cours)
1. Enoncer les inégalités de Cauchy.

2. Soit f une fonction entiere telle qu’il existe n € N, M > 0 avec
f(2)] < M|z|", VzeC.

Montrer que f est un polynoéme. Expliquer pourquoi le théoreme de Liouville est un cas
particulier de ce résultat.

3. Enoncer le théoréme de d’Alembert et le démontrer & ’aide du théoréme de Liouville.

Exercice 2
Justifier la convergence de l'intégrale

[
oo (2 1)
et calculer sa valeur.

Indication : On pourra utiliser J = Im [ el —1

e mdt et intégrer le long du chemin indiqué.

-R R

Exercice 3

Dans les exemples suivants déterminer le type de singularité en zy = 0. S’il s’agit d’une
singularité illusoire, déterminer la limite quand z — 0. Dans les autres cas, déterminer la série
de Laurent autour de O.

cosz —1
Lf(z) = 5
2. f(z) = 2"ell?,
3. f(z) = m (ici Log(1 + z) est la détermination principale du logarithme).

T.S.V.P.



Exercice 4
Soit f une fonction entiere telle qu’il existe trois nombres réels a,b, ¢, a — ib # 0 avec

aRef(z) + blmf(z) <c¢, VzeC.

Montrer que f est constante.

Exercice 5
Soit U un ouvert de C contenant 0. Est-ce qu’il existe une fonction f € H(U) telle que

()-r(2)-2

pour tout n € N* ? Justifier votre réponse.

Exercice 6
Soient 0 < r1 < ro des réels positifs. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert contenant
la couronne {z € C, r1 <[z < r2}. On note pour r1 <7 <1y, M(r) = sup,—, [ f(2)|.

1. Soient p € Z,q € N*. En appliquant le principe du maximum a la fonction z — 2P f(z)9,
montrer que

Vroory <r <rg=rPM(r)? < max(r{M(r)?,rEM(ry)?).

2. En déduire que pour o € R,
Vro ry <r <ro=1r*M(r) <max(r{*M(r1),r$M(rs)).
(Indication : on pourra utiliser un argument de densité).

3. Montrer qu’il existe un unique o € R tel que r{M(r;) = r§M(rz). Calculer cet « et
déduire I'inégalité

In(rg)—In(r) In(r)—In(rq)
Vro ory <r <rg= M(r) < M(rq)mr2-mr1) M (rg)nlr2)~hlr)



Intégration et théorie de la mesure
Examen de seconde Session

Documents, calculatrices et téléphones interdits.
On demande d’énoncer clairement chaque théoréme utilisé et de vérifier les hypotheéses.
Exercice 1 : Questions de cours.

(1) Montrer qu'une fonction monotone est borélienne.

ontrer qu'une fonction continue sauf sur un ensemble dénombrable, elle est borélienne.
2) Mont ‘une fonct ti f ble dénombrable, elle est boréli
(3) Montrer le second théoréme de la moyenne pour les fonctions de classes C*.

Exercice 2 : Soit (z,),en+ une suite de [0, 1]. On considere la fonction f définie pour z € [0, 1] par

f@ =3 o

nel(x)

ou I(z) est I'ensemble des n € N tels que x, < . On pose f(z) = 0 si I(z) = (). Montrer que f

est borélienne et que
x)dr = .
0 n=1 2n

Exercice 3 : Démontrer la formule donnant I’aire d’un triangle dans le plan.

PROBLEME
Premiére partie. Soit f: R, — R, une fonction borélienne et (s,t) € (R, )% On pose
p(s) = L({t € Ry t.q. f(t) > s}),

[1(@t) =Lt({s € Ry t.q. p(s) > t}).

ou ¢ est la mesure de Lebesgue sur R.



(1) Montrer que ¢ est décroissante et continue a droite.
(2) En déduire que ¢ *([0,¢]) est un intervalle de la forme [, +00[, puis que o = f*(¢).

3) Montrer que pour tous (s,t) € R2, on a ¢(s) > t si et seulement si f*(t) > s.
que p ¥ 2

Seconde partie. Soit (A, ),en+ une suite croissante d’ensembles boréliens et pour tout n € N*|
a, € R%. On pose pour tout n € N* et s € R,

fo=aila, + -+ anla,, puls) = L({z € Ry t.q. fo(2) > 5}).

Remarque: puisque f,(z) = 0 pour z ¢ A,,, on peut supposer que x € A, dans la définition de ¢,,.
Le but est de montrer par récurrence sur n que

[ = a1l ay + a2l ean) + - + anljoean)-

10<

(1) Soit A C R, mesurable. Montrer que {z € Ry t.q. T4(z) > s} = { 61 zi (S) S i <1 En

déduire la propriété pour n = 1. a

0(Ay) si0<s<a,,
> = =
(2) Montrer que pour tout n > 2, v, (s) { oo (5 —ay) sis> an.
10 <

(3) Montrer que f;(t) = { n s10st < K(A”). Conclure.

Fro () sit>0(A).

n

Troisieme partie. Soient f,g: R, — R, deux fonctions boréliennes. On dédinit pour s € R,
o(s) = (({t € Ry tq. f(t) > s}), ¥(s) = L({t € Ry t.q. g(t) > s}).

(1) En utilisant la premiere partie, montrer que

{z e Ry t.q f7(z) > s et g"(2) > t} = [0, min(p(s), P(1))]

(2) Montrer que/0 f*(x)g*(a:)da::/o /0 /0 Lsc (o) L gr (ydadsdt

(3) En déduire que /00 fH(x)g" (x)dx = / / min(p(s), ¥ (t))dsdt.
0

) Montrer que ¢({zx € R, t.q f(x) > set g(z) > t}) < min(p(s),¥(t)), et en déduire que
/ f(z)g(x)dx </ [ (x)g*(z)de.

0



Université Joseph Fourier : Examen
Calcul Intégral B

Juin 16, 2014

Durée : 3 heures. Aucun document n’est autorisée. Rédiger avec soin. Lire
toutes les questions avant de commencer. Pour chaque exercice, on demandera d’énoncer
précisément chaque théoréme de cours que l’on utilisera.

Question de cours
Soit [a,b] C R un intervalle fermé et borné.

1. Donner la définition d’une subdivision adaptée & une fonction en escalier sur [a, b] & valeurs
réelles.

2. Soit f,g:[0,1] — R deux fonctions en escalier.

(a) Montrer qu'il existe une subdivision S adaptée a la fois a f et g.

(b) En déduire que l’espace des fonctions en escalier sur [a,b] & valeurs réelles est une
espace vectoriel.

3. (a) Soit N un entier positif, détérminer la dimension de 'espace vectoriel engendré par
les fonctions f,, : [0,1] > R,n=1,2,...N

1, 0<z<1/n

f"(x):{ 0, I/n<z<1

(b) En déduire que la dimension de 'espace de fonctions en escalier est infini.

Exercice 1 Soit f[0,1] — R definie par f(z) = 23

1. Montrer que

1
B4+ +nd= Z(n(n+1))2
2. On considere la subdivision

1 2 k
I<—<—<---<—=x<x...1
n o n n

Que valent les sommes de Darboux inferieures et superieures de f relativement a cette
subdivision ?



3. En deduire que f est integrable sur [0, 1] et determiner

/0 1 Ft)dt

sans utiliser la primitive de f

Exercice 2 Considérons une fonction dérivable f : [0,1] — R et notons, pour tout entier n > 1,
1 n
1 k
E, = de — — - .
o= ) s 5 ()
1. Montrer que

n
En = Z En,k
k=1

ou

2. Montrer que, pour tout entier k € {1,...,n}, on a

5 [k v [k

o ——z|dr < —FE, < M ——z|dzx
=1\ 1 k=1 \ N
ol my = infxe[@ £] f(x) et My = SUP,e[h-1 k] 1 (x).
3. Montrer que
lim nE, = M
n——+o00 2

Exercice 3 Pour tout entier n > 0, on note h,, : R — R la fonction définie par

b () —/0 et cos(zt)dt.

—t

1. Montrer que, pour tout x € R, 'intégrale impropre f0+°° et cos(zt)dt est convergente.

On note h : R — R la fonction définie par
+o0 5
h(z) = / e cos(zt)dt.
0

2. Nous nous intéressons maintenant a la continuité de h,, et h.

(a) Montrer que h,, est continue sur R.
(b) Montrer que h,, converge uniformément vers h sur R.

(¢) En déduire que h est continue sur R (on énoncera soigneusement le théoréeme utilisé).

3. Nous allons maintenant montrer que h est dérivable et satisfait une équation différentielle.



(a) Montrer que h,, est dérivable sur R.
(b) Montrer que h], converge uniformément sur R vers une certaine fonction f: R — R.

(c) Les questions précédentes impliquent que h est dérivable sur R et que hl, converge
unitormément vers h’ sur R (on ne demande pas de le démontrer). Montrer que, pour
tout z € R, on a



Université Joseph Fourier, Grenoble | o L3 Méthodes numériques . Année 2013/2014
Examen du 18 juin 2014, de 9h a 12h.
Documents, calculatrices et ordinateurs ultraportablésannectés du réseau autorisés.
Ce sujet comporte 2 pages. Baréme donné a titre indicatibetaontractuel.

1. METHODE DE LA PUISSANCE(5 POINTS)

7 1 —-121
Soit la matriceM = 1 0 5
-121 5 -3

(1) Prendre un vecteur aléatoiwé coordonnées dans l'intervall@ 1], lui appliquer
29 et 30 fois la matrice, en déduire une estimafiaste la valeur propredeM qui
est la plus grande en module.

(2) SoitAune matrice de tailla qui admet une base orthonormale de vecteurs propres.
On suppose qu’on a déterminé (par la méthode de la puissansgcteur normé
v et une constant# tels que||Av—Av|| < €. Sait(vy,...,Vq) les coordonnées de
v dans la base propre orthonormaleAlassociée aux valeurs propi@s, ..., An).
Calculer ||Av— Av||, en déduire que I'une des valeurs propres au moins vérifie
|)\k —A | < E.

(3) Peut-on appliquer le résultat du (2M&? Donner un encadrement d§ustifier).

(4) Proposer une méthode permettant de calculer numérepigles autres valeurs
propres deM.

2. SYSTEME LINEAIRE (2 POINTS)

SoitM la matrice de I'exercice 1 &= (1,2,3) un vecteur d&®® connu avec une préci-
sion relative dele- 4 pour la norme euclidienne. Donner la solutiodu systéme linéaire
Ax= b en arrondissant a la précision adéquate (on justifiera).

3. METHODE ITERATIVE (5 POINTS)
On définit sur Tlintervalle[2, 3] la fonction f par f(x) = cogx) + 2x — exp(x) et on
cherche a résoudrgx) = A avecA € R fixé.

(1) Déterminer les valeurs de telles que I'équatiorf (x) = A admette une solution
unique suif2,3].

(2) On réécrit I'équation sous la fornxe= %(/\ + exp(x) — cog X)), peut-on appliquer
la méthode du point fixe pour la résoudre ? Si oui, donner &ifigr ') un enca-
drement de la solution Be- 4 prés par cette méthode polr= —10.

(3) Donner une suite itérativ@) convergeant vers la solution en utilisant la méthode
de Newton, justifier la convergence pour la valeurugechoisie. Déterminer la
solution de I'équatiorf (x) = —10 avec une précision dee- 8.

(4) Ecrire une fonction Xcas prenant en argumest renvoyant une valeur approchée
de la solution dle- 8 prés de I'équatiorf (x) = A par une méthode itérative de
votre choix.

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET INTEGRATION NUMERIQUE?9 POINTS)

Soitg € C1(R) etz € R. On considére le probleme de Cauchy

y(t) y(t) +9(t)
(*) {y(o) _ 2 , tel0,1].

(1) Montrer que la solution exacte ¢e) est

() y(t) =€ ( [ e“g(u)du+zo> |



(2) (a) Donnerl'expression de la solution approchée daibdign () au temps =1,
Vrect(1), Obtenue en utilisant la méthode d’intégration numériqas rkc-
tangles a gauche pour calculer l'intégrale apparaissamd @a). Vous uti-
liserez une subdivision d@, 1] enN intervalles de méme longueur.

(b) Donner une majoration de I'errelyfect(1) — y(1)| en fonction deN et de
9l = sup [g(t)] et|gl|le = sup [g/(t)].
o<t<1 0<t<1

(c) Trouver une fonctiom(t) # O telle que I'erreur soit nulle, c’est-a-dire telle
queyrect(1) = y(1).
(3) Onveutdéterminer une solution approcigge(1) de I'équation() au tempg =
1 par la méthode d’Euler avec un pas constestl/N. On notez,, n=1,--- N,
les solutions approchées dh) par cette méthode, de sorte qugie(1) = .

(a) Donner I'expression dg 1 en fonction dez,
(b) Montrer par récurrence que, pour tout 1,--- N,

20— (L+h)z0 + h§g<hi><l+h>“‘ -

En déduire I'expression dg-yjer(1).
(c) Donner une majoration de I'errelyizye(1) — y(1)| en fonction deN, ||g||«,
9]l et|zo).
(d) La méthode d’Euler donne-t-elle la solution exacte padonctiong(t) pro-
posée a la question 2(c) ?
(4) Déterminer numériquement, par les deux méthodes dedigog 2 et 3, des so-
lutions approchées Be- 8 pres de I'équatiorix) au temps = 1 pourzp =1 et

g(t) = vt.



