Université Joseph Fourier Licence de Mathématiques, L3B, 2011-2012

Examen d’algébre du 18 juin 2012, durée : 4h

Tous documents, calculatrices et téléphones portables interdits.

1l sera particuliérement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Baréme indicatif :question de cours,3 points; exercice 1, 7 points; exercice 2, 7 points ;
exercice 3 , 8 points

Questions de cours

On considére 'anneau R[X] des polynomes a une indéterminée a coefficients dans
R.

1. En utilisant la division euclidienne dans ’anneau R[X], montrer que tout idéal
de 'anneau R[X] est un idéal principal.

2. En déduire que si P est un polynome irréductible de R[X] alors I'idéal de R[X]
engendré par P est un idéal maximal de R[X].

Exercice 1

1. Quelle est la décomposition du polynéme X* — 1 en produit de polynomes irré-
ductibles de R[X] 7

2. Soit I I'idéal de R[X] engendré par le polynome X* — 1.
(a) L’idéal I est-il un idéal premier de R[X]?
(b) L’idéal I est-il un idéal maximal de R[X]?
(c) Quels sont les idéaux maximaux de R[X] qui contiennent [ ?
(d) Quels sont les idéaux premiers de R[X] qui contiennent [ ?
3. On considére 'anneaux quotient A = R[X]/I . L’anneau A est-il intégre ?
(a) Montrer que les polynomes X? — 5 et X* — 1 sont premiers entre eux dans
R[X].
(b) Trouver des polynémes U et V de R[X] tels que U(X?—5)+V(X4—1) = 1.

(c) Montrer que X2 — 5 est un élément inversible de 'anneau A et donner son
inverse.

(d) Quel est I'idéal engendré par X2 — 5 dans A?

5. Quels sont les idéaux maximaux de 'anneau A7
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Exercice 2

Dans R? on considére les points o = (0,0,0), a = (2,0,0), b = (0,3,0), c = (—2,0,0),
d=(0,-3,0), e = (0,0,1), f = (0,0,—1). On note G le sous-groupe de O(R3) formé
des isométries de R3 qui laissent 'ensemble {a, b, c, d, e, f} globalement invariant.

1. Montrer que la réflexion s par rapport au plan P = {(z,y,2) € R3 | 2 = 0}
appartient a G.

2. Le groupe G agit sur 'ensemble {a, b, c,d, e, f} . Quelle est 'orbite du point a?
3. Quelles sont les rotations d’axe (oa) qui appartiennent & G 7

4. On note Stab(a) le stabilisateur de a sous I'action de G, ST = Stab(a) NOT(R3),
S~ = Stab(a) N O~ (R3). Quels sont les éléments de ST 7

Montrer que Card(S™) = Card(S™).
Quels sont les éléments de S~ 7
Que vaut Card(G)?

Combien de réflexions trouve-t-on dans le groupe G'?

L N o

Le groupe G contient-il une anti-rotation ?

10. On note s, la symétrie centrale de centre o.
Soit ¢ : Stab(a) x{id, s,} — G lapplication définie par ¥((h, k)) = hok. Montrer
que v est un isomorphisme de groupes.

Exercice 3

On considére 'espace vectoriel R?* muni de sa base canonique (ey, €2, e3) et I'endomor-
phisme f de R3 dont la matrice dans la base (eq, s, €3) est

2 1 1
M=[1 5 4
-1 -3 —2

1. On note v = 2e; — ey. Calculer les polynémes minimaux fise, €t ps, associés aux
vecteurs ey et v. (ils sont de degré 2)
2. En déduire le polynéome minimal ¢ et le polynéme caractéristique x ¢ de f.

3. Donner une base de R? dans laquelle le matrice de f est

10
M=1{0 2
01

N O O
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Examen d’algébre du 3 janvier 2012.

Tous documents, calculatrices et téléphones portables interdits.

1l sera particulierement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Baréme indicatif :

question de cours : 2 points, exercice 1 : 2 points, exercice 2 : 8 points, exercice 3 : 8
points

Questions de cours

1. Soit A un anneau intégre , quand dit-on qu’un élément = de A est irréductible ?

2. Soit K un corps , E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et f un
endomorphisme de F.

(a) Donner la définition du polynoéme minimal z; de f.

(b) Soit v un vecteur de E donner la définition du polynéme minimal py, de f
associé au vecteur v.

(c) Montrer que pour tout vecteur v de E' le polynome sy, divise poy dans K [X].

(d) Soit (eq,...,e,) une base de E. Montrer que le polynéme pf est le PPCM
des polynomes fife,, ..., fte,-

Exercice 1

On considére 'espace vectoriel C* muni de sa base canonique (eq, €2, e3) et Pendomor-
phisme f de C? dont la matrice dans la base (ey, s, €3) est

(
1
M=10 1
0

_ o =
_= N O

Calculer fife, .
En déduire pf et xy.
Calculer le polynome dérivé x';.

Calculer le PGCD des polynomes x; et x.

RANE R

En déduire que 'endomorphisme f est diagonalisable.
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Exercice 2

On considére I'ensemble E formé des 6 points A; = (1,0,1), Ay = (-2 V3 1),

2072
AS = (_%7 _\/757 1)7 Bl = (1a07 _1)7 B2 = (_%7 \/7§7 _1)7 Bg = (_%’ _\/73’ _1) de R3 :

On note G le sous-groupe de O(R?) formé des isométries vectorielles de R? qui laissent
’ensemble E globalement invariant. On pourra remarquer que les triangles [A1; Ag; As]
et [By; By; Bs] sont des triangles équilatéraux dans des plans paralléles au plan

P =Vect < (1,0,0),(0,1,0) > et que le plan P est orthogonal aux droites

dy = (A1By), do = (A3Bs) et d3 = (A3B3) qui ont toutes les trois la méme direction
Vect < (0,0,1) >.

1. Montrer que la réflexion s par rapport a P appartient a G.

2. Montrer que le plan médiateur du segment [Ay; As] est aussi celui du segment
[By; Bs] et qu'il contient la droite d;. En déduire que la réflexion oy qui échange
Ay et As appartient a G.

3. Toute isométrie de G envoie une aréte [A;; B;| sur un aréte [A;; B;] puisque ce
sont les seuls segments de longueur 2 qui joignent deux points de E. On a donc
une action de G sur 'ensemble D = {d;, dy, d3} donnée par g.d; = g(d;).

(a) Quelle est I'orbite G.d; sous cette action?

(b) On note Fj I’ensemble des éléments de G qui fixent a la fois A; et B;. On
note C; 'ensemble des éléments de G qui échangent A; et Bj.

i. Montrer que Stab(d;) = Fy, U C}.
ii. Déterminer Fj.
iii. Fj est-il un sous-groupe de G'?
iv. (] est-il un sous-groupe de G?
v. Montrer que |Fi| = |C4].

vi. Montrer que Stab(d;) contient exactement 4 éléments et donner leur
nature géométrique.

(c¢) Quel est le cardinal de G 7

(d) Soit Ty I'ensemble des éléments de G qui envoient la droite d; sur la droite
ds.

i. L’ensemble T5 est-il un sous-groupe de G'?
ii. Etablir une bijection entre Ty et Stab(d,).

(e) L’action de G sur D = {d;, ds, d3} induit un morphisme de groupe ¢ de G
dans Ss.

i. Décrire ¢.

ii. Montrer que les transpositions de S3 appartiennent a 'image de ¢.
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iii. En déduire que ¢ est surjectif.
iv. Déterminer Ker(¢).

4. Soit H le sous-groupe de G formé des isométries qui laissent 'ensemble {A;, Ay, A3}
globalement invariant.

(a) Montrer que G = H U sH.

(b) Montrer que tous les éléments de G laissent P = Vect < (1,0,0),(0,1,0) >
globalement invariant.

(¢) Montrer que pour tout g € G et pour tout v € P on a gsg~*(v) = v.
(d) En déduire que pour tout g € G on a gs = sg.

(e) Soit ¢ : H x {id, s} — G l'application définie par ¢((h, k)) = hk. Montrer
que Y est un isomorphisme de groupes.

Exercice 3

On considére anneau Z[X] des polynémes a une indéterminée a coefficients dans Z.
On rappelle
-que l'on peut effectuer la division euclidienne de tout polynéme de Z[X] par un poly-
nome de Z[X] dont le coefficient dominant est 1.
-que l'anneau Z[X] est factoriel.

1. Soit f : Z[X] — (Z/2Z)[X] lapplication qui au polynome 3¢ a;X; associe le

polynéme Z?:o ;. X;.
(a) Montrer que f est un morphisme d’anneaux.

(b) Quel est le noyau de f7

(c) Soit P = 2% a;X; un polynome de Z[X] dont le coefficient dominant a,
est égal a 1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ?
i. Si f(P) est irréductible dans (Z/27)[X] alors P est irréductible dans
Z]X].
ii. Si P estirréductible dans Z[X] alors f(P) est irréductible dans Z/2Z[X].

2. Quel est le noyau du morphisme d’évaluation e : Z[X| — R qui & un polynome
P associe P(y/5)?

3. Soit g : Z[X] — C le morphisme d’évaluation qui & un polynéme P associe
P(e%).
(a) Montrer que le polynome X°® — 1 appartient au noyau de g.

(b) Quelle est la décomposition de X®—1 en produit de polynoémes irréductibles
de C[X]?
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(c) Quelle est la décomposition de X®—1 en produit de polynomes irréductibles
de Z[X]?

(d) Quel est le noyau de g7
4. Les idéaux suivants de Z[X]| sont-ils premiers 7
(a) L’idéal de Z[X] engendré par 4
(b) L’idéal de Z[X] engendré par 2
(c) L’idéal de Z[X] engendré par X? — 5
(d) L’idéal de Z[X] engendré par X2 — 1
(e) L’idéal de Z[X] engendré par X2 — X + 1
5. Soit 9 : Z[X] — C x C le morphisme d’anneaux qui & un polynéme P associe
(P(+v/5), P(e%)). Quel est le noyau de ¢ ?
6. On considére I'idéal I de Z[X] engendré par 2 et X? — 5.
(a) Montrer que 'anneau quotient Z[X]/I contient exactement 4 éléments.
(b) Etablir la table de multiplication dans Z[X]/I.
(c) L’idéal I est-il maximal ?
7. On considére l'idéal J de Z[X] engendré par 2 et X2 — X + 1.
(a) Montrer que 'anneau quotient Z[X|/.J contient exactement 4 éléments.
(b) Etablir la table de multiplication dans Z[X]/J.

(c) L’idéal J est-il maximal ?
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EXAMEN GGMAT35¢

19 juin 2012

Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des

justifications.
Durée : 4h

Exercice 1 (Questions de cours) (4 points)
1. Soit ||.|| une norme sur R™, n > 1. Montrer que la norme ||.||o est plus fine que la norme
1] :
3C >0, Vu e R"  |ul| < C||u|co-

2. (a) Caractériser une partie fermée d’un espace vectoriel normé a ’aide des suites.

(b) Montrer que dans un espace vectoriel normé toute partie compacte est bornée et
fermée.

3. Enoncer le théoreme de Riesz sur la compacité de la boule unité fermée.

4. Enoncer le théoreme du point fixe.

Exercice 2 (3 points)
On considere R? muni de la métrique euclidienne. On définit :

A={(z.y) € R |z <y <a?}.
Déterminer si A est ouvert, fermé, compact, connexe par arcs. Décrire I'intérieur de A° de A.

Justifier vos réponses.

Exercice 3 (4 points)
Soit f : R — R une fonction continue. On rappelle que le graphe de f est 'ensemble I'y =
{(z,y) € R? y = f(x)} muni de la topologie induite par la topologie usuelle de R2.

1. Montrer que I'; est connexe par arcs.

2. Montrer que f a un point fixe si et seulement si I'y rencontre la bisectrice A = {(z,z) €
R?}.

3. Expliciter (en justifiant) les composantes connexes par arcs de R? \ A.

4. Montrer que si f n’a pas de point fixe, alors I'application idg — f : R — R est de signe
constant. En déduire qu'une application continue bornée de R dans R a des points fixes.

T.S.V.P.



Exercice 4 (3 points)
Soit E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R. Pour tout P € E, on pose

1Pl = sup [P(2)], [|P[l2 = sup(e”|P(t)])
te[0,1] teR

1. Montrer que ||.||; et ||.||2 sont des normes sur E.
2. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout P € E, |P||; < C||P|2.

3. Soit n > 0 un entier. Calculer ||P]]; et ||P||2 pour P(t) = t". En déduire que les deux
normes ||.||1 et [.||2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 5 (6 points)
On munit espace E = C([0,1];R) des fonctions réelles continues sur l'intervalle [0, 1] de la
norme || fllc = supgepo,1)[f(z)]. On note F' le sous-espace vectoriel de E des fonctions f € E
qui sont dérivables et & dérivée continue sur [0, 1].

1. Montrer que la forme linéaire L : F' — R de F définie par L(f) = f/(1/2) n’est pas continue
pour la topologie de la norme ||.||o sur F. (Indication : on pourra considérer la suite de
fonctions f,, : © — sin(27nz)).

2. On considere la suite (f,)nen+ de fonctions de E définie par f,(z) = \/(m —1/2)2 4+ #
Montrer que cette suite converge dans E vers une fonction que 1’on déterminera.

3. Montrer que F' n’est pas complet pour la norme ||.||oc.

4. On munit F' de la norme ||f|| = || f|loc + [|f']loc- Montrer que F' est un espace de Banach
pour cette norme.

5. Soit i : (F,|.]]) = (F,].||l) 'application identique définie par i(f) = f . Montrer que ¢
est continue et calculer sa norme triple. Montrer que l'inverse de i : (F, ||.||cc) — (F, ||-I])
n’est pas continue.



Université Joseph Fourier L3 - Parcours B
Année universitaire 2011,/2012

EXAMEN GGMAT35¢

4 janvier 2012

Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des
Justifications.
Durée : 4h

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Rappeler la définition d’un ensemble convexe d’un espace vectoriel normé. Montrer que
tout ensemble convexe est connexe par arcs.

2. Montrer que dans un espace vectoriel normé de dimension finie toute partie bornée et
fermée est compacte.

3. (a) Citer le théoreme de Stone-Weierstrass.

(b) Montrer en utilisant le théoréme de Stone-Weierstrass que toute fonction f € C([0, 1]; R)
est limite uniforme de fonctions polynomiales.

4. Soit (E,||.]]) un espace vectoriel normé. Montrer que toute suite de Cauchy d’éléments
de F, qui admet une valeur d’adhérence, converge. En déduire que toute partie compacte
d’un espace vectoriel normé est complete.

Exercice 2
On prendra soin de justifier toute affirmation le plus soigneusement possible.
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.

1. Soient A et B deux parties de E. Montrer que
(ANB)°=A°NB°, ANBCANB.
Donner un exemple d’un espace vectoriel normé E et de deux parties A et B de E telles

que ANB # AN B.

2. Soit £ = R? muni de la norme euclidienne ||.|. On s’intéresse dans cette partie &
I’ensemble o
A= B((0,0),1) N B((1,0),1).

Dans cette partie on pourra utiliser les résultats du cours sur 'intérieur de la boule fermée
etc.

(a) La partie A est elle ouverte, fermée 7 Justifier la réponse.
(b) Décrire I'adhérence A et I'intérieur A° de A. Justifier la réponse.

(c) Est-ce que A est convexe, connexe par arcs ? Justifier la réponse.

T.S.V.P.



Exercice 3
Soit F = C([—1,1]; R) muni de la norme

[ flloo = e /()]
Pour une fonction continue p : [-1,1] — R on note N,(f) = ||pf]|oc-

1. Soit pi(z) := 1+ |z|. Montrer que N, (.) définit une norme sur E qui est équivalente a la
norme ||. ||oc-

2. Soit pa(z) = .

(a) Montrer que N, (.) définit une norme sur FE.

(b) Montrer que ||.||oc est plus fine que Np,(.) :
Ja >0, VfeE, Np(f)<a|flloo-
(c) Pour n € N on définit f,, € C([-1,1];R) par

_ [ 1=+ [z|<
Inl@) = { 0 || >

1
Montrer que Np,(fn) < 737

(d) En déduire que les normes Np, et ||.|| ne sont pas équivalentes.

)

£~
E

n
n+1"

3. On définit

0 <0,
ps(z) = xz x> 0.

Montrer que N, (.) ne définit pas une norme sur E.

Exercice 4
Soit R[X] I'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels. Pour P = >"" ja; X" € R[X] on
pose || P[] = max;e{o,...,n} |a;|.

1. Montrer que ||.|| définit une norme.
2. On considere 'application

(RLXT -1 (REXT, 1)

L: -
’ P — P

ou P’ désigne la dérivée de P.

(a) Montrer que L est linéaire.

(b) Calculer [|[L(X™)|| pour tous les monémes X™, n € N. En déduire que L n’est pas
continue.

(c) Soit R[X],, le sous-espace vectoriel de polynomes de degré inférieur ou égal & n.
Montrer que L envoie R[X],, dans lui-méme. Montrer que L|g(x], est continue et
calculer sa norme triple.

(d) Est-ce qu’il existe une application linéaire T' : R[X],, — R[X],, qui n’est pas continue ?



Exercice 5
Soit E un espace vectoriel normé et X une partie compacte de E. Soit f : X — X une application
expansive :

Ve,ye X, |[[f(x) = fWl = llz —yll. (1)

On pose f* = fo...of (n fois) pour n € N*, f0 =idy.

1. Soient z,y € X.

(a)
(b)

Montrer qu’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que
(f) (2))nen et (20 (y))nen soient convergentes.

En itérant (1) montrer que pour tout n,p € N on a
lz = fP (@)l < [ 190 (@) = 2P ().

En utilisant le fait que (f%™(z))nen et (f20)(y))nen soient de Cauchy et en choisis-
sant p de fagon appropriée, déduire que

Ves0, FpeN, [z @) <e ot lly— )l <e (2)
Montrer que f est une isométrie de X dans X :

Ve,ye X, If(x) = f)l = [z —yll.
et en déduire que f est continue.

Déduire de (2) que pour tout x € X on a d(z, f(X)) = 0.

Montrer que f(X) est compact. En déduire que f(X) est un fermé. Déduire ensuite
de 2. (a) que f est surjective.
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L3 de Mathématiques, Calcul Intégral B (MAT 366)

Examen du 15 mai 2012, 9h-12h(13h)

Les documents, téléphones portables, ordinateurs et calculatrices sont interdits.

Sauf pour la question de cours qui restera sur 5 points, le baréme approximatif pourra étre modifié
a la lecture des copies. Les poids respectifs des exercices 2, 3 et 4 seront néanmoins respectés.

On rappelle que application d’un théoréme du cours nécessite la vérification de ses hypothéses,
ce qui sera systématiquement évalué ici. De maniére générale, ce sera le cas pour toutes les étapes
des raisonnements effectués.

Exercice 1 (Question de cours, 5 pts)
Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, ] (a < b) et ¢ la fonction définie

sur [a,b] par p(z / f(t) dt. Sous quelle(s) hypothése(s) peut-on dire que ¢ est continue,

respectivement dérivable, en un point donné xy €]a, b| ? Donner des démonstrations soignées des
deux résultats.

Exercice 2 (Calcul de l'intégrale de Gauss, 7 pts)

+o0 5 +oo o
1. Montrer que J = / e dt et K = / % dt sont deux nombres réels bien définis et

0
exprimer simplement 'un en fonction de ’autre.
2.

—xt?

n
a. Pour n € N, on donne la fonction F;, par F,(x) = / 52 dt. Montrer que ces fonctions
0

sont définies et continues sur [0, 4o0].
b. En déduire, sans utiliser le théoréme de continuité sous le signe somme, qu’il en est de

)
ext

+oo
méme pour la fonction F' donnée par F(x) = / e dt.
0

3. Montrer que F est de classe C! sur 0, 4+o0[, en utilisant le théoréme de dérivabilité sous
le signe somme conséquence du théoréme de convergence dominée. (On pourra considérer des
intervalles Ja, +o00[, a > 0.)

4. Montrer que  lim  F(n) =0 et en déduire lim F(x).

n—-+o0o,neN T—+00
5. Montrer que : Vx > 0, F'(z) — F(z) = —ﬁ.
6. A laide des deux questions précédentes, montrer que : Vo > 0, F(z) = Je® f oo e\[ dt.
7. En déduire les valeurs de J et K.
2 1 p
Exercice 3 (9 pts) On cherche ici a calculer, pour n € N, [,, = / (/ — dp) de.
0 cos 6 (1 + pZ)n

1. Calculer Iy.
2. On considére ici le cas n > 2.

do
a. On pose, pour m > 1, J,,, = /
0

(1 + cosZ @)™’

WP

1
Montrer que pour n > 2, I, = C— (Jn_l — 2171)



—+o00 (1 + tQ)m—l
b. En utilisant les régles de Bioche, montrer que pour m > 1, J,, = / W
0
Pourquoi ces derniéres intégrales sont-elles convergentes 7

oo dt
¢. On pose, pour m > 1, K, = ———— . Justifier la convergence de ces intégrales et
2m —1 _ .
montrer que pour m > 1, K11 = 1 K, (on pourra intégrer par parties).
m

(2m-2)!
1 gm=1((m —1)1)2 22

-1
e. Montrer que pour m > 1, J,, = Z <mk: >(—1)kKk+1 et calculer les valeurs de I, I3
k=0

d. Calculer K; et en déduire que pour m > 1, K, =

et I4.
3. On traite ici le cas n = 1.

a. Exprimer I; en fonction de L = /2 In(1 + cos®6) dé.
0
2

b. Montrer que la fonction G définie par G(t) = / In(1 + tcos? ) df est de classe C sur
0

| — 1, +00[ et exprimer sa dérivée sous forme intégrale.
du
(1+t+u?)

d. Décomposer, pour t €] — 1,4o00]| fixé, la fraction rationnelle en
poser, b ] [ A+ X)((1+6)+X)

+o00
c. Montrer que pour t €] — 1, +ool, G'(¢ z/
que p ] [ G'(t) G

éléments simples et en déduire que

m(v1+t—1)
21+t

e. En déduire une formule pour G ainsi que la valeur de I;.

Vi€l —1,+00[, G'(t)=

Exercice 4 (4 pts)

Dans R? muni de sa structure euclidienne usuelle, on considére 'ensemble A = {(z,y) €
R |z < 2% +¢% < 1}.
1. Caractériser et dessiner I'ensemble D = {(z,y) € R%2? + y? < —x}, puis donner son aire
sans calcul.

2. Caractériser et dessiner A et donner son aire sans calcul d’intégrale.

dxd
3. Exprimer, pour n € N, / / % en fonction des intégrales de I'exercice précédent.
A+ +y2)n

Remarquer qu’on retrouve ainsi 'aire de A.
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Examen, 3 heures

Exercice 1 /6 points]

R —» R

On considere un parametre a > 0, et on pose f : { (z,y) — 22+12+ a
Ty

Calculer la différentielle de f en tout point de (R%)?.

Determiner les points critiques de f dans (R%)?.

Etudier les extrema locaux de f sur ce domaine.

Etudier les extrema globaux de f. Est-ce que f est majorée?

Ot W =

Determiner le maximum de f sur H = {(z,y) € (R%)?, zy = 1}.

Exercice 2 [10 points]

U — R
Soit U=RIN{(0,0)} et w9 )y ((ﬁ) ’ (%ﬂﬂ))

1. Calculer la norme euclidienne de ¢(x,y) en fonction de celle de (z,y).

2. Determiner I'image de .

3. Calculer la différentielle de ¢ en chaque point.

4. (a) Montrer qu’autour de tout point de U, ¢ est un difféomorphisme local.

(b) Montrer que ¢ est un difféomorphisme global sur son image. Quel est le difféomorphisme
réciproque ?

5. Soit f:R? - R. On pose g = fop
(a) Calculer la différentielle de g en fonction des dérivées partielles de f.
(b) Montrer que g est constante si et seulement si f est constante.

6. On se demande s’il existe F' : U — R telle que dF = ¢; élucider cela est le but des
questions suivantes.
(a) Justifier que I'on puisse identifier £(R?* R) avec R?, et qu’ainsi la question de 1’exis-
tence de F' a un sens.



(b) Si une telle fonction F' existe, montrer que

F(1,1) = F(1,—1) = /1 (0(1,1)) % ( ! )dt

-1
(on pourra utiliser la définition de dérivée partielle comme dérivée d’une certaine
fonction d’une seule variable).

(c) Conclure, en considerant I'operation

(F(1,1)— F(1,-1)) + (F(=1,1)—F(1,1)) +
(F(-1,-1) = F(-1,1)) + (F(1,-1)— F(-1,-1)).

Exercice 3 [6 points]

On fixe une fonction ¢ : R — R, de classe C!, qui est paire et (27)-periodique.
On considere 'équation différentielle

E: y' —qgxy=0
1. En introduisant z = 3’ donner une equation différentielle linéaire matricielle d’ordre 1
dont la résolution équivaut a celle de &.

2. Verifier que si y est solution, alors w(t) = —y(—t) est aussi solution.

3. En utilisant le théoreme de Cauchy-Lipschitz, montrer qu’une solution y est une fonction
impaire si et seulement si y(0) = 0.

4. Prouver que l'espace des solutions de £ ne peut pas admettre une base de solutions
constituée de fonctions impaires.

5. Prouver que l’espace des solutions de £ ne peut pas admettre une base de solutions
constituée de fonctions paires.

6. Montrer que le Wronskien du systeme est constant.
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Exercice 1 [sur au moins 10 points]

Soit une application de classe C?, f : R* — K avec K = R ou C identifié & R%. On dit que
2 2

+ —f(x,y) = 0 pour tout x,y.

@ =9t Gy

1. Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques.

R? — C R?2 — C
f3{(m’y) ettty g:{(l‘,y) = (z+ iy)" (n €N)

f est harmonique si

2. Soit v : R — R de classe C?, et h: R% x R — R définie par h(z,y) = v (E)
x
(a) Montrer que h est harmonique si et seulement si v vérifie I’équation différentielle

y 2t

I
el =0

(b) Trouver les fonctions v rendant h harmonique.

3. Soit ¢ : R* — R une fonction de classe C?, et Dg le disque fermé de R? de centre (0,0)
et de rayon R > 0; Dp = {(2,9),2° + v* < R*}.

. ) e z? + y?
Soit p € N* et ¢, : R* — R définie par ¢,(z,y) = ¢(z,y) + .

(a) Justifier que ¢, admet un maximum sur Dg, c’est a dire que :

3(ap, by) € Dr, Pp(ap, by) = max ¢,(z,y)

(b) Montrer que si le point (a,,b,) appartient & Dp, 'interieur du disque, alors, en ce

' 52, 52,
¢ — < -
point, on a ( )2(%,1),,) 0 et 0y)?

ordre 2, et donner les caracterisiques de d*¢, que la situation impose).

(ap,b,) < 0. (On pourra utiliser un DL &

4. Dans cette question, on suppose ¢ harmonique.
(a) Montrer que le point (a,,b,) est sur le cercle Cp = {(z,y), 2> + y* = R*}.

(b) Montrer que sup ¢(x,y) est atteint en un point du cercle Ck.
5. En déduire que si deux fonctions harmoniques définies sur le plan sont égales le long d'un
cercle C' du plan, alors elles sont égales sur le disque bordé par ce cercle.

Tournez S.V.P



Exercice 2 [sur au moins 4 points]

R™ — R
. €1 n
Soit f: > Hmi:xlxxg---x:cn
T, i=1
X n
1. Soit s > 0. Onpose I' =< X = : e (RY)", in:s
T, i=1

Trouver le maximum de f en restriction a I', c’est a dire sup{f(X), X € I'}.

2. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique ci dessous (qui dit que la “moyenne géométrique”
est toujours inférieure a la moyenne arithmetique)

— (H) iy
i=1 =1

Exercice 3 [sur au moins 6 points]

la,b] — R?
On considére une courbe paramétrée « : N ( x(s) ) , paramétrée par longueur
y(s)
d’arc.
On suppose qu'il existe sy €]a, b tel que ||a(sg)|| est maximal : [|a(so)|| = maxsejoq||ee(s)]|-

1. En considérant un développement limité de a en sy, montrer que la direction de la tangente

a la courbe en sq est donnée par v = ( y(s0) >
—x(s0)
1
(o)l

3. On suppose cette fois que ||a(s)|| est constant (la courbe est donc tracée sur une sphere).

2. Montrer que la courbure a la courbe en sg est au moins

(a) En dérivant U'indentité («(s), a(s)) = cste trois fois, montrer que
a(s) = —R(s)v(s) + R'(s)T(s)B(s)
pour v(s) le vecteur normal principal, et 3(s) le vecteur binormal.

(b) Montrer que si I'on note «(s) la courbure, 7(s) la torsion, et R = —— et T'= —

alors on a
R? + (R')*T* = constante

Fin du sujet.
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Exercice 1 (Questions de cours). 1. Donner la définition d’un idéal d’un anneau commutatif.

2.
3.

Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A. Quand I est-il un sous-anneau de A?

Soient A, B des anneaux commutatifs, I un idéal de A, J un idéal de B, et f : A — B un
morphisme d’anneaux. Montrer que f~1(.J) est un idéal de A. f(I) est-il toujours un idéal de
B ? Sinon donner une condition suffisante pour que f(I) soit un idéal de B.

Exercice 2 (Les groupes dont le carré de chaque élément égale le neutre). On note (G,.) un groupe fini,
e son élément neutre. On suppose que pout tout élément g € G, on a 1'égalité g? = e.

1.
2.

Montrer que G est abélien.

Soit gg un élément non neutre de G. On note H = G/ < go >. Montrer que pour tout élément
h € H on a I'égalité h? = ey ou ey est élément neutre de H.

En déduire, par récurrence sur n, que pour tout n € N si card(G) < n alors card(G) est une
puissance de 2.

Exercice 3 (Les groupes d'ordre 6). On note (G,.) un groupe d’ordre 6, e son élément neutre.

1.
2.

Quels sont les ordres possibles des éléments de G ?

En se servant de 'exercice précédent, montrer que G contient au moins un élément dont 1’ordre
est supérieur ou égal a 3.

En déduire que G contient au moins un élément dont 'ordre est égal a 3. On choisit un de ces
éléments qu’on notera a.

. On note H le sous-groupe de G engendré par a. On choisit un élément b € G\ H. Montrer que

bH N H = ¢ et que bH U H = G. En déduire une liste des éléments de G.

5. Montrer que b* € H.

6. Dans cette question uniquement, on suppose que b> = a ou b?> = a?. Quel est l'ordre de b? En

déduire que G est cyclique.

Dans cette question uniquement, on suppose que ab = ba et b*> = e. Quel est 1'ordre de ab? En
déduire que G est cyclique.

8. Désormais on suppose que G n’est pas cyclique. Montrer que b = e et ab = ba?.

9. Exprimer le produit (b%a’)(b*a’) ol s,t € N sous la forme b™a" ott m,n € N. Indication : on

10.

11.

12.

13.

14.

peut distinguer les cas selon la parité de s’.

_( cos(2m/3) —sin(27/3) (1 0 9
On note A = ( sin(27/3)  cos(2n/3) ,B = 0 .1 J€ GL2(R). Calculer AB et BA~.
On note G’ le sous-groupe de GLy(R) engendré par A et B. Montrer que G et G’ sont isomorphes.

(1) , P, = APy, et P; = AP,. Monter que si D € G' et P € {Py, P, P3}, alors

DP € {P1, P2, Ps}. On définit ¢ : G — S¢p, p, py Par ¢(D)(P;) = DP;. Montrer que ¢ est un
isomorphisme de groupes. En déduire que G’ (et donc G aussi) est isomorphe & (S{ P1,Ps,Ps)}s o).
On note U = {z;2 € C, |2] = 1}, U, = {z € C;2" = 1} ot n € N. Montrer que Uet Uy, sont
des sous-groupes de C* et que U,y C U. En déduire que si ¢ : G — C* est un morphisme de
groupes, on a ¢(G) C U.

On note P; =

Soit ¢ : G — U un morphisme de groupes. Montrer que ¢(a) =1 et ¢(b) = £1. Déterminer tous
les morphismes de groupes de G dans U.

Exercice 4 (Les racines de I'unité). On utilise les notations de I'exercice 3, question 13. Montrer que
Utn) X Uy est isomorphe a Uy, (n,m € N) si et seulement si n et m sont premiers entre eux.
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Les 4 exercices sont indépendants hormis la question 4 de lexercice 2 qui utilise les résultats de
l’exercice 1.

1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction. Le baréme est donné a titre indicatif.

1l faut rendre deux copies séparées, une pour les exercices 1 et 2, une pour les exercices 3 et 4.

Exercice 1 (Sous-groupes d'indice 2). [Environ 4 points] Soient (G, -) un groupe fini d’ordre 2n, et H
un sous-groupe d’ordre n.

1. Montrer que pour tout b € G\ H, bH = G\ H = Hb. En déduire que le produit (dans n’importe
quel ordre) d’un élément de H par un élément de G\ H est toujours dans G\ H et que le produit
de deux éléments de G \ H est toujours dans H.

2. En déduire que pour tout = € G et y € H, xyz~' € H et montrer que I'application 7, : H — H
définie par 7,(y) = zyz~! est un automorphisme de groupe. Montrer en particulier que zyz~! a

méme ordre que y.

Exercice 2 (Les groupes d'ordre 8). [Environ 10 points] Soit G un groupe d’ordre 8, de neutre e.
1. Quels sont les ordres possibles des éléments de G 7 Quels sont les éléments d’ordre 17
2. Si G possede un élément d’ordre 8, a quel groupe bien connu est-il isomorphe ?

3. Dans cette question, on suppose que tous les éléments de G autres que e sont d’ordre 2. Montrer
que G est abélien. On choisit g; un élément non neutre de G et g un élément de G\ (g1). Donner
la liste des éléments de (g1, ¢g2). En déduire que G # (g1, g2). Soit g3 un élément de G\(g1, g2).
Montrer que 'application (x1, 2, x3) — 12223 de (g1) X (g2) X (g3) dans G est un isomorphisme
de groupes. En déduire que G est isomorphe a Z/2Z x Z/2Z x Z]2Z.

Désormais on suppose que G contient au moins un élément d’ordre 4 et aucun d’ordre 8. On
fixe un élément a d’ordre 4 dans G. On note H le sous-groupe de G engendré par a. On choisit
un élément b € G\H.

4. A Daide des résultats de Dexercice 1, montrer que b*> € H et que bab~! € H. En regardant
I'ordre de ces éléments, montrer que b*> € {e,a?} et que bab~! € {a,a®}. Montrer aussi que
G ={e,a,a® a3 b,ab,a®b,a’b}.

5. Dans cette question uniquement, on suppose que bab™' = a et b> = e. Montrer que G est
isomorphe a (a) x (b) et a Z/47Z x Z/2Z (on pourra considérer l'application (x,y) — xy de
(a) x (b) dans G).

6. Dans cette question uniquement, on suppose que bab™!' = a et b?> = a®. On pose ¢ = ab. Montrer
que cac™! = a et que ¢? = e. Qu’en déduit-on sur G ?

7. Dans cette question, on suppose que bab~! = a3. En déduire que ba = a?b, ba® = ab et ba® = ab.
A T'aide de ces relations, compléter aux trois quarts la table du groupe. En déduire les deux tables

possibles suivant que b? = e ou b = a?.

8. On note
0 -1 1 0 0 1
a=(V 0)m=(0 3)e=(% o)

Montrer que A, B,C € GLy(C). Calculer A%, B2, AB, BA?, AC, CA3. En déduire que les
sous-groupes (A, B) et (A,C) de GL2(C) sont d’ordre 8 et ont des tables semblables aux tables
obtenues a la question 7.
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9.

Combien y a-t-il de groupes d’ordre 8 a isomorphisme pres ?

Exercice 3 (Les carrés de Z/pZ). [Environ 10 points] Soit p un nombre premier impair. On pose
p =2+ 1 avec ¢ € N*. Pour a € Z, on note a la classe de a dans Z/pZ. On note K le corps Z/pZ
et K* = K\ {0}. On rappelle que tout polynome de degré n € N & coefficients dans K a au plus n
racines. Pour tout k£ € N, on note f;, 'application z — z* de K* dans K*. L’objet de l’exercice est
d’étudier I'ensemble H = Im f5 formé des carrés des éléments de K*.

1.

> vk o

Montrer que f; est un endomorphisme du groupe (K™, x). Quelle structure ont Ker f et Im fj
et que sait-on de leurs cardinaux ?

Montrer que Ker f; est d’ordre au plus ¢ (indication : introduire le polynéme X7 — 1).
Montrer que Ker fo = {—1,1}. En déduire le cardinal de H = Im fo.

Montrer que H = Ker f; (on commencera par établir une inclusion).

Montrer que Im f, = Ker fo = {-1,1}. A quel groupe est isomorphe K*/H 7

Pour z € K*, donner la valeur de f,(x) suivant que z est ou non dans H. En déduire que —1
est dans H si et seulement si ¢ est pair.

Dans cette question, on suppose que ¢ est pair. Montrer qu’il n’existe pas de morphisme de
groupe g de H dans K* tel que pour tout z € H, f(x)?> = 2. Montrer que si ¢ = 4s — 2 avec
s € N*, alors pour tout z € H, (2°)? € {—z,z}.

Dans cette question, on suppose que ¢ est impair et on pose ¢ = 2r — 1 avec r € N*. Montrer
que pour chaque z € K*, la paire {—z, x} contient un élément de H et un seul. En déduire que
f2 induit un automorphisme de H. Montrer aussi que pour tout « € H, x” est une racine carrée
de x et que I'application (g,x) — ex” de {—1,1} x H dans K* est un isomorphisme de groupes.

Montrer que le polynome X + T est composé dans K[X]. Indication : vérifier qu’au moins un
des éléments —1,2, —2 est dans H et remarquer que

X' +T=(X24+1)2-2X2=(X?-1)2 +2x2

Exercice 4 (Idéaux premiers entre eux). [Environ 2 points] Soient A un anneau commutatif et I, J deux
idéaux de A.

1.

2.

Montrer que l'application f : a — (a + I,a + J) de A dans A/I x A/J est un morphisme
d’anneaux. Quel est son noyau ?

On suppose que I + J = A. Montrer alors que f est surjective. En déduire un isomorphisme
entre A/(INJ) et A/I x A/J.
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Les exercices sont indépendants.
1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction. Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (Un anneau et une équation diophantienne). [Environ 11 points]
Soit A = {u + viv2 : (u,v) € Z*}. Pour z € A, on note N(z) = |z|? = 2Z.

1. Montrer que A est un sous-anneau de C stable par conjugaison.

2. Montrer que N est une application de A dans N et un morphisme pour la multiplication.

3.

4. Montrer que pour tout z € C, il existe ¢ € A tel que |z — g|? < 3/4. En déduire que I’anneau est

Montrer que ’ensemble A* des éléments inversibles de A est réduit & {—1,1}.
euclidien de stathme N. Quelles propriétés de 'anneau A en déduit-on ?

On cherche & résoudre dans Z? I'équation 22 + 2 = y3. Soit (x,y) € Z? une solution.

5. Montrer que x est impair.
6. Soit d un PGCD dans A de z + iv2 et z — iv/2. Montrer que d = 1 ou d = —1. Indication :

10.

remarquer que d divise 2iv/2 et montrer que N(d) = 1.

On décompose z + iv/2 en éléments irréductibles : = 4+ iv/2 = 22 avee r € N, 21,0, 2
irréductibles dans A et deux-a-deux distincts, a7, ..., a, dans N*. Donner la décomposition en
éléments irréductibles de = — iv/2 et de 22 + 2. Montrer que z; # Z; quels que soient 7 et j. En
déduire qu’il existe w € A tel que x + iv/2 = wd.

En posant w = u + viyv/2 avec (u,v) € Z2, déterminer les valeurs possibles de w et donner les
solutions dans Z? de I’équation 22 + 2 = y3.

Montrer que pour tout P € Z[X], P(iv/2) € A. On admet que I'application f : P — P(iy/2) de
Z[X] dans A est un morphisme d’anneaux. A 'aide d’une division euclidienne, montrer que le
noyau de ce morphisme est I'idéal (X2 + 2)Z[X].

A quoi est isomorphe le quotient Z[X]/(X?2 + 2)Z[X]? L’idéal (X2 + 2)Z[X] est il premier ?
maximal ?

Exercice 2 (Sous-groupes de S, d'indice n). [Environ 5 points]

Soit n > 5 un entier. Soit G = §,,. Soit H un sous-groupe de G d’ordre (n — 1)!. On note
E = G/H Vensemble des classes a gauche modulo H. Pour x € G et C = zH € G/H, on note
#(g)(C) = g-C = gC = (gx)H. On obtient ainsi une action de G sur E par translation a gauche.
Autrement dit, ¢ est un morphisme de (G, o) dans (S(F), o).

1.
2.
3.

Quel est l'ordre de (S(E),o0)?
Montrer que Ker¢ C H.

En admettant le fait que les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A, et S,, en déduire que
¢ est un isomorphisme de (G, o) sur (S(F), o).

. Montrer que ¢(H) = {s € S(F) : s(H) = H}. En déduire que H est isomorphe & S,,_1.

Suite au dos.
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Exercice 3 (Conjugués et normalisateur d'un sous-groupe). [Environ 4 points]
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle normalisateur de H dans G ’ensemble

N={geG:gHg ' =H}.
1. Montrer que N est un sous-groupe de G contenant H, et que N est le plus grand sous-groupe

de G dans lequel H est distingué.
2. Montrer que pour tout a et b dans G,

aHa ' =bHb ' < a b e N.

En déduire que le nombre de conjugués de H dans G est le nombre de classes a gauche de G
modulo N.

3. On suppose que G est fini. Montrer que [G : N] divise [G : H]. Montrer que si H est strictement
inclus dans G, I'union des gH g™ ! pour g € G est strictement incluse dans G. On introduira un
systeme S de représentants des classes & gauche de G modulo N (S contient un élément et un
seul dans chaque classe) contenant {15}, et on distinguera deux cas, suivant la valeur de [G : N].
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Corrigé partiel

Un anneau et une équation diophantienne
Soit A = {u + viv2 : (u,v) € Z*}. Pour z € A, on note N(z) = |z|? = 2Z.
1. On vérifie que 1 € A, que A est stable par différence, multiplication et conjugaison.
2. Soient a et b dans A. Posons a = u + viv/2 avec (u,v) € Z2. Alors N(a) = u? + 2v% € N. De
plus, N(ab) = |ab|? = |a|?|b]* = N(a)N(b).

3. Les éléments 1 et —1 sont inversibles, d’inverses 1 et —1.

Soit a € A inversible, d’inverse b. Posons a = u + viv/2 avec (u,v) € Z2. Alors N(a)N(b) =
N(ab) = N(1) = 1. Comme N(a) et N(b) sont dans N, on a donc u? + 2v? = N(a) = 1. L’entier
v est nul sans quoi on aurait w4202 >202>2. Doncu?=1. Ainsia=1oua = —1.

Donc I’ensemble des éléments inversibles de A est réduit & {—1,1}.

4. Soit z € C. Notons z = z + yi avec (x,y) € R% Soient m et n les parties entieres de z + 1/2 et
de y/v/2+1/2, et ¢ = m +niv/2. Alors ¢ € A et (z — q) = (x — m) + (y — nv/2)i d’'on

2 2 y 2 3
_ — (y — < _ <2
|z — q| (x —m) —i—2(\/5 n) <7

puisque

Soient a € A et b € A\ {0}. D’apreés ce qui précede, il existe ¢ € A tel que |a/b — ¢q|*> < 3/4.
Notons 7 = a — bg. Alors r € A et N(r) = |a/b — q|?|b|*> < 3/4]b|*> < N(b). Donc I'anneau est
euclidien de stathme N.

En cours, j’ai donné la définition d’un stathme en ajoutant la condition : si

a divise b, alors N(a) < N(b). I1 faudrait donc rajouter cette vérification
ici. C’est immédiat : si z; divise z9 dans A, alors 23 = zju avec u € A, donc
N(z2) = N(21)N(u) > N(z1) car N(u)>1.

On en déduit qu’il est principal et factoriel.

5. Soit (z,y) € Z? tel que x? + 2 = y3. Si x était pair, 22 + 2 = y3 le serait aussi, donc y le serait
aussi. En notant © = 2k et y = 2[, on obtiendrait 2k? + 1 = 412, ce qui est absurde (le premier
membre est impair, le second est pair). Donc x est impair.

6. Soit d un PGCD dans A de z + iv2 et z — iv/2. Alors d divise = + iv2 et z — iv/2, et leur
différence 2iy/2. Comme N est un morphisme de A dans N pour la multiplication, N(d) divise
N(z +iv2) = 22 + 2 et N(2iv/2) = 8 = 23. Mais 2% + 2 ejiunivlgrps%ibrl,e(sionc N(d) =1, c’est-a-dire

d=1oud= —1 d’apres le raisonnement vu a la question 3.

7. On décompose = + iv/2 en éléments irréductibles : = + iv/2 = 21tz avee r € N, 2y, 2y
irréductibles dans A et deux-a-deux distincts, ay,...,a, dans N*. Alors x — V2 =7z o
Les éléments Z7,...,%, sont distincts et irréductibles dans A puisque la conjugaison est un

automorphisme de A (la conjugaison de C est un automorphisme de corps laissant stable A).
Comme z+iv/2 et £ —i+/2, sont premiers entre eux, ils n’ont pas de facteurs irréductible commun
donc z; # Z; quels que soient ¢ et j.

On en déduit par produit la décomposition en facteurs irréductibles

x2+2:z?1...z7?4r71041...504r7
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10.

avec 21,...,2p, 21, - - - , 2 sont distincts et irréductibles dans A.

Comme 22 +2 = y? et y € Z C A, I'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles
montre que les exposants aq,...,q, sont multiples de 3. Notons o = 30, avec 0 € N*, et
w:zlﬁluw,@’. Alors w € A et w? = z + iV2.

Notons w = u+wviv/2 avec (u,v) € Z2. En identifiant les parties réelle et imaginaire dans 1’égalité
w3 = x 4 i\/2, on obtient
z = u? — 6uv? = u(u? — 6v?),

1 = 3uv — 20° = v(3u? — 20?).

Comme (u,v) € Z2, la deuxieme égalité entraine que v = 1 ou v = —1, d’ont 3u? — 2 = 1 ou
3u? — 2 = —1, autrement dit 3u? = 3 ou 3u? = 1 (impossible). Donc v =1 et u € {—1,1}.

Par conséquent, z € {5,—5} et y = 3. Comme (5,3) et (—5,3) sont effectivement solutions de
I'équation 22 + 2 = 43, ce sont les solutions dans Z? de I’équation 2 + 2 = y3.

Soit P =ag+a1 X +...4+a,X" € Z[X], Alors P(iv/2) = ag + a1 (iv/2) + . .. + a,(iv/2)™ est dans
A comme somme de produits d’éléments de A.

Soit f : P+ P(iy/2) de Z[X] dans A. Comme f est un morphisme d’anneaux, son noyau est
un idéal de Z[X]. Comme il contient X2 + 2, il contient (X2 + 2)Z[X]. Pour montrer I'inclusion
réciproque, notons @ et R = aX + b le quotient et le reste de la division euclidienne de P
par le polynéme unitaire X2 + 2. Alors P = (X2 +2)Q + R. En évaluant en i1/2, on obtient
P(iv/2) = R(iv/2) = aiv/2 + b. Comme a et b sont réels, on a donc P(i/2) = 0 si et seulement
sia = b = 0, cest-a-dire si et seulement si X2 + 2 divise P. Donc le noyau de f est I’idéal
(X2 +2)Z[X].

Le morphisme f est surjectif, puisque tout élément de A s’écrit a = u+viy/2 avec (u,v) € Z?2, d’out
a = f(vX +u). D’apres le théoréme de factorisation des morphismes d’anneaux, A est isomorphe
A Z[X]/(X? + 2)Z[X]. Comme A est intégre mais n’est pas un corps, l'idéal (X2 + 2)Z[X] est
premier mais pas maximal.

Sous-groupes de S, d’indice n

Soit n > 5 un entier. Soit G = S,. Soit H un sous-groupe de G d’ordre (n — 1)!. On note
E = G/H Vensemble des classes a gauche modulo H. Pour x € G et C = zH € G/H, on note
#(g)(C) = g-C = gC = (gx)H. On obtient ainsi une action de G sur E par translation a gauche.
Autrement dit, ¢ est un morphisme de (G, o) dans (S(F), o).

1.
2.

Par hypothese, E est d’ordre n donc (S(E), o) est d’ordre nl.

Soit g € Ker ¢. Alors ¢(g) = idg. En particulier, gH = ¢(g)(H) = H, donc g € H. Cela montre
I'inclusion Ker ¢ C H.

Le noyau de ¢ est un sous-groupe distingué de S,,. Comme n > 5, c’est donc un des groupes {id},
A, et S,. Mais il est contenu dans H, qui est d’ordre (n — 1)!. Comme (n — 1)! = n!/n < nl/2,
on a donc Ker ¢ = {id}. Donc ¢ est injectif. Comme G = S,, et S(F) sont tous deux d’ordre n!,
¢ est bijectif. Ainsi, ¢ est un isomorphisme de (G, o) sur (S(E), o).

Pour tout h € H, ¢(h)(H) = hH = H. Donc ¢(H) C {s € S(E) : s(H) = H}. Mais par
injectivité de ¢, Card ¢(H) = Card H = (n — 1)!. Comme {s € S(F) : s(H) = H} est isomorphe
a S(E\ {H}) (une permutation de E fixant H induit une permutation de E \ {H} et cette
correspondance est un isomorphisme), on a aussi Card{s € S(E) : s(H) = H} = (n — 1)!. Donc
o(H)={seS(E):s(H)=H}.

Ainsi, H est isomorphe a ¢(H), qui est isomorphe a S(E \ {H}), qui est isomorphe & S,,_1.
Remarque : un exemple évident de sous-groupe d’indice n dans S, est le stabilisateur de z
avec x € {1...n} fixé. On peut montrer que si n # 6, les stabilisateurs d’un point sont les
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seuls groupes d’indice n dans S,. Mais si n = 6, il y en a d’autres, par exemple le sous-groupe
engendré par (123 4) et (345 6).

Conjugués et normalisateur d’un sous-groupe

1. Comme 1¢H1 ' = H,1c € N (on a noté 1g I'élément neutre de ). De plus, pour a et b dans

N,
(ab"HYH(ab )™ = ab L (0Hb Y ba™t = aHa ' = H,

donc ab=! € N. Donc N est un sous-groupe de G contenant H.
Pour tout h € H et g € N, ghg~! € gHg~' = H. Donc H est distingué dans N.
Si K est un sous-groupe de G dans lequel H est distingué, alors pour tout g € K, pour tout
heH,ghgo't € Het h=g(g'hg)g~! avec g 'hg € H. Donc gHg ' C Het H C gHg™!, d’'on
g € N. Cela montre que K C N.

2. Soient a et b dans G. En multipliant & gauche par a~! et & droite par a, on obtient
aHa ' =bHb ' <= H = a 'bHb 'a <= a b€ N.

Soit H I’ensemble des conjugués de H dans G. L’application g — gHg~! de G dans H, surjective
par construction, se factorise donc en la projection canonique de G sur G/H et une bijection de
G/H vers H. Donc ‘H a méme cardinal que G\ H.

I1 me semble qu’il vaudrait mieux dire que H et G \ H sont en bijection, je ne
sais pas s’ils savent ce que désigne le mot cardinal en toute gémnéralité, pour
des ensembles éventuellement infinis.

3. Comme G est fini, N et H le sont et

CardG
Card H

[G:H|]= [G: N][H : H]|.

Donc [G : N] divise [G : H].
Supposons que H est strictement inclus dans G. Soit S un systeme de représentants des classes
a gauche de G modulo N contenant {15}. D’apres la question précédente,

UgHg ' =] gHg™"

geG ges

Si [G: N]=1,alors S = {1g} donc I'union des gHg ! pour g € G est H.
Si [G: N] > 1, 'union des gHg ! pour g € S n’est pas disjointe (ils contiennent tous 1¢) donc

Card ( U gHg_1> <Y Card(gHg™") =[G : N]Card H < [G : H|Card H = Card G.
geG ges

Dans tous les cas, I'union des gH g~ ! pour g € G est strictement incluse dans G.

Remarque : la conclusion n’est plus valable pour les groupes infinis. On obtient un contre-
exemple en prenant G = GL,,(C) avec n > 2 et H le sous-groupe formé des matrices triangulaires
supérieures. En effet, toute matrice de GL,,(C) est trigonalisable et peut étre écrite sous la forme
PTP~! avec P € GL,(C) et T € GL,(C) triangulaire supérieure.
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Aucun document n’est autorisé.

1. Questions
a) Donner la définition d’une fonction analytique sur un ouvert U de C.

b) Soit D* le disque unité ouvert de C, privé de 0. Existe-t—il f fonction ana-
lytique sur D*, non constante, telle que f(1/n) = 0 pour tout entier n > 27

2. Exercice

a) Donner une primitive de z — = sur I'ouvert Re(z) > —1 de C.

b) On note v; le segment de 0 & 7, 75 le demi—cercle de diametre [0,7] passant
par (14 1)/2, orienté de 0 a i.

Calculer I; = [ — dz. En déduire la valeur de I, = [ - dz.

y1 14z y2 14z

3. Exercice
Soit 7 le cercle unité parcouru dans le sens direct. Evaluer I'intégrale:

/ sin z d
—— dz.
- 22(z +3)

4. Exercice

Soit R > 0 et soit U un domaine de C qui contient le disque ouvert D(0, R)
de centre 0 et rayon R. On considere une fonction holomorphe f sur U. Pour
r €]0, R[, on note m(r) = sup{ |f(2)|; |z| = r}.

a) Montrer que la fonction m est croissante.

b) Si f n’est pas constante sur U, m est—t—elle strictement croissante?

c) Soit ¢ > 0. Existe-t—il f fonction holomorphe sur U telle que pour tout z € U,
[f(2)| = [2f* +¢?

5. Exercice
a) Soit u: C — R définie par 2z — ¢y — 32%y + 3z, ol 2 = v + 1y, 7,y € R. La
fonction u est—elle harmonique?

b) Trouver toutes les fonctions f holomorphes sur C dont la partie réelle est u.

- -
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Algebre
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Les exercices sont indépendants.
1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction. Le baréme est donné a titre indicatif.
Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1 (Environ 4 points). Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E). On suppose

que le polyndéme minimal pu,, est scindé dans K et possede n racines distinctes aq, ..., ay.
1. Montrer qu'il existe une base B = (ey,...,e,) dans laquelle la matrice de u est diagonale, de
coefficients diagonaux a1, ..., a,. On notera Diag(aq,...,ay,) cette matrice.
2. On note Ly, ..., L, les polynémes
X —aq;
Li = H J .
SOy —
J#i

Soit P € K[X]. Quelle est la matrice de P(u) dans B? Montrer que

n

P(u) =) P(o)Li(u).
i=1
Reconnaitre les endomorphismes L;(u).

3. Soit v € L(F). Montrer que si uov = vou, alors v est diagonalisable dans la base B. En déduire
qu’il existe P € K[X] tel que v = P(u). On pourra utiliser les polynémes d’interpolation de
Lagrange.

4. Montrer qu'’il existe z € E tel que (z,u(z),...,u" !(z)) soit une base de E. Indication : on
pourra prendre x = ej + - - - + €.

5. A T'aide d’'un ou de deux contre-exemples, montrer que les conclusions des questions 3 et 4
peuvent étre mises en défaut si ’on suppose seulement que p,, est scindé dans K.

Probléeme 1 (Réduction de Frobenius). [Environ 10 points]

Soient F un K-espace vectoriel de dimension n € N* et u € L(E). On note i, le polynéme minimal
de u. On définit
L, :={P(u); Pe K[X]|}.

Pour tout z € F, on définit
B, := {P(u)(x); P € K[X]}
et
I, :=={P € K[X]; P(u)(x)=0}.
On dira que u est cyclique si, et seulement si, il existe z € E \ {0} tel que E = E,.

1. Soit @ € E. Vérifier que I est un idéal de K[X] non réduit & {0}. En déduire qu’il existe un
unique polynéme M, de coefficient dominant égal a 1 tel que I, = M, K[X].

2. Soit d, le degré de M,. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension d,, dont
une base est {z,---,u%~!(2)}. Indication : on pourra utiliser une division euclidienne.
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3. Soit P € K[X]. Montrer que M P(u)(z) divise M, et plus précisément que Mp,) () est le quotient
de M, par M, A P. Indication : si D := M, A P, on utilisera le fait que M,/D et P/D sont
premiers entre eux.

4. Soient z,y € E tels que M, et M, sont premiers entre eux.

(a) Montrer que E,., = E, + E,. On utilisera le théoreme de Bezout pour inclusion non
triviale.

(b) Montrer que E, N E, = {0} (utiliser la question 3).
(c) En déduire que My, = M, M,.

(d) Soient p € N* et 1,--- ,x, € E tels que, pour tous i # j, My, et M, soient premiers entre
eux. Montrer que Fy\4..qiq, = Fy) @ -+ @ By, et que My y.qq, = My, -+ My,

5. On décompose i, en facteurs irréductibles : p, = Q7" - --Qgp , avec 1, ...,Q)p irréductibles
deux a deux distincts et a1, ..., ®, dans N*.

(a) Pour i € [1,p], montrer qu’on peut trouver y; € E tel que (p,,/Q;)(u)(y;) # 0. En utilisant
la décomposition de M,, en produit de facteurs irréductibles, montrer que Q3" divise M,,,
puis qu’on peut trouver x; € E tel que M,, = Q.

(b) En déduire qu’il existe € E tel que M, = pu,, et montrer qu'un tel = est nécessairement

non nul.

6. Dans cette question, on suppose u cyclique. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est de la forme

0 -+ -+ 0 ap
1 0 Do
0 1 :
. . 0 Ap—9
0 --- 0 1 ap
ou ag, - ,a,—1 € K. Une telle matrice sera appelée matrice de Frobenius.

7. On suppose maintenant u non cyclique. Soit € E \ {0} tel que M, = u,. On note d le degré

de fiy.
(a) On complete la base (e1,...,eq) = (z,u(z),...,u" (z)) en une base (ei,...,e,) de E. On
note (ej,...,e}) la base duale. Pour tout 1 < 1 < d, on définit
1= ("u) ! (ey)
et on note G le sous-espace vectoriel de E* engendré par (1, ,¢q).
(b) Montrer que G est de dimension d.
(c) Vérifier que E = E, © GY.
(d) Montrer que G est stable par ‘u et que G est stable par .
(e) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs,
de la forme
FF 0 - 0
0 F -+ 0
0O -~ 0 F
ou Fi,--- , F,. sont des matrices de Frobenius.
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Exercice 2 (Simplicité et groupe alterné). [Environ 5 points]

Dans cet exercice, on veut montrer que le groupe As est simple, c’est-a-dire que ses seuls sous-
groupes distingués sont {Id} et As. Soit H < A5 avec H # {Id}.

1.

5.

Donner la liste des différents types de permutations de As suivant la structure en orbites, en
donnant le nombre et 'ordre des permutations de chaque type. On rappelle que l'ordre d’une
permutation décomposée en produit de cycles a supports deux a deux disjoints est le PPCM des
longueurs des cycles.

. Montrer que deux éléments de A5 d’ordre 3 sont toujours conjugués dans As. En déduire que si

H contient un élément d’ordre 3, alors H contient tous les éléments d’ordre 3 de As.

Montrer que deux éléments de As d’ordre 2 sont toujours conjugués dans As. En déduire que si
H contient un élément d’ordre 2, alors H contient tous les éléments d’ordre 2 de As;

On suppose maintenant que H contient un élément d’ordre 5. Montrer que H contient un 5-Sylow
de As. En déduire que H contient tous les éléments d’ordre 5 de As.

En regardant les valeurs possibles pour l'ordre de H, en déduire que H = As.

Exercice 3 (Formule de Burnside). [Environ 4 points]

Soient G un groupe fini et £ un ensemble fini. On suppose que G agit sur F et on note €2 I’ensemble
des orbites de E pour cette action. Pour tout g € G, on définit

Fix(g) :={x € E; g-z=x}.

On définit aussi

C:={(g,r) e GXE; g-x=u}.

Dans la suite, pour tout ensemble fini A, §A désigne le cardinal de A.

1.

2.

3.

Montrer que

(0= Y i)=Y o

geG zeE
ou O, désigne l'orbite de = dans FE.

En utilisant le fait que E est 'union disjointe de ses orbites, montrer que
1C = 1GHQ.

En déduire que

0= 2 3 tFix(y)

geG

Soit A un ensemble fini de cardinal a. Montrer que la formule o - f = f o 0~! définit une action
de 83 sur A1123} Calculer le nombre d’orbites de cette action.
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points et sera ramené a 25.
Documents et calculatrices interdits.

Probleme 1. Sous-groupes d’indice 2 et groupes d’ordre 12 [Environ 11 points]
Partie I

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G d’indice 2. On fixe a € G\ H.
1. Vérifier que aH = G\ H = Ha.

2. Pour tout g € G, on pose :
1 sige H,
wlg) = { ~1 sig¢H.

Montrer que ¢ est un morphisme de groupes de G dans R* et que H est distingué dans G.

Partie 11

Soient £/ un ensemble fini de cardinal n > 2, Sg le groupe symétrique de E et Ag le sous-groupe
alterné de E (formé des permutations de E de signature 1). Soit ¢ : Sp — R* un morphisme de
groupes.

1. Vérifier que, pour toute transposition 7 € Sg, ¢(7) =1 ou (1) = —1.
2. Montrer que ¢(7) ne dépend pas de la transposition 7 € Sg.
3. En déduire que ¢ est soit ’application constante égale a 1, soit la signature.

4. Montrer que le seul sous-groupe d’indice 2 de Sg est le groupe alterné Ap.

Partie II1

Soit G un groupe d’ordre 12, dont 1’élément neutre est noté e. Soit P un 3-Sylow de G. On note
E =G/P ={aP ; a € G} 'ensemble des classes a gauche modulo P.

1. Quels sont I'ordre et I'indice de P ? Vérifier que P est cyclique, engendré par un élément b.

2. Justifier qu’il existe un morphisme de groupes ¥ de G vers Sg dont le noyau K est un sous-groupe
de P. Indication : utiliser une action de groupes.

3. On suppose désormais que G n’est pas isomorphe & A4. Montrer qu’il est impossible d’avoir
K = {e}. En déduire que K = P, puis que P est un sous-groupe distingué de G.

4. Déduire de ce qui précede que P est le seul 3-Sylow de G. Quels sont tous les éléments d’ordre
3de G?

5. On considere I'action de G sur lui-méme par conjugaison, définie par g -z = gxg~! pour g et
dans G. Pour x € G, on note G-z = {g-x; g € G} l'orbite de x et S, ={g € G: g -z =z}

le stabilisateur de . Montrer que 'orbite G - b possede au plus deux éléments et en déduire que
Sy est d’indice 1 ou 2 dans G.

6. En déduire que S contient un élément a d’ordre 2.

GGMATS35b UJF - 1F - 2011-12



7.

Déduire des questions précédentes que G possede un élément ¢ d’ordre 6.

Exercice 1 (Environ 4 points). Soient G un groupe fini et p le plus petit facteur premier de I'ordre de
G. Soit H un sous-groupe de G, d’indice p. Pour tout x € GG, on notera T = xH la classe de x dans

G/H.

1
2
3
4

Soit g € G. Vérifier que I'application o, : T — g est une bijection de G/H sur G/H.
Montrer que 'application ¢ : g — 0,4 est un morphisme de groupes de G dans S(G/H).
Soit K = Ker . En déduire que 'indice [G : K] divise p!, puis que [G : K| divise p.
Montrer que K C H, puis que K = H. En déduire que H est distingué dans G.

Exercice 2 (Environ 7 points). Soit d > 3 un entier. On note A = {z+iyv/d ; (z,y) € Z?}. Pour a € A,
on note N(a) = |al?.

1.

No ok N

Montrer que A est un sous-anneau de C stable pour la conjugaison de C.

Montrer que N est a valeurs dans N et est un morphisme pour la multiplication.

Déterminer les éléments inversibles de A.

Montrer que 2 est irréductible dans A.

Montrer que Iidéal 24 n’est pas premier. Indication : utiliser 'égalité (d4iv/d)(d—ivd) = d*+d.
En déduire que A n’est pas principal.

Soit I = {a € A: N(a) € 2N}. Montrer que I est un idéal de A, puis que I n’est pas principal.
Indication : on vérifiera que ivdeToul+ivdel.

Exercice 3 (Environ 3 points). Soient K un corps, n € N* et A € M, (K). On considére la matrice
B € M, (K) donnée par

1.

2.

A A
B- ( 4 A) .
Montrer que pour tout P € K[X],

(P(A) AP/(4)
P<B)‘< 0 P(A))'

On suppose B diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable, puis que A = 0. On utilisera un
critere de diagonalisabilité du cours.

Exercice 4 (Environ 5 points). Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et u € L(E).
On note p,, le polynéme minimal de u.

1.

4.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par u si, et seulement si, F- est
stable par ‘u.
Dans cette question, on suppose que p, est scindé sur R. Montrer qu’il existe un plan de F
stable par u. On pourra utiliser un critere de réduction des endomorphismes vu en cours.
Dans cette question, on suppose que u,, n’est pas scindé sur R. Montrer qu’il existe un polynéme
Q € R[X] de degré 2, irréductible sur R, tel que Q(u) ne soit pas injectif. En déduire qu’il existe
un plan de E stable par u.
Dans cette question, on suppose que n est impair et on écrit n = 2k 4+ 1 avec k € N*.

(a) Vérifier qu'’il existe une droite de F stable par u et un plan de E stable par u.

(b) Montrer que, pour tout entier p € {0, ..,2k + 1}, il existe un sous-espace de E de dimension

p stable par u. Indication : on raisonnera par récurrence sur k. On pourra appliquer la
conclusion de la question précédente & ‘u.
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UE Fonctions Holomorphes : examen 22 juin 2012

Durée 3h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Autour du cours

1. Vrai ou faux ? Justifiez vos réponses :
(a) z+ /2 est holomorphe sur C.
(b) Une fonction holomorphe est partout différentiable.

(¢) Une fonction méromorphe dont tout pole éventuel est simple est
holomorphe si et seulement si chaque résidu est zéro.

(d) La fonction u(z,y) = zy, (z,y) € R? est harmonique.

2. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de zy. Donner une
condition suffisante pour que f soit conforme autour de z.

3. Enoncer le principe du maximum.

4. Montrer : si u est une fonction harmonique réelle dans un domaine
D, alors, localement, u est la partie réelle d’une fonction holomorphe.
Est-ce que cela reste vrai globalement ?

Exercices

1. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine D. On suppose que f
est non-constante et que f(z) # 0 pour tout z € D. Montrer : |f(2)]
n’atteint pas son minimum dans D.

2. Soit

z

f(z) = 229y

z



(a) Déterminer toutes les singularités dans C de la fonction f.

(b) Pour toute singularité discuter la nature (pole, ordre du pole, sin-
gularité apparente, essentielle).

(c) Calculer le résidu en chaque singularité non essentielle.

(d) Calculer I'intégrale f7 fdz ony(t) = Re*™ 0 <t < 1, en fonction
de R.

3. Soit f(z) =27, p € R\{0} et —1 < p < 1. Pour cet exercice on utilisera
la fonction argument Arg telle que 0 < Arg < 27.

(a) Rappeler la définition de 2z dans le domaine C\ R*.

On considere le contour I' suivant :

Le chemin I'; est un cercle incomplet de rayon R; et I's est un cercle
incomplet de rayon €; les chemins I's et I'y sont les deux segments de



rayon manquants, d’angles 2r — n et . On pose

Zp
Ik ZI/ QdZ.
Ty ].+Z

(b) Montrer que limg o, I; = 0 et que lim,_,o I3 = 0.

’Ip
1+ a2
lorsque I'angle n tend vers zéro. Attention : il faut justifier I'inter-
version de limite.

(d) Calculer les résidus en +i de

R
¢) Déterminer la constante C', € C telle que Io+1, — C dx
P P

2P

+ 22
(e) En déduire que

oo g s 1
gl =5 — 7~
0 1+x 2 cos (iﬂp)
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portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Autour du cours

1. Vrai ou faux ? Justifiez vos réponses :

(a) Une fonction holomorphe bornée dans un domaine D C C est
constante.

(b) Soit D C C un domaine. Une fonction continue f : D — C telle
que f7 fdz = 0 pour chaque lacet v (supposé C' par morceaux)
est holomorphe.

(c¢) Si f non identiquement nulle est méromorphe, alors 1/f est aussi
méromorphe.

(d) Une fonction méromorphe dont tous les résidus sont 0 est entiere.

2. Montrer : si f et g sont deux fonctions holomorphes sur un domaine
D C C telle que f = g sur un segment [z1, 2] C D, (21 # 29) alors
f=y

3. Soit f une fonction méromorphe. Quand dit-on que f a un pole, resp. une
singularité essentielle au point co ? Montrer que f est une fonction ra-
tionnelle si et seulement si f n’a pas une singularité essentielle en oo.

4. Montrer : si f et g sont deux fonctions entieres avec les mémes zéros

(avec multiplicités) alors il existe une fonction entiere h telle que f(z) =
" g(z), Vz € C.



Exercices

1.

Trouver toutes les fonctions holomorphes f = u+iv sur C (u =Re (f),
v =Im (f)) telles que, écrivant z = = + iy avec x,y réels, on ait u =
ye® cosy + xe® siny.

. Soit k un entier strictement positif. Soit

_sinz-e*-(z—1)

J(2):= 2k (z —2)

(a) Déterminer toutes les singularités dans C de la fonction f.

(b) Pour toute singularité discuter la nature (poéle, ordre du pole, sin-
gularité apparente, essentielle).

On suppose désormais k = 3.

(c) Calculer le résidu de chaque singularité non essentielle.

(d) Calculer I'intégrale [ fdz olt y(t) = Re*™, 0 < t < 1 en fonction
de R.

iz

Soit f(z) = 226—

T ou b est un réel strictement positif.

(a) Calculer les résidus de f aux 2 poles de f.

(b) Utiliser ce résultat pour montrer

/ * cosx p e ®
———dr = :
0 T2+ 2b
Soit f = 2% —42% 4+ z + 12.

(a) Rappeler le théoreme de Rouché.

(b) Montrer que f a tous ses zéros dans le domaine 1 < |z] < 5.
Indication (comparer f avec deux fonctions convenables, e.g. une
constante bien choisie ou bien la fonction 23 — 422 + 2z — 4.



Corrigé

Autour du cours

1. Vrai ou faux?

(a) NON. Par exemple z est borné sur D = {z € C/||z| < 2}.

(b) OUI, c’est le thm. de Morera.

(c) OUI : une fonction méromorphe f est holomorphe ou a des poles
dans C. Autour de chaque point a € C le développement de
Laurent (DdL) s’écrit Y~ -, ‘ar(z — a)*. Pour un pole ky < 0,
ag, # 0 et le DAL pour 1/f autour de a est

ko 1
Ak + Akg+17 + -

(z—a) = (2 — a)* série entiere en (z — a)
donc un zéro d’ordre kg et de méme, si f a une zéro d’ordre £ en
z=1"b,1/f aun pole d’ordre £ en b.

(d) NON, la fonction % a un seul pole en 0 de résidu 0.

2. Le segment S contient une point d’accumulation de S. Le théoreme
d’identité implique alors que f = g.

3. faun pdle, resp. une singularité essentielle au point oo si g(z) = f(1/2)
a un pole, resp. une singularité essentielle au point zéro.

Sif= ’5’, degp = n, degq = m, alors

)
)

ou z"p(%) = P(z) et 2™q(2) = Q(z) sont des polynomes en z de degrés

n et m et donc g a un singularité apparente en 0 si n > m et sinon un

pole d’ordre m — n.

) 2"p(

»(
q(

) 2m(

N =R =
N =N =

Réciproquement, on n’a au plus un nombre fini de poles a, ..., a, € C
car sinon, oo serait un point d’accumulation de poles. Alors, on écrira
f(z) = hi(z) + fr(z) avec f(zx) holomorphe autour de a; et hi(2) la
partie polaire. Alors f := f—hy —- - - — h,, est méromorphe dans C avec
au plus un pole & linfini. Or, si le DAL de f autour de 0 est S apzt,
alors f(%) = > arz" et cela étant un pole, il n’y a qu’un nombre fini



de termes non-nulles. Conclusion : f est un polynome et donc

1

f = polynome + h; = polynome —+ polynome en ———
Y 2. ; Y (z — 2)

est une fonction rationnelle.

. La fonction s := f/g est entiere est sans zéros. Alors aussi 1/s et s
sont entieres et donc aussi £. Soit son DAL 7 jc,2". On a s(0) # 0
et on pose s(0) = €™ et h = by + >, ==+2" qui satisfait B/ = s
par construction. Donc (se ")’ = (s’ — h/)e™™ = 0 et donc se™" est
constante =s(0)e~% = 1 et donc s = e" avec h entier.

Exercices

1. On utilise les équations de Cauchy-Riemann u, = v, et u, = —v, pour

montrer que v = ysinye® — e xcosy + C' et donc
u+iv = ye(cos y+isiny) —ixe®(cosy+siny)+iC = —ize*+iC, C € R.

(a) On a les singularités z =0, z = 2 et z = o0.

(b) Pour z = 0 un pole d’ordre k—1 si k > 2, sinon une singularité ap-
parente. Pour z = 2 un pole d’ordre 1 et un singularité essentielle
en z = oo. Pour le dernier on remarque

o1y L1 1
sin(z)ez(z — 1 e 1
<1z) 1(2 ) ~ o = zkflei _ Zkflz_zfn.
OFE-2 O B

n>0

(c) On a Res(f,2) = lim, ,, =G $-€?sin(2). Sik=3,0na

sinz-e*-(2—1) sinz 1 1 1\"
= R Z)
23(z —2) : 2f 2( Z<2> Z)

n>1

sin z z

et pour Res(f,0), on cherche le coefficient de z dans 2= - e
(1= T (8)" ") i est &

(d) Par le théoreme des résidues on a pour 0 < R < 2 que 'intégrale
vaut —2 et si R > 2 on trouve 27i(; + & - ¢?sin(2)). Pour R = 2

2 8
Iintégrale n’est pas définie.

4



3. On a autour de z = 1b :

iz iz —b
e e e 1
= = (— + séries en (z — bi)2) .

22462 (z+1ib)(z — ib) 2i z—1ib
et donc le résidu en z = ib est égal a % et de meéme est égal a
—%— en z = —ib. Par un résultat du cours, ou par un calcul direct

2i
(il faut choisir un contour convenable et faire une estimation pour la

. . . . . . ’ o0}
partie qu’on souhaite faire aller vers I'infini) I'intégrale f_oo nrde =
partie réelle de [27i somme des résidues de f(z) dans le demi-plan supérieur

et donc, puisque f est paire, on a

[e%s) 1 —-b —-b
/ cos T dz = Re [—27ri . e_} = 7re—.
0

x? 4 b2 2 21 2b

4. (a) Sur un domaine D borné d’un lacet 7y, ou f et g sont méromorphes
sans singularités essentielles et |f — g| < |g| lelong de v, alors le
nombre de zéros moins le nombre de poles est le méme pour f et
pour g.

(b) Si|z] =1lavecg=12ona |f—g| = |2|[z2—4z+1| < |z*+4|z|+1 =
6 < 12 donc f n’a pas de zéros dans D(0,1); si |z| = 5 avec
g=22—-42+z2—-4=(z—-4(z+i)(z—i)onal|f—yg| =16
et |g| > 1.4.4 = 16 (ici on doit exclure 1'égalité |g| = 16 par la
remarque que si [z| = R on a |z —a| > [|z| — |a|| avec égalité
seulement si z et a sont alignés).

On peut également prendre g = 2° et remarquer que si |z| =5 on
alf—gl=|—-422+2—-4] <452 +5+4=109 < |2]® = 125.
Donc f a exactement 3 zéros dans D(0, 5).



