DYNAMIQUE EN TEMPS GRAND DES EQUATIONS DE KDV
GENERALISEES AU VOISINAGE DES SOLITONS

YVAN MARTEL

Notes de Cours pour I’Ecole d’été de ’Institut Fourier a Grenoble du 20 juin au 8 juillet.
Ce cours fait suite o celui d’Anne de Bouard, Equations dispersives nonlinéaires.

1. INTRODUCTION

Ces notes décrivent quelques résultats récents concernant le comportement asymptotique
en temps grand des solutions des équations de KdV (Korteweg-de Vries) généralisées

(1) Ut + (Uggy +uP)y =0, t,x€R,

dans le cas sous critique p = 2,3, ou 4 et le cas critique p = 5. Ces résultats concernent les
solutions qui sont proches d’un soliton ou de la somme de plusieurs solitons (multi-solitons).

On rappelle que le probleme de Cauchy est bien posé pour (1) localement dans H'(R)
(voir Kenig, Ponce and Vega [1]), c’est-a-dire que si ug € H'(R), alors il existe une unique
(dans un sens approprié) solution maximale u € C([0,7), H'(R) de (1) sur [0,T) vérifiant
u(0) = ugp. De plus, soit T' = 400, la solution est globale, soit 0 < T" < 400, et dans ce cas, on
a nécessairement limyr ||ug(t)|| 2 = +oo (explosion en temps fini). On sait de plus que les
quantités suivantes (bien définies pour des solutions H') sont conservées au cours du temps:

) [eo=[wo

B B =; [0 - [eto =3 [0 - [ero

Dans le cas sous critique 1 < p < 5, I'inégalité de Gagliardo—Nirenberg

(4) Vv € H'(R), /Mp+1 < C(p) (/1}2)31r3 (/vz)pzl

montre que toutes les solutions H' sont globales et bornées dans H'.
L’équation (1) est invariante par scaling et translation, c’est-a-dire que

1
si u(t,z) est solution alors Ve > 0, zg € R, cr-Tu(c¥/?t, v/e(z — 10)) est aussi solution.
On rappelle que I’équation (1) admet des solutions ondes progressives explicites, appelées
solitons. Soit Q(z) 'unique (aux translations pres) solution positive H' de 1’équation:
1

5)  Q>0, QEH'(R), Qu+Q"=Q, ie Q)= <p+1x)> B :

2 p—1
2 cosh (pT

Alors, pour tout ¢ > 0 et g € R,

Rezo(t,x) = Qc(x —x0 — ct) est solution de (1), ol Qc(z) = cp%lQ(ﬁx)
1
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On a par un calcul direct
5—p p+3
2 2 2 2
(6) 1Qcllze = 2@ V[Qlz2 et [[(Qe)elze = 27~V [|QullL2,
de telle sorte que si 1 < p < 5, alors ||Q¢||zn — 0 lorsque ¢ — 0, tandis que pour p = 5,
[Qcll2. = ||Q||3,. D’autre part, pour p = 5, on a aussi E(Q.) = 0 pour tout ¢ > 0, ce qui
signifie que les quantitées invariantes ne peuvent pas controler la taille des solitons dans le
cas critique.
Pour 1 < p < 5, les solitons sont stables dans H', au sens suivant:

Stabilité du soliton ([13]). Soit 1 < p < 5. Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que si
|u(0) — Qg1 < 0 alors ¥Vt > 0, il existe x(t) € R tel que ||u(t,.+ z(t)) — Q|lg <e.

Comme I’équation est invariante par scaling et translation, il suffit d’écrire la stabilité de
la solution Q(z — t) pour en déduire celle des autres solitons. Ce résultat n’utilise que les
invariants de 1’équation: énergie et norme L2.

Le premier point de ce cours est de préciser le comportement en temps grand des solutions
de (1) telles que ||u(0)—Q|| g1 < 6, pour d petit. On montre que toutes ces solutions convergent
en temps grand vers un soliton, au sens de la norme H', localement en espace. Ce résultat
signifie que la famille des solitons est asymptotique stable. On discutera l'optimalité du
résultat obtenu. Voir Section 2.

Le deuxieéme point de ce cours (voir Section 3) est de traiter le cas de solutions qui sont
proches de la somme de plusieurs solitons de tailles différentes. La propriété de stabilité
est encore vérifiée avec plusieurs solitons mais la démontration utilise des propriétés fines de
I’équation (1), et non pas seulement les quantités invariantes comme dans le cas d’un seul
soliton. On retrouve aussi que toute solution de ce type converge vers la somme de plusieurs
solitons, c’est-a-dire que la famille des sommes de plusieurs solitons est asymptotiquement
stable.

On montre aussi comment le résultat de stabilité peut étre appliqué a la contruction de
solutions exceptionnelles, de type multi-solitons en temps grand. Ce sont des solutions qui se
comportent quand ¢ — +o0o exactement comme la somme de plusieurs solitons dans R tout
entier. Dans les cas intégrables (p = 2 ou 3), ces solutions sont connues par la transformation
d’Inverse Scattering et ont bien d’autres propriétés, notamment celle de décrire 'interaction
entre plusieurs solitons. Pour le cas non completement intégrable, p = 4 'existence des ces
solutions peut étre considérée comme surprenante.

Pour p = 5, le comportement des solutions autour du soliton est différente. Le soliton est
instable, ¢’est-a-dire que la propriété précédente n’est pas vérifiée. On sait en fait qu’il existe
une large classe de données initiales arbitrairement proches de Q(z) dans H'(R) telles que la
solution u(t) de (1) explose en temps fini. Ce résultat sera présenté dans la derniere section.
La notion de convergence vers un soliton est encore présente dans le cadre de ’exposant
critique p = 5, méme dans le cas de I'explosion, a travers la notion de profil a ’explosion (voir
aussi I’exposé de recherche de Pierre Raphael). La solution reste en fait proche d’un soliton
Qc(r), mais le coefficient c(t) tend vers +oo. Voir Section 4.

Pour mémoire, signalons que si p > 5, le soliton est instable, mais le phénomene d’explosion
en temps fini n’est pas connu.

La plupart des travaux présentés dans ce cours ont été réalisé en collaboration avec Frank
Merle. Un des travaux est en collaboration avec Frank Merle et Tai-Peng Tsai.
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2. COMPLETUDE ASYMPTOTIQUE DES SOLITONS

Dans cette section, on présente le résultat de stabilité asymptotique démontré dans [6] et
ameélioré dans [10].

Théoréme 1 ([6], [10]). Soit p =2, 3 ou 4. Soit u(t) une solution H' de (1). I existe g > 0
tel que si

(7) [u(0) = Qllm < ao.
alors il existe ¢ > 0 proche de 1 et une fonction x : [0,4+00) — R de classe C! telle que
(8) o(t,2) = u(t,2) = Que (o — (1)) satisfait T _[|o(®) i (zej2) = 0.

De plus, limy— oo % (t) = ct.

Ce résultat signifie que la fonction u(t, x4+ x(t)) non seulement reste proche de @ pour tout
temps, comme indiqué par le résultat de stabilité H', mais de plus converge vers Q.+ lorsque
t — +o00, ol ¢T est proche de 1. C’est un résultat de complétude asymptotique de la famille
des solitons.

Cependant, il faut remarquer que la convergence a lieu dans un sens particulier, local en
espace. En fait, la convergence en norme H' est vraie dans tout intervalle de la forme x > f3t,
pour 8 > 0, pourvu que «g soit choisi assez petit, en fonction de (.

Cette notion de convergence ne peut pas étre améliorée car si on suppose |[v(t)|| 1) — 0
lorsque t — 400, alors v = 0 et u(t) est exactement un soliton. Ceci est une conséquence de la
caractérisation variationnelle de @Q: @ est la seule fonction (aux translations prés) minimisant
la fonctionnelle d’énergie & norme L? fixée. Cela signifie qu’en général, un autre phénomene
se produit pour x < ft. En effet, u(t) peut tres bien contenir un petit soliton (petit soliton
implique de vitesse faible, inférieure & [3), et/ou de la dispersion, c’est-a-dire qu'une partie de
la norme L? est perdue pour x < 0, dans une zone oi1 I'on s’attend & ce que u(t) tende vers
0 en norme L*° (le comportement exact de u(t) pour z < 0 n’est pas connu).

La derniere assertion décrit le comportement de 2’(t) lorsque ¢ — +00. On pourrait trouver
insuffisante I'information obtenue sur z(t) puisque elle ne concerne que la dérivée. Mais, il
s’aveére qu’en général, on ne peut pas affirmer que z(t) — ¢t converge ou méme reste borné.
En effet, le résulat suivant fournit un exemple (seulement pour p = 2) ou z(t) s’écarte de ¢
comme +/logt lorsque le temps devient grand.

Théoreme 2 ([10]). Soit p = 2. Il existe oy > 0 tel que pour tout 0 < o < ag il existe une
solution H' u(t) de (1) telle que

sup [lu(t) — Q(z — (1)) < «,
t>0
et

lim_[lu(t) — @z — 2(t) 11 (a1 = 0,

t—-+o00
pour une fonction x(t) de classe C' satisfaisant pour k > 0,
x(t) —1
im W
t—-+o00 log(t)
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Pour montrer ce résultat on utilise les formules explicites des multi-solitons pour le cas
intégrable p = 2, et on place un nombre infini de solitons a droite du soliton principal. La
taille des solitons décroit de telle sorte que la série converge dans H'. Cependant, on montre
que le shift résultant sur le soliton principal devient infini. En effet, lorsque deux solitons se
croisent, leur trajectoire subit un décalage, positif pour le soliton le plus rapide, négatif pour
Pautre. Voir Miura [12] pour la méthode d’inverse scattering et les propriétés de 1’équation
de KdV déduites de I'intégrabilité totale de cette équation.

La démontration du Théoreme 1 repose essentiellement sur deux propriétés de I’équation
de KdV généralisée : la premiere est une propriété de monotonie (ou presque monotonie) de
certaines quantités locales en espace liées aux invariants (norme L? et énérgie) de 1’équation.
La deuxieme propriété est une rigidité de I’équation de KdV autour des solitons. Cette rigidité
peut s’écrire au niveau de I’équation nonlinéaire, et elle est une conséquence d’une rigidité
de 'opérateur linéarisé autour de (). Nous présentons ces deux outils dans les sections 2.1 et
2.2. La fin de la démontration du Théoreme 1 sera esquisée dans la section 2.3

Dans le Théoréme 1, on suppose p = 2, 3 ou 4 et ||u(0) — Q|| petit. Par le résultat de
stabilité, la solution u(t) est proche de Q(x — y(t)) pour une certaine fonction y(t). Dans ces
conditions, on peut utiliser les invariances de ’équation (scaling et translation) pour moduler
la solution. On obtient le lemme suivant:

Lemme 1. Pour o assez petit, il existe des fonctions ¢ : R — (0,+00), z: R — R de classe
C' et une constante K > 0 telles que la fonction (t) définie par

(9) e(t,r) =u(t,r) — R(t,z), ou R(t,x)= Qp)(r —z(t)),

satisfait, pour tout t € R,

(10) /R(t,x)s(t,x)dm = /(x —x(t))R(t,z)e(t, z)dx = 0,

(11) le(t) = 1]+ ¢ ()] + |2/ (1) — c(t)| + [l(B) | < Koo,
De plus,
(12) ()2 + |2 () — e(8)]? < K/gQ(t7$)e§|wz(t)ldx_

La preuve de lemme est basée sur le théoreme des fonctions implicites, appliqué a u(t)
pour tout t fixé. Dans ces notes, nous admettons ce résultat. Remarquons que le résulat de
stabilité asymptotique signifie £(t) — 0 et ¢(t) — ¢ lorsque t — +o0.

2.1. Propriété de ”presque monotonie”. Dans cette section, nous introduisons un outil
essentiel dans 1’étude de ’équation de KdV généralisée : des versions locales des deux in-
variants, norme L? et énérgie sont ”presque” monotones en temps. Apres 1'énoncé et la
démonstration de cet outil, nous proposons une application simple qui est une premiere pro-
priété des solutions proches des solitons. Voir Lemme 3.

Soit K > 0. Pour z € R, on pose

o(x) = garctan(exp(x/K)),
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de telle sorte que lim; ¢ = 1, lim_,,¢ = 0 et pour tout z € R, ¢(—z) = 1 —¢(z). On obtient
aussi
1

1
13 / — /1 < / .
(13 @)= iy ¢ < ad @)
Soit o > 0, g > 0. On définit, pour tg € R, pour tout ¢ < tg:

Loy (t) = / 2(t,2) 6 (x — a(te) + oto — ) — w0) da,

oo () = / (2 — pilupﬂ 1 ?)(t,2) 6 (& — x(to) + oty — £) — z0) da.

On a alors le résultat suivant:

Lemme 2. Pour tout 0 < 0 < %, pour tout K > \/g, il existe 0 > 0 tel que si ag est assez
petit alors pour tout t,tg € R, t < 1o,

Zo
(14) Iﬂﬁmto (tU) - IﬂCo,to (t) < Oexp <_?> )

Zo
(15) Troto (t0) = Junta(t) < Oexp (=72 ).

Preuve du lemme 2. Soit f : R — R de classe C3. On a par ’équation (1) et des calculs
élémentaires :

d2
a v

2/utuf— —2/(um+up)xuf— 2/(um—i—up)(u$f+uf’)
= /(—3ui+pi_plup+1)f'—2/uzuf”

- /(—31@ + p2+p1up+1>f' + /u2f”’.

et, de fagon similaire:

d 2
% (ui B ﬁup—i_l)f = /|:_ (uxx + Up)2 — 2U§x + 2puiup—1] f’ + /Uif“/'

Soit 0 <o < 3,20>0,% €R, et K > \/g Soit ¢(t,z) = ¢(x — x(ty) + o(to —t) — zp). Par
les identités précédentes, pour tout t < tg, on a

d 2
% u21/1 - _/ <3U925 + O'U2 — ])_i_zjlup+1> wm + /UQwrmz

< 3, on obtient

d o 2p

Soit Ry > 0 & fixer plus tard. Pour t,z tels que |z — z(t)] > Rp, par |Q(x)] < Ce 1, et
Uinégalité ||v]|2ec < 2||vg]lz2/|v]|2, on a

Par (13) et

u(t,2)| < R(t,z) + |u(t) — R(t)|| 1~ < Ce™ 5 + v/2a.
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Donc, pour ag petit et Ry grand, on a pour de tels ¢, z: lu(t, z)[P~! < o/4. Maintenant

2p
p+1
ag et Rp sont fixés a de telles valeurs.

Sil|z—x(t)| < Ro alors [z—x(to) +o(to—t)—zo| = —|z—z(t)[+|2(t) —z(to) +o(to—t) —z0| >
—Ry + to—Q_t + zg, et donc

to—1t x
Yy (t,2)| < Ce 2K e .

Donc, puisque [ |u[PT™! < C, on obtient

d tog—t x t x
) 4 [ (3 Tw) v - oo e R <o e R,

Par intégration entre ¢ et ¢y, on obtient, pour une constante 8 > 0,

x
- o) 00 )

De méme, on a:

d 2
i) (=) = / |~ (s + )" = 202, + 2™ 0
2

_g/(ui — ]m“pﬂ)wx(t) +/inm.

En utilisant (13), on obtient (¢, > 0),
d 2 2 p+1)
dt (“x e L
20

pri e

Par le méme argument que plus haut, on contrdle les termes nonlinéaires, et donc par (16),
on obtient:

o
< [ [t ) 2, + Gl = 2l -

d 2 —t _=
o <u§ — ﬁupﬂ + u2>1/1 < —/ <2u§x + %ui + %UQ) Vg — Ce 37 e X
p

Donc, par intégration, on obtient
Zo
Jao,t0(t0) = Jo,t0 () < Gexp <—?> .
0

Comme annoncé, nous présentons une premiere application de ce résultat & une solution
u(t) proche d’un soliton (dans le cadre du lemme 1). La propriété de ”presque monotonie”
sera utilisée a d’autres endroits pour la preuve du Théoreme 1.

Lemme 3. Pour K > 0 assez grand, la propriété suivante est vérifiée par la fonction e(t).

. Zo
(17) hmsup/ e2 + %) (t,x)dr < Cexp (——) .
x>x(t)+x0( ) ( 2K>

t—-+o0

Cette propriété signifie que pour = > z(t) + xo, la solution u(¢,x) ne differe du soliton
Q(z — z(t)) que d’'un terme d’erreur exponentiellement petit en xy. Ce résultat est optimal
puisque c’est la décroissance du soliton. Cela regle le probleme du comportement de la solution
a droite du soliton.
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Preuve du lemme 3. On pose :
l) = [ (12 %) (0, + 2(0)0(a — ).

Par les propriétés de 9, on a limy, 4 [(yo) = 0, puique u(0) € H'(R).
On utilise le lemme 2 sur la solution u(t), pour o = § (par exemple), pour g > 0, tg > 0
quelconques et ¢t = 0. D’apres (15) et la borne uniforme ||u(t)|| L~ < C, on obtient

1 o
(18)  Janso(to) < Jaa(0) +0exp (= 72) < Clla(to) = 2(0) = to +0) +Oexp (- 72 ).
On observe ensuite que

/ lu(to, z + z(to))|P oz — zo)dx

< fhulto,. + 2()IZL /u2<to,x+:c(to)>¢(:c—xo)dx+0¢ (—2[0()/1&2

2
D’apres la décomposition u(t, :U—i—x(t)) = Q) +e(t,r+x(t)), et |e(t)||Le < Clle(®)||m <

1

Kjay, il est clair que [Ju(to)|” 5 pour xg assez grand, indépendant de t, et

L°° (2> +z(to)) —
pour ag petit. Par conséquent, utlhsant (18), pour xg assez grand on obtient:

(19) /(ui +u?) (to, x + x(to))p(x — 20)dz < C'l(x(to) — 2(0) — Z + 20) + Cexp (_2%)

Puisque z(tg) — (0) — & > 1ty par 2/(t) > 1, and puisque lim,, 4o [(y9) = 0, on obtient :
4 =1 2 Yo

lim sup/(u?c 4 uz)(t7 2+ 2(t))p(x — w0)dx < Cexp (_ﬂ)
t——+00 2K
et donc, par les propriétés de décroissance de Q(x), on obtient (17). O

2.2. Rigidité linéaire et nonlinéaire des solitons. Par la borne uniforme sur u(t) dans
H', on peut considérer une suite t,, — +o0, une fonction g € H'(R) et un réel positif ¢y > 0
tels que

_ 1
(o 7

Soit u(t) la solution de (1) définie pour tout ¢ € R correspondant & u(0) = up. Cette solution
est une solution asymptotique, et le fait qu’elle soit issue du comportement asymptotique de
u(t) implique des propriétés de rigidité fortes sur u(t).

On admet pour la suite que la solution u(t) a les propriétés suivantes:

ot )) —1uy et c(tp) — ¢ lorsque n — +oo.

Proposition 3 (Propriété de décroissance exponentielle de la solution asymptotique). II
existe C, 6 > 0, et une fonction iy : R — R tels que

(20) Ve eR, VteR, |u(t,z+7y1t)| < Ce o,

C’est évidemment une information tres importante sur la solution a(t), & relier avec la
décroissance exponentielle de toute solution L? compacte de I'équation de KAV (voir des
formes générales dans [2]). On présente maintenant un résultat qui va permettre de déterminer

at).
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Théoréme 4 (Rigidité nonlinéaire autour de Q [6]). Soit p = 2, 3 ou 4. Soit u(t) une solution
H' de (1). Si||luo — Qs < o, pour ag assez petit et si la solution u(t) vérifie (20), alors
il existe 0 > 0, x1 € R tels que

u(t,x) = Qo(xr — 1 — ot).

Autrement dit, la solution a(t) issue du comportement asymptotique de la solution wu(t)
originale est nécessairement exactement un soliton. On voit donc qu’au moins le long de la
suite (t,), u(t) converge dans H' faible vers un soliton. On verra dans la prochaine section
comment conclure la démonstration du Théoréeme 1 ayant cette information.

Attachons nous pour l'instant & justifier le Théoreme 4. Une démonstration complete de
ce résultat serait trop longue dans le cadre de ces notes. On va présenter seulement un des
arguments clé pour I'obtenir.

Idée de la preuve du théoréme 4. Sous les hypotheses du théoréme, on voit que u(t) admet

une décomposition en £(t), ¢(t), z(t) et R(t) comme la solution u(t) par le lemme 1. En
particulier € vérifie les conditions d’orthogonalité et de taille imposées par le lemme 1. De
plus, par un calcul direct, & vérifie I’équation suivante:

/

(21) e+ epan = — (t) (2R + (x — x(t))Rx> + (2 (t) — c(t)) Ry — ((5 + R)P — R”) :
2c(t) \p—1 z

De plus, par 'hypothese (20) sur u(t) et la décroissance de @ en x, £(t,z) vérifie aussi la

propriété (20).

Remarquons que la conclusion du Théoréme 4 est équivalente & obtenir € = 0 pourvu
que aq soit assez petit. On raisonne par contradiction, en supposant qu’il existe une suite
de solutions (uy,), satisfaisant ||u,(0) — Qg1 — 0 lorsque n — 400 et les hypotheses du
Théoreme 4. Soit £, # 0 associé a u,, par la décomposition du lemma 1.

On admet que 'on peut obtenir 'estimation suivante sur la suite &, (t):

sup [[&n ()| 1 < C'sup [|€n(8)]] 2.
teR teR

Cela nous permet de montrer qu'une version renormalisée de la suite (,(t)) converge vers
une solution w(t) du probleme linéaire suivant:

(22) wi = (Lw)y = a(t) (2% + Q) + B,
ou «(t) et B(t) sont des fonctions de ¢ données, et
Lw = —wgy +w — pQP ),

est 'opérateur linéarisé autour de Q.
De plus, w vérifie aussi une propriété de décroissance exponentielle

(23) Vy e R, Vs €R, |w(s,y)| < Ce 0l

et satisfait les mémes conditions d’orthogonalité que &, (t).

Pour conclure la preuve par contradiction, il suffit de montrer que nécessairement w = 0.
On s’est donc ramené a démontrer une propriété de rigidité sur un probleme linéaire. Cette
propriété s’écrit:

Proposition 5. Soit p =2, 3 et 4. Soit w(t) une solution H' de (22) uniformément bornée
dans H' vérifiant (23) et les conditions d’orthogonalité (10). Alors w = 0.
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La démonstration originale de ce résultat dans [6] est délicate et repose sur des propriétés
de positivité d’une certaine forme quadratique sous les hypotheses d’orthogonalité (10).

On présentera au cours de I'Ecole d’été a Grenoble une nouvelle démonstration, plus directe
et plus simple de ce résultat, & paraitre prochainement, voir [4]. O

2.3. Conclusion de la preuve du Théoréme 1. Les arguments présentés plus haut per-
mettent de conclure que pour une sous-suite de temps ¢, — +oo, la solution u(t) avait le
comportement de convergence désiré, dans H, llo ., et donc dans LIQOC fort. Il s’agit donc d’une
part d’améliorer la notion de convergence pour obtenir convergence dans H'! fort (localement
en espace cependant) et d’autre part, d’obtenir convergence pour toute la suite vers un méme
soliton Q.+. Tout ceci s’obtient uniquement a ’aide des propriétés de ”presque monotonie”
de la section 2.1.

Une premiere observation est que grace au lemma 3 et & la convergence H' faible, on
a convergence de £(t,) vers 0 dans L?(x > x(t) — x) pour tout xq lorsque n — +oo. En
utilisant la presque monotonie de Z(t), par un argument similaire & celui utilisé pour la preuve
du lemma 3, on a en fait convergence dans L?(x > t/2), pour toute la suite de temps (voir
Etape 3 de la démonstration du Théoreme 1 dans [10]).

Par les propriétés de presque monotonie de J (t), la caractérisation de @, et la convergence
faible dans H', on est alors capable de montrer la convergence de (t) vers zéro dans H*(z >

t/2).
Une autre démonstration du théoreme 1 a été proposée dans [10]. C’est une démonstration

directe, sans probléeme asymptotique a classifier. Elle consiste en localiser spatialement les
arguments utilisés dans [6] pour montrer la Proposition 5.

3. CAS DES MULTI-SOLITONS

Dans cette section, on considere les mémes questions pour le cas de la somme de plusieurs
solitons. Le premier résultat est ’analogue des résultats précédents pour le cas d’un soliton.

Théoréme 6 (Stabilité et stabilité asymptotique des multi-solitons [9]). Soit p =2, 3 ou 4.
Soit N wvitesses 0 < ¢ < ... < Y données. Soit u(t) une solution H* de (1). Siu(0) vérifie

N
(24) HU(O) - ZQCSJ( - azg)HHl <a, ou x(; > x?_l + L, pour tout j =2,...,N,
j=1
pour a assez petit et L assez grand, alors il existe x1(t),...,zn(t) tels que les deux propriétés

suivantes sont vérifiées:
(i) Stabilité de la somme de N solitons.

N
(25) w20, ||ut) ~ 3 Qulw— ;)] | < Ao (ot ).
j=1
(ii) Stabilité asymptotique de la somme de N solitons. Il existe cf , ..., cﬁ, avec c;r fcg| <

Ay (a + e*VOL) , tels que

d:l?j
—(t et lorsque t 00.
HY(z>c0t/2) IR )= 1 -

(26) \\u(t)—iczc;<x—xj<t>>\)
j=1



10 YVAN MARTEL

Dans ce résultat, on obtient la stabilité pour ¢ > 0 de la somme de plusieurs solitons qui
sont déja bien ordonnés (les plus rapides a droite) et bien découplés (a une distance assez
grande). Comprendre le comportement de la solution pour ¢t < 0 est un tout autre probleme,
completement ouvert, sauf dans les cas p = 2 et p = 3 par la théorie de 'intégrabilité.

Dans le cas d'un seul soliton, on sait que la convergence dans H'(R) implique que u(t) est
exactement un soliton, et que cela résulte simplement des invariants. Que dire dans le cas de
plusieurs solitons, si la convergence dans (26) a lieu dans H'(R) ? Une réponse compléte i
cette question est donnée dans le résultat suivant.

Théoréme 7 ([3]). Soitp=2,3, oud. Soit NeN,0<c; <eca<...<cpn, etxy,...,tN €
R. 1l existe une et une seule fonction U € C(R, HY(R)), qui est une solution H' de (1) et
telle que

(27) lim HU(t) . f: Qe (- —m5 — Cjt)H —0.
j=1

t—+00 H(R)

De plus, cette solution vérifie U € C(R, H*(R)) pour tout s > 0, et il existe des constantes
Ag > 0 telles que pour tout s > 0, pour tout t > Ty,

N
(28) | - 22 = t) gy < As7
oty = 00+/00/32 et op = min(cy,co — 1,63 — C2,. .. ,CN — CN—1).

Par rapport a ce que 'on déja vu plus haut concernant le cas de un soliton, la partie
stabilité asymptotique du théoreme 6 n’apporte pas de réelle nouveauté. En revanche, la
partie stabilité dans le cas ou il y a plusieurs solitons nécessite des arguments completement
nouveaux par rapport au cas d’un seul soliton traité par Weinstein [13]. Il faut utiliser des
propriétés fines de 1’équation. Un outil essentiel est encore la propriété de monotonie de
Z(t) vue dans la section 2.1. On a choisi de ne pas présenter ces arguments ici, mais plutot
de se concentrer sur la démonstration du théoreme 7, notamment la partie existence. Il se
trouve que l'argument principal pour l'existence de la solution ¢(t) dans le théoreme 7 est
une variante du résultat de stabilité Théoreme 6 (i).

Idée de la preuve du théoréme 7. Soit R(t) = Zjvzl R;(t), ot R;(t) = Qc,(. — xj — cjt). On
utilise un procédé asymptotique pour construire la solution U (t).

Soit (7},) une suite croissante de R™ vérifiant T,, — 400 et soit uy,(t) la solution de (1)
vérifiant

un(Ty) = R(T)).

A n fixé, la solution u,(t) n’est pas exactement ce que I'on cherche. Comme R(t) n’est pas
une solution de I’équation de KdV (1), la différence u,(t) — R(t) reste au mieux petite mais
n’a pas de raison de tendre vers 0 lorsque ¢ — +o00. On va plutot construire la solution désirée
comme limite des solutions uy,(t) lorsque n — +oo. Il faut d’abord obtenir de la compacité
sur la suite (uy,).

A ce niveau, la démonstration passe par le résultat de stabilité de la somme de plusieurs
solitons: pour tout ¢ € [0, T,]:

(29) lltn (t) — R(t)||gn < Ce™ " uniforme en n.
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Cela correspond & appliquer le Théoreme 6 & uy(t) avec a = 0 et L = ot. En réalité cela
n’est pas exactement cela puisque il faut raisonner en revenant dans le temps (de ¢t = T), vers
t = 0). Ceci n"ameéne que des changements mineurs dans les démonstrations.

Il est remarquable dans (29) que les constantes soient uniformes en n, bien que T,, — +0o0
lorsque n — +o0o. D’autre part, le terme majorant en e~ est optimal puique R(t) differe
d’une solution & cause des interactions entre les divers solitons, qui est de I’ordre de e~* pour
t grand.

Utilisons maintenant ’estimation uniforme pour construire une solution limite: par (29),
il existe U(0) € H*(R) tel que

1, (0) — U(0) dans H' lorsque n — +oo.

Soit ¢ > 0. Par dépendance continue de la solution par rapport a la donnée initiale, on a
un(t) — U(t) dans HY(R) lorsque n — +oc. En passant a la limite n — +o0o dans (29), on
trouve:

lU(t) = R(#®)|| g2 < Ce™™.

Cette estimation étant vraie pour tout ¢ > 0, la solution U(¢) est bien celle que 1’on cherchait.
O

Dans I'exposé de recherche de Khaled El Dika, on verra comment des résultats similaires
peuvent étre démontrés pour une équation proche de 1’équation de KdV généralisée, mais
présentant certaines caractéristiques bien différentes. Il s’agit d’une équation introduite par
Peregrine et Benjamin, Bona et Mahony, comme modele concurrent de I’équation de KdV.

Le cas de I'équation de Schrodinger non-linéaire est aussi tres intéressant a considérer.
A notre connaissance, il n’existe pas de résultat de stabilité asymptotique pour les ondes
solitaires de 1’équation de Schrédinger dans 1'espace H! par exemple.

En revanche, deux articles a paraitre concerne ’étude du probléme des multi-ondes solitaires
dans l’espace d’énergie pour 1’équation de Schrodinger non linéaire sous critique. Un des
articles, en collaboration avec Frank Merle et Tai-Peng Tsai concerne la stabilité asymptotique
de la somme de plusieurs ondes solitaires. On obtient un résultat dans l’espace d’énergie,
pourvu que la nonlinéarité soit suffisamment plate au voisinage de 0 et que la dimension de
I’espace soit d = 1, 2 ou 3. Le cas d’une nonlinéarité puissance pure ne rentre pas dans les
hypotheses requises.

Le deuxieme article, en collaboration avec Frank Merle, concerne 'existence de solutions
de type multi-ondes solitaires et présente l'analogue du théoreme 7 pour les équations de
Schrodinger nonlinéaires, sous des hypotheses trés générales, en toute dimension d’espace (la
seule hypothése est la stabilité nonlinéaire de chacune des ondes solitaires).

4. EXPLOSION EN TEMPS FINI POUR L’EQUATION DE KDV CRITIQUE

Pour p = 5, les solitons sont instables. De plus, il existe une large classe de données initiales
proches de () qui conduisent la solution a ’explosion en temps fini. Toutefois, la solution qui
explose reste a un scaling pres proche de @), c’est la notion de profil a I'explosion. Les
résultats disponibles actuellement sur ’explosion pour I’équation de KdV généralisée critique
sont résumés dans le théoreme suivant.

Théoréme 8 (Explosion en temps fini [7], [11], [8]). Soit p = 5. Soit ug € H'(R) vérifiant

luo — Qg < v,
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ot ag > 0 est assez petit. Supposons aussi que
E(UO) = FEy < 0.

Soit u(t) la solution de (1) correspondant a u(0) = ug. Supposons de plus que ug vérifie pour
un certain 6 > 0,

(30) Vo > 0, / ud(z)dx < %.
r>x0 xO

Alors,
(i) La solution u(t) explose en temps fini, c¢’est-a-dire qu’il existe 0 < T < 400 tel que

li 2(t,x)dx = +o0.
lim uz(t,x)dr = +o0

(ii) De plus, il existe une suite (t,) telle que t, — T et

C
(31) /u%(tn,x)dx < ma

ot Co = 4([ Q)?[|Qx|l 2
(iii) Finalement, pour tout 0 <t < T, il existe A(t) > 0 et x(t) € R tels que

M2Bu(t, M)z + 2(t)) = Q  lorsque t 1T dans H'(R).

Le point (ii) signifie qu’au moins pour une sous-suite, on connait une majoration du taux
d’explosion de la norme ||u(t)|| 1 lorsque ¢ — T'. On conjecture que 7= est le taux d’explosion
exact, mais c’est un probleme ouvert pour l'instant.

Le point (iii) montre que @ est un profil universel d’explosion: les solutions proches de @
qui explosent ont toutes le méme profil d’explosion. C’est un résultat similaire a celui de la
stabilité asymptotique des solitons.

Pour I’équation de Schrodinger nonlinéaire critique, le phénomeéne d’explosion est a présent
mieux connu que pour KdV, voir ’exposé de recherche de Pierre Raphael sur ce sujet.

Une partie de la démonstration du résultat d’explosion repose sur des arguments tres
similaires a ceux utilisés pour le résultat de stabilité asymptotique du soliton dans le cas
sous-critique, notamment des principes de rigidité. Ce type d’arguments permettent d’établir
I'existence d’une solution qui devient infinie en norme H', et de décrire le profil a I'explosion.
Des arguments différents sont nécessaires pour montrer que ’explosion a lieu en temps fini,
ainsi que pour obtenir la majoration sur le taux d’explosion. Nous renvoyons aux articles [7],
[11] et [8] pour plus de détails sur ces démonstrations.
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