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Chapitre 1

Pour s’amuser en arithmétique

1.1 Calcul pour p = 1..7 des sommes » ,_, k?

1.1.1 Calculer S; =5, _, k

Onpose S1 =) p_ k.
S1 an termes.

Ona:
Si=1+ 2+ 34+...+n—2)+(n—1)+n et
Si=n+n-1)+n-2)+..+ 3+ 2+1

Donc en additionnant terme a terme on a :

251 =14+n)+2+n-1)+B+n—-2)+...+((n—24+3)+(n—1+2)+n+1)
251 an termes égaux a n + 1 donc :

251 =n(n+ 1) donc

n(n+1)
S1 = T
Avec Xcas.
On tape :
factor (sum(k,k=1..n))
On obtient :
n* (l+n) /2

1.1.2 Calculer S, = >, k?

On sait que :
B=((k-1)+13=(k-13+3k-1)2+3k-1)+1
Doncona:

(n+1)3=n3+3n?+3n+1
n3 =(n—-13+3n-1)2+3n-1)+1
n—13=mn-23+3n-22+3n-2)+1

33 =23 4+3%2243%x2+1
23 =1343%124+3%x1+1
13 =1

En additionnant ces égalites on obtient :
(n+1)° =330k +33 5 k+(n+1)+1

3
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DonC'
1
3§jk2 (n+1)3 3”(”;)—(n+1)
3(n+1)
§k2 1) n+1—- "2 1
3 (n+1)(n* 4+ 2n + 5 )

2
Zkzz(n—i-l) n6+nd0nc

Avec Xcas.
On tape :
factor (sum(k”2,k=1..n))
On obtient :
* (1+n) x (1+2%n) /6

1.1.3 Calculer > ;_, k* pour p = 3..7

Pour calculer les sommes S, = Y, kP, on utilise la méme technique.
Pour calculer S3 = >_1_, k3 on utilise :
E=(k-1)+D)'=(k-1)*+4(k-1)3+6(k—-1)2+4k—-1)+1
Pour calculer Sy = > 7_, k* on utilise :
kP = ((k—=1)+1)> = (k—=1)5+5(k—1)>+10(k—1)>+10(k—1)?+5(k—1)+1
etc..

Avec Xcas.

On tape :

factor (sum(k”3,k=1..n))
On obtient :

n"2x (l+n)"2/4

Donc

On tape :
factor (sum(k™4,k=1..n))
On obtient :
* (14+n) x (1+2*n) * (-1+3*n+3xn"2) /60
On tape :
factor (sum(k”5,k=1..n))
On obtient :
n"2*x (1l+n) "2x (-1+2*n+2*xn"2) /12
On tape :
factor (sum(k”6,k=1..n))
On obtient :
* (1+n) x (1+2*n) * (1-3*n+6*n"3+3*xn"4) /42
On tape :
factor (sum(k”~7,k=1..n))
On obtient :
n"2% (1l+n) "2+ (2-4*xn—-n"2+6xn"3+3*xn"4) /24
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1.1.4  Calculer 7770 k% + K7

Avec Xcas.
On tape :
factor (sum(k*7,k=1..n)-sum(k”5,k=1..n))
On obtient :
n™4x (1+n)"~4/8
On remarque que :
S; — S5 = 25¢
Donc pour n = 2016 on a:
S5+S7 = 2016%%20174 /8 = 34173992277321737788588032 ~ 3.4173992¢+25

1.2 Calcul de 99999982 — 9999999 x 9999997

1.2.1 Le calcul

Calculer 99999982 —9999999x9999997 et plus généralement calculer (9...98)%—
(9...99) % (9...97) pour des nombres ayant p chiffres.
On pose = = 107 (et plus généralement x = 10P).
On doit donc calculer : (x—2)?—(z—1)*(x—3) = (22 —4ax+4— (22 —42+3) =1
Donc 99999982 — 9999999 * 9999997 = 1 On calcule avec Xcas, on tape :
999999872-9999999%x9999997
On obtient :
1
On tape :
normal ( (x—-2)"2—(x-1) x (x-3))
On obtient :
1

1.2.2 Trouver un exemple du méme type

On a par exemple :
(x—32—(z—-2)x(x—4)=1
(r—4)2—(z-3)x(xz—5)=1
(r—102% - (2 —8)*(x —12) =1
(r—a)’ —(z—a+1)*(z—a—1) = 22 —2az+a*— (22 —2az+(a—1)(a+1)) = 1
Donc on peut calculer par exemple avec = 107 eta = 12 :
99999882 — 9999989 * 9999987 = 1
ou encore avec x = 107 et a = 102
99998982 — 9999899 * 9999897 = 1 On peut aussi utiliser légalité calculer :
(r—a)?—(x—a+b)x(r—a—b) = 22 —2azx+a®—(2? —2ax+(a—b)(a+b)) = b?
puis par exemple, calculer avec x = 107 et (a,b) = (5,4) :
99999952 — 9999999 * 9999991 = 16
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1.3 Calcul de 555555562 — 444444452

1.3.1 Le calcul

Calculer :
555555562 — 444444452 et plus généralement calculer (5...56)% — (4...45)2 pour
des nombres ayant p chiffres.

On calcule avec Xcas :
62 — 52 = 11 (I’écriture décimale comporte 2 fois le chiffre un),
562 — 452 = 1111 (Iécriture décimale comporte 4 fois le chiffre un),

555555562 — 444444452 = 1111111111111111 (’écriture décimale comporte 16
fois le chiffre un).

Il semble donc que I’on a a démontrer que :

(5...56)2 — (4...45)? pour des nombres ayant p chiffres vaut un nombre dont I’écri-
ture décimale comporte 2p fois le chiffre un.

Pour le démontrer, on va simplement d’utiliser I’identité remarquable :

a?—bv*> = (a—b)(a+b)

Ona(p=2_8):

555555562 — 444444452 = (55555556 + 44444445) (55555556 — 44444445) =
100000001 % 11111111 = 1111111111111111.

Plus généralement, si on pose x,, le nombre qui s’écrit avec p fois le chiffre 1, on
doit calculer :

(5% xp +1)? — (4xzp + 1) = (9% 2 + 2)(xp).

10 — 1
Onaz,=11..1=10""1+ .10+ 1=
9z, +2 =107 + Let

donc :

102p—1op+1op—1_102p—1_

(9zp + 2)(xp) = 10Pz), + 2, = 5 5 5 = Zgp

1.3.2 Trouver un exemple du méme type

On remarque que pour obtenir le méme résultat il suffit que :

a=kxxp+letb=hx*xx,+lavecO<h<k<9.

Onaa — b= (k — h)x,, il faut donc faire en sorte que a + b = 107 + 1
Onaa+ b= (h+k)x,+2c’estadire prendre h + k = 9 avec k > h.
Sik=8eth=1ona88888889% — 11111112% = 7777777777777777
Sik="Teth=2onaT77777778% — 222222232 = 5555555555555555
Sik=6eth=23ona66666667° — 33333334% = 3333333333333333
Si k = 5et h =4 onal’exemple traité.

1.4 Montrer que 1...1% (avec £ 1 (k = 1..9 est un nombre
palindrome

Ona:
12=1
112 =121 (ona (10 + 1)2 =102 +2 % 10 + 1)
1112 = (11 %10+ 1)2 = 121 x 102 + 22 10 + 1 = 12321



1.5. POURQUOI 142857 EST-IL MAGIQUE ? 7

11112 = 12321 % 102 4+ 222 % 10 + 1 = (12321 + 22) * 102 + 21 = 1234321

111112 = (1234321 + 222) * 10% + 21 = 123454321

. 1111111112 = 12345678987654321 Mais :

11111111112 = (12345678987654321+4-22222222)%1024-21 = 1234567900987654321
n’est pas un palindrome !

1.5 Pourquoi 142857 est-il magique ?

On calculera 142857 * k pour k = 1..6 On tape :
(142857xk) S (k=1..6)
On obtient :
142857,285714,428571,571428,714285, 857142
On remarque que les nombres obtenus sont formés par les 6 permutations de
[1,4,2,8,5,7].

1.6 Sib = 11115555 alors b + 1 est un carré

1.6.1 Vérification avec Xcas

On tape :

sqgrt (11115556)
On trouve :

3334

On vérifie :

33342 = 11115556

1.6.2 Généralisation

On remarque que :
15 4+ 1 = 42
1155 + 1 = 342
Soit b = 11...155...5 dont I’écriture contient p fois le chiffre 1 et p fois le chiffre
5.0n adonc:
si x sécrit avec p fois le chiffre 1,onaz = 11..1 =101+ .10+ 1 = 101;_1,
b=ax 107 +5x = xz(10P +5) = (10p,1)9(10p+5) = (102“4;10;'75)

Remarque : Pour ne pas alourdir les notations on ne met pas d’indice a « ni a b.
On en déduit que :
(10%7 + 4 %10 +4) 107 42 2

b+1= =
+ 9 ( 3 )
(1)61pa42 10P — 1

= 3( 9 )+ 1=3zx+1
Ou encore :

puisque 10?7 = 9z +1,0onab+1 = xx10°+52+1 = 9x’+x+5x+1 = (3x+1)?
Conclusion :

b+ 1=11...155...5 + 1 est le carré de 33...3 + 1 dont I’écriture contient p fois le
chiffre 3.
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1.6.3 Trouver un exemple du méme type

On peut faire des essais avec b ayant deux chiffres puis, avec b ayant quatre
chiffres : quand b + 1 est-il un carré ?
Ou bien :
Onsuppose que b = m*xx*10P +nxz (0 < m < 10et0 < n < 10) et on
cherche m et n pour que b + 1 soit un carré.
Onall? =9z +1donchb+1=9m*z?+msr+n*rx+1=OBxk*rx+1)>2
On choisit pour m un carré (m = k?) :m=loum =4oum = 9.
Sim = 1 on doit avoir (m +n = 2 % 3 x k) m + n = 6 et on retrouve I’exemple
traité. Si m = 4 on doit avoir (m +n = 2x 3 *x k) m +n = 12 et on trouve n = 8,
I’exemple cherché est donc : 44...488...8 + 1 est le carré de 66..6 + 1
Sim = 9 on doit avoir m +n = 2% 3 x* 3 = 18 et on trouve n = 9 I’exemple
cherché est donc : 99...9 dont I’écriture contient 2p fois le chiffre 9 est un carré.
Cela on le savait ! ! ! puisque 99...9 + 1 = 10% = (107)?

1.7 495 et 6174

Etant donné un nombre n de s chiffres au plus non tous égaux, on définit le
nombre n A obtenu en rangeant les chiffres de n dans I’ordre croissant et le nombre
nD obtenu en rangeant les s chiffres de n dans I’ordre décroissant en rajoutant des
zéros pour que nD ait s chiffres (sin = 21, nA = 12 et nD = 2100).

Soit f la fonction qui a n fait correspondre nD — nA. On veut étudier les points
fixes de f pour s = 3 et pour s = 4. On va montrer que pour s = 3, f a un
point fixe qui est égal a 495 et que pour tout n, fQ6(n) = 495 (fQQ6(n) désigne
FESESE M.

On va montrer que pour s = 4, f a un point fixe qui est égal a 6174 et que pour
tout n, fQ7(n) = 6174 (fQQT(n) désigne F(f(f(f(F(F(f(m))))-

On va montrer cela a I’aide d’un programme qui va tester tous les nombres n de 3
(resp 4) chiffres au plus, non tous égaux : ce programme suppose que le résultat est
vrai car sinon le programme ne s’arréte pas ! !!!

On remarque que :

£(495)=954-459=495 £ (6174)=7641-1467=6174

1.7.1 Les chiffres d’un nombre

La procédure chiffres0 renvoie un couple composé de la liste des chiffres
du nombre et du nombre de chiffres.

chiffresO (n) :={

local s,ch;

ch:=string(n);

s:=size(ch);

return (asc(ch)-[seq(48,s)1,s);

}

Ontape:chiffres0(6174) Onobtient: [6,1,7,4], 4 On fait la procédure
nombre qui reconstitue le nombre a partir de la liste de ces chiffres. Il ne faut
pas que la chaine commence par zéro car sinon expr considere que la chaine est
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une écriture en base 8 (par exemple expr ("016") =14 car en base 8, 14 s’écrit
n 16”)‘

nombre (ch) :={

local s, j,chaine;

s:=size(ch);

chaine:=char (ch+[seqg(48,s)]);

tantque (chaine[j]1==0)faire j:=j+1; ftantque;
chaine:=mid(chaine, j);

return expr (chaine);

}

On peut aussi utiliser la commande horner de Xcas qui donne la valeur en un
point d’un polynome définit par la liste de ses coefficients par puissances décrois-
santes.

Ainsi horner ([6,1,7,41,10)=6174

1.7.2 La fonction £

On écrit la fonction etape0 qui a 2 arguments le nombre n et le nombre de
chiffres autorisés s : ainsi £ (n) =etape0 (n, 4)

etapel (n, s) :={

local ch,chA,chD, t,nA,nD;
si (n==0) return n;fsi;
ch,t:=chiffresO(n);
chA:=SortA(ch);
chD:=SortD(ch);
nA:=nombre (chhih) ;
nD:=nombre (chD) *10" (s-t) ;
return nD—nA;

}i

En utilisant la fonction horner de Xcas au lieu de nombre, on €écrit la fonc-
tion etape (f (n) =etape (n, 4) ) puis, on écrit la fonction test pour tester un
nombre quelconque en itérant la fonction £ :

chiffres (n) :={

local ch,t;

ch:=string(n);

t:=size(ch);

return (asc(ch)-[seqg(48,t)],t);
bi

etape (n, s) :={

local ch,chA,chD,t,nA,nD;
(ch,t) :=chiffres(n);
chA:=SortA(ch);
chD:=SortD(ch);
nA:=horner (cha, 10);
nD:=horner (chD, 10) *10" (s-t) ;
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return nD—nA;
bi
test (n, s) :={

si (n==0) "0 non permis"; fsi;

si (n>10"s) alors return s+" chiffres au plus"; fsi;
si (irem(n,horner([seqg(l,s)],10))==0) alors

return s+" chiffres non identiques"

fsi;

si (s==3) alors

tantque (n!=495) faire print (n);n:=etape(n,s); ftantque;
fsi;

si (s==4) alors

tantque (n!=6174) faire print(n);n:=etape(n,s);ftantque;
fsij;

return n;

i

On écrit une premiere "démonstration” en testant tous les nombres en ordonnant
leur chiffres pour ne pas faire 10% (resp 10%) tests : c’est le fait que le programme
s’arréte qui prouvera que 495 (resp 6174) est un point fixe de f. On compte le
nombre m d’itérations que 1’on doit faire avant d’obtenir 495 (resp 6174).

Pour 495 :

demod 95 () :={
local j,k,1,u,n,p,m,n0;
p:=0

for (J:=0;3<10; j++) {
for (k:=73;k<10;k++) {
for (l:=k;1<10;1++){
if (1!1=3){
n:=horner([j,k,1]1,10);
p:=p+1l;m:=0;n0:=n;
tantque (n!=495) faire
m:=m+1;n:=etape(n, 3);
ftantque;
print (n0, m) ;
}
}
}
}
return p;

}

Pour 6174

demo6174 () :={

local j,k,1,u,n,p,m,n0;
p:=0

for (j:=0;3<10; j++) {
for (k:=7;k<10;k++) {
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for (1l:=k;1<10;1++){

for (u:=1;u<l0;u++) {

if (ul=9){

n:=horner([Jj,k,1,ul,10);

p:=p+l;m:=0;n0:=n;

tantque (n!=6174) faire m:=m+l;n:=etape(n,4); ftantque;
print (n0,m);

}
}
}
}
return p;

}

On trouve que pour s = 3, on a tester p=210 nombres et pour tous ces nombres le
nombre d’itérations est inférieur ou égal a 6.

On trouve que pour s = 4, on a tester p=705 nombres et pour tous ces nombres le
nombre d’itérations est inférieur ou égal a 7.

On peut par exemple retrouver le nombre p=705 en comptant :

Les nombres qui ont 4 chiffres différents :

ilyenacomb (10,4)=210 (choix de 4 éléments parmi 10),

Les nombres qui ont 2 chiffres égaux et 2 chiffres différents :

il y en a comb (3, 1) xcomb (10, 3) =360 (choix de 3 éléments parmi 10 et
choix de 1 parmi 3 pour savoir le chiffre qui sera répété),

Les nombres qui ont 2 fois 2 chiffres égaux :

ilyenacomb (10,2) =45 (choix de 2 éléments parmi 10),

Les nombres qui ont 3 chiffres égaux :

il yena comb(2,1)3xcomb (10,2)=90 (choix de 2 éléments parmi 10 et
choix de 1 parmi 2 pour savoir le chiffre qui sera répété),

Doncentout: 210+360+45+90=705 On remarque que :

—sis=3,nD =a%x1024+bx10+caveca > b > ceta > cona
nA=c*10>+bx10+aetnD —nA = (a — c) * (102 — 1) ou encore
nD —nA=9%(a—c)x1lavec10 >a—c>0
On peut donc faire une démonstration plus rapide puisqu’il suffit de re-
garder 9 nombres au lieu de 210. Les nombres de la forme k * (10% — 1)
s’écrivent si k + k1 = 10, [k00] — [k] = [(k — 1)9k1], il suffit donc de
tester les 5 nombres :
099,198,297,396,495.

— sis=4,nD =a%103+b%102+cx10+daveca>b>c>deta > d
onanA =dx103+cx102+bx10+aetnD —nA = (a—d)* (103 —1)+
(b—¢)%10% — 10 ou encore nD —nA = 9% ((a —d) * 111 + (b — c) x 10)
avec10 >a—d>0et1l0>b—c>0.

On peut donc faire une démonstration plus rapide puisqu’il suffit de regar-
der 90 nombres au lieu de 705.
On écrit :

demorapide () :={
local j,k,n,p,m,n0;
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for (j:=1;3<10; j++) {

for (k:=0;k<10;k++) {

n:=9x (j*111+k*10)

m:=0;n0:=n;

tantque (n!=6174) faire m:=mtl;n:=etape(n,4);ftantque;
print (n0, m) ;

}

}

return "fin";

}

On cherche la liste des nombres a tester :
atester () :={

local j,k,n,ch,nA,chA,1;

1:=[1;

for (j:=1;3<10; j++) {

for (k:=0;k<10;k++) {

n:=9« (j*x111+k*10);

ch:=chiffres(n) [0];

chA:=SortA(ch);

nA:=horner (chA, 10);

if (member (nA,1)==0) {l:=append(l,nA);}
}

}

return sort (1l);

}

On obtient une liste de 30 éléments :
[189,288,378,468,558,999,1179,1269,1278,1359,1377,1449,
1467,1557,1899,2268,2358,2367,2448,2466,2556,2799,3357,
3447,3456,3555,3699,4446,4455,4599]

On teste les nombres de cette liste dans demorapide?2 :
demorapide2 () :={

local 1,s,n,n0,m, Jj;

l:=atester();

s:=size(l);

for (J3:=0;j<s; j++) {

n:=1[3];
n0:=n;
m:=0;

tantque (n!=6174) faire m:=mtl;n:=etape(n,4);ftantque;
print (n0, m) ;

}

return "fin";

}

On trouve par exemple que pour 9351=9%(9*111+4*10) il faut 6 itérations.

Mais comme f(9730)=9730-379=9351, pour 9730 il faut 7 itérations.
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1.7.3 Un peu de mathématiques

Comment sécrivent, en base 10, les nombres de la forme 9+ (ax111+bx10)
ol a et b sont des entiers entre 0 et 9 avec O<a. On a (si on écrit le nombre
100 % a + b * 10 + ¢ de chiffres a, b, ¢ sous la forme [abc]) :
9% (a*1114+b*x10)=(10-1)*(a*1114+bx10)=[aaal0- (aal0+a)+b00-b0]=[ab00-bal=
sib>0 [a(b-1)blal] avec a+al=10 et b+b1=9 (cela fait 25 nombres a trai-
ter).
sib=0 [ (a—1)99al] avec a+al=10 (cela fait 5 nombres a traiter).
Les couples aal et (b—-1) bl sontdonc:
55 46 37 28 19et44 35 26 17 08 Les nombres a traiter sont donc :
5544 5535 5526 5517 5508 4644 4635 4626 4617 4608 3744 3735
3726
3717 3708 2844 2835 2826 2817 2808 1944 1935 1926 1917 1908
et
999 1899 2799 3699 4599
On retrouve la liste obtenue précédemment: [189,288,378,468,558,999,1179,1269,1278,1359, 13
1467,1557,1899,2268,2358,2367,2448,2466,2556,2799, 3357,
3447,3456,3555,3699,4446,4455,4599]

1.7.4 Prolongements

On peut regarder ce qui se passe pour s = 2, s = 5 etc ... Par exemple pour
s = 2les itérés de 12 sont :
9,81,63,27,45,9....1iln’y adonc pas de point fixe.
On trouve par exemple que les itérés de 02345 sont :
51975,81972,85932,74943 et 74943 est un point fixe et
que les itérés de 12345 sont 41976. .. et 41976 est aussi un point fixe.
que les itérés 31777 sont 63954 . . . et on trouve un autre point fixe 63954 Il
y a donc plusieurs points fixes. Il faut trouver ces points fixes et aussi savoir si les
itérés aboutissent toujours a un point fixe ou si il existe des cycles.
Les points fixes trouvés s’écrivent [ab9(8 — b)(10 — a)], testons alors des nombres
de cette formes :
31977 : on trouve un autre point fixe 83952
32967 : on trouve un autre point fixe 73953
12969 : on trouve un autre point fixe 86922
A vous de jouer!!!!

1.8 Lasuitel1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,....

On considere la suite v définie par :
ug=1 (un 1), vy = us=2 (deux 2), ug = ug = us=3 (trois 3) etc...
Quel est la valeur de usg1q ?

1.8.1 La correction avec un programme Xcas

Attention!!! en Xcas les indices commencent a 0.
On peut écrire un programme qui renvoie la liste des p+ 1 premiers termes de cette
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suite et qui donne la valeur du dernier terme qui est d’indice p.
On tape :

valeurL (p) :={
local j,n,L;
J:=0;
n:=1;
L:=[11;
tantque j<p faire
n:=n+1;
j:=J+n;
L:=append (L, nSn) ;
ftantque;
L:=mid(L,0,p+1l);
retourne L, n;
}
On tape :
valeurL (2010) [1]
On obtient :
63

1.8.2 La correction mathématique avec Xcas

Ona:

— 1 a pour indice 0=1-1

— 2 apour indice 1 et 2=1+1

— 3 apour indice 3=1+2, 4 et 5=1+2+(3-1)

— 4 apour indice 6=1+2+3, 7, 8 et 9=1+2+3+(4-1)

— papourindice 1l +2+...+p—1=pp—1)/2,..p(p—1)/24+p—1=
p(p+1)/2—1ouencoresil+2+...+p—1=pp—-1)/2 <k<
plp—1)/24+p—1=pp+1)/2alorsu, =p

On cherche p = u9g1g ¢’est a dire on cherche p vérifiant :

p(p—1)/2 <2010 < p(p+ 1)/2 ou encore

p(p — 1) <4020 < p(p + 1) ou encore

p? —p—4020 < Oetp? +p—4020 > 0etp >0

Donc p est entre les racines de z2 — x — 4020 est est supérieur 2 la plus grande
racine de 22 + z — 4020 c’est a dire :

—1/24+/1+4%4020/2 < p<1/2++/1+4+4%4020/2 < p+ 1 c’est a dire

p est la partie entiere de 1/2 + /1 +4 % 4020/2 = 1/2 + /1/4 + 4020.

On peut donc utiliser la fonction round, on a round (a)=floor (a+0.5) et
donc k=round (sqgrt (2+xp+0.25)).

On peut remarquer que :

k(k—1)=(k—1/2)?-1/4

k(k+1)=(k+1/2)?-1/4

On cherche k tel que : k(k — 1) = (k—1/2)2 —1/4 < 2p < (k +1/2)% —
1/4 = k(k + 1) c’est a dire (k — 1/2)? < 2p + 1/4 < (k + 1/2)? donc
k=round (sqrt (2+xp+0.25)) On tape :
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valeur (p) :={

local k;
k:=round (sqgrt (2xp+0.25));
retourne k;

}

4

On tape :

valeur (2010)

On obtient :

63

On tape : valeur (63x31)

On obtient : 63

On tape : valeur (63x32-1)

On obtient : 63

Ontape : valeur (63%32)

On obtient : 64

car 63x62/2 = 63%x31 = 1953 < 2010 < 63%32—1 = 2015 = 63%62/2+63—1.
Les 63 termes d’indices 1953,1954,....2015 valent donc 63.

1.9 7 a un multiple qui ne s’écrit qu’avec des 1

1.9.1 Essais avec Xcas

On tape :
irem(1,7) réponse 1
irem(11,7) réponse 4
irem (111, 7) réponse 6
irem (1111, 7) réponse 5
irem(11111,7) réponse 2
irem (111111, 7) réponse O

1.9.2 Observations

1/ On n’a pas obtenu 3 comme reste car :
irem (31, 7)=3etdonc
irem(311...1,7)=3

2/ Pourquoi obtient-on 0 comme reste ?
10P -1

notons x, = 11...1 = le nombre s’écrivant avec p fois le chiffre 1. On

veut montrer qu’il existe p tel que x;, est divisible par 7. La suite des restes est
périodique car les restes sont en nombres finis et supposons que :

irem(xp,7) = irem(xq,7) avec p > ¢ on a alors :

irem(xp — xq,7) =0

On a z;, — x4 est divisible par 7 et

P 10?510‘1 — 10¢ 1017;1—1 = 10%2,_,

Donc 109z, est divisible par 7, comme 10 et 7 sont premiers entre eux on en

déduit que ), est divisible par 7.
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1.9.3 9003 et xo004 sont-ils des multiples de 7 ?

Onaxg = 111111 = 7% 15873 (iquo(111111,7)=15873 et irem(111111,7)=0)
donc z 12 est divisible par 7 ainsi que xgy.
Comme 2004 est divisible par 6, zogp4 est divisible par 7, par contre 2003=6k+5
donc le reste de la division de xogg3 par 7 est le méme que celui de la division de
x5 par 7 c’est a dire ce reste est égal a 2.

1.10 Tout nombre a un multiple qui ne s’écrit qu’avec des
letdesO

1.10.1 Tout nombre premier avec 10 a un multiple qui ne s’écrit qu’avec
des 1

Un nombre qui ne s’écrit qu’avec des 1, sera dit nombre en 1, si il s’écrit
avec p uns, on le notera x,. On va tout d’abord montrer que tout nombre n pre-
mier avec 10 a un multiple m qui ne s’écrit qu’avec des 1 (il existe k telque
m=ux, =1.1=Fkx*n).

Si n n’est pas premier avec 10, on écrit n = 2%%5°x ¢ (avec pged(g,10)=1), on mul-
tiplie ce nombre n par 2°7% si b > a ou par 527 si b < @ pour obtenir le nombre
q % 1012~ et on applique le résultat précédent 2 ¢ et obtenir ainsi un multiple de n
qui s’écrit avec des 1 suivi par |a — b| zéros. Exemple :

sin=37onad7x3 =111
sin=T74=2x37ona74%x3%5="74%15=1110
sin=185=5*x370nal8 *x3+x2=185%6 = 1110

1.10.2 Des remarques

Un nombre qui ne s’écrit qu’avec des 1 sera dit nombre en 1, si il s’écrit avec
p uns, on le notera x,, et on a donc :
xp = (107 — 1)/9 = iquo(10P — 1),9).
Si un nombre premier avec 10 est le diviseur d’un nombre en 1, il divise une
infinit€ de nombre en 1. En effet xgy.... xy, sont des multiple de x, car on a
Top = xp % (10P + 1) et g, = xp * (10FDP 4 4 10P 4 1).
Onaxo = 11,23 = 111 = 3% 37, 24 = 11 % 101, z5 = 11111 = 41 % 271....
Existe-t-il des nombres en 1 qui soit premiers ? Oui ! il y 219 et xo3.
On tape :
isprime (iquo (10719-1,9)) eton obtient true
on tape :
isprime (iquo (10723-1,9)) eton obtient true
Existe-t-il une infinité de nombres en 1 qui soit premiers ? On ne sait pas ! Etant
donné un nombre premier a, on va essayer, dans la suite, de trouver le plus petit p
pour que a soit un diviseur de x,,.
Sia=3,onap=3
Sia = 37,onap = 3et3 estun diviseur de 37-1
Sia ="T,onap =6 et6estundiviseur de 7-1
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1.10.3 La suite des restes de 111...1 par n

Pour avoir la suite des restes, on écrit, avec Xcas, le programme suivant :

resteun (n) :={

local r,qg,a,b;

a:=0;

b:=0;

while (irem(n,2)==0) {
n:=iquo(n, 2);

a:=a+t+l;

}

while (irem(n,5)==0) {
n:=iquo(n, 5);

b:=b+1;

}

r:=1;print (r);

q:=0;

while (r!=0) {

r:=10xr+1;

g:=10xgt+iquo (r,n);

r:=irem(r,n);

print (r);

}

if (a>b) g:=gx5"(a-b); else g:=qg*2" (b-a);
return (q) ;

}i

Ce programme suppose que le résultat est vrai car sinon le programme ne s’arréte
pas!!!!

Le fait de faire afficher les restes de la division de 1, 11, 111,... par n montre déja
que la suite des restes est périodique puisque ces restes sont en nombre fini car ils
sont positifs ou nuls et inférieurs a n. Mais pourquoi la suite des restes contient-elle
toujours 0 ?

Supposons que (10* — 1)/9 et (10' — 1)/9 aient le méme reste dans la division
par n (avec pgcd(n,10) = 1 et k > [). Cela veut dire que (10¥ — 10%)/9 =
10" % (10%=! — 1)/9 est divisible par n donc que (10¥~! — 1) /9 est divisible par n
(n divise 10" x (10! — 1) /9 n est premier avec 10’ donc n divise (10¥~f —1)/9,
ce qui prouve bien que la suite des restes contient O (Ile nombre formé par k — [ 1
est divisible par n).

1.10.4 Relation entre n et p le nombre de 1 de x,=111...1 ou z, est un
multiple de n

On cherche la fonction R de n qui détermine p, ou p est le plus petit entier tel

que z, = 11..1 = mﬁT*l soit un multiple de n. Ce qui veut dire que 101;—1 =

0 mod n
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Quelques essais

Tout d’abord quelques essais :
x9 = 11 est divisible par 11 (R(11) = 2)
w99 est divisible par 112 (R(11?) = 22 = 2 % 11)
x3 = 111 est divisible par 3 et par 37 (R(3) = 3 et R(37) = 3))
x9 = 111111111 est divisible par 9
w97 est divisible par 27 = 33 (R(3%) = 33 car 297 = 111111111(10'8 + 10 + 1)
et 1018 + 109 + 1 est divisible par 3)
x¢ est divisible par 7 (R(7) = 6)
149 est divisible par 49 = 72 (R(7?) =42 =6 % 7)
x¢ est divisibble par 13 (R(13) = 3 car zg = 3% 7 % 11 % 13 % 37)
x est divisible par 21 = 3% 7 (R(3 % 7) = 6)
On va montrer que :
0/ si p = R(n) (z, est un multiple de n avec p le plus petit possible) alors quelque
soit k, x4, est encore un multiple de n, et réciproquement si . est un multiple de
n, il existe ktelque c = kxp
1/ si n est un multiple de 3 alors z,, est divisible par n (p = n)
2/ si n est premier avec 30 alors p est un diviseur de n — 1
3/ si n est premier avec 10, si n = n1 % ny avec nq et no premiers (ny # no), et si
xp, estdivisible par nq et x,, est divisible par ny alors si p = ppcm(p1, p2), T est
divisible par n.
4/ si n = n¥ alors si z,, est divisible par ny et si p = py * n}~! alors , est
divisible par n.

n est une puissance de 3

On suppose que 7 = 3*, et on montre par récurrence sur k que R(3k) =3Fet
que R(3*) n’est pas un multiple de 3%+,
Pour £k = 1,onax; = 1etxy = 11 ne sont pas divisibles par 3 et x3 = 111 est
divisible par 3 et 3 n’est pas divisible par 9.
supposons la propriété vraie pour k-1, R(3*~1) = 3*=! Posons b = R(3k — 1) =
3F=1 et ¢ = R(3¥). Par hypothese de récurrence ; est divisible par b et z.. est
divisible par 3 % b donc par b. Ainsi, d’apres la réciproque de la propriété 0, c est
un multiple de R(b) =b:c=¢qx*b
En mettant x; en facteur dans x.,on a :
Te = (100 D0 1 4 10° +1)
1y, est divisible par 3*~! mais pas par 3%
. est divisible par 3% donc 1004~V 4 . 4+ 4+10° + 1 est divisible par 3, donc
comme 10™ =1 mod 3, on en déduit que ¢ = 0 mod 3, et comme c est le plus
petit possible g = 3etc =qg*x b =3 x .
Donc 2. = 23,(10%** 4 10° + 1) est divisible par 3* mais pas par 3*+1 car 1020 +
10° + 1 n’est pas divisible par 3 (10™ = 1 mod 9 donc 10%** + 10° 4+ 1 =
3 mod 9)
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n est premier supérieur a 6

On cherche donc p tel que 10? = 1 mod n. La suite des restes possibles est n
mais comme n et 9 sont premiers entre eux, il existe u et v avec 0 < v < n uniques
(identité de Bézout) tels que :
uxn—v*x9=1ouencore 10 *xv + 1 = u *n + v ce qui veut dire que le reste
égal a v n’est pas obtenu.

Parmi les n — 1 restes possibles de la division d’un x, par n, considérons la relation
déquivalence sur les n entiers 0,1,...,n-1 :

r1 =~ ro si il existe k tel que rq * 10F + 2, =19 + q *mn.

On a alors puisque 9 * xj, + 1 = 108, 7y — 1o + (9% 11 + 1) x 2, = g * n.

On a donc p éléments équivalents a 1, Cherchons la periodicité de la suite des restes
de r; * 10F + x4, par n, c’est a dire le nombre [ d’éléments de la classe ;. On a
ri—r14+(9xr1+1)xx; = (9%7r1 4+ 1) xz; = g*n, donc n divise (9*r; + 1) xxy,
n est premier avec (9 x r; + 1) donc n divise x; donc [ = p * [5.

Mais r1 * 10 + x, = 1 mod n donc! = p.

Donc siil y a c classes, il y une classe ayant un seul élément et les autres classes
ont p éléments donc n = 1 + p x (¢ — 1) c’est a dire p divise n — 1.

1.10.5 Les nombres premiers qui ne s’écrivent qu’avec des 1

Comment sont-ils répartis ?
Un premier test pour trouver le premier nombre premier apres 11 qui ne s’écrit
qu’avec des 1.
On tape :

testun () :={

local j;

J:=111;

tantque !isprime(]j) faire
J:=10%3j+1;

ftantque;

retourne 7Jj;

}i

On tape :

testun ()

On obtient le nombre qui s’écrit avec avec 19 fois le chiffre 1 :
1111111111111111111

Un deuxieme test pour trouver le deuxieme nombre premier apres 11 qui ne s’écrit
qu’avec des 1.

On tape :

testdeux () :={

local 7j;

Jj:=testun();

J:=10%3+1;

tantque !isprime(]j) faire
J:=10%x73+1;

ftantque;
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retourne j;

b

On tape :

testdeux ()

On obtient le nombre qui s’écrit avec avec 23 fois le chiffre 1 :
11111111111111111111111

Pour avoir les n premiers, on tape :

testn (n) :={
local j,k,L;

J:=111;
k:=1;
L:=11;

tantque k<n faire
si isprime(j) alors
L:=L,7J;

k:=k+1;

fsi;

J:=10%3+1;
ftantque;

retourne L;

|

On tape :

testn (4)

On obtient une liste de 4 nombres et le dernier s’écrit avec avec 317 fois le chiffre

1:
i11111111112111122131122131122213111221311111111111111111111111111111111111111
i1111111211121121121221221224221242212142212112141111111111111111111111111
1111111111212111122113112223112122131112311111111111111111111111111111111111111
1111111111121121212122121224221222212142212112141111111111111111111111111
l111111111111111111111111111111111

puis testn (5) depasse les capacités de Xcas

1.11 Le réseau des entiers

Exercice Soient 5 points distincts appartenant au réseau des entiers et les seg-
ments définis par ces 5 points.
Combien y-a-t-il de segments ?
Montrer que le milieu d’au moins un segment appartient aussi au réseau.

Ilyacomb(5,2)=10 segments.
Les points ont des abscisses paires ou impaires et des ordonnées paires ou im-
paires : cela fait 4 sortes de points. Comme on a 5 points, il y a toujours deux
points par exemple A et B qui sont de la méme sorte.
Si les deux points ont comme coordonnees :
— A =(2n,2p) et B = (2m,2q) le milieu M de AB a comme coordonnges :
n+m,p+gq



1.12. LE QUADRILLAGE 21

— A= (2n,2p+ 1) et B = (2m,2q + 1) le milieu M de AB a comme
coordonnees :
n+m,p+q+1

— A = (2n+1,2p) et B = (2m + 1,2q) le milieu M de AB a comme
coordonnees :
n+m+1,p+gq

— A=2n+1,2p+1)et B = (2m + 1,2¢ + 1) le milieu M de AB a
comme coordonnees :
n+m+1,p+qg+1

Donc dans tous les cas M appartient au réseau.

1.12 Le quadrillage

1.12.1 L’énoncé

On considere un rectangle de dimension p, g avec p et g entiers.
On munit ce rectangle d’un quadrillage & coordonnées entieres.

1. Ecrire une fonction qui trace un rectangle de dimension p, ¢, son qua-
drillage et une de ses diagonales.

2. On trace une diagonale de ce rectangle.
Combien de de carreaux cette diagonale traverse-t-elle ?
On traitera les exemples : p = 3,¢g = 5,p = 3,¢g = 6,p = 6,9 = 9,p =
6,g=10,,p =6,q = 11....
puis on traitera le cas général.

3. Ecrire une fonction nbcarreaux qui étant donné p, ¢ renvoie le nombre
de carreaux traversés par cette diagonale.
Tracer le nuage des points (x, y=nbcarreaux (240,x)) pour 0 >
z > 300. Tracer sur un autre graphique la ligne polygonale reliant ces
points.

1.12.2 La solution

1. quadrillage (p,q) :={
local k, j,L:=segment (0,pt+tix*q);
pour j de 0 jusque p faire
L:=L, segment (j, j+i*q);
fpour;
pour k de 0 jusque g faire
:=L, segment (ixk,p+ixk);
fpour
L;
beg
On tape :
quadrillage (3, 5)
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On obtient :

=
th

N
o
-
o
L
.

2. Onremarque que la diagonale entre dans le premier carreau, puis elle entre
dans un nouveau carreau lorsqu’elle coupe une ligne verticale ou une ligne
horizontale ou a la fois une ligne verticale et une ligne vhorizontale.
Puisqu’il y a p — 1 verticales et ¢ — 1 horizontales a traverser, si la dia-
gonale ne coupe jamais a la fois une verticale et une horizontale (c’est
a dire si elle ne contient pas de points a coordonnées enticres a part le
point de départ et le point d’arrivee) le nommbre de carreaux traversés est
l1+p—-14qgq—1=p+qg-—-1
Si la diagonale coupe r fois, une verticale et une horizontale en méme
temps, c’est a dire si elle contient r+2 points a coordonnées entieres (+2 en
comptant le point de départ et le point d’arrivee) le nommbre de carreaux
traversésestp+q—1 —r.

Que vaut r ?

La diagonale a comme équation y = g * x/p = gl xx/pl ou p = pl * d et
= qlxd avec d =pgcd(p, q) et elle aura des points a coordonnées entieres

chaque fois que x est entier et que pl divise ¢l * x. Puisque pl et g1 sont

premiers entre eux, pl divise g1 *x si x est un entier multiple de p1. Cela se

produit lorsque 0 > x > p,pourz =0, x = pl,z =2x*pl..xc =d*xpl =

p, soit d + 1 fois.

On adonc r + 2 = d + 1 et le nommbre de carreaux traversés est p +

q—pged(p, q).

3. On tape la fonction nbcarreaux :
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nbcarreaux (p, q) :={
local d;
d:=gcd(p,q);
return ptg-d;
}
On tape :
nuage_points ([x,nbcarreaux (240,x)]$(x=0..300))
On obtient :
. . . - . . . Mmﬂ:“;’”ﬁx . . 450
: : : : : i - 400
. . . N . M.__“.(,pew Wt . .
j A . [@s0
. . ﬂx_xhﬁ . - .
: R © fa0o
i Lo o _ . feso
[ B0 160 150 200 250
On tape :
plotlist ([x,nbcarreaux(240,x)]1$(x=0..300))
On obtient :
¥
I 450
40D
FA50
F300
. ) ) _ 250
] B0 160 150 200 250

1.13 Résolution dans N* de 22 = 3> + 22

On veut résoudre dans N* : 22 = 2 + 22.

Par exemple on veut avoir toutes les solutions de 22 = y? + 22 pour < 200 et

(z,y,2) € N°.

On peut écrire un programme qui fait un balayage, mais cela n’est pas efficace car

beaucoup trop long !
On tape :

triplet0 (n) :={
local j,k,s,L;
L:=NULL;
pour J de 2 jusque n faire
pour k de 1 jusque j-1 faire
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s:=sqrt (j"2-k*2);
si (type (s)==DOM_INT)alors
L:=L, [J,k,s],[J,s,k];
fsi;
fpour;
fpour;
return L;
}
i
Puis :
A:=triplet0(200) :;size (A7)
On obtient (Evaluation time : 2.46) :
Done, 254
1l faut donc améliorer le programme.
Cette amélioration donne lieu a I’exercice suivant :

Exercice : amélioration

— Montrer que si (x,y, z) est une solution tous les multiples de (z, y, z) sont
aussi des solutions.

En effet :

(kx)? = k222 = k%y? + k222 = (ky)? + (kz)? pour tout k € N*.

On va donc d’abord chercher les solutions pour lesquelles (z,y, z) sont
premiers entre eux.

— Montrer que si (x,y, z) sont premiers entre eux dans leur ensemble et vé-
rifient 22 = y? + 22 alors (z,y) (resp (, z) ou (y, 2)) sont premiers entre
eux.
En effet :
soit un diviseur premier d de = et de y (resp de x et de z ou de y et de 2)
alors d? divise 22 — y? = 22 (resp 22 — 22 = y? ou y? + 2% = x?) donc d
divise z (resp d divise y ou d divise x).

— Montrer que x est impair et que y ou z est divisible par 4.
En effet :
si 2 est pair 22 est un multiple de 4 donc 22 = 0 mod 4 et
si  est impair 22 est un multiple de 4 plus 1 donc 22 = 1 mod 4.
Supposons que y et z soient impairs :
onay? = 1 mod 4et 22 = 1 mod 4 donc 3% + 22 = 2 mod 4 donc y? + 22
ne peut pas étre un carré.
Donc y ou z est pair.

— Montrer que si z est pair alors z est un multiple de 4.

En effet si y est impair et z = 2 mod 4 alors y? + 22 = 3 mod 4 donc
y? + 22 ne peut pas étre un carré.
— On pose pour a et b quelconques dans N* (a > b) :
r =a’+ b2,
y=a’®—b?
z = 2ab
Montrer qu’alors on a 22 = % + 2.
En effet :
22 = a* + 2a%b? + b* = a* — 2a°b? + b* + 4a?b? = y? + 22

donc (z,, z) est une solution dans N* de 22 — y? = 22 .
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— Montrer que toutes les solutions de 22 = y? + 22 avec des nombres entiers
premiers entre eux dans leur ensemble sont de cette forme.
Soit z, i/, z une solution de x> = 32+ 22 o1 &, ¥, z sont des nombres entiers
premiers entre eux dans leur ensemble. On a montrer que y ou z était un
multiple de 4. Supposons que ce soit z.

Ozn%: rt+y,, r—y
(5) = (GO

puisque z,y, z sont des nombres entiers premiers entre eux dans leur en-

semble x et y sont impairs et premiers entre eux.

rT+y T—y

Donc et

sont des nombres entiers qui sont premiers entre eux

et comme leur produit est un carré, ils sont eux aussi des carrés.

Onposea2:L—;yetb2:ﬂetona:
r=a+0?
y:a2—62
z=2%axb
On tape :
triplet (n) :={
local a,b,a2,b2,m,q,p,k,L;
L:=NULL;
for (a:=2;a<sqgrt (n);a++) {
az2:=a"2;
for (b:=1;b<=sqrt(n-a2) and b<a ;b++) {
b2:=b"2;
m:=a2+b2;p:=a2-b2;gq:=2*xaxb;
if (gecd(m,p,q)==1) {

for (k:=1;k<=n/m;k++) {
L:=L, [k*m, k*xp, gxk], [kxm, k*q, p*k];

}

return L;

|

Puis :

A:=triplet (200) :;size (A7)

On obtient instantanément :

Done, 254

Dans A on a a des triplets comme [143,55,132] et [143,132,55] qui sont
en fait 11« [13,5,12], on peut donc refaire un pogramme qui renverra les tri-
plets [x, v, z] qui vérifient x? = y2 + 22 avec y > zetgcd(y,z)=1.0On tape
pour avoir les triplets x, y, z vérifiant 22 = 2 + 22 avec z = a®> + b2 < n:

triplets (n) :={

local a,b,a2,b2,m,q,p,k,L;
L:=NULL;

for (a:=2;a<sqgrt(n);at+) {
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az:=a"2;
for (b:=1;b<=sqgrt(n-a2) and b<a ;b++) {
b2:=b"2;
m:=a2+b2;p:=a2-b2;g:=2*ax*b;
if (ged(m,p,q)==1) {
L:=L, [m,max (p,q) ,min(p,q)];
}

}

return L;

bii
On suppose que n est le nombre de triplets désirés.

tripletss (n) :={
local a,b,a2,b2,m,q,p,k,L;

L:=NULL;
k:=0;
a:=2;
while (k<n) {
az:=a"2;
for (b:=1;b<a and k<n;b++) {
b2:=b"2;
m:=a2+b2;p:=a2-b2;g:=2+ax*b;
if (ged(m,p,q)==1) {
L:=L, [m,max (p,q) ,min(p,q) ];
k:=k+1;
}
}
a:=a+l;

}

return L;

b

1.13.1 Exercice

Trouver les solutions en nombres entiers de z2 = y> + 2 avec x = y + 1.

1.14 Les paires carrées

1.14.1 L’énoncé

Définition
On dit que les entiers p et ¢ est une paire carrée si il existe deux entiers a er b tels
queq+p=a’etq—p=>’
Par exemple (6,10) est une paire carrée car 10 — 6 = 22 et 10 + 6 = 42
Remarque si p et ¢ est une paire carrée alors 2¢ = a® + b et 2p = a? — b?
donc a — b est pair et (2¢)? = (2p)? + (2ab)? = a* + b* — 2a2b? + 4aV?.
Donc ¢* = p? + (ab)?
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1. Ecrire un programme qui en balayant tous les nombres de 0 4 7 donne les
paires carrées (p,q) avec 0 < p < g <mn,

2. Montrer que si (p, q) est une paire carrée alors on a :
2¢=a’+b%et2p=a’®—b?

3. Montrer que quelque soit n € N on soit n? = 1 mod 4, soit n? = 0 mod 4.
En déduire alors que p est pair si (p, ¢) est une paire carrée.
Modifier votre programme pour tenir compte de cette information.

4. Montrer que a® — b? est un multiple de 4. En déduire que a et b ont méme
parité et que a — b est pair.
Ecrire un programme qui a partir de b et de @ = b + 2n calcule les valeurs
de p et ¢ vérifiant ¢ = (a?+b%)/2etp = (a2 —1b%)/2et0 < p < ¢ < 1000.
5. Afficher les points de coordonnées (p, ¢) (0 < p < ¢ < 1000) ou (p, q) est
une paire carrée.

6. Trouver les équations des droites et des courbes en forme de filets reliants
certains de ces points.

1.14.2 La solution

1. paire_carrel(n) :={
local a,b,q,p,L;
L:=NULL;
pour p de 0 jusque n faire
pour g de p Jjusque n faire
a:=sqrt (g+p) ;
b:=sqrt (gq-p);

si (a==floor(a) et b==floor (b)) alors
L:=L, [p,q];

fsi

fpour

fpour

return L
b
ou on utilise t ype pour tester si a et b sont des carrés :

paire_carrel (n) :={
local a,b,q,p,L;
L:=NULL;

pour p de 0 jusque n faire

pour g de p Jjusque n faire

a:=sqgrt (gt+p) ;

b:=sqgrt (g-p);

si (type (a)==DOM_INT et type(b)==DOM_INT) alors
L:=L, [p,q]l;

fsi

fpour

fpour
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return L

beg

On tape :
Ll:=paire_carrel (100)

On obtient (Evaluation time : 2.26) :

0],00,11,100,4], [0 (0,161, 10,25], [0,36],[0,49],

(0 91,

[O 641, [0,81], [0, 100] [2,2]1,(4,5],1[6,10],1[8,8]1,18,171,
[10,26]1,([12,13]1,1[12, 37],[14 501,116,207, [16,65],
[18,18]1,1[18,82]1,[20,29]1,1[24,25],1[24,40],1[28,53],
[30,341,132,32]1,1[32,68]1,[36,45],1[36,85],[40,41],[42,58],
(48,521, [48,73],[50,50], 154,901, [56,65],[60,61],[64,80],
[70,741,1(172,721,172,97]1,180,891,1[84,851,[96,100], [98, 98]

On tape : dim (L1)
On obtient; 49

. Si (p, q) est une paire carrée, on a :

q+p=a’etq—p=>
donc p = (a® —b?)/2, donc a? — b est pair c’est a dire a® —b*> = 0 mod 4,
soit a? — b? = 2 mod 4.

. Soitn € N;

si n est pair alors n? = 0 mod 4, en effet, si n = 2k on an? = 4k2 et
si n est impair alors n? = 1 mod 4 en effet :
sin=2k+ lonan? =4k® + 4k + 1.

. Doncona:

soit a2 — b2 = 0 mod 4,

soit a®> — b? = 1 mod 4

soit a® — b> = 3 mod 4.

et puisque a® — b? = 0 est pair, on en déduit qu a® — b?> = 0 mod 4 on en
déduit que p est pair.

On tape :

paire_carre2 (n) :={

local a,b,q,p,L;

L:=NULL;

pour p de 0 Jjusque n pas 2 faire

pour g de p Jjusque n faire

a:=sqrt (g+p) ;

b:=sqrt (g-p);

si (a==floor(a) et b==floor (b)) alors
L:=L, [p,ql;

fsi

fpour

fpour

return L

b

On tape :

L2 :=paire_carre2 ()

On obtient comme précédement (Evaluation time : 1.36) :
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0],[0,11,1(00,4], 1[0
O 641,110,811, [0, lOO]

(0,161, 10,25], [0,36],[0,49],
21,[04,5],16,10],(8,8],[8,17],

[0 91,

[ (2,
[10,261,[12,13],(12,37],[14,50]1,[16,20],[1l6,65],

(18,181, [18,82],[20,29],[24,25],[24,40], [28,53],
[30,341,1[32,32],[32,68],[36,45],([36,85],[40,41], [42,58],
[48,521,1148,73]1,1[50,50]1, (54,901, [56,65],[60,61]1, 164,801,
(70,741,172,721,1(172,97]1, 180,891, [84,85],[96,100], [98, 98]

On tape : dim (L2)
On obtient; 49

5. Onasi (p, q) est une paire carrée : 2p = a? — b? donc a? — b? est un mul-
tiple de 2 donc
a? et b% ont méme parité donc
a et b ont méme parité et donc a — b est un multiple de 2 c’est a dire a — b
est pair.
On pose :
a=0b+2rdonca’®=b>+4rb+4r’etona:
p=(a®—1b%)/2=2rb+2r%et
q=(a®>+1b%)/2 =0b>+2rb+2r* = b + p.
On veut obtenir toutes les paires carrées (p, ¢) vérifiant 0 > p > g > n,
donc on doit avoir :
0>b>>nied>b> /net
0>2rb+2r2 >net0>b>+2rb+2r2 > n.
On tape :
supposons (b>=0 and b<=31);
simplify (solve (b"2+2xr+«b+2+r"2<1000,1r))
On obtient ; :
[ ((r>((-b-sgrt (-b"24+2000))/2)) && (((-b+sgrt (-b"2+2000))/2)>r))]
On tape :

paire_carre (n) :={
local b,q,p,L, r,nmax;
L:=NULL;
pour b de 0 jusque sqgrt(n) faire
nmax:=(sqrt (-b"2+2%n))/2-b/2;
pour r de 0 jusque nmax faire
P:=2xr*xb+2+r"2;
g:=b"2+p;

=L, [p,al;
fpour
fpour
return L
b
Puis, on tape :

L:=paire_ carre(lOO)"

Ontape : dim (L)
On obtient instantanément : 48
On tape :
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L3:=paire_carre (1000) :;

On tape : dim (L3)
On obtient : 421

6. On tape : nuage_points (L3)

On obtient :

fa 1000

oo

([enn

‘00

200

] 200

4bo

600 sbo

0
1000

7. Onaq = p+ b? donc les points sont sur les droites d’équations y = x + b?

pour b fixé.

Onap = 2nb+2n? donc b = (p/(2n) — n) donc ¢ = p?/(4n?) + n? donc
les points sont sur les courbes d’équations y = 22 /(4n?) 4+ n? pour n fixé.

On tape et on obtient :

_pointsL4); plotfunc {20441 x=0. 1000); plotfunc (2 8-+-4 =0, 1000} plotiu nolx 238+ 9,x0=0..10(

nuage
droai?e fy=x+1 affichage=1},droite iy=x+100,affichag e=1},droitel y=:x-+ 168,affichage=1)
[y . o A

B . N 1000 h:aaa
# - . g in
© w e Lo P 00 |
K ST T [BO0 4| cig
s e M| Wz
| ] A 200
__,-J
4]
[¢] 200 480 [=0s) &la 1000

1.15 Les triangles rectangles presque isoceles

Définition

1. Un triangle rectangle est presque isocele de type 1 si ses cotés sont les
entiers a, ¢ — 1, c ol c est la longueur de I’hypoténuse.

2. Un triangle rectangle est presque isocele de type 2 si ses cOtés sont les

entiers a,a + 1,c ou c est la longueur de I’hypoténuse.
Pour trouver les triangles rectangles presque isoceles il faut et il suffit de résoudre
en nombre entiers les équations

1. a® + (c—1)? = %, c’est a dire :
trouver les couples (a, ¢) € N vérifiant a® + ¢? — 2c + 1 = 2.
2. a2+ (a+1)% =2 c’estadire :

trouver les couples (a, c¢) € N vérifiant 2a® + 2a + 1 = 2.
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1.15.1 DL’énoncé 1l

On veut trouver les triangles rectangles presque isocele de type 1.
On cherche donc les couples (a,c) € N vérifiant a® + ¢ —2c + 1 = ¢
dire : a® = 2¢ — 1.

2 Cest A

1.15.2 La solution de I’énoncé 1

a est donc impair i.e. a = 2k + 1 avec k € N.
On a donc 4k? + 4k = 2(c — 1) etdonc ¢ = 2k% + 2k + 1 = k> + (k + 1)?
Les cotés du triangle rectangle presque isocele de type 1 sont donc :
2k +1,k* + (k+ 1) — 1,k* + (k + 1)?] (k € N) ou encore
2k +1,2k(k + 1), k* + (k + 1)?] (k € N).
On tape :
[2k+1,2k* (k+1) ,k"2+ (k+1)"2]1$(k=0..10)
On obtient :
(1,0,11,103,4,51,105,12,131,17,24,251,19,40,411,[11,60,061],
[13,84,85],[15,112,11371,1[17,144,145],1[19,180,181],[21,220,221]
On peut trouver une relation de récurrence entre 2 triplets successifs.
On cherche z, y, z tels que pour tout £ € N on ait :
ar = xap_1 + ybp_1 + zcr_1.
2k+1=a%(2k—1)+yx2k*x(k—1)+zx(k>+ (k—1)2=2k*(z+y) +
2k(x —y—2)+z—x
Doncy=—zr—y—z=x=1letz—x=1
Ontrouvedoncx =1,y = —2,2 = 2
On cherche z, y, z tels que :
by = xag_1 + ybp_1 + zc—_1.
Ontrouvex =2,y = —1,2 =2
On cherche z, y, z tels que :
e = xak_1 + ybp_1 + zcp_1.
Ontrouve r =2,y = -2,z =3
On a donc :
=[[1,-2,2],12,-1,2],12,-2,3]]
Le k—ieme triplet est égal & A* x [1,0, 1]
On tape :
(A"k*[1,0,1]1)$(k=1..6)
On obtient :
[3,4,5]1,15,12,13]1,17,24,251,19,40,41]1,[11,60,611,1[13,84,8517,
[15,112,113],[17,144,145],1[19,180,181],[21,220,221]
P,B:=jordan (A)
On obtient :
[{o,2,01,114,2,01,14,2,111,1011,1,01,(0,1,11,[0,0,17]
Ona A* = ppkp~!

On sait que B" = [[1,n 1], [ ], [0, 0, 1]] donc on tape :

Bn: —unapply([[l n, sum(k, ..n-1)1,[0,1,n],[0,0,111,n)
P+xBn (5)xinv(P)+[1,0,1]

On obtient :

[11,60,61]

On tape :
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subst ([2k+1, 2k« (k+1) ,k*"2+ (k+1)*2]1,k,5)
On obtient :
[11,60,61]

1.15.3 L’énoncé 2

On veut trouver les triangles rectangles presque isocele de type 2.
On cherche donc les couples (a, c¢) € N vérifiant 2a2 + 2a + 1 = 2.

1.

Ecrire un programme qui donne, en balayant tous les entiers a de 0 a n, les
triplets (a,a + 1,¢) € N3 vérifiant a? + (a + 1)% = 2.
Donner les solutions pour n = 1000.

. Ecrire un programme qui donne les n premiers triplés en modifiant le pro-

gramme tripletss (cf 1.13).

. Montrer que si le triplet (a,a + 1,¢) € N? vérifie a? + (a + 1)? = ¢? alors

c est impair et vérifie 22 — 1 = (2a + 1)2.
Ecrire un programme qui donne les triplets (a,a + 1,¢) € N? vérifiant
a? + (a+ 1) = ¢? et qui utilise cette proriété de c.

. On considere la suite récurrente :

ap =0, a1 =3, apt2 = 6ap+1 —ap +2 (n >0)
Montrer par récurrence que pour toutn € Nona:
a721+1 — 6anan4+1 + a% —2ap+41 — 2an, =3

. On considere la suite récurrente :

co=1, c1 =5, chyo =6¢cpi1 — ¢, (n>0)

Montrer par récurrence que pour toutn € Nona:

2 =2a% +2a, +1

En déduire que pour tout n € N, les triplets (ay, a,, + 1, ¢,) donnent des
solutions.

On montrera dans la question 9 que 1’on obtient ainsi toutes les solutions.

Ecrire un programme qui donne des triplets (a,a + 1,¢) € N vérifiant
a? + (a+1)% = ¢? et qui utilise pour c la relation de récurrence :

co=1, 1 =5, ¢ny2 =6¢cpt1 —cp (n>0).

On veut trouver c,, en fonction de n.

Déterminer les progressions géométriques v,, = vg * r"* qui vérifie la rela-
tion de vy 42 = 6Vp41 — Vp.

Puis en déduire la valeur de ¢,, en fonction de n.

. On veut trouver a,, en fonction de n.

Déterminer p pour que la suite u,, = a, + p vérifient la relation de récur-
rence Up42 = 6Upy1 — Up.-
Puis en déduire la valeur de a,, en fonction de n

Montrer que 'ona:cyg=1,a9 =0et
Cn+1 = 4an + 3¢, + 2

an+1 = 3an + 2¢, +1

et réciproquement si ¢, et a,, vérifient :
co=1, ag=0,et

Cn+1 = 4an + 3¢, + 2

n41 = 3ap +2¢, +1
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alors
co=1,¢c1 =05, cny2 =6¢cpt1 —cp (n>0)et
ap =0, a1 =3, ant2 =6ay41 —ap, +2 (n>0)

10. Montrer que I’on obtient toutes les solutions cherchees

11. Ecrire la relation Cn+2 = 6Cp41 — ¢y sous la forme :

<Cn+2 ) :M< Cn+1 )
Cn+1 Cn

et déterminer la matrice M
12. Calculer par récurrence M", pour n € N.

13. On considere les suites w définies par wy € N, wy, 11 =floor((3+2v/2)wy,)
(floor désigne la partie entiere)
Montrer qu’alors pour tout n € N* on a:
Wp41 = 6wy, — wp—1
En déduire que si on choisit wg = 1 la suite w,, est la suite ¢, qui donne la
longueur des hypoténuse des triangles rectangles presque isoceles.
En déduire que si wg = 1 alors 2 * w% — 1 est le carré de 2a,, + 1.
Ecrire un programme qui donne les triplets (a,a + 1,¢) € N3 vérifiant
a? + (a+ 1)% = ¢? et qui utilise cette définition de c.

14. Ecrire les relations de récurrence :
Cp =4ay_1+3ch_1+2eta, =3an_1+2¢,-1+1
avec une matrice 3x3.

15. On considere les suites v définies par :
vo € N, vpy1 = 3+floor((3 + 2v/2)v,) (floor désigne la partie en-
tiere)
Montrer qu’alors pour toutn € N* on a:
Upt1 = 6vp — vp—1 + 2
En déduire que si on choisit vg = 0 la suite v,, est la suite a,, qui donne la
longueur du plus petit coté des triangles rectangles presque isoceles.
En déduire que si vgp = 0 et wp = 1 alors 2 x w2 — 1 = (20, + 1)2.
Ecrire un programme qui donne les triplets (a,a + 1,¢) € N3 vérifiant
a? + (a + 1)% = ¢? et qui utilise cette définition de a et c.

1.15.4 La solution de I’énoncé 2

1. On tape :

rectpisol (n) :={

local a,c,d,L;

L:=NULL;

pour a de 0 jusque n faire
d:=2a"2+2a+1;

c:=round (sqgrt (d));

si ¢*2==d alors L:=L, [a,a+l,c]; fsi;
fpour;

retourne 1L;

}es
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On tape :

rectpisol (10000)

On obtient (Evaluation time : 12.73) :
(0,1,11,13,4,5],120,21,29]1,1(119,120,169],[696,697,985],
[4059,4060,5741]

. Onchangeletestif (gcd(m,p,q)==1) en:
if (gcd(m,p,qg)==1 and abs (p—qg)==1) eton tape

triplets2 (n) :={
local a,b,a2,b2,m,q,p, %k, L;
L:=NULL;
k:=0;
a:=2;
while (k<n) {
az:=a"2;
for (b:=1;b<a and k<n;b++) {
b2:=b"2;
m:=a2+b2;p:=a2-b2;gq:=2*xaxb;
if (gcd(m,p,q)==1 and abs (p-q)==1) {
L:=L, [m,max(p,q) ,min(p,q)1;
k:=k+1;

}
a:=a+l;
}
return L;
beg
On tape :
triplets2 (5)
On obtient :
[5,4,31,1029,21,20],[169,120,119],1[985,697,696],[5741,4060,4059]

. Puisque ¢ = a% + (a + 1)? = 2a% + 2a + 1 on en déduit que ¢? est un
entier impair donc c¢ est un entier impair.

Onaaussi:2c? — 1 =4a% +4a+1 = (2a + 1)*

On tape :

rectpiso2 (n) :={

local a,c,d,L;

L:=NULL;

pour ¢ de 1 jusque n pas 2 faire
d:=2c"2-1;

a:=round(sqrt (d));

si a”2==d alors a:=(a-1)/2; L:=L, [a,a+]l,c];fsi;
fpour;

retourne L;

bei

On tape :

rectpiso2 (10000)
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On obtient (Evaluation time : 5.9) :
(0,1,11,13,4,51,120,21,291,[119,120,169],[696,697,985],
[4059,4060,5741]

4, Pourn=0ona:
a%Jrl — 6anan+1 —l—a%—2an+1 —2a, =3>—2%3=3
Supposons que pourn € Non a :
aiﬂ — 6anan4+1 + a% —2anp+1 — 20, =3
Calculons :
a9 — 6ani1ant2 + a2 — 2an42 — 2ap41
sachant que :
apt2 = 6an4+1 —an +2
Dans Xcas, a2 désigne ay,42,al désigne a,1 et a0 désigne ay,.
On tape :
az:=6al-al0+2
normal (a2”"2-6al*a2+al”2-2a2-2al)

On obtient :

a0”2-6*xalxal-2+al+al”2-2+*al

Donc :

a%+2 —6ap4+1an42 + aiﬂ —2ap42 — 20p41 = aflﬂ —6anan4+1 + a% —
2ap41 — 2ay, =

Donc, d’apres I’hypothese de récurrence on a :
ai+2 —6ant1ant2 + a%H —2ap42 — 2ap41 =3
Donc, pour toutn € N,ona:

2 2
a1 — 6anani1 + ay, — 2ap41 — 20, = 3

5. Pourn=0ona:
¢t = 2a3 + 2ap + 1 = 1 (puisque ag = 0)
Pourn =1ona:
c% :2a%+2a1+1 =18+ 6 + 7 = 25 (puisque a; = 3)
Supposons que pour n € N on ait :
c2 =2at2a, +1
Crp1 = 20741 + 2ap41 + 1
Dans Xcas, c2 désigne c,42,c1 désigne ¢y, et cO désigne c,.
On tape :
c2:=6cl-c0
normal (c2"2)
On obtient :
c0"2-12xcO0xcl+36*xcl"2
On a d’apres I’hypothese de récurrence : c0"2=2a0"2+2a0+1 et
cl”"2=2al1"2+2a0+1:
Donc si on pose C=c2”2,0na:
C:=normal (2a0"2+2a0+1+36* (2al"2+2al+1)-12c0*cl)
On obtient :
2%xa0"2+2%xa0+72xal”2+72+ al-12xc0*xcl+37
On tape :
A:=normal (2a2"2+2a2+1)
On obtient :
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-a0”2+6*al0+al+2+xal0-al”2+2*al+3

On veut montrer que C=A.

On tape :

normal ( (C-A)/12)

On obtient :

2xalxal+al+al-cO0*cl+2

Il faut donc montrer que :

c0xcl =2xa0x*al 4+ a0 + al ou encore que :

c0? x c12 = (2% a0 * al + a0 + al + 2)? ou encore que :

(2a0% +2a0 + 1) * (2a12 +2al +1) — (2% a0 *al + a0 +al +2)2 =0
On tape :

normal ( (2a072+2a0+1) *x (2al”2+2al+l)—-(2xal0*xal+al0+al+2)"2)
On obtient :

a0”2-6xalxal-2+xal0+al”2-2%al-3

qui vaut bien 0 d’apres la question 2.

Donc pour tout n € Nona ¢ = 2a2 + 2a, + 1 = a2 + (a, + 1)2.

Donc le triplet (a,, a, + 1, ¢;,) est une solution pour tout n.

On peut montrer que I’on obtient ainsi toutes les solutions (cf question9).

. On tape :
rectpiso3 (n) :={
local a,c,d,L,c0,cl;
c0:=1;
cl:=5;

L:=[0,1,171;

tantque cl<n faire
d:=2%cl”2-1;
a:=(sqrt(d)-1)/2;
L:=L, [a,a+l,cl];
c:=cl;

cl:=6xcl-cO0;

cO0:=c;

ftantque;

retourne L;

b

On tape :
rectpiso3(10000)

On obtient (instantanément) :
(0,1,11,13,4,51,1020,21,29]1,1119,120,169],[696,697,985],
[4059,4060,5741]

. Siv, = vy xr" vérifie v42 = 6v,41 — vy C’est que r est solution de

2% —6x4+1=0.

On tape :

rl,r2:=solve (x"2-6x+1, x)

On obtient :

[-2xsgrt (2)+3,2*sqgrt (2) +3]

Donc il y a 2 progressions gépmétriques de raison rl = —2/2 + 3 et
r2 = 2v/2 + 3 qui verifient aussi cette relation de récurence.
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Une combinaison lineaire de suites verifiant v, 42 = 6v,4+1 — vy, verifient
aussi cette relation de récurence.

Donc la suite :

Wy, = x * 71" + y % r2" vérifie wy+2 = 6wp1 — wy, quelque soit x et y.
Puisque la suite ¢, est entierement déterminée par co = 1, ¢c; = 5 et par
la relation de récurence c, 42 = 6¢n41 — ¢y, POUr avoir ¢, = wy, il suffira
d’avoir ¢y = wqg et ¢c; = wy c’est a dire :
r+y=1letxxrl+yxr2=0>.

On tape :

linsolve ([x+y=1,x*xrl+y*r2=5], [x,y])

On obtient :

[ (-(sqgrt(2))+2) /4, (sqrt (2)+2) /4]

Donc :

2-+2
4

242

% (—2%V2+3)" * (2% V24 3)"

Cp =

8. On cherche p pour que la suite u,, = p + a,, vérifient la relation de u, 2 =
6Un+1 — Uyn. On sait que a, vérifie a2 = 6an4+1 — a, + 2 donc p doit
vérifier :

P+ anto =6p+ 6a,+1 —p —an doncp+ 2 = 6p — p.

On tape :

solve (p+t2=6p-p, pP)

On obtient :

[1/2]

Donc comme précédemment on va déterminer la suite a,, + 1/2.
Pour cela on cherche x et y tel que :
r+y=ap+1/2=12etxxrl+y*xr2=a1=3+1/2=7/2

On tape :
normal (linsolve ([x+y=1/2,x*xrl+y*r2=7/2]1, [x,y]))
On obtient :
[ (= (sgrt(2))+1)/4, (sqrt(2)+1) /4]
On a donc :
Up = X2 % (=25 /2 4+ 3)" 24 (2%/243)"
Donc :

%ﬁ:—;+]'4¢2*GQ*V§+3W L+¢% (2% V24 3)"
On tape :
c(n):=((-sqrt(2)+2)/4)* (-2*sqrt (2)+3) "n+
((sqrt(2)+2)/4)*(2+xsqrt (2)+3)"n
a(n):=((-sqrt(2)+1)/4) x (-2xsqgrt (2) +3) "n+
((sgrt(2)+1)/4) * (2«sgrt (2)+3)*n-1/2
normal (a(5),a(5)+1,c(5))
On obtient :
4059,4060,5741
On tape :

normal (a(6),a(6)+1,c(6))
On obtient :
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23660,23661,33461

On tape :

normal (a(10),a(10)+1,c(10))
On obtient :
27304196,27304197,38613965

On suppose que pour toutn € Non a:
co=1,¢c1=5,a90=0, a1 =3et

Cnt2 = 6cpp1 —cp et

ap+2 = 6ap4+1 —an + 2

Montrons par récurrence qu’alors pour toutn € Nona:
co=1,a9=0et

Cn+1 = 4an + 3¢, + 2

Gn4+1 = 3an + 2¢, + 1 La relation est vrai pourn = 0etn = 1 car:
c1=4x04+3x+2=>5et

a1 =3%x0+2%x1+4+1=3

Si la relation est vrai pour nona: ¢, = 4an—1 + 3cp—1 + 2
an = 3ap—1+ 2cp—1 +1

alors

3¢y, — cn—1 = 12a,,—1 + 8¢p—1 + 6 = 4a,, + 2

et

3an — ap_1 = 8ap_1 +6¢,_1+3=2¢,—1

donc

Cn+1 = 3Cn + 3¢ — Cn—1 = 3cpn + 4a, + 2

et

an+1 = 3an +3ay, —ap—1+2 =3a, +2¢c, +1
Réciproquement si pour toutn € Nona:

co=1,a9=0et

Cn+1 = 4an + 3¢, + 2

On+1 = 3an + 2¢, +1

Alors :

co=1,ap=0etc; =4%x04+3%x14+2=5, a1 =3x0+2x1+1=3et
3cng1 —4any1 = cp + 2

2¢p41 — 3apt1 = —a, +1

soit

dapy1 = 3cpp1 —Cp — 2

2¢p11 = 3ap+1 —ap +1

et puisque : cp42 = 4dapy1 + 3cpy1 + 2

apt2 = 3ap4+1 + 2¢p 41 + 1

on en déduit que pour toutn € N :

Cnt2 = 6cpy1 —

apt2 = 6api1 — ap + 2

Supposons que 1’on ait (a + 1)? + a® = 2a® +2a + 1 = 2.
Alors c est impair et a et ¢ sont premiers entre eux.
Onaaussi:2c? = (2a + 1) + 1

Si a est pair

Ona:

(a+1)2=c%—a’=(c+a)(c—a)

donc si d divise a + 1, d divise soit ¢ + a, soit ¢ — a mais d ne divise pas
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c+ aetc— acar a et c sont premiers entre eux donc :

il existe petgtelque c +a = p?> etc —a = p? et pg = a + 1 On a donc
p > q avec p et ¢ sont impairs et,

2a =p? — g% et2c = p? + ¢°.

La relation 4¢? = 8a? + 8a + 4 donne comme relation entre p et q :

(P* + %) =200" — ¢*)* +4(P* — ¢*) + 4

donc

pr4 gt —6p? +4p? — 4> +4=0

Posons

X =p?

Y = ¢% X et Y sont des carrés d’entiers qui vérifient :

Y2 -2Y(2+3X)+ (X +2)?

Le discriminant de ce trindme en Y est donc le carré d’un entier, c’est a
dire 2X + 2 est le carré d’un entier puisque :

(24+3X)? — (X +2)?2 =8X24+8X = (2p)%(2X +2).

En posant p = 2 % p; + 1 on en déduit que X = 4p? + 4p; + 1 et que
2X +2 = 8p? 4+ 8py +4 = 4(2p? + 2p1 + 1) et donc qu’il existe k € N
tel que :

2p? +2p1 + 1 = k?

eton a alors :

Y = ¢? = (2 + 3p?) — 4kp (avec le signe "-" car ¢ < p)

donc si 2a® 4 2a + 1 = ¢? avec a est pair, il existe p avec p = 2% p; + 1
et k vérifiant 2p? + 2p; + 1 = k% (ou 2k? = p? + 1) tel que :

20 =p°> —¢* =X —Y = 4kp — 2 — 2p? = 4kp — 4k% = 4k(p — k)

2c = p*+q* = X+Y = 4p> +2—4kp = 8k> —4kp—2 = 2(4k>—2kp—1)
Réciproquent si on a 2p? + 2p; + 1 = k? pour p; € N* et k € N alors si
onposep=2%p; +1lona2k®= (2p1 +1)2+1=p%+1et:
a=2kp—1—p*=2k(p—k)

c=4k> —2kp —1

a est pair a > p; > 0, ¢ > k et on vérifie que 2a% + 2a + 1 = ¢, pour
cela, on tape :

a:=2k*p-k*2

c:=4k"2-1-2k*p

factor (2a”2+2a+1-c”2)

On obtient :

2xp"2x (2xk"2-p"2-1)

Donc puisque 2k = p? + 1 ona 2a? +2a + 1 = ¢?

Si a est impair alors a + 1 est pair

On fait le méme genre de raisonnement :
a?=c—(a+1)2=(c+a+1)(c—a—1)

donc si d divise a, d divise soit ¢ + a + 1, soit ¢ — a — 1 mais d ne divise
pasc+a+ letc—a — 1 cara et c sont premiers entre eux donc :
ilexiste petgtelquec+a+1=p?’etc—a—1=p?etpg = a.

On ap > g et pet g sont impairs et,

2a = p? — ¢ —2et2c = p? + ¢~

Posons

X =p?

Y = ¢? X et Y sont des carrés d’entiers qui vérifient :
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X2 -2X(2+3Y)+ (Y +2)?

(méme équation en échangeant Y et X)

2Y + 2 est un carré en posant ¢ = 2g; + 1 cela veut dire qu’il existe r € N
tel que : 2¢% + 2¢1 + 1 = r? ou encore 2r% = ¢% + 1

etalors X = 3Y + 2 + 4qr = 3¢* + 2 + 4qr (avec le signe "+" car
X =p? > ¢?) donc:

20 =p? — > —2=2¢%> +4qr = 2(¢*> +1) — 2 +4qr = 2(2r> +2qr — 1)
2c=p*+ @ =4¢> +4qr +2 =4(® + 1) — 2+ 4qr = 2(4r* +2qr — 1)
Réciproquent si on a 2¢7 + 2¢; + 1 = 72 pour q; € Netr € N alors si on
poseq=2%q +1lona2r?= (2 +1)2+1=¢*>+1et:
a=2r>+2qr —1

c=4r2 +2qr—1

a est impair et on tape :

a:=2r"2+2g*r-1

c:=4r"2+2gxr-1

factor (2a”2+2a+1-c*2)

On obtient :

2xg"h2x (2xr"2—-g”2-1)

Donc puisque 272 = ¢ + 1 ona2a? +2a + 1 = 2.

Conclusion Si a1, ¢; est une solution de 2a% + 2a + 1 = ¢ alors cette
solution engendre 2 nouvelles solutions qui sont :

as = 261(2(11 —c1 + 1) etco = (2(1,1 + 1)2 + 201(01 —2a; — 1)

az = (20,1 + 1)2 + 2(204 + 1)61 etcy = 2(2&1 + 1)2 + 2(2&1 + 1)01 +1
puis la solution as, c2 engendre 2 nouvelles solutions qui sont :

a4 = 202(2&2 +1-— CQ) etcy = (2@2 + 1)2 + 202(02 — 2a9 — 1)

as = (2a2 + 1) + 2(2az + 1)cg et c5 = 2(2as + 1)% + 2(2az + 1) + 1
On remarquera que la solution [0, 1] engendre [0, 1] et [3, 5], que la solution
s1 = [3,5] engendre so = [20,29] et s3 = [119, 169] etc...par ce processus
la solution s, engendre les solutions sa, €t So,41, puis la solution sy,
engendre les solutions so,, 12 et Sop,43 €tc...

Pour faire le lien avec les suites précédentes, il reste a montrer que la suite
[an, ¢, ainsi engendrée vérifie :

cp =4a,_ 1+ 3ch_1+2eta, =3ap_1+2¢,-1+1

On utilise Xcas pour faire les calculs.

Sis, =[a,c] ets,+1 =al,cl) sont des solutions successives, on dé-
signe s9,, par [sal (a,c),scl(a,c)],Samt1par [sa2(a,c),sc2(a,c)]
et sop42 par [sal (al,cl),scl(al,cl)].

On désigne par rc (a, c) etpar ra (a, c) les relations de récurrence qui
donne c,,+1 et an41 en fonction de a,, et ¢,

On suppose que les relations de récurrence sont vérifiées par s, et 5,41 i.e.
que al=ra(a,c) etcl=rc(a,c).

On tape les définitions :

sal (a,c) :=normal (4*«cra+2+xc—2*c"2)

scl (a,c) :=normal (4xc”"2-4xc*xa—-2+c-1)

sa2 (a,c) :=normal (4+cra+2+xc—1+2xc"2)

sc2(a,c) :=normal (4xc”"2+4xc*xa+2+«c—-1)

rc(a,c) :=4xa+3+c+2;

ra(a,c) :=3xa+2*c+1
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On tape :

normal (rc(sal(a,c),scl(a,c))—-sc2(a,c))

On obtient : 0

On tape :

normal (ra(sal(a,c),scl(a,c))—-sa2(a,c))

On obtient : 0

On tape :
factor(ra(sa2(a,c),sc2(a,c))—-sal(ra(a,c),rc(a,c)))
On obtient : —8x (2xa"~2+2xa—-c"2+1)

On tape :

factor (rc(sa2(a,c),sc2(a,c))-scl(ra(a,c),rc(a,c)))
On obtient : =8 (2xa"~2+2xa—-c”2+1)

ce qui donne bien 0 puisque 2a% 4+ 2a + 1 = ¢
solution de cette équation par hypothese.

2 car Sp, =[a, c] estune

On a ainsi montrer que Si :

sp, =la,c] et spy1 =al,cl) sont des solutions successives qui véri-
fient les relations de récurrence alors Soy, Son+1, Son42 Vérifient aussi les
relations de récurrence.

s1 = [3, 5] engendre so = [20, 29] et s3. On peut vérifier par le programme
de la question 1 que [3, 5] et [20, 29] sont 2 solutions successives qui vérifie
la relation de récurrence (29=4%3+3*5+2 et 20=3*3+2*5+1) donc on en
déduit par récurrence que : si so engendre syet s, alors sg, s3, s4 sont des
solutions successives qui vérifient la relation de récurrence.... On peut aussi
faire le programme suivant qui renvoie la liste des solutions en utilisant les
fonctions sal, scl, sa2, sc2 définies précédemment :

sal (a, c) :=normal (4*«c*+a+2xc—-2*c"2);
scl(a,c) :=normal (4xc”"2-4*xc*xa—-2*c-1);
sa2 (a,c) :=normal (4*«c*a+2xc—-1+2*xc"2);
sc2(a,c) :=normal (4xc”"2+4*xc*xa+2+«c-1);
tripisoc (n) :={

local a,al,a2,c,cl,c2,L,k;

L:=[0,11,1[3,51;

pour k de 1 jusque n faire

a,c:=L[k];

L:=L, [sal(a,c),scl(a,c)],[sa2(a,c),sc2(a,c)];
fpour;

return L;

|

Ona:

Cn+y2 = 6cpy1 — cp €t
Cn+1 = Cn+1

donc
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12. Si
M" — < DPn 4n )
Sp tn
Ona:
po=1,q =0, =0, =1,p1 =6,¢1 = —1,51 =1, =0
M" L = M « M™ c’est a dire
Pn+1 = 6Dp — Sn, g1 = 6Gn — tn, Spp1 = Dy b1 = g
donc py+1 = 6py — pp—1avecpg = letp; =6
Gn+1 = 6Gn — gn—1avec o = Oet gy = —1
Les suites p, et g, vérifient la méme relation de récurrence que c,, donc :
Pn, €t g, sont des combinaisons linéaires des 2 progressions géométriques
de raison r1 = —2v/2 + 3etr2 = 2\/5 + 3.
Calcul de p,, = z(r1)" + y(r2)"
Pour trouver p,, en fonction de n il faut donc résoudre :
[t+y=1=po,x*xrl+y*r2=06=p]
On tape :
rl,r2:=so0lve (x"2-6x+1, x)
On obtient :
[-2%sqrt (2) +3,2xsgrt (2) +3]
On tape :
linsolve ([x+y=1, xxrl+y*r2=6], [x,y])
On obtient :
[ (-3*sqgrt (2)+4) /8, (3*sgrt (2)+4) /8]
Calcul de ¢, = z(r1)"™ + y(r2)"
Pour trouver ¢,, en fonction de n il faut donc résoudre :
[x4+y=0=qox*xrl+yxr2=1=q]
On tape :
linsolve ([x+y=0, xxrl+y*r2=1], [x,vy])
On obtient :
[ (—(sgrt(2)))/8, (sqrt(2)) /8]
Donc pourn € N :
pn=(—3V2+4)(—2v2+3)" + (3v2 + 4)(2v2 + 3)"
Gn = —V2(=2v2+3)" + V2(2v2 + 3)"
13. On peut aussi écrire la relation de récurrence :

cp =4ap-1+ 3cp—1+ 2
ap =30, 1+ 2¢c,1+1
en utilisant A une matrice 3x3 :

3 4 2
A= 2 31
0 01
etainsi,ona:
Cn+41 Cn
An+1 =A %)
1 1

On a donc :
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Cn 1
a, | =A"1 0
1 1

On vérifie en tapant :
normal (rsolve ([a(n+l)=3%a (n)+2+«c(n)+d(n),
c(n+l)=4+xa(n)+3xc(n)+2+«d(n),
d(n+l)=d(n)], [a(n),c(n),d(n)], [a(0)=0,c(0)=1,d(0)=1]))
On obtient :
[[(=(sgrt (2))+1) /4 (-2xsgrt (2)+3) "n+
(sgqrt (2)+1) /4x (2xsgrt (2)+3) *n+(-1) /2,
(= (sqrt (2))+2) /4% (-2+sgrt (2) +3) "n+
(sgrt (2)+2) /4% (2xsqrt (2) +3) "n,
17]
14. On considere la suite :
wo € N*, wy, 11 =floor(3 + 2 x v/2) * wy,) (floor désigne la partie entiere)
On veut montrer que pour tout n € N* on a w41 + wWp—1 = 6wy,

Ona:

wn+1§(3+2*ﬂ)*wn<wn+1+1

Donc :

(B4+2%v2) xw, — 1 < wyy1 < (34+2%2) xw,
Ona:

Wn < (B4+2%V2) xwp_1 < wy +1
Pulsqu673+2*\/§—3—2*\/§ona.

wn * (3—2%v2) <wp_q) < (wy +1) % (3—2%/2)
Donc :

(B4+2%V2) xwy — 1+ wy*(3—2%v2) <wpy1 +wy1 < (3+2x
V2) xwy 4 (W + 1) % (3 —2%2)

Donc :

6wy, — 1 < Wyi1 +wp_1 < 6w, + (3 —2%2) < 6w, + 1.

Comme w41 + wy,—1 est un entier, on en déduit qwe :

Wp1 + Wp—1 = 6w,

Pour montrer que w,, est la suite ¢, il suffit de montrer que w; = 5 lorsque
wo = 1.

On a bien wy = floor(3 + 2 x v/2) = 5, donc w,, et ¢, coincident.

On tape :

rectpisob (n) :={

local a,c,d,L;

L:=NULL;

c:=1;

tantque c<n faire
d:=2xc”2-1;
a:=(sqrt(d)-1)/2;

L:=L, [a,atl,c];

c:=floor ((3+2+sqgrt (2)) *c);
ftantque;
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retourne 1L;

|

On tape :

rectpiso4 (10000)

On obtient (instantanément) :
(0,1,11,13,4,5],120,21,291,1(119,120,169],[696,697,985],
[4059,4060,5741]

On considere la suite :

vo € N*, v, 1 =floor(3+2%+/2) xw, ) + 3 (floor désigne la partie entiere)
On veut montrer que pour tout n € N* on a v, 1 + vp—1 = 6w, + 2.
Ona:

Vi1 < (34+2%v2) % v, +3 <vpyr +1

Donc :

(3+2*\/§)*vn+2<vn+1 < (3—1—2*\@)*@”—1—3

Ona:

v < (34+2%V2) *v, 1 +3<v, +1

1
- =3-2%+v2o0na:
3+2%2

(v —3) % (3—2%v2) <vp_1) < (v —2) % (3—2%+/2)

Donc :

(B+2*%v2) xv, +2+ (v —3) % (3 —2%v2) < Upy1 +vp1 <
(34+2%v2) v, +34 (vy —2) % (3—2%2)

Donc :

6vn+1 < 60, +2—946%v2 < vpy1 +vp_1 < 6w, +(3—6+4%/2) <
6v,, + 3.

Comme vy,4+1 + vy—1 est un entier, on en déduit qwe :

Up41 + Up—1 = 6v, + 2.

Pour montrer que v, est la suite a,, il suffit de montrer que v; = 3 lorsque
Vo = 0.

On abien v; = floor((342%+/2) %0) + 3 = 3, donc v, et a,, coincident.
On tape :

Puisque

rectpisob (n) :={
local a,c,d,L;

L:=NULL;
c:=1;
a:=0;

tantque c<n faire

L:=L, [a,atl,c];

c:=floor ((3+2+sqgrt (2)) xc);
a:=floor ((3+2+xsgrt (2)) xa)+3;
ftantque;

retourne L;

|

On tape :
rectpiso5(10000)
On obtient (instantanément) :
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(0,1,11,13,4,5],120,21,29],[119,120,169], [696,697, 9857,
[4059,4060,5741]

1.16 La suite a,, est-elle une suite d’entiers ?

1.16.1 La définition de a,,

On définit la suite a,, par :
ag=1et

l+a2+a?+a2+.. +a_
a, = o~ 1 2 "L pourn >0

n
La suite a,, est-elle une suite d’entiers ?

1.16.2 Calcul des premiers termes de a,,

Ona:
ap=1,a1=1+ad)/1=2,a3=(1+a3+a3)/2=3, as = (1+12+22 +
32)/3 = 5 On remarque que pour . > Oona:
nxap=1+a+a}+..+a2_, Onadoncpourn >0:
n—1)a,— +wﬂ_ _ -1 _
an = ( )1 nol _ So 1(n +dn-1) On tape pour calculer les n
n

n
premiers termes de a,, :

lasuite (n) :={
local j,u,r,s,L;

L:=1,2;
u:=2; j:=1;
L:=L,1;

tantque j<n faire
u:=Jjxutuxu;

Ji=3+1;

u:=u/7j;

L:=L,u;
ftantque;

return [L];

|

On tape :

L:=lasuite (10)

On obtient les 11 premiers termes de la suite :
(1,2,3,5,10,28,154,3520,1551880,267593772160,7160642690122633501504]
On tape :

L[10]

On obtient :

7160642690122633501504

Les 11 premiers termes sont entiers et on remarque qu a1 est de I’ordre de 7e + 21

et donc la suite croit tres vite !
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1.16.3 Calcul des termes de a,, modulo un nombre premier

Apres des essais infructueux pour montrer que la suite a,, est une suite d’en-
tiers, on se d2écide2 a cherche; un contre-exemple ! Puisque ag = 1 et
0 = 1+af+ a2n+ e tan pour > 0
Ona:na, = 1+a}+a3+..+a2_| = (n—1Dap_1+a2_; = ap_1(n—1+a,_1).
Donc si pour un nombre p premier on a a,—1(p— 1+ a,_1) est divisible par p c’est
adire si ap—1(p — 1 4 ap—1)%p == 0%p cela voudra dire que a,, est un entier et
siap—1(p — 14 ap—1)%p! = 0%p cela voudra dire que a,, n’est pas un entier.
Pour cela on fait un programme qui calule pour un nombre premier p les a; mod p
pour k = 0,1, ..p et on regarde si a,—1(p — 1 + a,—1) est divisible par p.
Remarque
On prend p premier pour que lors des calculs des a =, (n < p), n soit inversible
dans Z/pZ (a,%p = ((n — )an—1 + a2_;)/n%p).
On tape :

leterme (p) :={
//pour p premier, leterme (p) renvoie
//(p-1)xa(p-1)+a(p-1)*a(p-1) % p (=pxa(p) % P)
local j,u;
u:=2 % p; Jj:=1;
tantque j<p-1 faire
u:=((Jxutu*u)/ (j+1);
Jji=3+1;
ftantque;
return (((p—-1)~*ut+u*u) % p);
b

On tape la liste des nombres premiers inférieurs a 90 :
p:=[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61,
67,71,73,79,83,89]

On tape :

L:=NULL;pour p in P do L:=L, leterme (p) fpour;

On obtient :

(1,70 % 2,0 % 3,0%50%7,0% 11,0 % 13,0 % 17,0 % 19
% 23,0 $ 29,0 % 31,0 % 37,0 % 41,-19 % 43,0 % 47,0 % 53
% 59,12 % 61,18 % 67,0 % 71,0 % 73,0 % 79,19 % 83,0 % 8

On trouve des termes non nuls :

-19 % 43, 12 % 61, 18 % 67, 19 % 83

Cela signifie que a43 n’est pas un entier !

Mais cela ne signifie pas que a47 est un entier car Les termes de la suite pour
n > 43 risquent d’étre des fractions ayant pour dénominateur des puissances de
43.

ag1 (resp agr, ags) seront des fractions ayant un dénominateur divisible par 61 (resp
67,83).

On tape une fonction booléenne qui teste si a,, est un entier lorsque n — 1 est un
nombre premier inférieur ou égal a 43 :

estentiera (n) :={

~

O ~

— O O
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local P;
pP:=(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,971;
si member (n, P) alors
si leterme(n)!=0 % (n) alors return faux;
sinon
si n<43 alors
return vraij;
fsi
fsij;
fsij;
return "?";

|

On tape :
estentiera (23)
On obtient :

vrai

On tape :
estentiera (43)
On obtient :

faux

On tape :
estentiera (47)
On obtient :

momn
estentiera (33)
On obtient :

nomn

1.16.4 Prolongements

On peut définir le méme type de suite en utilisant des cubes a la place des carrés
ou encore d’autres puissances a la place des carrés.
Les premieres valeurs de ces suites sont aussi des entiers et :
pour le cube agg est non entier.
pour la puissance 4, ag7 est non entier.
pour la puissance 5, ags1 est non entier.
pour la puissance 6, a9 est non entier.
pour la puissance 7, ag3g est non entier.
Pour la puissance k, puisque ag = 1 et

],+—af +—a§—+...+—aﬁ_1

Qp = pour n > 0

n
Ona:na,=1+adf +a5+..+d*_ = —1a,_1+ak_,.
On tape :

lasuitek (n, k) :={
local j,u,r,s,L;
u:=2; J:=1;L:=1,u;
tantque j<n faire
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u:=jxutu~k;
Ji=3+1;
u:=u/j;
L:=L,u;
ftantque;

return [L];

b

letermek (p, k) :={
//pour p premier, letermek (p,k) renvoie
//(p—1) xa(p-1)+a(p-1) "k % p (=p*a(p) % p)
local j,u;
u:=2 % p; Jj:=1;
tantque Jj<p-1 faire
u:=jxututk;

Ji=3+1;
u:=u/j;
ftantque;

return (p-1)*xutu’k;
bes

estentierak (n, k) :={

local P,p0,pl,p2,L;
p0:=2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,
pl:=101,103,107,109,113,127,131,137,139,149,151;
p2:=157,163,167,173,179,181,191,193,197,199,211,223,227,229,233,239,2
P:=[p0,pl,p2];

L:=[1,1,43,89,97,251,19;239];

si member (n, P) alors

\

si letermek (n,k)!=0 % (n) alors return faux;
sinon
si n<L[k] alors
return vraij;
fsi
fsij;
fsi;
return "?";

|

Onapris L:=[1,1,43,89,97,251,19,239] pour que n soit un nombre
premier inférieur ou égal a 43 (resp 89,97,251,19,239) lorsque k=2 (resp 3,4,5,6,7)
carona:

letermek (89, 3) renvoie 41% 89

letermek (97, 4) renvoie —22% 97

letermek (251, 5) renvoie —83% 251

letermek (19, 6) renvoie —9% 19

letermek (239, 7) renvoie —117% 239
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1.16.5 Remarque
On tape :

letermekmod (n, k,p) :={
//pour p premier, letermekmod(n,k,p) renvoie
//(n-1)+*a(n-1)+a(n-1)"k % p (=n*a(n) % p)
local j,u;
u:=2 % p; Jj:=1;
tantque j<n-1 faire
u:i=(jxuturk)/ (3+1);
si u!=(0 % p) alors print (j+1,u); fsi;
Ji=3+1;
ftantque;
return (((n-1)=xu+u”k)/n) % p;

|

On tape :
letermekmod (34,2,2), letermekmod(34,2,17)
On obtient en vert :

23% 11

3,5% 11

4-1% 11

5-5% 11

0% 3,0 % 11

Cela signifie de a33 est un entier. On tape :
letermekmod (33,2, 3), letermekmod (33,2, 11)
On obtient en vert :

2,3 % 11

3,5% 11

4-1% 11

5-5% 11

0% 2,0% 17

Cela signifie de a34 est un entier.
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Chapitre 2

Des Quiz

2.1 Nombres de croisements

Pour relier les villes A et B il y a une seule ligne de bus dont les horaires sont
faciles a retenir.

Les bus partent chaque jour de A vers B et de B vers A, toutes les heures de 7h a
19hi.e. & 7h, 8h,.....19h.

Les bus suivent la méme route et le trajet dure 5Sh.

On cherche le nombre de croisements qu’un bus partant de A, croise sur la route
de bus provenant de B ? (on ne compte pas comme croisement, un bus qui arrive
lorsque 1I’autre part).

1/ Combien de fois le bus de 7h, partant de A, croise sur la route de bus provenant
de B?

2/ Combien de fois le bus de 12h, partant de A, croise sur la route de bus provenant
de B?

3/ Combien de fois le bus de 17h, partant de A, croise sur la route de bus provenant
de B?

4/ Faire un programme nbcroisement (t) qui renvoie le nombre de croise-
ments d’un bus partant de A a ¢ heures avec les bus provenant de B.

Solution 1/Le bus de 7h, partant de A, croise en premier le bus de 7h venant
de B : ils se croisent donc milieu du trajet soit au bout de 2h30 soit a 9h30. Le bus
de 7h arrive en B a 12h au moment ou le bus de 12h part de B donc :
le bus de 7h partit de A a croisé les bus de 7h, 8h, 9h, 10, 11h en provenance de B
il y a donc eu 1+11-7=5 croisements sur la route.
2/Le bus de 12h part de A lorsque le bus de 7h en provenance de B arrive en A. Le
bus de 12h partant de A arrive en B a 17h au moment ou le bus de 17h part de B
donc :
le bus de 12h partit de A a croisé le bus de 8h, 9h, 10h, 11h, 12h, 13h, 14h, 15, 16h.
Il'y a donc eu 1+167-8=9 croisements sur la route.
3/Le bus de 17h part de A lorsque le bus de 12h en provenance de B arrive en A.
Le bus de 17h partant de A arrive en B a 22h : le dernier bus part de B a 19 h
donc :
le bus de 17h partit de A a croisé les bus de 13h, 14h, 15, 16h, 17h, 18h, 19h en
provenance de B. Il y a donc eu 19-12=7 croisements sur la route.
4/Si le bus part de A a th, il part lorsque le bus de ¢ — 5h en provenance de B
arrive. Le bus partit de A a th arrive en B a t + 5h lorsque le bus de ¢ + 5h. Puisque
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7<t<19,o0ona(t—4) <19et7 < (t+ 4), le bus qui part de A a th croise
les bus (si ils existenti.e. si 7 < (t —4) et (t +4) < 19) de t — 4h,...t + 4hen
provenance de B. Donc :

—si7T < (t—4)et(t+4) < 19ie.si 11 < tett < 24 le bus qui part
de A a th croise les bus de ¢t — 4h...t + 4h en provenance de B doncily a
14+t +4 — (t — 4) = 9 croisements.

— si (t —4) < 7 le bus qui part de A a th croise les bus de 7h,...t + 4h en
provenance de B doncilyal+¢+4 — 7 = ¢ — 2 croisements.

— 119 < (t + 4) le bus qui part de A a th croise les bus de ¢t — 4h,...19h en
provenance de B doncilyal+ 19 — (t — 4) = 24 — ¢ croisements.

Le programme par exemple avec des si :

nbcroisement (t) :={

si t<7 ou t>19 alors retourne "erreur" fsi;

si t>=11 et t<=15 alors retourne 9 fsi;

si t<11l alors retourne t-2; sinon retourne 24-t; fsij;

|

On tape :

nbcroisement (t) $(t=7..19)

On obtient :

5,6,7,8,9,9,9,9,9,8,7,6,5

Ou plus simplement :

nbcroisements (t) :=14+min ((t+4),19) -max ((t-4),7) Ontape:
nbcroisements (t)$ (t=7..19)

On obtient :

5,6,7,8,9,9,9,9,9,8,7,6,5

2.2 Ordre de grandeur : pliage d’une feuille de papier

Une feuille de papier de format A3 (dimension 420 mm x 297 mm) a une
épaisseur de 0.Imm.
On plie cette feuille 7 fois sur elle-méme (vous pouvez essayer !).
Qu’elles sont les dimensions du parallélépipede obtenu ?
On plie cette feuille 20 fois sur elle-méme.
Si cela etait possible qu’elles seraient les dimensions du parallélépipede obtenu ?
Solution
Soit une feuille d’épaisseur de 0.lmmm et de dimension de a x b avec a=420mm
et b=297mm.
Au lier pliage on obtient le format A4 dépaisseur de 2 x 0.1 = 0.2mm et de di-
mensions a/2 X b.
Au 2iéme pliage on obtient une épaisseur de 22 x 0.1 = 0.4mm et une dimension
dea/2 x b/2.
Au 3ieme (3 = 2 * 2 — 1) pliage on obtient une épaisseur de 23 x 0.1 = 0.8mm et
une dimension de a /2% x b/2.
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Au 4ieme (4 = 2  2) pliage on obtient uneépaisseur 2* x 0.1 = 128mm=12.8cm
et une dimension de a /22 x b/22.

Au Sieéme (5 = 2 * 3 — 1) pliage on obtient une épaisseur de 2° x 0.1 = 32mm =
3.2cm et une dimension de a/2% x b/22.

Au 6ieme (6 = 2 * 3) pliage on obtient uneépaisseur 26 x 0.1 = 64mm=6.4cm et
une dimension de a,/23 x b/23.

Au 7ieme (7 = 2+4—1) pliage on obtient uneépaisseur de 27 x0.1 = 128mm=12.8cm
et une dimension de a/2* x b/23 = 2.625¢m x 3.7125¢m.

Au 8ieme (8 = 2 * 4) pliage on obtient uneépaisseur 28 x 0.1 = 256mm=25.6cm
dépaisseur et une dimension de a /2% x b/2* = 2.625c¢m x 1.85625¢m.

Au 20ieéme (20 = 2x10) pliage on obtiendrait uneépaisseur 220 x 0.1 = 104857.6mm=104.857m
dépaisseur et une dimension de a/2'9xb/2'0 = 0.41015625mm x0.2900390625mm.



54

CHAPITRE 2. DES QUIZ



Chapitre 3

Les injections, les surjections et
les bijections

Notation fQg est la composé des applications f et g et
f@Q@n désigne fof..of (n fois) (ce sont les notations de tt Xcas)

3.1 Existence d’une bijection entre ]0,4[ et [1,3]

On définit la fonction g(x) = 1 4 /2 et pour = €]0, 4[, la fonction f(x) par :
siz €]2 — (1/2)",2 — (1/2)"THuj2 + (1/2)™,2 + (1/2)" ! pour n € N alors
f(z) = g(x) siilexisten € Ntel que v = 2 — (1/2)" ou z = 2 + (1/2)™ alors
f(x) = 2 On tape :

(2-(1/2)"n) $(n=0..5)

On obtient :
1,3/2,7/4,15/8,31/16,63/32
On tape :
(2+(1/2)"*n)$(n=0..5)

On obtient :

3,5/2,9/4,17/8,33/16,65/32
On tace une partie du graphe de f (pour z €]0,7/4]U]9/4,4[) on tape dans un
niveau de géométrie :

affichage (plotfunc(x/2+1,x=0..4),4+epaisseur_ligne_2);
segment (0,4, affichage=l+epaisseur_ligne_2);

segment (1,31, affichage=2+epaisseur_ligne_2);

point (1+i,affichage=4+epaisseur_point_2);

point (1+3xi/2,affichage=point_carret+epaisseur_point_2);
point (3/2+7+1i/4,affichage=point_carre+epaisseur_point_2);
point (3/2% (1+1i),affichage=4+epaisseur_point_2);

point (7/4x (1+1i) ,affichage=4+epaisseur_point_2);

point (7/4+15x1i/8,affichage=point_carre+epaisseur_point_2);
point (3% (1+1i) ,affichage=4+epaisseur_point_2);

point (3+5xi/2,affichage=point_carre+epaisseur_point_2);

(
(
(
(
(
(
(
(

point (5/2 (1+1i) ,affichage=4+epaisseur_point_2);
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point (5/2+9+1/4,affichage=point_carre+epaisseur_point_2);
point (9/4* (1+1),affichage=4+epaisseur_point_2);

point (9/4+17+1/8,affichage=point_carre+epaisseur_point_2);
On obtient en bleu le graphe de f sur |0, 7/4]U]9/4,4] :
1y

0

! 4
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45
La fonctions f est discontinue en = 2 £ (1/2)". Les points bleus s’accumulent
sur le point d’affixe 2 + 2 x . Les points noirs n’appartiennent pas au graphe de f
alors qu’ils appartiennent au graphe de g.

On remarquera que f est continue au point z = 2

3.2 Existence d’une bijection entre R et [-1,1]

On définit la fonction g(x) = atanh(x) et pour x € R, la fonction f(z) par :
siz €]—00, —1[U]atanh@@n(—1), atanh@@(n+1)(—1)[UJatanh@@n (1), atanh@Q(n+
1)(1)[U]1, +oo[ pour n € N alors f(x) = g(z) si il existe n € N tel que
x = atanh@@n(—1) ou z = atanh@@n (1) alors f(x) = x
On remarquera que f est continue au point x = (

3.3 Cas général

3.3.1 Unlemme

Soit g une injection de F dans F' C E. Alors il existe une bijection f de F
dans F'.
Onnote Ko = E\ Fet K,+1 = g(K,) C Fpourn € N.
Soit K = UK, pour n € N. On a donc g(K) C K.
Soit f la fonction de F dans F’ définit par :
siz € K alors f(x) = g(z)
siz ¢ K alors f(x) =x
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Alors f est une bijection de F dans F'.

En effet : f est injective car si f(x1) = f(x2) on a 3 cas possibles : 1 € K et
x9 € K alors f(x1) = g(x1) = f(x2) = g(x2) et g injective entraine z1 = w2,
x1 ¢ Ketxg ¢ K alors f(z1) = x1 = f(x2) = 22 f(x1) = 21 = f(x2) = 22
donc 1 = x9,

1 € Ketazy ¢ K alors f(z1) = g(x1) = f(x2) = x2 mais comme g(K) C K
on en déduit que x2 = g(x1) est dans K ce qui est contraire a I’hypothese.

f est surjective car soit y € F' C E on cherche z € E tel que f(z) = y.Ona?2
cas :

y ¢ g(K) alors y ¢ K donc f(y) =y,

y € g(K) alors il existe z € K,, pourunn > 1tel que y = g(x) = f(x) Donc f
est une bijection de E dans F.

3.3.2 Le théoreme de Bernstein

Soitent 2 fonctions injectives g; de F'1 dans E2 et g3 de E2 dans F1.
Alors il existe une bijection i de E'1 dans E2.
Soient F' = g2(E2) C Eletg = g2Qg]1.
g est une injection de E'1 dans F' C E1 donc d’apres le lemme il existe une bi-
jection f entre E'1 et F'. Or g9 est une bijection de E2 dans F' (go est injective et
surjective car F' = g2(E2)).
Soit k = g, ! I’application de F dans E2. k est bijective.
Donc h = kQf est une bijection de £'1 dans £2 comme composé de 2 applications
bijectives.
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Chapitre 4

La suite de Fibonacci et le
nombre d’or

4.1

Des exercices pour commencer

. De combien de fagons peut-on vider un tonneau de n litres avec un pot de

1 litre et un pot de 2 litres ? (2 facons sont identiques si la suite des pré-
levements sont identiques par exemple pour n = 3 on a (1,1,1), (1,2) et
(2,1) soit 3 facons). Soit u(n) le nombre de fagons de vider un tonneau de
n litres avec un pot de 1 litre et un pot de 2 litres.

Ona:

u(0) = 11ily a1 fagon de vider un tonneau vide !

u(1l) = 1ily a1 facon de vider un tonneau de 1 litre : (1).

u(2) = 21l y a2 fagons de vider un tonneau de 2 litres : (1,1),(2).

u(3) = 3 il y a 3 fagons de vider un tonneau de 3 litres : (1,1,1),(2,1),(1,2).
Soit un tonneau de n litres. Quand on a prélevé 1 litre, il reste a vider un
tonneau de n — 1 litres (cela se termine donc de u(n — 1) fagons) et quand
on a prélevé 2 litres, il reste a vider un tonneau de n — 2 litres (cela se
termine donc de u(n — 2) fagons)

Donc :

u(n) =u(n —1)+u(n —2)avecu(0) =u(l) =1

On doit donc étudier cette suite récurrente qui s’appelle la suite de Fibo-
nacci

. On dispose d’un alphabet composé des 2 caracteres a et b.

Avec cet alphabet combien de chaines de caracteéres ne comportant pas 2 b
a la suite peut-on former ? Soit v(n) ce nombre. On a :

v(0) = 1lily a1 fagon d’avoir une chaine vide !

(I)=2ona”a” et”b”.

v(2) =3 ona”aa”,”ab’ et"ba’.

v(3) =5ona”aaa”,”aab’,”aba”, ”baa” et”bab”.

Soit une chaine comportant n > 2 caracteres soit elle commence par le
caractere a et alors il reste a écrire une chalne de n — 1 caracteres ne com-
portant pas 2 b a la suite et soit elle commence par le caractere b ce qui
impose qu’elle commence par "ab” et alors il reste a écrire une chaine de
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n — 2 caractéres ne comportant pas 2 b a la suite. Donc :

v(n) =v(n—1)4+v(n—2)avecv(0) =1letwv(l) =2

On retrouve la suite de Fibonacci décalé d’un indice : v(n) = u(n + 1).
Remarque

On peut remplacer les caracteres ”a” et ”b” par des briques rouges et vertes
de Lego et les chalnes de n caracteres par une tour de hauteur n briques
construite de facon que 1’on ne mette pas 2 briques vertes a la suite.

On peut alors demander aux éleves de faire toutes les tours de n briques
pour n = 2,3,4 et de regarder comment on forme toutes les tours de 4
briques a partir des des tours de 3 briques et de 2 briques.

On tape par exemple les programmes pour faire une brique de Lego, un tour
de hauteur 3 et une tour de hauteur n :

brique (a,c) :={
[affichage (carre(a,a+l),ctrempli),carre(a,a+l)]
b
tour3(a,c0,cl,c2) :={
local Lj;

L:=NULL;
L:=L,brique(a,c0);
L:=L,brique(a+i,cl);
L:=L,brique(a+2xi,c2);
print (L) ;

return L;

bi

tourn(a,C) :={

local L, 3j,n;

L:=NULL;

n:=size (C);

pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire
L:=L,brique(a+ixj,C[]]);
fpour;

return L;

bi

On tape :

tour3(-6,1,1,1);
brique(-6,1);
tour3(-4,1,1,2);

)
tourn(4-5%1i, [1,1,1,21);
6-5«1,[1,2,1,2])

14

tour3(-2,1,2,1);
tour3(0,2,1,1);
tour3(2,2,1,2);
tourn(-6-5+i, [1,1,1,11);
tourn(-4-5«1i, [1,1,2,11);
tourn (-2-5+1i, [1,2,1,11);
tourn(-5+i, [2,1,1,1]

(

(

(

)
tourn (2-5«1i, [2,1,2,1]
]
]

tourn
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tourn(8-5%1,[2,1,1,2]);
tourn (4, [1,11);

tourn (6, [1,2]);
tourn(8,[2,1]);

On obtient :

Une tour de hauteur 4 se termine :

- soit par une brique rouge,

- soit par une brique verte.

Si on enléve la brique du haut :

- si elle est rouge on obtient une tour de hauteur 3 se terminant soit par une
brique rouge, soit par une brique verte.

- si elle est verte, on obtient une tour de hauteur 3 se terminant par une
brique rouge et donc en enlevant encore cette brique rouge, on obtient une
tour de hauteur 2 se terminant soit par une brique rouge, soit par une brique
verte.

On voit sur le dessin qu'une tour de hauteur 4 est composée :

- soit d’une tour de hauteur 3 plus une brique rouge,

- soit d’une tour de hauteur 2 plus une brique rouge et plus une brique verte.
De facon générale si nbtour (n) désigne le nombre de tours de hauteur
n,ona:

nbtour (n) =nbtour (n—-1) +nbtour (n-2) avec:

nbtour (1) =2 et nbtour (2) =3

Donc nbtour (3)=2+3=5et nbtour (4) =3+5=8.

Prolongement

Faire un programme nbtour (n) qui renvoie le nombre de tours de hau-
teur n.

Faire un programme couleurtour (n) qui renvoie une matrice qui a
comme ligne les couleurs des tours de hauteur n.

Faire un programme tours (a, n) qui dessinne les tours de hauteur n a
partir du point d’affixe a.

On tape :
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brique(a,c) :={

[affichage (carre(a,a+l),ctrempli),carre(a,a+l)]
b

tourn(a,C) :={

local L, 3,n;

L:=NULL;

n:=size (C);

pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire
L:=L,brique(a+i*j,C[]]);

fpour;

return L;

b

nbtour (n) :={

local a,b,c,k;

si n<0 alors retourne NULL; fsi;
si n==0 alors retourne 1;fsij;

si n==1 alors retourne 2; fsi;

a:=1;

b:=2;

pour k de 2 Jjusque n faire
c:=a+tb;
a:=b;
b:=c;

fpour;

retourne c;

|

couleurtour (n) :={

local A,L,C,3,k,s0,s1,N;

L::[[l]/ [2]]1 [[1/1]/ [2/1]/ [112]];
j:=3 3

N:=nbtour (n) ;
tantque j<=n faire
sO:=size(L[0])-1;
sl:=size(L[1])-1;
A:=L[0];
L[{0]:=L[1];
pour k de 0 jusque sl faire
L[1l,k]:=append(L[1l,k],1);
fpour;
pour k de 0 jusque sO0 faire
Alk] :=concat (Alk], [1,2]1);
fpour;
j:=3+1;
L[1l]:=concat (L[1],A);
ftantque;
return L[1];
b



4.2. LA SUITE DE FIBONACCI 63

tours(a,n) :={
local L,%k,R,N;
R:=NULL;

L:=couleurtour (n);
N:=nbtour (n)-1;

pour k de 0 jusque N faire
R:=R, tourn(a,L[k]);
a:=a+2;

fpour;

return R;

b

On vérifie, on tape :

nbtour (4) ,nrows (couleurtour(4)),size (tours(0,4))
On obtient :

8,8,32

32=4*8 est le nombre de briques a dessiner

On ouvre un écran de géométrie et on tape :

tours (-3+51i, 3);
tours (-6,4);
tours (-12-61i,5);

On obtient :

On voit bien comment on a constitué les tours de hauteur 5 :
On rajoute une brique rouge aux tours de hauteur 4 et on rajoute une brique
rouge et une brique verte aux tours de hauteur 3.

4.2 La suite de Fibonacci

4.2.1 La définition

La suite de Fibonacci est la suite u définie par :
ug = 0
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uyp = 1
Up = Up—1 + Up—2 pourn > 1

4.2.2 Le programme avec Xcas

Il ne faut surtout pas écrire un programme récursif car sinon on calcule les
mémes termes plusieurs fois : Pour avoir u,, :

Fibonacci (n) :={

local a,b,c,k;

si n==0 ou n==1 alors
retourne n;

fsij;

a:=0;

b:=1;

pour k de 2 jusque n faire
c:=a+tb;
a:=b;
b:=c;

fpour;

retourne c;

|

On tape :

Fibonacci (10)

On obtient :

55

Pour avoir les n premiers termes (le premier terme est ug) :

Fibonasuite (n) :={
local a,b,c,L,k;
L:=NULL;
si n<0 alors retourne L;fsi;
L:=L,0;
si n==0 alors retourne L; fsi;
L:=L,1;
si n==1 alors retourne L; fsi;
a:=0;
b:=1;
pour k de 2 jusque n faire
c:=a+tb;
L:=L,c;
a:=b;
b:=c;
fpour;
retourne L;

b

On tape :
Fibonasuite (12)
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On obtient la suite des 11 premiers termes de la suite de Fibonnacci :
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144

4.2.3 Le programme récursif avec Xcas

Fibonarec (n) :={
si (n==0 or n==1) alors retourne n fsi;
retourne Fibonarec (n-2)+Fibonarec (n-1);

|
ou encore une écriture récursive avec un when :

Fibonawhen (n) :={
when (n==0 or n==1,n,Fibonawhen (n-2)+Fibonawhen (n-1));
b

Que faut-il calculer pour calculer Fibonarec (5) ?
11 faut calculer Fibonarec (3) et Fibonarec (4).
Pour calculer Fibonarec (3),il faut calculer Fibonarec (1) etFibonarec (2).
Pour calculer Fibonarec (2),il fautcalculer Fibonarec (0) etFibonarec (1).
Pour calculer Fibonarec (4), il faut calculer Fibonarec (2) etFibonarec (3)
donc calculer Fibonarec (2) 2 fois et Fibonarec (3) 1 fois
Donc pour calculer Fibonarec (5) :
Fibonarec (2) doit étre calculer 3 fois, Fibonarec (3) doit étre calculer 2
fois et Fibonarec (4) doit étre calculer 1 fois.
Que faut-il calculer pour calculer Fibonarec (6) ?
11 faut calculer Fibonarec (4) et Fibonarec (5).
Donc pour calculer Fibonarec (6) :
Fibonarec (5) doit étre calculé 1 fois
Fibonarec (4) doit étre calculé 1 fois.
Fibonarec (2) doit étre calculé 2+3=5 fois, Fibonarec (3) doit étre calculé
2+1=3 fois et Fibonarec (4) doit étre calculé 2 fois.
On cherche v,, le nombre de fois qu’il faut calculer F ibonarec (2) pour calculer
Fibonarec (n).Ona:
vo = 1,v3 =1, v4 = 2, v5 = 3 et puisque pour calculer Fibonarec (n), il faut
calculer Fibonarec (n-2) et Fibonarec (n-1),ona:
Up = Un—2 + Un—1
Donc v, est la suite de Fibonacci commencantan = 2 :
v = 1,v3 =10, = vUp_9+vUp_11€. UV, = Up_2
On cherche w,, le nombre de fois qu’il faut calculer Fibonarec (p) pour calcu-
ler Fibonarec (n) lorsque p est fixé et vérifie2 < p <n.Ona:
wp =1, wpp1 =1let
puisque pour calculer Fibonarec (n), il faut calculer Fibonarec (n-2) et
Fibonarec(n—-1),ona: w, = Wy_2 + Wp_1
Donc wy, = vpy2-p = Un—p

Pour vérifier, on cherche le temps mis pour calculer wus1, U922, uz3 avec la fonc-
tion récursive Fibonarec (n) Fibonarec (21),Fibonarec (22) etFibonarec (23).
On tape :
time (Fibonarec (21))



66 CHAPITRE 4. LA SUITE DE FIBONACCI ET LE NOMBRE D’OR

On obtient

[1.75,1.802534401]

Le premier nombre est le temps CPU (temps mis par le processeur pour faire uni-
quement ces calculs, en seconde), le deuxieme nombre est le temps mis pour faire
le calcul comme si on chronometrait.

On tape :

time (Fibonarec (22))

Onobtient: [2.79,2.825411609]

On tape :

time (Fibonarec (23))

Onobtient: [4.59,4.614912788]

Ona:1.75+2.79renvoie 4.54 quiestprochede 4.59et1.802534401+2.825411609
renvoie 4.62794601 qui est proche de 4.614912788

On modifie Fibonasuite en Fibonarectime qui donnera le temps mis
pour calculer Fibonarec (0)...Fibonarec (n) en mettant comme 4 premiers
termes 0,0,0.00022,0.0003 (car le temps mis pour calculer Fibonarec (2) est
environ 0.00022 et le temps mis pour calculer et Fibonarec (3) est environ
0.0003 :

Fibonarectime (n) :={

local a,b,c,L,k;

L:=0,0;

si n<=1 alors retourne L;fsi;
L:=L,0.00022;

si n==2 alors retourne L; fsi;
L:=L,0.0003;

si n==3 alors retourne L; fsi;

a:=0.00022;
b:=0.0003;
pour k de 4 jusque n faire
c:=a+tb;
L:=L,c;
a:=b;
b:=c;
fpour;

retourne L;

b

On tape :

T:=Fibonarectime (24)
T[21],T[22],T[23],T[24]

On obtient :
1.82278,2.94932,4.7721,7.72142

Peut-on espérer calculer Fibonarec (30) ? On tape :
T:=Fibonarectime (30)

T[30]

On obtient :
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138.55526

cela fait un temps de 138.55526 secondes soit plus de 2 minutes !

Je teste en tapant :

time (Fibonarec (30))

On obtient :

[141.16,142.640424131]

Le premier nombre est le temps CPU (temps mis par le processeur pour faire uni-
quement ces calculs, en seconde), le deuxieme nombre est le temps mis pour faire
le calcul comme si on chronométrait.

4.2.4 Propriétés des termes de la suite de Fibonacci

La suite wu,, de Fibonacci définie par :
ug = 0,u1 = letupy) = Up + Up—1 pourn > 1
Voici les 13 premiers termes de cette suite :
(ug, w1, u2, ..., u12)=(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144)
Montrer que cette suite vérifie :

1. ug+uy +ug + .. up—1 = upy1 — 1l pourn >0
On fait une démonstration par récurrence :
Ona:
cette relation est vraieaurangn =0:ug=0=1—1=wug — 1
si au rang n, on a la relation :
ug + Uy + U2 + ... Up—1 = Upy1 — 1 pour n > 0 alors
cette relation reste vraie au rang n + 1 :
Unt2 — 1 = Upyp1 +up — 1 =up +ur +u2 + ..clp—1 + up

2. Upp1Up_1 —u2 = (=1)" pourn > 1
En effet :
pourn =lona:ugug—u?=1%0—12=—1,
pourn:2ona:u;>,u1—u%:2*1—12: 1,
Donc si on suppose que la relation R, 1ty41Un—1 — u% = (—1)" est vraie,
montrons que [?,, 41 est vraie. On a, en remplacant w9 par t, + Up41 :
Un+2Un — U2 || = Uplpn + Upg1lUn — US| = U2 + Ung1 (Un — Upt1)
Donc puisque u, — Up4+1 = —Up—1
Ungolp — UZ L1 = UZ — Ung1Up—1 = (—1)"TL,
Un paradoxe comme amusement
Cela conduit au paradoxe suivant :
Soit un carré de c6té 8 unités. On le découpe en 4 morceaux et on dispose
ces 4 morceaux comme ci dessous (on pourrait faire la méme chose avec
un carré de c6té un des termes u,, de la suite de Fibonacci puis faire le dé-
coupage en utilisant les 2 termes précedents 2 et Uup—1 ) :
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Le carré a comme surface 64 carrés alors que le rectangle est composé de
5*%13=65 carrés. D’ou vient le carré supplémentaire ? Le carré supplémen-
taire est I’aire du parallélogramme bleu ! ! ! !

En effet les bords des 4 morceaux ne suivent pas la diagonale du rectangle
qui a comme pente —5/13 ce qui est différent de -2/5 et de -3/8.

Selon la longueur du carré initial il peut soit y avoir un petit carré en trop
soit en manquer 1 puisque w, 41.up_1 — u2 = (—1)"71.

La suite de Fibonnacci vérifie :

Up+1-Up—1 — u% = (_1>n—1

En effet :
1¥2—1=1,3%x1-22=-1,5%x2—-32=1
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etona:
2 _ 2 2 _ 2

Upg 1 Up—1 — Upy = UpUp—1 + Us_q — Us, = Up(Un—1 — Up) + Us_4
Donc :

a2 = 2
Up41-Up—1 — Uy, = —UpUp—2 + Uy _1.
On a par exemple :
5%13—-82=1

3. Upgp—1 = Up—1Up_1UpUp poUurn > letp > 1
Puisque n et p jouent un role symétrique, on va montrer par récurrence sur
n>1lquepourtoutl <p<nona:
Up4p—1 = Un—1Up—1 + Unlp
Voici les 13 premiers termes de cette suite :
(ug, U1, u2, ..., u12)=(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144)
Pourn=1etp=1ona:
U =2=uoug+umu =0+1=1
donc la relation est vraie.
Pourn=2etp=1ona:
U = ujug +uour =04+1=1
donc la relation est vraie.
Pourn =2etp=2ona:
Uz =uju] +ugug =1+1=2
donc la relation est vraie.
Si la relation R,, est vraie pour n et pour tout ptel que 1 < p < n,ona
Un4p—1 = Un—1Up—1 + Unlp
Montrons que cette relation est encore vraie pour n + 1 a savoir :
pourtoutl <p>n+1lonau,{14p—1 = UplUp—1 + Unr1Uyp
Soitp<n+1l,onadoncp—2<netp—1<net
Un414p—1 = Untp = Untp—1 + Unyp—2 = Untp—3 + Untp—2 + Unyp—2
d’apres I’hypothese de récurrence on a puisque p —2 < netp—1<n:
Un+p—3 = Up4(p—2)—1 = Un—1Up-3 + Upup—2
Un4+p—2 = Un4(p—1)—1 — Un—1Up—2 + UpUp—1
Untp—3 + 2Untp—2 = Un—1(Up—3 + 2Up—2) + Un(Up—2 + 2up_1)
puisque pour tout 1, Uy + 2Upr1 = Up + Un+1 + Untl = Unt+1 + Un+2,
ona:
Ulnt1)4p—1 = Untp—3 + 2Unyp—2 = Un—1 (Up—2 +Up—1) +upn(up—1+up)
Un+1)+p—1 = Un—1Up + UnUp+1
Up—1 = Up41 — Uy done :
Un41+p—1 = Un1Up — UpUp + UnplUptl = Un1Up — UnUp—1

4. Montrer que u, et U1 sont premiers entre eux.
puisque Up41 = Uy + Up—1 Un diviseur commun a u, et Uy est aussi un
diviseur commun a u,, et u,_1 ...etc, donc est aussi un diviseur commun a
ug = letu = 1.
Donc u,, et u,1 sont premiers entre eux.

5. Déduire des résultats de 3/ et 4/ que pourm > letn > lona:
pged(um,, un) = up avec p =pged(m, n).
Pour le calcul du pged(m,n) on va utiliser I’algorithme soustractif pour
calculer le reste d’une division euclidienne (cf le manuel Algorithmes) dont
voici les programmes :
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Iquorem(a,b) :={
local g, r;

r:=b;q:=0;
while (a>=b) {
a:=a-b

q:=g+l;

}
return (g,a);
beg
Pgcd(a,b) :={
tantque al!=b faire

si(a>b) alors

a:=a-b;
sinon
b:=b-a;

fsij;
ftantque;
retourne aj;
b
Soient 2 entiers m > 1 etn > 1 et supposons m > n.
Posons: 71 =m —n > 0.
Siry = 0onam = n et puisque pged(tn,, Un) = U, le résultat est vrai.
Siri A20@Gesim>n>1).
Onad’apres 4/onapuisquer; > letr; +1>2:
Um = Untry = Upt(ri+1)—1 = Un—1Up; + UpUr 41
si d est un diviseur de u,, et de uy, d divise up_1Uy, .
Puisque u,, et u,_1 sont premiers entre eux, d ne divise pas u,—1 donc d
divise uy, .
Sir; < m onrecommence on avec ry = r; — N =M — 2N,..rq = M — ng
jusqu’a ce que g < n.
On a alors m = ng + ry.
Sirg =mnalorsm =n(q+ 1) etryr1 = 0 et pged(um, un) = Up, = up Si
rq < malors m = nq + ry donc r, est le reste de la division euclidienne de
m par n (on a aussi g est le quotient de m par n).
Posons Ry = ry.
On a montré qu’un diviseur de wu,, de u,, est aussi un diviseur de ur, donc
pged (U, upn) =pged(un, ug, )
On recommence avec n (jouant le role de m) et 1?1 (jouant celui de n).
Ona R; < netonposer; =n — Rj ....etc, on obtient Ry
Puis on obtient Rs...etc Ry 1
On s’arréte lorsque Ry = 0 i.e lorsque Rj_; est un multiple de Ry.
On obtient ainsi la suite des restes 1’algorithme d’Euclide pour m et n :
R1>R2>..>Rk>Rk+1:0.
Donc d’apres I’algorithme d’Euclide, on a :
p=pged(m,n) = Ry et
pged(um, un) =pged(up, uR1) =pged(ug,, uR2) = "ngd(uRk—l ) U‘Rk) =
UR, -
Donc le pged de uy, et u, est u, avec p =pged(m,n).
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4.2.5 Exercice

Si F, est la suite de Fibonnacci définie pour n > 0 par :
ug =0, u; = 1, etpour n > 2 par uy, = Up—1 + Up—_2.
Calculer s, = ), Fy, pourn € N
Puisque les 10 premiers termes de u,, sont :

0,1, 1, 2, 3, 5, 8,13,21,34,55

les 10 premiers termes de s,, sont :

0,1, 2, 4, 7,12,20,32,33,54,88

Montrons par récurrence que pour n € Nona s, = F42 — 1.

Ona:

so=F,—1=1—-1=0Sis, =F,12—1ona:

Snt1 =58n+ Fpy1 =Fpyo—1+F,y1 = F,43—1Doncpourn € Nona:

Sn= k=0"F, =F,,—1

4.3 La suite de Fibonacci et le triangle de Pascal

4.3.1 Le triangle de Pascal

Pour avoir les premieres valeurs du triangle de Pascal, on tape :
A:=makemat ((j, k) ->comb(j,k),11,11)

On obtient :
1 0 0 O 0 0 0 0O 0 0 O
1 1 0 0 0 0 0 0O 0 0 O
1 2 1 0 0 0 0 0O 0 0 O
1 3 3 1 0 0 0 0O 0 0 O
1 4 6 4 1 0 0 0O 0 0 O
1 5 10 10 5 1 0 0O 0 0 0
1 6 15 20 15 6 1 0O 0 0 0
1 7 21 35 35 21 7 1 0 0 O
1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
1 9 36 84 126 126 8 36 9 1 0
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

On peut aussi utiliser le tableur et la relation :

pourn e N:CO=1,C"=1etCh=CP_, —|—C£j pour 0 < p < n.

On ouvre un niveau tableur et on choisit 22 lignes et 11 colonnes.

On met 1 dans AOQ.

Puis, on copie AQ vers le bas pour avoir des 1 dans la colonne A.

Dans B1 on met =B0+A0 formule que I’on copie vers le bas et vers la droite.

On copie alors vers le bas la formule située dans C'1,...K1.

Remarque On peut mettre idn (11) dans AO, et si on acoché sur Distribuer,
cela a pour effet de remplir 11 lignes et 11 colonnes avec la matrice identité d’ordre
11. Mais cela est inutile car les 1 de la diagonale sont recalculés quand on copie
vers la droite !

On obtient :
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105
120
136
153
171
190
210

84
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165
220
286
364
455
260
680
816
969
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1365
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2380
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116280
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6435
12870
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75582
125970
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95
220
715
2002
5005
11440
24310
48620
92378
167960
293930

[EE~rocococococooc oo

286
1001
3003
8008
19448
43758
92378
184756
352716

On a ainsi les coefficients binomiaux utiles pour le développement de (1+x)™ pour

n =0.21

4.3.2 La somme des diagonales montantes

Lorsqu’on fait la somme des diagonales montantes du triangle de Pascal on
obtient la suite de Fibonacci.
Par exemple :

13

On tape :

NN N N NN

L:=sum(A[j-k, k]
On obtient :
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89
Pour le montrer on utilise les relations pourn € Netp € N:

NN N N N

0 0
/!

0 0
a

1 0
/"

3 1
/!

6 4

10 10

15 20

3)$ (3=0

0
/
0
/
0
/!
0
1
5
15
10)




4.3. LA SUITE DE FIBONACCI ET LE TRIANGLE DE PASCAL 73

CY=1,0n = 1,077;':Osip>netC’ﬁ:C£_1+C£:}pour0<p§n.

On tape :

simplify (comb(j-1,k-1)+comb(j-1,%k)-comb(j,k))

On obtient :

0

Soit a,, la suite définie par la somme des diagonales montantes du triangle de Pas-
cal.

On adonc:

ap=1,a; =letpourn > 1:

a, = Z;l:(’gr(n/z) comb(n —p,p) =1+ Zﬂoor(n/z) comb(n — p,p)

an =1+ 0 comb(n —p—1,p — 1) + ST comb(n — p — 1,p)
On a pour tout n : floor(n/2) — 1 = floor((n — 2)/2)).

Onasin = 2k, onafloor(n/2) = floor((n—1)/2)+1=k:

1+ Zfloor (=/2) comb(n—p—1,p) =

Z;lzo(;)r((n v/2) comb(n — 1 — p,p) + comb(2k — 1 — k, k) = a,_1

car comb(2k — 1 —k,k) =0

Z;:L:fr(n/g) comb(n—p—1,p—1) =
szjl:"(;’r((n_Q)/Q) comb(n —2 —p,p) = Gp_2

car floor (n/2)-1=floor ((n-2)/2)
Onasin = 2k + 1 alors floor(n/2) = floor((n —1)/2) =k

1+ Zﬂoor (=/2) comb(n—p—1,p) =

Z]f:)l:"(;’r((n 1/2) comb(n — 1 —p,p) = an_1
Z;l:°fr(n/2) comb(n—p—1,p—1)
Z]f:)l:"(;’r((n_”m) comb(n —2 —p,p) = ap—_2

car floor (n/2)-1=floor ((n-2)/2)

Donc :

ap=1,a; =1letpourn >1onaa, =an—1+ an_3

an, est donc une suite de Fibonacci définie par :

ug = up = letpourn > 2 Uy = Up—2 + Up—1.

On tape :

L1:=0, sum(A[j-k-1,k-1]1,k=1..3-1)$(j=1..10)
On obtient :

0,0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34

On tape :
L2:=1,sum(A[j-k-1,k],k=0..3-1)$(J=1..10)
On obtient :

1,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55

On tape :

[L1]1+[L2]

On obtient :

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89]

On tape :

simplify (comb (j-1,k-1)+comb (j-1,k)-comb(j, k))
On obtient :

0
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4.3.3 Si F, estla suite de Fibonnacci, calcul de Y, C*F),

Soit F;, la suite de Fibonnacci : 1,1,2,3,5,8,13,21,13+21=34... définie par :
ug = uy = letpourn > 2 u, = Up—2 + Unp—1.

On veut calculer s, = > j_ CXFy.

S0 — 1

s1=14+1=2=F,

So=14+2x14+1%x2=5=1F)

s3=14+3x14+3%x24+1x3 =13 = Fj

Il semble donc que s, = > CrEy, = Fy,,.

On va montrer cette formule par récurrence, mais pour cela il faut aussi connaitre
la somme oy, = > ) CFFyp1.

Ona:

og = 1.

o1 =142=3=Fj;.

02=1+2*2+1*3=8=F5.

03=14+3%2+3%x3+1%x5=21= Fx.

Il semble donc que 0y, = > 4 C¥Fi1 = Fappy.

Montrons ces deux formules par récurrence et supposons que pour tout p < n on
a:isy = Zi:o C;;Fk = ng eto, = Zi:o C;];Fk:-i-l = F2p+1

Ces deux formules sont-elles vraies pourp =n + 17?

Ona:

Sp4+1 = ZZ:O Cs+1Fk + Fhyqet

Ont1 =Y o Ok 1 Fry1 + Frpo

On sait que :

CO =Cl=Crtl=Ccr=1et

pour0 <k <n+1Ck , =Ck+ CH ! donc

Snt1 = 2opeo CnFi + 2=y O Fi 4 Foga.

D’apres les hypotheses de récurrence, on a :

ZZ:O CﬁFk =5, = Fy, et

S  CF R+ Fopr = Z?:_é CrFji+Fop =300 CaFjp1 = on = Fanta
Doncon a:

Sn41 = Fop 4+ Fopy1 = Fopgo

La formule est valable pour s, 1.

Pour 0,1, 0na:

Ontl = D p—o CFFi1 + Yy Of ! Frgn + Fga

D’apres les hypotheses de récurrence, on a :

ZZ:O C,rk;Fk+1 = oy €t ' ‘ '
Skt Ch M P+ Foga = Y020 CaFjiatFuia = 35 ChFj0 = Y1, ChFj+
> i=0 CiFjq1 = $p + 0y = Fap + Fopy1 = Fopo

Donc :

Ont1 = 0n+ Fopnio = Fopi1 + Fopio = Fopys

La formule est valable pour o, 1.

Donc on a pour tout 7 :

n
Sn:ZCSFk::FQn
k=0
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n
k
on = Z ChFri1 = Fong1
k=0

4.4 Le code de Fibonacci

A partir de "sa" suite, Fibonacci a fabriqué un code qui permet d’écrire tous les
entiers avec des O et des 1. Pour cela, si u,, est la suite de Fibonacci ug = u; = 1
etpour n > 2 u, = uUnp—2 + Up—1, le code de 0 est O et pour n > 0 le code des
nombres u,, est 1 suivi de n — 1 zéros.

Siuy <m < Upyp alorsm =u, +petcommeonal < p=m — uy < up_1le
code de m la suite de Fibonacci est : 1,1,2,3,5,8,13,21,34... On a ainsi :

0 a pour code 0

1 a pour code 1

2 a pour code 10

3 a pour code 100

4 a pour code 101 car 4=3+1

5 a pour code 1000

6 a pour code 1001 car 6=5+1

7 a pour code 1010 car 7=5+2

8 a pour code 10000

etc...

12 a pour code 10101 car 12=8+4=8+3+1

etc...

On remarquera que dans ce code il n’y a jamais deux 1 qui se suivent, en effet :
Up—1 + Up—2 = Up.

Par exemple le nombre :
up+ustus+us=14+2+34+5=11acomme code 1010 car 11=8+3.
Exercice

Ecrire un programme qui renvoie le code de Fibonacci d’un entier n > 108.
On remarquera que usg < 108 < uszg.

On construit la liste des 40 premiers termes de u,, pour n = 0, 1..39.

Le codage

On utilise le programme vu précédemment :

Fibonasuite (n) :={
local a,b,c,L;
L:=NULL;
si n<=0 alors retourne L; fsi;
L:=L,1;
si n==1 alors retourne L; fsi;
L:=L,1;
si n==2 alors retourne L; fsi;
a:=1;
b:=1;
pour k de 3 jusque n faire
c:=a+tb;
L:=L, c;

a:=b;
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b:=c;
fpour;
retourne L;

b

On écrit le code d’'un nombre n au moyen d’une chalne de caracteres : c’est
string qui transforme 1’écriture d’un nombre en une chaine de caracteres

codefib (n) :={
local fib,cod,p;
si n>1078 alors retourne "l’entier doit etre <1078" fsi;

si (n==0 or n==1) alors return n fsi;
fib:=Fibonasuite (40);

cod:=0;

repeter

p:=2;

tantque n>=fib[p] faire p:=p+l ftantque;
// fib[p-1]<=n<fib[p]

cod:=10" (p—2) tcod;

n:=n-fib[p-171;

jusqua n==0;

retourne string(cod);

b

On tape :

codefib (n)$(n=0..20)

On obtient une suite de chaines :
0,1,10,100,101,1000,1001,1010,10000,10001,10010,10100,10101,
100000,100001,100010,100100,100101,101000,101001,101010
Le décodage

On donne une chaine de caracteres L de 1 et de zéro qui est le code de Fibonacci
d’un nombre 7 et on obtient le nombre n codé par L.

On remarquera que le décodage ci-dessous ne vérifie pas que L est bien un code de
Fobonacci : il peut y avoir 2 "1" a la suite (par ex decodefib("11") renverra 3) et les
chiffres autres que "1" seront considérés comme des "0" (par ex decodefib("15")
renverra 2).

On tape :

decodefib (L) :={
local k,n,s, fib;
fib:=Fibonasuite (40);

s:=dim (L) ;

si s==1 alors return expr (L[0]); fsi;
n:=0;

pour k de 0 jusque s-1 faire

si L[k]=="1" alors n:=n+fib[s-k];fsi;
fpour;

return n;

|
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On tape :

decodefib ("101010"),decodefib ("10101")
On obtient :

20,12

4.5 Le crible de Fibonacci

Fibonnacci a effectué le crible suivant :
11 écrit la suite des nombres de 1 a n.
Puis il parcourt cette suite et il barre les nombres qui sont les doubles des nombres
qui n’ont pas été barrés.
Par exemple sin = 10 :
il barre 2 (2 est le double de 1) et il ne barre pas 4 car 2 a été barré,
il barre 6, 8 et 10 car 3, 4, 5 n’ont pas été barrés et il obtient :
(1,3,5,7,9).
Ecrire un programme qui effectue ce crible.
Caractériser les nombres de ce crible et utiliser cette caractéristion pour écrire une
fonction booléenne que teste si un entier est dans ce crible.
Utiliser cette fonction booléenne pour écrire un programme qui effectue ce crible.

Les nombres impairs sont dans le crible.
Un nombre pair 2 * p est dans le crible si p n’est pas dans le crible.
On tape :

fibocrible (n) :={
local k,L;
L:=NULL;
pour k de 1 jusque n faire
si est_impair (k) alors
L:=L, k;
sinon
si member (iquo(k,2), [L])==0 alors L:=L,k; fsi;
fsi;
fpour;
retourne L;

|

On tape :

fibocrible (50)

On obtient :

1,3,4,5,7,9,11,12,13,15,16,17,19,20,21,23,25,27,28,29, 31,33, 35,36,37, 39,
41,43,44,45,47,48,49

Les nombres du crible sont les nombres impairs et les nombres pair de la forme

47 % (2% k + 1) avec (j, k) € N On tape :

estdscriblef (p) :={
si est_impair(p) alors retourne vrai; fsi;
tantque irem(p,4)==0 faire p:=iquo(p,4); ftantque;
si est_impair(p) alors retourne vrai; sinon retourne faux fsij;
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|

On tape :

estdscriblef (256)

On obtient :

vrai

On tape :

estdscriblef (250)

On obtient :

faux

On tape le programme qui utilse estdscriblef :

fiboestcrible (n) :={
local k,L;
L:=NULL;
pour k de 1 jusque n faire
si est_impair (k) alors
L:=L, k;
sinon
si estdscriblef (k) alors L:=L,k; fsi;
fsij;
fpour;
retourne 1L;

b

On tape :

fiboestcrible (50)

On obtient :
1,3,4,5,7,9,11,12,13,15,16,17,19,20,21,23,25,27,28,29,31,33,35,36,37,
41,43,44,45,47,48,49

4.6 Le nombre d’or

Les quotients des termes successifs de la suite de Fibonnacci est la suite v, =
“EL pour n > 0

: c’est le nombre d or qui est noté P.
un 1

Cette suite converge vers Hf
Eneffet, onavg=1letv, =1+
v = 2, Vo = 3/2, V3 = 5/3.

Montrons par reécurrence que 1 <ov, <2pourtoutn:1 <y =1< 2si

1<v,_ 1<2alorsl/2< <1doncl<1+1/2<vn§1+1—2
Etude du signe de v, — Vp—1 :

1 1 _ Un—2—Un—1
Up — Un—-1 = - -

Un—1 Un—2 Un— 1”Un,
Donc v,, — v,—1 est du signe opposé a celui de v,,—1 — vp—2.

Donc va,, — v2,—2 a le mrhe signe que vy —vg = 1/2 > O et

Vont1 — Vap—1 a le méme signe que vy —v; = —1/3 <0

La suite vy, est convergente vers 1 < a < 2 car croissante et majorée.

van+1 est convergente vers 1 < b < 2 car décroissante et minorée.

On doitavoira =1+ 1/betb=1+1/adoncab=b+1=a+ 1ldonca =b
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Donc v converge vers a = b = ¢ qui vérifie :
= 1+%0uencore¢2—¢>—1 =0etl < ¢ <2 donco= %Lenombre
d’orest:

o ~ 1.61803398875

1445
2

4.6.1 Propriétés du nombre d’or

¢ =1+¢
(6-1xp=1
¢=\/1+\/1+\/1+\/1+...
=1+
¢:1+;1
1+ I
1+1+...

Si un réctangle est tel que le rapport de la longueur L a la largeur [ soit ¢ alors :

oo
On tape :
spiror(a,b,n) :={
local au,r,L;
L:=NULL;
si n==0 alors retourne L, segment (a,b);fsi;
au :=(l+sqgrt(5))/2;
L:=L,rectangle(a,b,au-1);
r:=(b-a)* (au-1);

L:=L,affichage (cercle (a+r,r,pi/2,pi),1);
retourne L, spiror(atrx(1+i),a+r,n-1);

|

puis on tape :
spiror (0,1/2+sqrt (5)/2,7)
On obtient :
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=
N

4.7 Un exercice niveau troisieme

On veut construire un rectangle d’or i.e. un rectangle tel que :
longueur/largeur :H—Q‘/5 = .
Tout d’abord étant donné un segment A B, on construit un point M tel que % =
MB _ 1+V5 _ ¢

MA — 2
Soient a un nombre réel positif et ABC un triangle rectangle en A tel que AB = a
et AC =a/2.

Soit IV intersection du cercle de centre C' et de rayon AC.
Soit M intersection du cercle de centre B et de rayon BN.

y

-2 0 2 4 6 8 10

Calculer les longueurs BC, BN, BM et AM.
Montrer que M partage B A selon le nombre d’or i.e. :

MB AB  1++5

MA MB 2 ®
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En déduire une construction d’un rectangle d’or avec Xcas
Solution

D’apres le théoreme de Phytagore on a :

BC? = AB? + AC? = a® + a?/4 = 5a® /4

Donc :

o= Y5

2
BN:BM:BC’—C’N:BC’—a/2:m

2

AM:AB—BM:a—a(\/i_l):a(B;\/g)
MB V5-1 1++5
MA 3-v5 2

AB 2 1445
MB 5-1 2

On a donc :

)

)

Remarque

On peut se servir de Xcas pour faire les calculs.
On peut stocker les valeurs dans des variables. On tape :
a“2+a~2/4

On obtient BC? :

5xa”2/4

On tape :

factor (sqgrt (5+a”2/4))

On obtient BC' :

sqrt (5) xa/2

On tape :

factor (axsqgrt (5) /2-a/2)

On obtient CN et BM :

(sgrt (5)-1)*a/2

On tape :

factor (a—(sqrt (5)-1)*a/2)

On obtient AM :

(= (sgrt (5))+3)*a/2

On tape :

normal ( (sqrt (5)-1)=*a/2/ ((-(sqrt (5))+3)=*a/2))
On obtient BM /AM :

(sgrt (5)+1) /2

On tape :

normal (a/ ((sqrt (5)-1)*a/2))

On obtient AB/BM :

(sgrt (5)+1) /2.

On peut stocker les valeurs dans des variables pour que les calculs soient plus
lisibles.

On tape :

BC:=factor (sqrt (a”2+a”2/4))

On obtient BC' :

sqrt (5) xa/2
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On tape :

BM:=factor (BC-a/2)
On obtient CN et BM :
ax (sqrt (5)-1)/2

On tape :

AM:=factor (a—BM)
On obtient AM :

a* (- (sgrt (5))+3)/2
On tape :

normal (BM/AM)

On obtient BM /AM :
(sgrt (5)+1) /2

On tape :

normal (a/BM)

On obtient AB/BM :
(sgrt (5)+1) /2.
Construction du rectangle d’or

A:=point (0);

B:=point (4);

K:=point (0, 2,affichage=3);
(

triangle (A,B,K,affichage=3);

cercle (K,2,affichage=3);

N:=inter (cercle (K, 2), segment (K, B));
l:=longueur (K, B) ;

cercle (B,1-2,affichage=3);

M:=inter (cercle (B, 1-2), segment (A,B));
rectangle (A,B, (1-2)/4,D,C);

L:=point (6-1,1-2);

segment (M, L) ;
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On obtient :

A

Les rectangles ABC'D et AM LD sont des rectangles d’or et M BC'L est un carré.

4.8 Un exercice niveau terminale

4.8.1 L’énoncé
On cosidere la fonction f definie sur R* par :
_r+1

fa) ="

On note f@Q@Qn = fo f..o f (On compose f, n fois)
f@@3=fofof, fQQ4=fofofof

1. Calculer: f@Q2 = fo f,
2. Trouver la valeur de f@@n en fonction de n.
3. Résoudre, lorsqu’on utilise n traits de fractions, I’équation d’inconnue  :

1

r=1+ T
RS
T

4. Touver la limite lorsque n tends vers +oo de
1

1+
1+ ——
+—i—
1+...+7I

lorsque a > 0 et lorsqu’on utilise n traits de fractions
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4.8.2 La solution avec Xcas

1. On définit la fonction f, on tape :
f(x):=(x+1)/x
On calcule f@Q@2 = f(f(x)), on tape :
normal ( (fRR2) (x))
On obtient :
(2+x+1) / (x+1)
On calcule fQ@3 = f(f(f(x))), on tape :
normal ( (£Q@E@3) (x))
On obtient :
(3%x+2) / (2*x+1)
On calcule f@@4, on tape :
normal ( (£QQ4) (x))
On obtient :
(5%x+3) / (3*xx+2)

an + by,

cp + dy,
On cherche une relation de récurrence entre les différents coefficients.

On définit la fonction g, on tape :
g(x,a,b,c,d) :=(a*x+b) / (cxx+d)
Ona: (f@Q@n+1)(x) = f(g(x,a,b,c,d))
On calcule f(g(x,a,b,c,d)) et on tape :
normal (f (g(x,a,b,c,d)))

On obtient :

(a*x+b+cxx+d) / (a*x+b)

donc :

2. On suppose que : fQ@Qn =

Cn4+1 = Qnp, dn+1 - bn

Apt1 = Ap +Cp = Ap + Ap—1

bn—l—l - bn + dn - bn + bn—l

Onsaitquea; =1, by =1ap=c1 =1by=d; =0
Donc si la suite de Fibonacci est la suite w définie par :
u =1 u3 =1

Up = Up—1 + Up—g pourn > 1:

Alors f@QQn = 4 + bn

avec ap = Uy, by = ¢y = ap—1, dp = ap2
cn + dy,

. . . . 1
3. On résout I’équation d’inconnue z, avec 1 trait de fractions : x = 1 + —
x

On tape :
normal (1+1/x)
On obtient : (x+1) /x
1
Donc f(z) =1+ -
11 faut donc résoudre f(x) = z, on tape :
solve (x=f (x), x)
Onobtient: [1/2* (1-sgrt (5)),1/2* (1+sgrt (5)) ]
On reconnait le nombre d’or et I’inverse de son opposé.
On résout I’équation d’inconnue x, avec 2 traits de fractions : x = 1 +



4.8. UN EXERCICE NIVEAU TERMINALE 85

1

|
14—

On tayi)e:
normal (1+1/ (1+1/x))
On obtient : (2*x+1)/ (x+1)

On reconnait f(f(z)) ou bien puisque f(z) =1+ %, ona:
1 1

14— =14 =

F g = gy = )
.11 faut dgnc résoudre f(f(z)) = x, on tape :
solve (f (f(x))=x,Xx)
Onobtient: [1/2x (1-sqgrt (5)),1/2* (1+sgrt (5)) ]
qui sont les mémes solutions qur f(z) = x.
On doit résoudre 1’équation avec n traits de fractions : (fQQn)(z) = x
Comme (f@Q@Qn) est une fonction homographique (i.e. (f@Q@n)(x) est de
la forme (a * x +b)/(c * x + d))), cette équation est une équation du 2-nd
degré donc admet au plus 2 solutions. Les 2 solutions de f(x) = z sont
aussi solutions de (f@QQn)(x) = z donc (f@QQn)(x) = x a les mémes
solutions que f(x) = x.

4. Chercher la limite lorsque le nombre de traits tend vers 1’infini de :

revient a chercher la limite de la suite des itérées de f définit par : ug = a >
0, up = f(up—1) pour n > 0. On a en effet (avec n traits de fractions) :

. Avec Xcas, on tape dans un niveau de géométrie 2-d :
supposons (a=[6.0,0,9,0.11)
plotseq(l1+1/x, [a,0,9],5)

On obtient :
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V5

Montrons que la suite u,, converge vers ¢ = 1+—25 qui est la solution posi-
tive de I’équation f(z) = x.

Puisque @ > 0,onau; = b =1+ 1/a > 1 > 0 et pour tout n > 0
up > 1> 0.

Siug=a>galorsb=u; =1+1/a<1+1/p=¢et

siug =a < ¢galorsb =u; =1+ 1/a > 1+ 1/¢p = ¢ De méme si
c=up>o¢alorsd=upt1 =1+1/c< petupo=1+1/c> ¢.
Suupposons par exemple que a = ug > ¢

Alors pour tout n € N on a ug, > ¢ et ugpy1 < ¢

Ona:

Un+1—Up = f(un)_f<un—1) = 1/un_1/un—1 = (un—l_un>/(un—1un)
Comme (u,—1uy) > 0 on en déduit que w1 — Uy, et u, — up—1— sont de
signe opposé donc que Up4+1 — Up €t Up—1 — Up—2 €t sont de méme signe.
Ainsi ug, — u2,—2 a le méme signe que ug — ug et

U2p+1 — U2p—1 a le méme signe que uz — uy.

Signe de ugs — ug :

uy —up = (2a+1)/(a+1) —a = (—a®> +a+1)/(a + 1) < 0 puisque
a > ¢ et que ¢ est la plus grande racine de —22 + 2 + 1

Signe de u3z — uq :

uz —u; = (2b+1)/(b+1) —b = (=b>+b+1)/(b+ 1) > 0 puisque
0 < b < ¢ et que ¢ est la plus grande racine de —2% 4+ 2 + 1 et que O se
trouve entre les racines.

On a donc montrer que ug, est décroissante et minorée donc est conver-
gente vers la solution positive de f(f(z)) = x qui est ¢ et que ugp11
est croissante et majorée donc est convergente vers la solution positive de
f(f(x)) = z quiest ¢ . Donc u,, converge vers ¢.

Remarque Lorsque a = 1, u,, est le quotient de de 2 termes consécutifs de
la suite de Fibonacci.
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4.9 Deux suites convergentes vers le nombre d’or L

491 wuyy=1letu,.;1 =+/1+u, pourn € N

Soit la suite v définie par :
uo = 1etu,y1 =+/1+ u, pourn € N,
Calculer une valeur approché de us.
Montrer que u est a terme positif et est croissante (on montrera que w1 — Uy, > 0
pour n € N).
Soit L la racine positive de 22 — z — 1 = 0.
Montrer que u,, < L pour n € N.

1+5

En déduire que u converge vers L =

2
On tape :
sqgrt (1+sqgrt (1+sqgrt (1+sgrt (1+sgrt (2.)))))
On obtient :

1.61612120651

ou bien, on tape :

1

sqgrt (1.+ans())

On valide la derniere ligne 5 fois et on obtient :

1.61612120651

ou bien, on utilise le tableur...

On tape :

mult_conjugate (sgrt (1+ul)-sqgrt (1+u0))

On obtient apres simplification du numérateur :

(-uO0+ul) / (sgrt (1+ul) +sqgrt (1+ul))

ce qui veut dire que uy — u; a la méme signe que u; — ug = v/2 — 1 > 0.

Le méme calcul montre que u,4+1 — U, a la méme signe que u,, — uy,—1 qui a la
méme signe que u,—1 — U,—2 etc..qui a la méme signe que u; — ug.

Donc 4,41 — uyn > 0 pour n € N. La suite u est donc croissante.

On tape :

solve (x"2-x-1)

On obtient :

[1/2%(1-(sgrt(5))),1/2* (1+sgrt (5))]

Donc L = 1/2 (1 +/5) ~ 1.61803398875 et L = /1 + L.

On tape :

mult_conjugate (sgrt (1+un)-sqgrt (1+L))

On obtient :

(-L+un) / (sgrt (1+un) +sgrt (1+L) )

Donc up41 — L a le méme signe que w, — L qui a la méme signe que u,—1 — L
etc..qui a la méme signe que ug — L = 1/2x (1 —sqrt(5)) < 0. Donc u est majorée
par L.

La suite u est croissante et major’e donc u est convergente et sa limite a vérifie
a=+1+a.Donca=L.

La convergence de wu,, n’est pas tres rapide puisque us donne la valeur de L avec
seulement 2 décimales exactes.
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uZ+1
492 wuy=2etu, 1 = su-—7 pourn € N

Soit la suite » définie par :

2
Uy = 2et Uy = 21;7;11 pour n € N.
En considérant la fonction g définie par g(x) = = — = — 1, montrer que wu,, est la

suite de la méthode de Newton pour trouver une valeur approchéede L:=1/2« (1+sqrt (5))

2

qui est le zéro de g dans [1, 2], c’est a dire que up4+1 = up — gg((zn)'
U7L_L)2
Montrer que u,,41 — L = (Qu?

Montrer par récurrence que u,, > L pour toutn € N

Montrer que u est décroissante et converge vers L

Calculer une valeur approché de us.

On tape :

g(x):=x"2-x-1

f(x) :=x-g(x) /g’ (x)

normal (f (x))

On obtient : (x*2+1)/ (2xx—1)

Donc uy41 = f(up).

On tape :

L:=1/2% (1l+sqgrt (5))

normal (£ (L))

Onobtient: 1/2* (1+sgrt (5))

Donc f(L) = L On tape pour calculer w, 11 — L :

factor (f (un)—-£f (L))

On obtient :

(2% (un+ (- (sqgrt (5))-1)/2)"2) / (4*un-2)

Onawug =2 > Letsiu, > L alors 2u, —1 > 2L — 1 > 0 donc puisque
Upt1 — L = (gzy%iz > (0 on en déduit que u,4+1 > L.

On tape pour avoir le signe de up4+1 — Uy :

normal (f (un) —un)

On obtient : (—un”~2+un+1)/ (2*un-1)

Comme u,, > L u,, est al’extérieur des racines de —z>+x+1 donc —u%+un+1 <
0 et 2u, —1 > 0 donc up4+1 — uy, < 0 donc u est décroissante et converge vers a
la racine positive de f(x) — .

On tape :

normal (solve (f (x)—-Xx))

Onobtient: [ (- (sqrt (5))+1) /2, (sgrt (5)+1) /2]
Donca =L = (v/5+1)/2

On tape :

(fQE5) (2.)

On obtient (avec 30 chiffres significatifs) :
1.618033988749894848204586838338

On tape :

(fRR5) (2.)—(sgrt (5)+1) /2.

On obtient :

0.3972703518693015452053465054764e-26

La convergence de u,, est tres rapide puisque us donne la valeur de L avec 26
décimales exactes.
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4.10 Le nombre d’or et cos(%)

4.10.1 Calcul de cos(%)

Soit 23 :exp(i*%r).
21 =a+1ib= cos(2—7r) —i—i*sin(zg) est la racine de 2° — 1 = 0 qui vérifie a > 0
etb > 0.
Puisque 2° — 1 = (2 — 1)(2* + 23 + 22 + 2 + 1), 21 = a + ib est la racine de
A+ B+ 2+1=(+1)2+ =+ -1=0.
OnposeZ:z—l—letontape:
solve(ZA2+Z—lz,Z)
Onobtient: [1/2* (-1-sqrt (5)),1/2% (-1l+sqgrt (5))]

Comme z; = a + b est de module l,onazi1 :a—ibetdonczl—i—z—l1 = 2a =

2 cos(2E).
On a donc :
2r,  —1+ NG
cos(g) =—
On tape :

normal (expand ((1/4* (-=1+sgrt (5)))"2))
On obtient : (-sgrt (5)+3)/8

Donc : Y
cos(g) =—3
2 5v'5
sin(2)? = \8f

4.10.2 Calcul de 2 cos(%)

2
Ona: cos(%) = 2008(%)2 -1
Donc :
2cos(%)? = cos(Z) +1) = %\/5 +1
On tape : normal (1/4* (=1+sgrt (5))+1)
On obtient : (sqrt (5)+3) /4

Donc :
Tye _
cos(5) S
On tape : normal (expand ( (1/4* (1+sgrt (5)))"2))

On obtient : (sgrt (5)+3) /8

Donc :
(7r) 1++5
cos(—) =
5 4
Le nombre d’or est :
1 5
¢ = +2f ~ 1.61803398875

Donc

2 cos(g) =¢
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4.10.3 Les décimales de % et la suite de Fibonacci

Le constat est le suivant :
On tape le programme donnant les n premiers termes de la suite de Fibonacci :

Fibonasuite (n) :={
local a,b,c,L,k;
L:=NULL;
si n<=0 alors retourne L; fsij;
L:=L,1;
si n==1 alors retourne L;fsi;
L:=L,1;
si n==2 alors retourne L; fsi;
a:=1;
b:=1;
pour k de 3 jusque n faire
c:=a+tb;
L:=L,c;
a:=b;
b:=c;
fpour;
retourne L;

|

On tape :

Fibonasuite (11)

On obtient la suite des 11 premiers termes de la suite de Fibonnacci :
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89

On tape :

evalf(10/89,50)

On obtient :
0.11235955056179775280898876404494382022471910112360
On tape :

L:=Fibonasuite (50) :;

On obtient :

"Done"

evalf (sum(L[k]/10" (k+1),k=0..49),50)

On obtient :
0.11235955056179775280898876404494382022469480490115
On a légalité des 39 premicres décimales Mais avec: L: =Fibonasuite (64) :;
et

evalf (sum(L[k]/10" (k+1),k=0..63),50)

On obtient légalité des 49 premieres décimales :
0.11235955056179775280898876404494382022471910112360
Question

Si u,, est la suite de Fibonacci, a-t-on :

don = 01y vaut % ?

89 = 100 — 10 — 1 = 10? — 10* — 10° On va montrer que si u,, est la suite de
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Fibonacci, on a :

S =3k =0"%%E vaut 100.

Pour cela en écrivant 89 = 102 — 10" — 10°, on a :

S=Yk=0"0 1, - S k=0Tt — Y k=000
Onaenposant j =k :

S1="73"k=0"°ts = 100ug + 10u; + Y. j = 27 57
Enposant j =k+ lona:

So=>k=0"> 1072’11 = j=1%t® f(f,-’_é =10up+ > j= 2*001%6]'3%12
etenposant j =k +2ona:

S3=2 k=0t =3 j=2"05

Donc :

S = 100ug + 10u; — 10ug + Y j = 270 L—==15=2 on sait que :
ugp = u1 = letu; =u;_1 +uj_g pourj > 2donc:

S=> k= 0*00819# = 100 Ce qui implique que, si u,, est la suite de Fibonacci,

ona:

9 S h =gt

89 10k+1
Variante Soit la suite v,, définie par vg = 1,v; = 1 et par v12 = 2Up41 + Uy
(= 0).
Ona:

S j = 2teolim21vize — 79 = 100 — 20 — 1 Soit :

10—2

S =Sk=0"°0 — T f = otood0=20-Due g — 100p)+10v14+3" k = 2+

}Sk Y N 19)7@ 10k—2
oo k—1 oo k—2
20uy — 23k = 270Ut S = g0ty

Donc S = 100vg + 10v; — 20vg = 90 On a donc :

9 +oo_ Uk
79 Z k=0 10k+1
Soit la suite w,, définie par wy = 1,w; = 2 et par w42 = 2wWyp41 + Wy, (> 0).

On a alors :
S = 100wg + 10w — 20wg = 100 On a donc :

10 Wi
- — oo
79 Z k=0 10k+1

On tape :

Suiterec(n,p) :={
local a,b,c,L,k;

L:=NULL;

si n<=0 alors retourne L; fsij;
L:=L,1;

si n==1 alors retourne L; fsi;
L:=L,p;

si n==2 alors retourne L; fsi;
a:=1;

b:=p;

pour k de 3 jusque n faire
c:=a+tpx*b;
L:=L,c;
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a:=b;
b:=c;
fpour;

retourne L;

bes

Alors si :

L:=Suiterec (100, p) on aavec 48 décimales 1égalité :
10 5~ oo LI
69 10k+1

4.11 Un jeu avec une variante de la suite de Fibonnacci

Ce jeu est décrit par R.V.Heath.
Vous faites des additions plus vite qu’une calculatrice : la preuve, vous demandez
a votre interlocuteur de choisir , a votre insu, 2 nombres a et b, puis d’écrire dans
une colonne les 10 premiers termes de la suite V' définie par :
Vi=a,Vo=0,Vypy1 =V, + Vy_q1pourn > 2.
Par exemple :
pour a = 8 et b = 7, on obtient :
8
7
12
22
37
59
96
155
251
406
Quand il a fini, il vous montre les 10 premiers termes de la suite V' et vous étes
capable instantanément de donner la somme de ses 10 nombres.
La clé : il vous suffit de multiplier V7 (le 4i¢me nombre en partant de la fin) par 11
ce qui donne ici 96*11=1056.
On vérifie avec Xcas, on tape :

V(a,b,n) :={

si n==1 alors retourne a fsij;
si n==2 alors retourne b fsi;
retourne V(b,a+tb,n-1);

bed

L:=V(8,7,k)$(k=1..10)

On obtient :
8,7,15,22,37,59,96,155,251,406
On tape :

sum (L) ,V(8,7,7)*11

On obtient :

1056,1056
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Pourquoi cela ?

On va montrer que Ziozl Vi =11V,

Soit F}, la suite de Fibonnacci définie pour n > 0 par :
Fo=0F=1F=1F,+1 =F,+F,_1pourn > 2.

Calculde S, = >} _, F}
Les premiers termes de .S, pour n > 0 sont :
0,1,2,4,7,12,20, 33, 54, 88, ...
et les premiers termes de F}, pour n > 0 sont :
0,1,1,2,3, 5, 8,13,21, 34, 55, 89...
On suppose que :
Sn = L'n42 — 1
On montre par récurrence que 'ona S,, = Fj,40 — 1:
sipourtout 0 < k < nmonasl; = Fyio— lalorspour0 < k=n+1lona
Sn+1=Sn + Fny1 = Fuyo — 1+ Fyy1 = Frpp3 — 1 done
Sk = Fyao — Lpourk >0

Calcul de V}, en fonction de Fj, pour k& > 1

Ona:
Vi =a,
Vo =0,

Va=Vi+Vo=a+b

Vi=Vo+V3i=0a+2b

Vs=V3+Vy=2a+3b

Ve =Vi+ Vs =3a+5b

Vie=V5+4+ Vs =5a+8b

On voit que les coefficients «,, de a sont :

1,0,1,1,2,3...i.e oy = Fj_o pourn > 2 et

les coefficients (3,, de b sont :

0,1,1,2,3,5...i.e B, = F,_1 pourn > 1let

On montre par récurrence que ’on a :

Vi =aFy_o+ bF,_1pourk > 2

sipourtout 2 < k < nonaV, = aFy_o+ bFj_1 alors pour 2 < kK < nona
Vor1 =aF,_o+bF,_1 +aF,_3+ bF,,_o donc

Vgt = a(Fpo + Fy3) + b(F—1 + Fr_2) = aFy, 1 + bF,. c.qfd.

Calcul de 3_,° | V;,
Zzzl Vi=a+b+a EZ: Fi_o+ bznzg Fj_4
Dot Ve =a+b+ad i e+ 0357 F
2713:1 Vi=a+b+aS,—2o+bS,—1—b=aF, +bF,41 —b.

Que vaut 3,° | 7
0 Vi = aFig + bF1y — b= 55a + 88b
Que vaut V7
Vi = 5a + 8b
et on bien !
10 Vi = 55a + 88b = 11(5a + 8b) = 11V4
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Chapitre 5

Les fractions continues et 7

5.1 Développement en fractions continues de 7

Avec Xcas si on tape :
evalf (pi, 21)
On obtient :
3.141592653589793238462
Une valeur approchée par exces de 7 par un rationnel est :

22
7

On a % ~ 3.14285714286 ce qui fait 2 décimales exactes et
evalf (22/7-pi) renvoie 0.00126448926721
Donc0 < 2 —0.0013 <7< Zet0< 2 -7 <1.31073

Une autre valeur approchée par exces de 7 par un rationnel est :

855
113

Ona :1)% =~ 3.14159292035 ce qui fait 6 décimales exactes et
evalf (355/113-pi) renvoie 2.66764118351e-07
Donc 0 < %—2.676—07<7‘(’< :I%

Une valeur approchée par défaut de 7 par un rationnel est :

333
106

Ona % ~ 3.14150943396 ce qui fait 4 décimales exactes et

evalf (pi-333/106) renvoie 8.32196276406e-05

Donc
333 333

106 <7< 106 +8.33e — 05
Ces approximations proviennent du développement en fractions continues de 7.
On tape :
dfc (pi)
On obtient :

[3,7,15,1,292,1,1,1,2]

95
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On tape :

dfc2f ([3,7])

Onobtient 3 + 1/7:

22/17

On tape :

dfc2f ([3,7,15])

Onobtient 3+ 1/(7+ 1/15) :

333/106

On tape :

dfc2f([3,7,15,11)

Onobtient 3+ 1/(7+1/(15+1)):

355/113

On tape :

dfc2f([3,7,15,1,2921)

Onobtient 3+ 1/(7+1/(15+1/(1 +1/292))) :
103993/33102

On tape :

dfc2f([3,7,15,1,292,11)
Onobtient3+1/(7+1/(15+1/(14+1/(292+1)))) :
104348/33215

On tape :

dfc2£([3,7,15,1,292,1,11])
Onobtient3+1/(7+1/(15+1/(1+1/(292+1/(1+1)))))):
208341/66317

On tape :

dfc2£([3,7,15,1,292,1,1,11)

Onobtient 3+ 1/(7+1/(156+1/(1+1/(2924+1/(14+1/(141)))))):
312689/99532

On tape :

sort ([22/7,355/113,103993/33102,104348/33215,208341/66317,312689/9953.
On obtient :
[103993/33102,208341/66317,p1,312689/99532,104348/33215,355/113,22/7]

5.2 Exercice

Montrer les formules :

/1 28(1 —2)3(25 + 816x2)d 355
0

3164(1 + 22) SRETER
5.3 construction d’un carré ayant pour aire %
Ce carré a pour coté : e

Ona:
22=5%2—-3et7=22+3
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Donc :

v/22 est le 2ieéme coté de 1’angle droit d’un triangle rectangle dont I’hypoténuse a
pour longueur 5 et un cdté de I’angle droit a pour longueur /3.

/7 est la longueur de I’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les cotés de I’angle
droit ont pour longueur 2 et v/3.

On tape :

triangle_equilateral(1,3,C) :;
C:=C;

A:=point (-1);B:=point (1);
l:=normal (longueur (A,C)) ;
D:=point (4);

segment (A, D) ;

c:=cercle(A,D);

F:=inter (c,cercle(n7,1/2),C);
normal (longueur2 (F,D)) ;
normal (longueur2 (D,C)) ;

G:=D+ (C-D) /longueur (C,D) ;
normal (longueur2 (D, G)) ;
H:=normal (inter_unique (segment (D,F),parallele(G,droite(F,C))));
normal (longueur (H,D) ) ;
segment (F, D), segment (D,C) ;
carre(D,H,K,L,affichage=1);

On obtient I’aire du carré rouge approche par excésa 1.3102 I’aire du cercle rouge
de diametre ADB :

Ona:
normal (longueur (A, C) ) ; renvoie 2+sgrt (3)
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normal (longueur?2 (F, D) renvoie 22

normal (longueur2 (D, C) ) ; renvoie 7

normal (longueur?2 (D, G) ) renvoie 1

normal (longueur (H,D) ) ; renvoie (sqrt (154)) /7

normal (longueur2 (H,D) ) ; renvoie 22/7
aire (carre (D, H) ) renvoie 22/7

5.4 Construction par Ramanujan d’un carré d’aire %

En 1913 Ramanujan proposa la construction d’un carré ayant pour aire celle
d’un cercle de rayon 1 avec une erreur de 1.47 * 107>,

Ce carré a pour coté : \\//%

Ona:

355 = 182 + 31 et 113 = 122 — 31
Wt Boalf=s B

Il reste a construire v/31.

Ona:

31=62-5

Voici la construction de ce carré faite par Ramanujan.

Soit le cercle ¢ de centre O et de diametre PR = 2.

Avec Xcas, on prend :

O:=point (0) ;P:=point (-1);R:=point (1) ;
H:=point (-1/2); T:=point (2/3);

Le cercle c passe par le point Q:=point (2/3+i*sqrt (5)/3);
On a RS=QT=sqrt (5) /3

On définit les projections M et N respectives de O et T" sur PS.

On définit :

L:=point (-1-ixlongueur (M,N));

K sur le cercle c tel que PK = PM

C sur le segment RK tel que RC = RH = 3/2 D sur le segment RL tel que
CD//KL

Le carré de coté RD a alors pour coté :

355
113
Avec Xcas, ontape :
:=point (0);
:=point (-1);
:=point (1) ;
:=point (-1/2);

:=point (2/3);

:=cercle (0,1,affichage=4+epaisseur_ligne_2);
:=point (2/3+i*sqrt (5)/3);
:=inter_unique (c,cercle (R, sqgrt (5)/3),Q);
:=segment (P, S) ;

:=projection(s,0);

:=projection(s,T);

ZXn noOo QA m>™ Yo
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L:=point (-1-i*xlongueur (M,N));
K:=inter_unique (c,cercle (P, longueur (P,M)),L);
C:=inter_unique (droite (R,K),cercle(R,3/2),K);
D:=inter_unique (droite (L, R),parallele (C,droite(L,K)));
carre(D,R,affichage=l+epaisseur_ligne_2);
segment (P, L) ;

segment (R, S) ;

segment

segment (T, N) ;
cercle (P, longueur (M,P) ,affichage=ligne_tiret_point);
cercle (R, 3/2,affichage=ligne_tiret_point);

On tape :

evalf (aire (carre(D,R)))

On obtient :

3.14157798199

On tape :

evalf (pi—-aire(carre(D,R)))
On obtient :
1.46716034237e-05

On obtient la figure :
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Calcul de RD?
Ona:
RS?=5/9

PS?=4-5/9=231/9

PK? = PM? = PS?/4 =31/36
PL? = MN? = PS?/9 = 31/81
RK? =4 — PK? =113/36

RL? =4+ PL? = 355/81

RC? = RH?=19/4

RD? _ R?2C _ 81

RL? = RK? ~_113
Donc RD? = %

5.5 Une valeur approchée de 7 par (9% + 19%2/22)(1/4)

On tape :
A:=(972+1972/22)"(1/4)
evalf (A)

On obtient :
3.14159265258

On tape : evalf (pi)
Onobtient: 3.14159265359
On tape :

evalf (pi-A)

On obtient :
1.00715169538e-09

In (52803 (236674+30303%/61)3+744) )2

™

5.6 Unnombre quasi-entier : (

Avec Xcas, on tape :

A:=1n (528073 ((236674+30303xsqgrt (61))"(3))+744)

evalf ((A/pi) "2)

On obtient :

427.0

On tape :

evalf ((A/pi)"2,52)

On obtient :
0.4270000000000000000000000000000000000000000000000000e3
On tape :

evalf ((A/pi)"2,55)

On obtient :
0.4270000000000000000000000000000000000000000000000000106e3
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Pour trouver les premieres
décimales de 7

6.1 La formule de Gregory et le développement en série
de arctan(z)

La série de Gregory est le développement en série entiere de arctan(z)

Ona: 3 5 2k-+1
+
x x x
arctan(z) =z — — + — + ... + (=1)" + ...
(z) 3 5 (=1) 2k +1
Le reste de cette série alternée est du signe du premier terme négligé et est majoré

en valeur absolue par la valeur absolue du premier terme négligé.

6.2 La formule de Machin

De la formule d’addition des tangentes a savoir :

tan(a) + tan(b)

tan(a + b) = 1 — tan(a) * tan(b)

on en déduit la formule pour ab < 1:

a+b
1—ab

arctan(a) + arctan(b) = arctan(

)

Exercices :
1/ Pour a = 1/5 on cherche b pour que :

arctan(a) 4+ arctan(b) = arctan(1) = g

On doit donc résoudre :

a+b
=1
1—ab
On trouve :
_1—a_2
- 14a 3

101
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Donc :

1 2
arctan(—) + arctan(—) =
5 3

NE

2/ Pour a = 1/5 on cherche b pour que :

2
arctan(a) + arctan(b) = arctan(g)

On doit donc résoudre :

a+b 2
= C = —
1—ab 3
On trouve :
_c-a_3-1_7
2=
14 ac 1ﬁ 17
Donc :
2 arctan( 1) + arctan(-—) T
arc — = —
5 17 4

3/ En faisant encore deux fois le méme genre de substitution, montrer la formule
de Machin :

1 1
4arctan(g) - arctan(@) = %

Pour cela on prend successivement :

_ T __c—a _ 9
c= —197 et on trouve b = 1 Tae = —46let
_ _ c—a __ —
¢ = 4g eton trouve b= TTas = 739

4/ Ecrire un programme qui prend en entrée a et n et qui renvoie la liste L des
valeurs de b;, vérifiant :

karctan(a) + arctan(by) = 7 pour k = 1.n (L[k — 1] = by)

On tape le programme :

machinl (a,n) :={

local k,c,L;

c:=1;

L:=[01;

for (k:=1;k<n+1l;k:=k+1) {
c:=(c—a)/ (l+axc);
L:=append (L, c);

}

return (L) ;

i

On tape :

machinl (1/5,5)

On obtient :
(0,2/3,7/17,9/46,1/-239,-122/597]
Ainsi, poura = 1/5 etk = 3, by, = 9/46 donc :

3arctan(}) + arctan(z%) = 5
On tape :

machinl (1/3,5)

On obtient :

(0,1/2,1/7,-2/11,-17/31,-41/38]



6.3. LES DECIMALES DE = AVEC LES FORMULES PRECEDENTES 103

Ainsi, poura = 1/3 etk =2, b, = 1/7 donc :
2 arctan(%) + arctan(l) e

7 4
6.3 Les décimales de 7 avec les formules précédentes

6.3.1 Une remarque

Si on utilise pour calculer 7 la formule :

arctan(z) = ¢ = & + = + 4 (=1)!

Sionprend x = 1,o0n a arctan(l) = 7/4 =1 — % + % +..+ (—1)’“% + ..
mais la convergence est lente.

On remarque que la convergence est beaucoup plus rapide pour = 1/5 et encore
plus rapide pour x = 1/239 d’ou I’ utilisation de la formule :

1 1
% = 4arctan(g) - arctan(@)

6.3.2 Le programme avec Xcas

Pour calculer la somme de n termes de la série on va utiliser la méthode de

Horner pour faire le moins possibles de multiplications, on a :
_ 2(1 2(1 2 2/ 1
arctan(z) = (1 — 2°(3 — 2°(z —2°(.... — 2°(5;,=7)))))
L utilisateur doit rentrer la valeur de x (a) et le nombre n de termes de la série.

//approx de arctan(a) par sa serie

// a-a”3/3+..+(-1)"n*a” (2n+1)/ (2n+1)

//cette valeur est calculee par la methode de Horner
gregory (a,n) :={

local t,k;

t:=1/(2*n-1);

for (k:=2+*n-3;k>0;k:=k-2) {

t:=1/k-a”2*t;

}

return (axt);

}i

On tape :

l6xgregory(1/5,18) -4+«gregory (1/239,6)

On obtient :

3.14159265359 On tape :

evalf (16*gregory (1/5,42)-4xgregory (1/239,20))

On obtient, si on a choisit 60 Chiffres dans la configuration du CAS (menu
Cfg->Configuration du CAS):
3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494
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6.3.3 Combien faut-il calculer de termes ?

Soit R, (z) le reste de la se;:rie S (~DFIEE R, (2) = SR (—1)k et

Pour avoir |R,,(1/5)| = |R,(0.2)| < 10751 il faut

‘1’|2n+
2n+1

On sait que |R,(z)| <
que :

22+l < (2n+1)10277%0 et comme 210 ~ 103 cela donne si on suppose 2n +1 >
10 :

10(6n+3)/10°  102n=59 goit 593 < 14n soit n ~ 42 On vérifie pour n = 42 on a
U5% < 256e — 62

On peut aussi écrire si on suppose que 2n + 1 > 10 :

“fgizl < 2?1 /10 < 1075 donc on va choisir 22" < 1075 soit (2n +
1)logl10(z) < —60 ou encore n > ((—60)/loglO(x) — 1)/2 Pour x = 1/5 on
an > 424202967422 et comme 2n + 1 > 40 on peut améliorer la majoration

2n+1
2l < /40 < 10761

ce qui donne n > ((—60 + log10(4))/log10(1/5) — 1)/2 = 41.9896201841 donc
on prend n = 42

(1/239)%°
25 -

pour z = 1/293 on an > 11.66 donc on prend n = 12 et on vérifie :
1.38711499837e — 61.

On choisit 62 Chi f fres dans la configuration du CAS (menu Cfg—>Configuration

du CAS) eton tape :

evalf (1l6+xgregory(1/5,42)-4xgregory (1/239,12))

On obtient :
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749446
On tape :

evalf (pi)

On obtient :
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749446
Remarque

Avec cette méthode John Machin calcula 100 décimales de 7 en 1706.

6.3.4 Les formules de méme type que celles de Machin

En 1973, Jean Guilloud a mis une journée pour calculer 10° décimales de 7 en
utilisant une formule de méme type a savoir :

1 1 1
6arctan(§) +2 arctan(ﬁ) + arctan(%) = %
en vérifiant ses calculs avec la formule analogue :

s

539) 1
En 1999, Yasumata Kanadaa a atteint le record en calculant 12411 * 10% décimales
de 7 en utilisant une formule de méme type a savoir :

1 1
12 arctan(ﬁ) +38 arctan(ﬁ) — Harctan(

1 1 1 1
24 arctan( 12943) —12 arctan(@) + 44 arctan(5—7) + 7arctan(@) = %
et la formule analogue :
12 arctan(—) + 32 arctan(—=) — 5 arctan(——) + 12 arctan(————) =
arctan(— arctan(—) — 5arctan(—— arcta =—
BTS AT F 939 T 1104437 T 1
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On peut vérifier ces formules avec Xcas, on tape par exemple :
tsimplify (12+«atan(1/49)+32xatan(1/57)-5*xatan(1/239)+12xatan(1/110443))
On obtient :

™

4
Comment trouver des formules de type Machin ?

voir aussi 7.5
Montrons pour cela que si a € N* et si a® + 1 = ay * ag avec (a1, az) € Z? et
(a+a1)(a+a—2)-0alorsona:
arctan(1/a) = arctan(1/(a + a1)) + arctan(1/(a + a2)) (si @ > 2 alors a ne
divise pas a® +1donc a + a — 1 et a + ay sont non nuls et différents).
Onasizy < 1, arctan(z) + arctan(y) = arctan((z +y)/(1 — xy)) donc
arctan(1/(a+aq))+arctan(1/(a+az)) = arctan((2a+a1 +a2)/((a+a1)(a+
az) — 1)) = arctan(1/a) puisque

— siata; >1leta+az>1lalorsl/(a+a1)*x1/(a+a2) <1

— siat+a; >leta+az < —lalorsl/(a+a1)*1/(a+a2) <0<1

— siat+a; < —leta+ay < —lalorsl/(a+a1)*1/(a+a2)=1/(—a—

a1)x1/(—a—az) <1

Donc :
sia?+1 = ay xap alors arctan(1/(a+aq)) +arctan(1/(a+az)) = arctan(1/a)
Exemples
sia = 1 onaarctan(1l) = arctan(1/2) + arctan(1/3).
sia = 2onaarctan(1/2) = arctan(1/3) + arctan(1/7) et
arctan(1/2) = arctan(1/(2—1))+arctan(1/(2—5)) = arctan(l)—arctan(1/3)
On a donc :
a=1a?>+1=2=1%2donc 7/4 = arctan(1) = arctan(1/2) + arctan(1/3)
a=2a%?+1=5=1x%5donc arctan(1/2) = arctan(1/3) 4 arctan(1/7) et
arctan(1/2) = arctan(1/(2—1))+4arctan(1/(5—2)) = arctan(l)—arctan(1/3)
a=3a?>+1=10 = 1%10 = 2 %5 donc arctan(1/3) = arctan(1/4) +
arctan(1/13) = arctan(1/5) + arctan(1/8) et arctan(1/3) = arctan(1/(3 —
2)) + arctan(1/(3 — 5)) = arctan(1) — arctan(1/2)
a=5a’+1=26=1%26 = 2% 13 donc arctan(1/5) = arctan(1/7) +
arctan(1/18) = arctan(1/6) + arctan(1/31) et
arctan(1/5) = arctan(1/(5 — 2)) + arctan(1/(5 — 13)) = arctan(1/3) —
arctan(1/8) a = 7a?> +1 = 50 = 1 % 50 = 2 * 25 donc arctan(1/7) =
arctan(1/8) 4 arctan(1/57) = arctan(1/9) + arctan(1/32) et
arctan(1/7) = arctan(1/(7 — 2)) + arctan(1/(7 — 25)) = arctan(1/5) —
arctan(1/18)

On en déduit donc que :
/4 = 2arctan(1/3) + arctan(1/7)

7/4 = 2arctan(1/3) + arctan(1/5) — arctan(1/18)
7/4 = 2arctan(1/3) + arctan(1/5) — arctan(1/18)
7/4 = 2arctan(1/3) + arctan(1/8) + arctan(1/57)

(1/3) (1/5) (1/57)

/4 = 3arctan(1/3) — arctan(1/5) 4 arctan(1/57
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et en utilisant /4 = 4 arctan(1/5) — arctan(1/239) on retrouve facilement les 2
formules utilisées par Jean Guilloud :

Garctan(é) + (6 —-4)arctan(§%)<+-arctan(§%§)::
6(m/4—2arctan(1/3))—4(r/4—3 arctan(1/3)+arctan(1/5))—n/4+4 arctan(1/5) =
/4

et

12 arctan(<k) + 8arctan() — 5 arctan(5;) =

12(—m/4+2 arctan(1/3)4arctan(1/5))+8(mw/4—3 arctan(1/3)+arctan(1/5))+
5(m/4 — 4arctan(1/5)) = 7 /4

6.4 Pour bien afficher les décimales

//approx de arctan(a) par a-a”3/3+..+(-1)"n*a” (2n+1)/ (2n+1)
//valeur de la serie est calculee par la methode de Horner
gregory (a,n) :={

local t,k;

t:=1/(2*n-1);

for (k:=2xn-3;k>0;k:=k-2) {
t:=1/k—-a”2*t;

}

return (axt);

}

//pour afficher selon un tableau
affichel (fl,n) :={

local s,p,q9,J,k,L,LT;

L:="";

s:=string(fl);

p:=size(s);

g:=iquo(p,11l%*n)

si irem(p,1l*n)==0 alors
LT:=[0%q];sinon

LT:=[0S (g+1)1];

fsij;

pour j de 0 jusque g-1 faire
pour k de 1 jusque 11 faire
L:=L+mid(s,0,n)+" ";
s:=mid(s,n);

fpour;

LT[3]=<I[L];

L:="";

fpour;

si r!=0 alors

pour k de 1 jusque size(s) faire
L:=L+mid(s,0,n)+" ";
s:=mid (s, n);

fpour;
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LT[qgl=<I[L];

fsi;

return LT;

bes

//pour afficher selon une liste de chaines
affiche2 (fl,n) :={

local s,p,q9,3,%k,L,LT;
L:="";

s:=string(fl);

p:=size(s);

g:=iquo (p,1ll%n);
r:=irem(p,1l1l*n);

si r==0 alors
LT:=[0$q];sinon
LT:=[0Sg+1];

fsij;

pour Jj de 0 Jjusque g-1 faire
pour k de 1 jusque 11 faire
L:=L+mid(s,0,n)+" ";
s:=mid (s, n);

fpour;

LT[J1=<L;

L:="";

fpour;

si r!=0 alors

pour k de 1 Jjusque size(s) faire
L:=L+mid(s,0,n)+" ";
s:=mid (s, n);

fpour;

LT [gql=<L;

fsij;

return LT;

b

On vérifie pour n = 2900 on a (15/5352))55 < 0.33e — 4058
(1/239)11721

et on vérifie pour n = 860 on a ~~——— = 0.35¢ — 4096.
On tape :

(1/5.)75801/5801, (1/239.)"1721/1721

On obtient :

0.3247147235398264366269e-4058,0.347881711410409416161e-4096
Digits:=4000

On tape :

LR1l:=affichel (evalf (l6*gregory (1/5,2900)-4+gregory(1/239,860)),5)
On obtient comme réponse une matrice.

Ou on tape :

LR2:=affiche2 (evalf (l6xgregory(1/5,2900)-4+xgregory(1/239,860)),5)
pour Jj de 0 Jjusque size(LR2)-1 faire print (LR2[]j]) fpour

On obtient apres 0.88s 3993 décimales :
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3.141
09749
51328
02701
61284
32664
20962
41469
79310
11949
98609
56812
01224
90219
37297
22308
83814
35378
09216
03019
51557
54637
35637
72684
04752
64732
92458
27210
18347
79380
48161
77624
79049
54100
86269
12371
45995
58226
45530
96461
82686
98727
44136
84063
67889
56498
88797

59265
44592
23066
93852
75648
82133
82925
51941
51185
12983
43702
71452
95343
60864
80499
25334
20617
75937
42019
52035
48572
46493
07660
71040
16205
63914
63150
79750
97753
00816
36115
16862
46016
95388
45604
37869
81339
20522
50682
51570
83868
36446
54976
53422
52521
03559
10893

35897
30781
47093
11055
23378
93607
40917
51160
48074
36733
77053
63560
01465
03441
51059
46850
17766
51957
89380
30185
42454
93192
10471
47534
69660
19927
30286
93029
56636
47060
73525
51898
53466
37863
24196
60956
04780
48940
03496
98583
94277
95848
27807
07222
38522
36345
14566

93238
64062
84460
59644
67831
26024
15364
94330
46237
62440
92171
82778
49585
81598
73173
35261
91473
78185
95257
29689
15069
55060
01819
64620
24058
26042
18297
55321
98074
01614
52133
35694
80498
60950
52850
36437
27590
77267
25245
87410
41559
65383
97715
58284
54995
68174
91368

46264
86208
95505
62294
65271
91412
36789
57270
99627
65664
76293
57713
37105
13629
28160
93118
03598
77805
20106
95773
59508
40092
42955
80466
03815
69922
45557
16534
26542
52491
47574
85562
86272
68006
22210
19172
09946
19478
17493
59788
91855
67362
69143
88648
46667
32411
67228

33832
99862
82231
89549
20190
73724
25903
36575
49567
30860
17675
42757
07922
77477
96318
81710
25349
32171
54858
62259
29533
77016
59619
84259
01935
79678
06749
49872
52786
92173
18494
09921
32791
42251
66118
87467
57640
26848
99651
59597
92524
22626
59977
15845
27823
25150
74894

79502
80348
72535
30381
91456
58700
60011
95919
35188
21394
23846
78960
79689
13099
59502
10003
04287
22680
63278
94138
11686
71139
89467
06949
11253
23547
83850
02755
25518
21721
68438
92221
78608
25205
63067
76465
78951
26014
43142
72975
59539
09912
00129
60285
98645
76069
05601

88419
25342
94081
96442
48566
66063
33053
53092
57527
94639
74818
91736
25892
60518
44594
13783
55468
66130
86593
91249
17278
00984
67837
12933
38243
81636
54945
96023
18417
47723
52332
84272
57843
11739
44278
75739
26946
76990
98091
49893
59431
46080
61608
06016
65961
47945
01503

71693
11706
28481
88109
92346
15588
05488
18611
24891
52247
46766
37178
35420
70721
55346
87528
73115
01927
61533
72177
55889
88240
44944
13677
00355
00934
88586
64806
57467
50141
39073
55025
83827
29848
62203
62413
83983
90264
90659
01617
04997
51243
94416
84273
16354
10965
30861

99375
79821
11745
75665
03486
17488
20466
73819
22793
37190
94051
72146
19956
13499
90830
86587
95628
87661
81827
52834
07509
12858
82553
02898
87640
17216
92699
65499
28909
44197
94143
42568
96797
96084
91949
89086
52595
01363
25093
53928
25246
88439
94868
94522
88623
96094
79286

10582
48086
02841
93344
10454
15209
52138
32611
81830
70217
32000
84409
11212
99998
26425
53320
63882
11959
96823
79131
83817
36160
79774
91521
24749
41219
56909
11988
77772
35685
33454
87671
66814
12848
45047
58326
70982
94437
72216
46813
80845
04512
55584
67467
05774
02522
80920
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87476 09178
21682 99894
62343 64542
10213 59695
42007 31057
35064 30218
06141 96634
75142 69123
16038 81930
72218 25625
01497 44285
39057 96268
89706 41401
07230 55876
15791 98414
16909 15280
15136 98820
98315 01970
38734 55283
64204 67525
89575 71282
25974 63667
13276 56180
00449 29321
14495 76857
15441 10104

24938
87226
85844
36231
85390
45319
28754
97489
14209
99661
07325
56100
10971
31763
84882
17350
91444
16515
31635
90709
89059
30583
93773
51608
26243
46823

58900
58804
47952
44295
62198
10484
44064
40907
37621
50142
18666
55081
20628
59421
91644
67127
21006
11685
50764
15481
23233
60414
44403
42444
34418
25271

97149
85756
65867
24849
38744
81005
37451
18649
37855
15030
00213
06658
04390
87312
70609
48583
75103
17143
79185
41654
26097
28138
07074
85963
93039
62010

09675
40142
82105
37187
78084
37061
23718
42319
95663
68038
24340
79699
39759
51471
57527
22287
34671
76576
35893
98594
29971
83032
69211
76698
68642
52652

98526
70477
11413
11014
78489
46806
19217
61567
89377
44773
88190
81635
51567
20532
06957
18352
10314
18351
22618
61637
20844
03824
20191
38952
62434
27211

13655
55513
54735
57654
68332
74919
99983
94520
87083
45492
71048
74736
71577
92819
22091
09353
12671
55650
54896
18027
33573
90375
30203
28684
10773

6.5 La formule de Bailey-Borwein-Plouffe (BBP)

6.5.1 L’historique

109

49781
23796
73952
03590
14457
27819
91015
80951
03906
02605
63317
38405
00420
18261
75671
96572
11369
88490
32132
09819
26548
89852
30380
78312
22697

89312
41451
31134
27993
13868
11979
91956
46550
97920
41466
34649
25714
33786
86125
16722
51210
90865
99898
93308
94309
93823
43744
19762
35526
80280

En 1995, Plouffe (avec Bailey et Borwein) a découvert la formule de Bailey-

Borwein-Plouffe (BBP) qui permet de calculer le n-ieme bit de 7 sans avoir a
calculer d’autres bits. Un an plus tard, il publie un nouvel article sur la formule,
permettant de déterminer le n-ieéme chiffre en base 10 de 7, mais le temps de calcul,
bien que relativement court, n’est pas linéaire.

Il est également le co-auteur de 1I’Encyclopédie en ligne des suites de nombres
entiers.

L’Inverseur de Plouffe est une page web qui contient plus de 200 millions de
constantes mathématiques. Un répertoire est accessible et contient plus de 3,93
milliards de constantes a une précision de 64 chiffres décimaux au 21 juillet 2009.

Pour I’anecdote, Simon Plouffe a détenu en 1977 le record Guinness de mé-
morisation des décimales de 7, avec 4 096 décimales. Il en avait mémorisé 4 400,
mais en a récité seulement 4 096 parce que 4096 = 212).

La formule de Plouffe ou formule BBP est

“+o00

1 4 2 1 1
W_;W(Skﬂrl_8k+4_8k+5_8k+6)

97848
52374
27166
44037
75194
39952
18146
22523
77346
59252
65145
59102
99360
86732
91098
83579
85163
59982
98570
92448
91193
17029
11011
58213
73189
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6.5.2 Démonstration de la formule de Plouffe en devoir (Université de
Lorraine)

Le but de cet exercice est de montrer la formule de Plouffe

+o00

1 4 9 1 1
”_kz_ow(a%kﬂ_8k+4_8k+5_8k+6)

1. Montrer que pour tout a reel avec 0 < a < 1, pour tous n,p > 1 on a

/a mn—l +Z°° akp—i—n
o 1—aP _k_okp—i-n

2. En déduire que

*f L 4 2 1 1 )_16/14—2953—934—905
£ 1658k +1 8k+4 8k+5 8k+6 o 16 — a8
4— 223 — gt — 2P

3. Simplifier la fraction 16 g
-z
lynome 4 — 223 — * — 25 a une racine simple), puis décomposer la fraction

obtenue en éléments simples dans Q[X].

(on pourra remarquer que le po-

4. Conclure

Solution avec I’aide de Xcas On utilise ici Xcas en mode réel pour vérifier ou
pour faire des calculs.

1. Pour |x| < letp > 1,o0na |2P| < 1. On a donc le développement en série

entiere :
n—1

T —+00 —+00
_ xnfl § :xkp — § :xkarnfl
1—2xP
k=0 k=0

Avec Xcas, on vérifie et on tape :

assume (p, integer) ; sum (x” (kxp),k=0..inf)

On obtient : x* (-p) / (x" (-p) —1)

A l'intérieur du rayon de convergence, on peut intégrer terme a terme et

_ kp+n
comme foa xhrtn=lq, — ‘}Cern ,

a xn—l +oo akp+n
=y
o 1—aP — kp +n
Avec Xcas, on vérifie et on tape :

int (x* (kxptn-1),x=0..a)
On obtient : a” (k*p+n) / (kxp+n)

on obtient :

2. Remarquons tout d’abord que :

Loogm 1 ™ 1 u™ % \@mH
o 16—z 0 16(1-(75) o 16 1-wu
Avec Xcas, on tape pour faire le changement de variable z = u+/2 dans

Pintégrale :

oS

dzx
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subst ("int (x"m/ (16-x"8),x,0,1)’,x=sgrt (2) *u)
On obtient :
int ((sgrt (2)«u) *mx1/ (16— (sqrt (2) *u) *8) xsqrt (2),
u, 0, (sgrt (2))/2)
Puis, on sélectionne sgrt (2) u) “m*1/ (16— (sgrt (2) xu) *8) xsqgrt (2),
on appelle simplify et on obtient :
int (- (sgrt (2) xu) "mxsqrt (2) / (16*xu~8-16), u,0, (sgrt(2))/2)
D’aprés ce qui précéde (pourp =8, m=n—leta = @) et puisque :
V2T B ml [ O o
ﬂg*k 16*k’

na:

Logm 1 1 1 1
w6t = 15 1 T
o 16—z 16 <= 16k * (8k +m +1) 16 <~ 16F * (8k +m + 1)

k=0 k=0
Donc :
1 3 4 5 +oo
4 — 2x° — — 1 4 2 2 1
e D .
0 16 — x k:016 8 +1 8k+4 8k+5 8k+6

3. Factorisation de 4 — 223 — z* — 25

1 est racine évidente de 4 — 223 — 2% — 2°.

On tape :

factor (4-2x"3-x"4-x"5)

On obtient :

—(x=1) *x (X"242) * (X" 2+2*xx+2)
On a donc la factorisation

P42t 42203 — 4= (2 —-1)(%+2)(2® +22+2)

Factorisation de 16 — 2.8

On tape :

factor (16-x"8)

On obtient :

—(X"2=2) % (X"242) x (X"2-2%X+2) * (X"2+2*xx+2)

— 23—t — 4P

4
Simplification de

16 — a8
On tape :
normal ( (4-2x"3-x"4-x"5)/(16-x"8))
On obtient :

(x—1)/ (x"4-2%x"3+4xx—-4)
4 — 223 — gt — 2P

Décomposition en éléments simples de

16 — a8
On tape :
partfrac ((x-1)/ (x"4-2+x"3+4%xx-4))
On obtient :

X/ ((x"2=-2)*%4)+ (-x+2) / ((x"2-2%x+2) x4)
Ou bien , on tape directement :
partfrac((4-2x"3-x"4-x"5)/(16-x"8))
On obtient :

X/ ((x"2=-2)%4)+ (-x+2) / ((x"2-2%x+2) x4)



112 CHAPITRE 6. POUR TROUVER LES PREMIERES DECIMALES DE &

4. Conclusion
On a donc :

1 3 4 5 1 1
4—2x° —2*—x T —x+ 2
16 der =14 ———dr+4 —_——dx =
/0 16 — 28 * /0 x—i_/o 2 —2xzt+27

In([12 In(|0? 22 [ -
21In(|1°—2])—21In(|0 —2|)—2/0 PO R S T+ /o m x =
—2In(2) + 2In(2) + 4 * atan(0) — 4 x atan(—1) = 7

On tape :

normal (16+int ((4-2x"3-x"4-x"5)/(16-x"8),x=0..1))

On obtient :

pi

Donc :

+oo

1 4 9 1 1
W_T;)wk(%ﬂ_8k+4_8k+5_8k+6)

Avec Xcas, en mode réel, on peut taper directement :

simplify (sum(1/16%k* (4/ (8«k+1)-2/ (8xk+4)-1/ (8xk+5) -
1/(8xk+6)),k=0..inf))

On obtient :

pi

6.5.3 Le n-ieme chiffre apres la virgule de 7 en base 16 avec la formule
BBP

La formule de Bailey-Borwein-Plouffe (BBP) permet de calculer le n-ieme
chiffre apres la virgule de 7 en base 16 sans avoir a calculer d’autres chiffres.
On remarque que si n > 1, le n + 1-ieme chiffre apres la virgule de 7 en base 16
est aussi le 1-ier chiffre apres la virgule de 16" .
On cherche donc 1-ier chiffre apres la virgule de 16™7 en base 16 et on a :

16"7r—§16"‘k( CE S S — )
_n:o 8k+1 8k+4 8k+5 8k+6

Exemple d’écriture en base 16 d’une approximation de 7

Avec Xcas, on tape :

Digits:=25

a:=evalf (pi)

On obtient :

3.1415926535897932384626434

On calcule 16¥a pour k& = 0..21, on tape :

L:=floor(16”k*a)$(k=0..21)

Puis on convertit le résultat obtenu en base 16 :

ILB:=revlist (convert (L[k],base,16))$(k=0..21))

On obtient :
[31,13,21,103,2,4]1,13,2,4,31,103,2,4,3,151,13,2,4,3,15,6],
[3,2,4,3,15,6,10],13,2,4,3,15,6,10,81,13,2,4,3,15,6,10,8,81,
[3,2,4,3,15,6,10,8,8,81,13,2,4,3,15,6,10,8,8,8,5]...

On tape :



6.5. LA FORMULE DE BAILEY-BORWEIN-PLOUFFE (BBP) 113

L1:=LB[21];

On obtient :

(3,2,4,3,15,¢,10,8,8,8,5,10,3,0,8,13,3,1,3,1, 9, 8]

Le k-iéme chiffre apres la virgule de 7 en base 16 est L1 [k ]

On vérifie, on tape :

evalf (sum(L1[k]/16"k,k=0..10),evalf (pi))

On obtient avec Digits:=21:
3.1415926535897932384626434,3.1415926535897932384626434
On utilise maintenant la formule BBP pour calculer le k-iéme chiffre apres la vir-
gule de 7 en base 16.

Posons :

k
Le calcul des premiers chiffres de S, (a) permettra d’obtenir ceux de 16", par la
relation :
16"m = 45,(1) — 25,(4) — Sp(5) — S, (6)
Découpons la somme S, (a) en deux sommes (I’une lorsque k varie entre 0 et n — 1
et I’autre lorsque k varie entre n et +00 :

S -y W S I @ B
MU T LSkt a T &8kta & 8k+a T

Calculons les premiers chiffres de A, (a) et B, (a).

Les premiers chiffres apres la virgule de 44,,(1) —2A,,(4) — A,(5) — A, (6)
16"—F
8k+a *

est tres grande et on va utiliser 1’ arithmétique modulaire

Il faut trouver la partie fractionnaire de
16n7k
8k+a
1671776
8k+a *
On utilise, pour cela, la division euclidienne de 16" par 8k + a :

La partie entiere de

pour la soustraire a

16”*]“ZQ(8k+a)+ravqu€ZCtT<8k+a’T€Z

c’est a dire 16" ¥ = r mod (8k + a).

167k r
Donc G=r = ¢ + g1

. . . n—k
Comme g € Zet ﬁ < 1, la partie fractionnaire de % est ﬁ avec 16" =
r mod 8k + a.
On veut avoir les premiers chiffres apres la virgule de gz"— si 16" % = r mod 8k+
a.

11 faut donc calculer la partie fractionnaire de la suite SA (le nom de cette suite sur
deux lettres fait référence a une variable d’une commande Xcas plus bas) définie
par :

SAn = 412171(1) - 212171(4) - An(5) - An(ﬁ)

ou :

~ 1 (16" mo a
Ay (a) = Z (16 d (8k +a))

Pt 8k +a

Attention
Si frac(SA, < 0) alors la partie fractionnaire de :
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4A,(1) —2A,(4) — An(5) — A, (6) vaut 1+4frac(SA4,) et
Si frac(SA, > 0) alors la partie fractionnaire de :
4A,(1) — 2A,(4) — An(5) — A, (6) vaut frac(SAy,)
Exemple
Sin = 10 et @ = 1, pour obtenir le 11-ieme chiffre apres la virgule de 7 en base
16, on doit calculer la partie fractionnaire de :
41410(1) — 21410(4) 1; 1:110(5) — A10(6> avec
Ao(a) = Y U—gped (Shta)),
On tape pour avoir 4410(1) — 2419(4) — A1(5) — A10(6) :
SA:=evalf (sum(4+xpowmod (16, 10-k,8k+1)/ (8k+1)—
2+«powmod (16, 10-k, 8k+4) / (8k+4) —-powmod (16, 10-k, 8k+5) / (8k+5) -
powmod (16, 10-k, 8k+6) / (8xk+6) ,k=0..9))
On obtient —2.3654468582027340740994524
Donc la partie fractionnaire de 4A4;0(1) — 2A410(4) — A10(5) — A10(6) est donc :
3+SA s0it 3-2.36544685820273407=0.6345531417973

Les premiers chiffres apres la virgule de 45,,(1) —2B,,(4) — B, (5) — By, (6)

.y, 16nTk
Posons ..bk = RiTa
Le premier terme de la somme By, (a) est :

_ 1
b, = ST etdonc b, <1
Calculons bb—’“ :
k41

b:ﬁ = Wgﬁkiw = 16(1 + Wi@) > 16 Donc pour obtenir B, (a) avec une

précision de p chiffres apres la virgule, on va calculer les p 4+ 10 premiers termes
de la somme pour tenir compte des retenues éventuelles .

11 suffit donc de calculer k

= +p+10 167~
Bn(a) = >3 00 "
Exemple (suite)

Sin=10,p=4eta=1,0na:
5 _ —~10+4+10 1610-k
Bio(1) = > k=10  “sita

On tape pour avoir 4B10(1) — 2310(4) - 310(5) — 310(6) :
SB:= evalf (sum (416" (10-k)/ (8k+1)-2%16" (10-k)/ (8k+4) -
167 (10-k) / (8k+5)-16"(10-k)/ (8k+6),k=10..24))
On obtient 0.23002595422921915411944196e-2

Conclusion Au final, pour obtenir les n premiers chiffres de 7 en base 16, il
faut calculer les premiers chiffres apres la virgule en base 16 de :
T = 4S5, (1) — 25, (4) — Sp(5) — Sn(6)

n—1

. 167 F[8k +a] "L 167k
avee Sn(a) _kz_o Skta kz_; 8k + a
Fin de I’exemple
On tape :
3+SA+SB

On obtient 0.63685340133955811744174205

On tape pour avoir le 11-ieme chiffre apres la virgule en base 16 de 7 i.e. le premier
chiffre apres la virgule en base 16 de 3 + SA 4+ SB, on tape :

floor(l6* (3+SA+SB)),L1[11]

On obtient 10, 10

Puisque p = 4, on tape pour avoir les quatre premiers chiffres apres la virgule en
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base 16 de revlist (convert (floor (1674« (3+SA+SB) ) ,base, 16))
On obtient [10, 3, 0, 8]

On vérifie en tapant [L1[k]$ (k=11..14)]

On obtient bien :

[10,3,0,8]

Un autre exemple pour avoir de la 13-ieme a la 16-ieme décimale en base 16
de 7

On tape (n = 12) :

SA2:=evalf (sum(4+powmod (16,12-k, 8k+1)/ (8xk+1)-
2+«powmod (16, 12-k, 8k+4) / (8k+4) - powmod (16,12-k, 8k+5)/ (8k+5) —
powmod (16,12-k, 8k+6) / (8xk+6) ,k=0..11))

On obtient :

-0.11967148118496058569703054e2

Ontape (n = 12etp =4):

SB2:=evalf (sum(4*16"(12-k)/ (8k+1)— 2x16~(12-k)/ (8k+4) -
16"~ (12-k)/ (8k+5)—- 16" (12-k)/ (8k+6),k=12..26))

On obtient :

0.16188614229366348745743565e-2

On tape :

floor (16"k« (12+SA2+SB2)) S (k=1..4)

On obtient :

0,8,141,2259

On tape :

revlist (convert (0,base,16)), revlist (convert (8,base, 16)),
revlist (convert (141,base, 16)), revlist (convert (2259, base, 16))
On obtient :

[8,13],18,13, 3]

Attention il ne faut pas oublier les zéros éventuels qui ne sont pas marqués ! ! | car
on doit renvoyer une liste de longueur 1 pour la 12-ieme... et une liste de longueur
4 pour la 15-iéme décimale : [0], [0,8],[0,8,131,10,8,13, 3]

Donc la 12-iéme décimale est 0 la 14-icme est 8 et les suivantes sont 13 et 3

On vérifie :

L1[k]S$(k=13..16)

On obtient bien :

0, 8,13, 3 Exercice

Trouver la 10000-ieme décimale de 7 en base 16.

On pose n = 10 — 1 et p = 4 et on tape :
n:=10000-1
SA3:=evalf (sum( (4+xpowmod (16, n-k, 8k+1)/(8xk+1)-
2+«powmod (16, n-k, 8k+4)/(8k+4)—- powmod(1l6,n-k,8k+5)/ (8k+5) -
powmod (16, n-k, 8k+6) / (8xk+6)),k,0, (n-1)))
On obtient :
0.63408883081045966923274262e2
On tape :
SB3:=evalf (sum(4+16" (n-k)/ (8k+1) -
2x16” (n-k)/ (8k+4)-16" (n-k)/ (8k+5)—- 16" (n-k)/ (8k+6),k=n..n+14))
On obtient :
0.25002812808619387546276337e-8
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On tape :

revlist (convert (floor (1674 (frac (SA3)+SB3)),base, 16))
On obtient la 10000-ieme, 10001-ieme, 10002-ieme, 10003 ieéme décimale de 7 en
base 16 :

[6,8,10,12]

6.5.4 Le programme Xcas

A I’aide de la formule BBP, on écrit un programme pour trouver, le n-iéme,...
le n + p — 1-ieéme chiffre apres la virgule, en base 16, de 7.
On tape :

pichiffrel6 (n,p) :={
local SA,SB,L,s,k;
si n<0 alors retourne "n doit etre >=0" fsi;
n:=n-1;
SA:=sum( (4d+xpowmod (16, n-k, 8k+1)/(8xk+1)-
2+powmod (16, n-k, 8k+4)/ (8k+4) -
powmod (16, n-k, 8k+5) / (8k+5) —
powmod (16, n-k, 8k+6) / (8*«k+6)),k,0, (n-1));
SA:=frac(SA);
si SA<0 alors SA:=1+SA fsi;

SB:=sum (4*16" (n-k)/ (8k+1)-2%16" (n-k)/ (8k+4)
-16"(n-k)/ (8k+5)-16" (n-k)/ (8k+6) ,k=n..n+p+10) ;
L:=revlist (convert (floor (16"pxfrac (SA+SB)),base, 16));

s:=size(L);
pour k de 0 jusque p-s—-1 faire L:=prepend(L,0); fpour;
retourne L;

b

On tape :

pichiffrel6(13,5)

On obtient: [0,8,13,3,1]

On tape pour avoir I’écriture en base 16 d’une approximation de 7 :

pichiffrel6 (0,25)

Onobtient: [3,2,4,3,15,6,10,8,8,8,5,10,3,0,8,13,3,1,3,1,9,8,10,2,141]
On tape :

pichiffrel6 (10000, 4)

On obtient: [6,8,10,12]

6.5.5 Formule d’Adamchick et Wagon

= (—D)k 2 2 1
”_kzo F \maat e T s

Avec Xcas, on tape :

simplify (sum((-1)"k/4"k*(2/ (4k+1)+2/ (4k+2)+1/ (4k+3)),k,0,1inf))
Onobtient: 1/2xpi+atan(1/2)+atan(2)

On tape :
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simplify (1/2+pi+atan(1/2)+atan(2))
On obtient : pi

6.5.6 Formule de Plouffe généralisée

o

1
Notons §, = 3 —————
orom kz 16%(8k +n)’

La formule de Plouffe généralisée est :
(0) VreC == (4+48r)S1—8rSy—4rSs—(2+8r)Ss—(1+2r)S5—(1+2r)Se+rS7

Avec Xcas, on tape :

simplify (sum(1/16"k* ((4+8r)/ (8k+1l)—-8r/ (8k+2)—-4r/ (8k+3) -
(2+8r) / (8k+4)—-(1+2r)/ (8k+5) - (1+2r) / (8k+6)+r/ (8k+7)),k, 0, inf)
On obtient : pi

Démonstration

Pour 7 = 0 on retrouve la formule BBP ;

Pour 7 = —1/4 on retrouve la formule d’ Adamchick et Wagon sous une forme

plus détaillée.

Posons :

a=1—1i=+/2e""/4 et calculons de deux facons I'intégrale :

1
d
I= / y
0o a—Yy
. Elle est reliée aux S,, car :

1 1 1 o Y™ o 6i(m—&—l)7r/4
=] e, D= =
@ Jo y/ @ =0 <m + 1)ﬁ
1+ i -1 —|— ? 1 —|— ? 1-—
S1+ 5 S — fS — Ss —
5 ~1 + 52 + 3 4 5 16
Elle calculable par des methodes elementalres (en calculant separement sa partle
réelle et sa partie imaginaire ou avec un logarithme complexe), ou avec Xcas en

mode complexe :

I~ =l =t (27 ) =m0 = m(vEen/ = 524
Ou on tape en mode complexe :
normal (int (1/(1-i-y),vy,0,1))
Onobtient: 1 /4xpi+1/2*1n(2)
L’égalité entre ces deux expressions de I équivaut a :
(D) 7T:4Im(f):2514-2524-53—%55—%56—%57,
(2 In(2)=2Re(I) =5 — 593 — 351 — 155 + £57 + £ 55

Mais In(2) peut s’exprimer en fonction des S, :
1 1
2y 2\11 / Yy
( >/0 s = O =02 [y =3
=S5 + %54 + %SG + %Sg
On soustrait (2) et (3) et on a une relation entre les .S, :

@)  0=28 —25 — 5325, — 185 — $95 + 157
En multipliant (4) par 1 4 47 et en ajoutant ce produit a (1), on obtient I’égalité (0).

1




118 CHAPITRE 6. POUR TROUVER LES PREMIERES DECIMALES DE «



Chapitre 7

Les entiers de Gauss et
P’algorithme de Todd

Merci a Bernard Ycart de nous avoir envoyé le fichier de I’article de Raymond
Seroul sur les formules a la machin et 1’algorithme de Todd, paru en 1986 a 'IREM
de Strasbourg.

7.1 Z][i] ou les entiers de Gauss Z[i]

7.1.1 La division euclidienne et le pged dans Z[i]

On rappelle que Z[i] = {m + in, (m,n) € Z?*}.
Z[i] est un anneau intégre euclidien.
Soient a € Z[i] etb € Z[i] — {0}, alors on dit que le quotient entier ¢ de a par b est
I’affixe du (ou des) point(s) le plus proche pour le module du point d’affixe a/b et
alors le reste de la division euclidienne est r = a — bq.
On choisit g pour que bg soit le plus proche possible de a et on peut montrer que
1’on peut choisir r = a — bq tel que |r|? < [b]?/2.
Le pged dans Z[i] se calcule comme dans N par I’algorithme d’Euclide.

7.1.2 Les fonctions iquo, irem iquorem et gcd de Xcas

Si a et b sont des entiers ou des entiers de Gauss :
iquo (a, b) renvoie le quotient ¢ de la division euclidienne de a par b et
irem(a,b) renvoie le reste r de la division euclidienne de a par b.
q et r vérifient :
siaetbsontentiersa =bg+ravecO <r <b
si a et b sont des entiers de Gauss a = bg + r avec |r|?) < %.
iquorem (a, b) renvoie la liste [¢, 7| du quotient et du reste de la division eucli-
dienne de a par b .
gcd (a, b) renvoie le pged de a et b
Par exemple :
sia=—6+17ietsib= "7+ 7 on tape :
iquo (-6+17%1, 7+i)
et on obtient : —1+3x1
irem(—-6+17%1i, 7+1)

119
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et on obtient : 4-3x1

iquorem (=6+17x1i, 7+1)

etonobtient: [-1+3%1,4-3%1i]

Donc la division euclidienne de a par b a pour quotient —1 + 3i et pour reste 4 — 3¢

On tape : iquorem (7+1,4-3%1)

etonobtient: [1+1i, 0]

Donc 7 + ¢ est un multiple de 4 — 3¢ gcd (7+1, —6+17 1)
et on obtient : 4—3x1i

7.1.3 Exercice

— Soit g € Z][i] tel que bg soit le plus proche possible de a et r = a — bgq.
Montrer que 1’on peut choisir 7 tel que |r|? < |b|?/2.

— Montrer que |¢ — a/b|?> < 1/2. En déduire que |a — bq|? < [b|?/2 et
que I’algorithme d’Euclide se termine lorsqu’on prend ¢ comme quotient
euclidien.

— Ecrire un programme qui calcule le pged de 2 nombres de Z[i]. On norma-
lisera le résultat (en multipliant le résultat par 1,-1,i ou -i) pour que le pgcd
soit un nombre de partie réelle strictement positive et de partie imaginaire
positive ou nulle.

On tape :

quotient (a,b) :={

local qgl,q92,c;

c:=normal (a/b);

gl:=re(c);

g2:=im(c);

return round(gl)+ixround(qg2);
}

reste(a,b) :={

local g;

g:=quotient (a,b);

return a-bxqg;
}

L4

pgcdzi(a,b) :={

local g, r;

tantque b!=0 faire
g:=quotient (a,b);

r:=a-bx*qg;
a:=b;
b:=r;

ftantque;
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//on normalise

si re(a)<0 et im(a)<=0 alors retourne -a;fsi;
si im(a)<0 alors retourne ix*a;fsij;

si re(a)<=0 alors retourne -—-ixa;fsi;

retourne a;

|

On tape :

pgcdzi (3+1i,3-1)

On obtient :

1+i

On tape :

pgcdzi (7+1i,-6+17*1
On obtient :

3+4 %1

7.1.4 La fonction pa2b2 de Xcas

Théoréme

Si p est un nombre premier de N congru a 1 modulo 4, alors il existe deux entiers

aetbtel que p = a® + b2

On tape :

pa2b2 (89)

On obtient :

[5,8]

On tape :

pazb2(317)

On obtient :

[11,14]

Idée de la preuve du théoreme

Dans ce qui suit, p est un nombre premier de N congru a 1 modulo 4.

— Lemme

-1 admet une racine carrée modulo p.
Preuve du lemme
On rappelle le théoréeme de Wilson qui dit que si p > 3 est premier alors
(p—1)!' = —1mod p.
(En effet Z/pZ — {0} est un group multiplicatif donc si @ = (p — 1)! on
a a®? = 1 mod p car on peut associer chaque facteur de a avec son inverse
dans Z/pZ — {0}.Donc a® — 1 = (a — 1) * (a + 1) = k * p. Comme p est
premier, p divisea — 1 oua + 1.)
Posons p = 2¢ + 1. Puisque p = 1 mod 4 on a ¢ est pair.
Ona:
¢ =(—-p)(¢g—1-p)..2-p)1—-p)modp = (=1)%q + 1)(q +
2)...(2¢ — 1)(2¢) mod p donc :
¢ = (1% 2% ...q)  ((=1)%(g + 1)(g + 2)...(2¢ — 1)(2¢)) mod p donc
puisque g est pair :
q'?> = (p— 1)! mod p = —1 mod p On notera rac = ¢! mod p.
Par exemple pour p = 5 rac = 2, pour p=pour p = 17 rac = 13.
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— On pose u = [1,rac] et v = [0, p] et on consideére le réseau engendré par u
etv: A = Zu + Zv. On cherche une autre base du réseau dont un vecteur
est de longueur minimale. Quitte a échanger u et v, on peut supposer que
v* v < u*u (x est le produit scalaire).

On montre facilement que si on remplace (u,v) par (u + muv,v) avec
m € Z, le réseau engendré est identique.

On montre facilement que si w = [w1, wa] € A = Zu+ Zuv alors le produit
scalaire w * w est divisible par p (on a en effet 1 + rac® = 0 mod p donc :
w* w = w1+ rac®) + w3 (p?) + 2wiwap * rac = 0 mod p).

On montre facilement que tous les parallélogrammes engendrés par une
base u; et v — 1 du réseau ont une aire égale a p (car le produit vectoriel de
u et v a comme longueur p et il est égal au produit vectoriel de u + muv et
v et est aussi égal au produit vectoriel de v + mu et u).

On choisit m € Z pour que la projection de w = u + m * v sur v soit dans
| —v/2,v/2] le.—(v*v)/2 <wxv=(u+mx*v)*xv < (vkv)/2 0l *
est le produit scalaire ou encore m = floor(1/2 — u*v/v *v) =.

On a alors w * w < u * u.

En effet :

vxv < uxuet

|w *v| = (u+ muv) v < (v*v)/2 (d’apres le choix de m

Puisque u * v n’est pas dans le segment ]| — v * v/2;v x v/2 c’est que :
soit u v > v*v/2etalorsm < 0

soituxv < —v*v/2etalorsm >0

Ona:

wxkw = (u+mo)xw = uxw—++mx(vkw) == uxu+m(u*xv+w*v)
sim>0alorsuxv+wsxv < —v*xv/2+ (v*v)/2<0et

sim < OQalorsuxv+wxv>v*v/2— (v*v)/2>0donc
dansles2casm(u*xv+w+*v) <0ie wrxw < ukxu

On recommence |’ opération jusqu’a ce que u soit dans la bande (m = 0).
On montre alors que la distance minimale entre 2 points du réseau est ¢gale
a la norme du dernier v.

En effet lorsque m = 0 c’est que I’on est dans la situation suivante :

vxv <= uxuet|uxv| <ovx*v/2donc aire (égale a p/2) du triangle
engendré par u et v est supérieure a I’aire du triangle équilatéral T" de c6té
v. T a comme aire A = (v *v) * /3/4.
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Donc on a (v * v) * v/3/2 < p puisque :

123

pour tous les nombres w du réseau, on a w * w est divisible par p donc si
v =(a,b)onav*v=a®+b* < 2petwv *v estun entier divisible par p

donc v x v = a? + b% = p.

Remarque Lorsque I’algorithme s’ arréte les vecteur v et v ont méme norme

et sont perpendiculaires.
En effet lorsque I’algorithme s’arréte on a :

1. vxv=np,

2. Juxv| < vxv/2donc si a est1’angle formé par u et v on a : cos(a)? <

1/4 ou sin(a)? > 3/4,

3. w* u est divisible par p (u *u = kp avec k € N)etu xu > v x v,

4. I'aire A du parallélogramme engendré par u et v vaut p

5. vkv=0p

Or A? = sin(a)?(u * u)(v * v) = p? = sin(a)?(u * u)p

Donc : sin(a)?(u * u) = p = sin(a)?kp
Donc : ksin(a)? = 1 > 3k/4 avec k € N*

Ouencore k € Net k < 4/3 donc k = 1 ce qui signifie que :

w*u=petsin(a)? =1doncux*v =0

I’algorithme sur un exemple

On choisit p = 13, et prenons rac = 5 (puisque 52 = 25 = —1 mod 13).

Dessinons quelques points du reseau en tapant :

reseau (p, rac) :={

local L, 3J,k;

L:=NULL;

pour (Jj:=-2;3<=2;j++) {
pour (k:=-3;k<=3;k++) {

L:=L,point (k+ix (rac+kxp)+13x73);

}

return affichage (L, epaisseur_point_2+1);

|
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On commence avec u = 1, rac et v = 0, p. on réduit u, v ce qui veut dire que I’on
échange u et v (car u x u < v * v), puis on remplace v par w = v — 2 * u, v afin
que w soit dans la bande bleue.

On réduit w, u ce qui veut dire que 1I’on remplace w, u par u, w (car u*u > w *w)
puis on remplace u par t = u — w afin que ¢ soit dans la bande verte. On s’ arréte
et t et w sont de norme minimale (¢ % t = w * w = 22 + 32 = 13).

L’algorithme

k

1. On écrit la fonction puissance rapide puiss (a, k, p) quirenvoie a” mod

p (ou on utilise la fonction powmod de Xcas).

2. On écrit la fonction sgrtmod (p) qui renvoie une racine carrée de -1 mo-
dulo p lorsque p est congru a 1 modulo 4.
Pour p = 13, sqrtmod (13) qui renvoie 8.

3. On écrit la fonction reduire (u, v) qui prend en entrée deux vecteurs u
et v de Z?, qui échange u et v si v x v > u * u et renvoie m, ul, vl tels
que —(v*v)/2 < u+m=v < (vxv)/2 (le produit étant le produit scalaire).
Pourp =13, reduire([1,8], [0,13]) renvoie-2, [-2,-31, [1, 8],
(car [0,13] — 2% [1,8] = [-2, —3])
reduire([-2,-3],[1,8]) renvoie 2, [-3, 2] , [-2,-3] et
reduire([-3,2],[-2,-3]) renvoie 0, [-3,2], [-2,-3]
ou siona pris rac=2>5

reduire([1,5]1,[0,13]) renvoie -2, [-2,-3]1,[1,5] et
reduire([-2,-3]1,[1,5]) renvoie -1, [-3,2], [-2,-3] et
reduire ([-3,2]1, [- 2,—3]) renvoie 0, [-3,21, [-2,-3]

4. On écrit la fonction solpa2b2 (p) quirenvoie deux entiers a et b tels que
p = a? + b? lorsque p est premier et congru & 1 modulo 4.
On itere pour cela la fonction reduire avec comme arguments initiaux
u = [1,sqrtmod(p)] et v = [0, p] et on s’arréte quand m = 0. On ren-
voie alors les coordonnées en valeurs absolues du dernier v. Pour p = 13,
solpa2b2 (13) renvoie [3,2].
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Traduction de I’algorithme en langage Xcas

puiss(a, k,p) :={
local pui;

pui:=1;

while (k>0) {

if (irem(k,2)!=0) {
pui:=irem(a*pui,p);

k:=k-1;}
a:=irem(axa,p);
k:=k/2;

}

return pui;

b

sgrtmod (p) :={

local j,k,a,r;

if (!isprime(p)) {return p+"n’est pas premier"};
k:=iquo(p-1,4);

r:=irem(p-1,4);

if (r!=0) {return "erreur"};

a:=2;

j:=puiss(a,k,p);

while (j == 1 or Jj==p-1){
a:=a+l;

j:=puiss(a,k,p);
}

return j;

b

reduire (u,v) :={
local w,uv,m,v2;
1f (uxu<v*v) {

w:=u;
u:=v;
Vi=w;

}

uv:=ux*v;

V2 :1=V*V;

m:=floor (1/2-uv/v2);
return m,utm*v, v;
b

solpaz2b2 (p) :={

local u,v,m, rac;
rac:=sqrtmod(p) ;
u:=[1, rac];
v:=[0,pl;
m,u,v:=reduire (u,v);
while (m!=0) {
m,u,v:=reduire (u,v);

}
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return abs (v);

b

On tape :
solpazb2(1009)

On obtient :

[15,28]

On tape :

paz2b2 (1009)

On obtient :

[28,15]

On tape :
solpaz2b2(1000033)
On obtient :
[408,913]

On tape :
Pazb2(1000033)

On obtient :
[913,408]

On tape :

solpaz2b2 (1000000009)
On obtient :
[3747,31400]

On tape :

Pa2b2 (1000000009)
On obtient :
[31400,3747]

On tape :

solpaz2b2 (1000000000061)
On obtient :
[848494,529205]
On tape :

Paz2b2 (1000000000061)
On obtient :
[529205,848494]

7.2 Les nombres irréductibles de Z[i]

7.2.1 Définitions et Théoréme

Définition
On dit que a € Z[i] est inversible si il existe b € Z[i] tel que ab = 1.
On dit que b € Z[i] est associé a a € Z][i] si il existe ¢ € Z][i] inversible tel que
a = be.
Exercice
Déterminer les éléments inversibles de Z[i].
Déterminer les associé de x + iy € Z][i].
Solution
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Sia = aj +iag € Z]i] est inversible si il existe b = by + iby € Z]i] tel que ab = 1.
Donc en égalant les modules :

1 = (a2 + a3)(b3 + b3) comme a? + a3 € Net b? + b3 € N cela entraine que
a? + a3 = 1 cest adire a € {1,4,—1,—i} Les associés de = + iy sont donc
{z +iy, —x —iy,y +ix,y — iz}

Définition

On dit que a € Z[i] est irréductible si a est non inversible ou si a n’est le produit
de 2 nombres appartenant a Z[i] que lorsque I’un de ces nombres est inversible.
Par exemple :

Les éléments inversibles de Z[i], {1, —1, 4, —i}, ne sont pas irréductibles dans Z][i].
2 n’est pas irréductible dans Z[i] car 2 = (1 4 7) * (1 — 7).

14 2i est irréductible car si 1 + 2i = (a1 + ia2) (b1 + ib2) alors en égalant le carré
des modules on a :

5 = (a? + a3)(b? + b3). Comme 5 est premier cela entraine que af + a3 = 1 (ou
bi+2 =1)cestadirea € {1,4,—1,—i} (oub € {1,i,—1,—i})

(1 + 1) est irreductible car si 1 + i = (aj + iaz)(by + ibs) en égalant le carré des
modules on obtient :

2 = (a2 + a3)(b? + b2) donc (a? + a3) = et (b? + b3) = 2 (ou (b? +b2) =1
et (a? + a3) = 2) ce qui veut dire que (a; + iaz) est inversible et (b + iby) est
I’associé de 1 + ¢ (ou (by + ibs) est inversible et (aq + iaz) est ’associé de 1 + 7).
Théoreme

Si dans Z[i] a irréductible divise bc alors a divise b ou a divise c.

Théoreme

Si un entier de Gauss est irréductible alors I’un de ses associé est :

1. le nombre 1 + ¢
2. x4+ iy ot 2 4 y? est un nombre premier de Z congru a 1 modulo 4
3. un nombre premier de Z congru a 3 modulo 4

Ainsi un entier de Gauss z est irréductible de type 1 (z = 1 4 7), de type 2 (z =
x + iy ot 22 + y? est un nombre premier de Z congru & 1 modulo 4) ou de type 3
(z € Z avec z congru a 3 modulo 4).

Démonstration

Soit a + ¢b un entier de Gauss est irréductible

1. Supposonsque b =0alorsa+ib=p €€ Z

Si p est irréductible, alors p est un nombre premier et p peut étre :

— congru a 3 modulo 4.
Montrons qu’un nombre premier p € Z congru a 3 modulo 4 est irré-
ductible dans Z[i].
Raisonnons par I’absurde et supposons que p = (a1 + ia2)(by + ibs).
En égalant le carré des modules on obtient :
p? = (a2 + a3)(b? + b3) Comme p est premier cela entraine que :
a? + a3 = petque (b? + b3) = p puisque (a1 + iaz) et (by + ibe) ne
sont pas inversibles, on sait que a2 + a3 # 1 et (b2 + b3) = 1.
On a donc obtenu une contradiction puisque la somme de 2 carrés n’est
jamais congru a 3 modulo 4.
Donc un nombre premier p € Z congru a 3 modulo 4 est irréductible
dans Z[i].
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— congru a 2 modulo 4.
Montrons qu’un nombre premier p € Z congru a 2 modulo 4 n’est pas
irréductible dans Z[i].
Comme p est premier cela entraine que p = 2.
Puisque p = 2 = (1 + i) * (1 — 7), p n’est pas irréductible dans Z[i]
— congru a 1 modulo 4.
Montrons qu’un nombre premier p € Z congru a 1 modulo 4 n’est pas
irréductible dans Z[i].
On sait que si p est un nombre premier congru a 1 modulo 4, il existe a
et b dans N tels gie p = a? + b% donc p = (a + ib) * (a — i * b) donc p
n’est pas irréductible.

Donc si p € Z est irréductible dans Z[i] c’est que p est premier et congru a
3 modulo 4.

2. Soit un nombre a + b irréductible dans Z[i] avec b # 0 ou a # 0. On en
déduit que g = gcd(a,b) = 1 car sinon a + 7 * b ne serait pas irréductible
car on aurait (a + ib) = ¢ * (a/g + ib/g). Montrons tout d’abord que
p = a® + b? est un nombre premier de 7Z .

Onap = a®+b* = (a+1ib)(a —ib) avec a+ib irréductible dans Z[i] donc
(a + ib) divise po un diviseur premier de p dans Z . Il existe donc il existe
cet ddand N tels que :

po = (a+ib) * (c + id) avec ¢® + d? # 1.

En égalant le carré des modules on obtient :

p3 = (a®+b%)(c®+d?) ol py est un nombre premier de Z comme c?+d? #
Let(a® +b%) # 1 (puisque b # O oua # 0), onapy = a? + b = % + d°.
Donc si a+ib est irréductible dans Z[i] avec b # 0 ou a # 0 alors (a?+b?)
est premier.

Donc a? + b? est congru a 1 ou 2 modulo 4.

Si a? + b? est congru 4 2 modulo 4 c’est que a? + b% = 2 (car (a® + b?) est
premier) et alors a = 1 et b = 1 sinon a? 4 b? est congru & 1 modulo 4.

Exercice
Ecrire un programme estirreductible, qui prend en entrée un entier de Gauss
z et retourne son type (1, 2 ou 3) si z est irréductble, et O sinon.

estirreductible (z) :={
local p,m,n;

m:=abs (re(z));

n:=abs (im(z));

//if (type (m)!

Z
Z

I~

2 or type(n)!=2) {return faux; }:

if (zxconj(z)==1) {return 0};

if (m==0) {m:=n;n:=0;}

if (n==0) {if (m>2 and irem(m-3,4)==0) {return 3; }};
if (m==1 and n==1) {return 1; };

p:=m*2+n"2;
if (est_premier(p) and irem(p-1,4)==0) {return 2; } else {return 0;}

}

4
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Exercice
Ecrire un programme qui décompose un entier de Gauss en un produit de facteurs
irréductbles.

decompose (z) :={
local p,L1,L2,L3,s82,s0,s1,s83,k,c,1c,fc,j,zl,d;
L1:=NULL;
L3:=NULL;
//1if (im(z)==0) {p:=abs(z);} else {p:=z*conj(z);}
p:=z*xconj(z);
L2:=ifactors (p);
s2:=size (L2);
c:=L2[0];
s0:=0;
if (¢c==2) {Ll:=L1,1+44i,,L2[1];s0:=2;z:=z/(1+1);}
for (k:=s0;k<s2;k:=k+2) {
c:=L2[k];d:=L2[k+1];
if (irem(c-1,4)==0) {
lc:=pa2b2(c);
fc:=1c[1]+i%x1c[0];
J:=0;zl:=2z;
while (irem(zl, fc)==0)
{J:=3+1;
zl:=z1/fc;
}
if (3!'=0 and j!=d) {
Ll1:=L1,fc,j,conj(fc),d-7];
z:=z/fc*j;z:=z/conj(fc) ™ (d-7j);}
else {
if (j==0) {Ll:=L1,conj(fc),d;z:=z/conj(fc)”(d-7j)}
else {Ll:=L1,fc,j;z:=z/fc”3;}}
}
if (irem(c-3,4)==0) {L3:=L3,c,d/2;z:=z/c™(d/2);}
}
if (z==1) {
return [L1,L3];}
else
{return [z,1,L1,L3];}
}

4

Ou bien, on utilise la commande i factors oula commande ifactor

7.3 Les nombres décomposables

Définition
On ditque n € Z — {—1,0,1} est décomposable, si pour tout diviseur premier p
de 1+ n? il existe d € N vérifiant d < abs(n) et tel que 1+ d? soit un multiple de
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D.
Par exemple

8 est décomposable car 1 + 82 = 65 = 5 x 13 etona 5 divise 1 + 22 =5 (d = 2)
et 13 divise 1 + 5% = 26 (d = 5).

17 est décomposable car 1 4+ 172 = 290 = 2« 5% 29 et on a 2 divise 1 + 12 = 2
(d = 1)et5divise 1 + 22 = 5 (d = 2) et 29 divise 1 + 122 = 145 = 29 % 5
(d=12).

6 est non décomposable car 1 + 62 = 37 = 1 x 37 eton a 1 divise 1 + 22 =
(d = 2) mais 37 ne divise pas 1 + d? quelque soit 0 < d < 5 (car 37> (1 + d?)
lorsque 0 < d < 5).

19 est non décomposable car 1 +19% = 362 = 2x 181 et on a 2 divise 1 +32 = 10
(d = 2) mais 181 ne divise pas 1 + d? quelque soit 0 < d < 18 (car 180 n’est pas
un carré).

Exercice

Ecrire une fonction Xcas estdecomposable, qui prend en entrée un entier n,
et retourne le booléen vrai si n est d’ecomposable, faux sinon.

Et vérifier que les premiers entiers décomposables sont :
3,7,8,12,13,17,18,21,23,27,30

Les différentes solutions avec des algorithmes de plus en plus performents.

— Algorithme 0
L’ Algorithme 0 est un algorithme naif qui pour tout diviseur premier de
1 + n? cherche I’existence de d par balayage (la variable ¢ sert de test ).
Avec cet algorithme, si n est décomposable on trouve le plus petit entier d :
estdeconposablel (n) :={
local p,Lf,k,pl,d, t,s;
n:=abs (n);
p:=1+n"2;
if (isprime(p)) {return faux};
Lf:=ifactors (p);
s:=size(Lf);
for (k:=0;k<s;k:=k+2) {

pl:=Lf[k];

d:=1;

t:=0;

while (t'!'=1 and d<n) {

if (irem(1+d"2,pl)==0) {t:=1;afficher(d,pl);};
d:=d+1;

}
if (£==0) {return faux;}
}
return vraij;
beg
— Algorithme 1
L’ Algorithme 1 va faire appel aux nombres complexes.
N =1+ n? est la norme au carrée de z = 1 + i * n et soit p un diviseur
premier de V.
Donc p divise (1 4 in)(1 —in).
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— pn’est pas congru a 3 modulo 4.
En effet si p est congru a 3 modulo 4, p est irréductible dans Z[i| donc
p divise 1 + in ou 1 — in. Cela veut dire qu’il existe x € Z ety € Z tel
que p(z + iy) = 1 4+ in (ou p(x + iy) = 1 — in) ce qui est impossible
car p diviserait 1 puisqu’en égalant les parties réellesonapx x =1

— pn’est pas congru a 0 modulo 4 car p est premier

— p = 2 oup estcongru a 1 modulo 4 En effet si p est congru a 2 modulo
4 c’est que p = 2 car p est premier

On sait que tout nombre premier p congru a 1 modulo 4 est la somme des

carrés de 2 entiers donc il existea € Netb € N :

p=a®+ b’

On cherche les entiers d qui sont tels que :

p=a’+b*=(a+ixb)(a—ixb)divisel+d?>=(1+i*d)(1—ix*d)

donc

on cherche les entiers d € Z qui sont tels que :

a+ 1 xbdivise 1 4 ¢ * d c’est a dire tel qu’il existe u et v vérifiant :

(a+ib)(u+iv) =1+ixd

doncau —bv=1etav+bu=d

Tous les d sont congrus modulo p = a? 4 b? (car si au0 — bv0 = 1 et

au—bv=1lalorsu=u0+kxbetv=0v0+Fk*a)

estdecomposablel (n) :={
local p,N,Lf,k,d,dl,a,b,L,al,bl,s;
n:=abs (n);
N:=1+n"2;
if (isprime(N)) {return faux};
Lf:=ifactors (N);
:=size (Lf);
for (k:=0;k<s;k:=k+2) {
p:=Lf[k];
if (p!=2){
//on irem(p,4)==1 et p premier
a,b:=paz2b2(p);
if (a'!=1 and b!=1) {
:=iegcd(a,b);
al:=L[0];
bl:=-L[1];
d:=irem(b*xal+axbl,p);
dl:=irem(-bxal-axbl,p);
//afficher(d,dl,p);
}i
if (d>=n et dl>=n) {return faux;}
1
}

return vraij;

}es
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— Algorithme 2
I’ Algorithme 2 simplifie I’algorithmel puisque n et —n se trouve &tre un
d particuler, donc le plus petit d est égal a n mod p ou a —n mod p.
estdecomposable2 (n) :={
local p,N,Lf,k,d,a,b,dl,s;
n:=abs (n);
N:=1+n"2;
if (isprime (N)) {return faux};
Lf:=ifactors (N);
s:=size(Lf);
for (k:=0;k<s;k:=k+2) {
p:=Lf[k];
if (p!=2){
d:=irem(n,p);
dl:=irem(-n,p);
afficher(d,dl,p);}
if (dl>=n et d >=n) {return faux;}
}
}
return vrai;
bg
— Algorithme
L’ Algorithme (le bon ! ! !'!) utilise le théorme suivant :
Théoréme 1 :
Si p est premier et est congru a 1 modulo 4 alors il existe a et b tel que
p = a® + b? et il existe u -+ 7v unique tel que :
(a+ib)(u+iv) = 1 +im avec m € Z, abs(m) < p/2 etu? +v? < 0.29p
Cela entraine que si p est premier et congru a 1 modulo 4 alors il existe
m € 7Z tel que p divise 1 + m? et m est unique dans | — p/2; p/2].

Démonstration

Soit p € N un nombre premier congru a 1 modulo 4 il existe a et b tel que
p=a’®+ b

On cherche u, v, m € Z3 de valeur absolue la plus petite possible tels que :
(a+1ib)(u+iv) =1+ im

on a donc :

au — bv = 1 et av + bu = m. Puisque p = a® + b? est premier a et b sont
premier entre eux donc il existe u et v (identité de Bézout) tels que :

au — bv = 1 et les solutions sont de la forme :

u = ug + kbv = vg + ka k € Z ol ug, vy est une solution particuliere de
au —bv =1.

On a donc :

(a4 ib)(u0 + 300 + k(b+ia)) = 1 +im

(a + ib)(u0 + iv0) + ik(a® + b%) = 1 +im

Donc : m = avg + bug + k(a® +b?) k € Z c’est a dire les m solutions sont
egaux modulo p.

Comme a? + b?> = p est impair on en déduit qu’il existe un mg et un seul

tel que |mo| < p/2(m € {(1 —p)/2,..—1,0,1...(p — 1)/2}).
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Comme (a + ib)(u + iv) = 1+img, on a (a® +b?)(u® +v?) = 1+m =
p(u? + v?) Puisque p est un nombre premier congru 2 1 modulo 4, on a
p > 5 donc p? > 25 ou encore 1/p < p/25 donc :

p(u? +v?) =14+ mi < 1+ p*/4 donc

(u? +v2) < 1/p+p/4 < p/25+p/4 =029

On tape :

estdecomposable (n) :={

local p,N,Lf,k,d,dl,s,sl;

n:=abs (n);

N:=1+n"2;

if (isprime (N)) {return faux};

Lf:=ifactors (N);

s:=size(Lf);

p:=Lf[0];

if (p==2){sl:=2} else {sl:=0};
for (k:=sl;k<s;k:=k+2) {
p:=Lf[k];

//on a irem(p,4)==1 et p premier

if (abs(n)<p/2) {return faux;}
}
return vrai;
b
On tape pour avoir la liste des nombres décomposables plus petit que n :

Lestdecomposable (n) :={
local L,k;

L:=NULL;

for (k:=1;k<=n;k++) {

if (estdecomposable(k)) {
L:=L,k;

}

}

return L;

|

Lestdecomposable (35)
On obtient :
3,7,8,13,17,18,21,30,31,32

7.4 Les nombres complétables

Definition :
On dit que le nombre z = a+ b est complétable si il existe u+iv € Zi] etm € Z
tel que : (a +ib)(u +iv) = 1 +im.
Théoreme?2 :
Si a et b sont premiers entre eux alors z = a+¢b est complétable. De plus, si a # 1
et b # 1, il existe u,v,m € Z> uniques tel que (a + ib)(u + iv) = 1+ im et
Im| < (a? +b?)/2 et u? + v? < 0.29(a® + b?).
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De plus u et v sont premiers entre eux et donc w + v et u — v sont complétables.
Démonstration
C’est le théoremel sans I’hypothése p = a? 4 b? premier.
Tout d’abord 1 + in et n + i sont complétables car (1 + in) * 1 = 1 + in et
(n+1i) % (—i) =1 —inetonan < (1+n?)/2siet seulement si n # 1.
Soient @ # 1 et b ## 1 premiers entre eux et z = a + ib.
On suppose donc que a? + b* > 5.
On a vu (cf th 1) que les m vérifiant (a+ib)(u+iv) = 1+ im sont congru modulo
a® + b2
On va considérer 2 cas :
— a? + b? estimpairie. a® + 0> =2¢ + 1
il existe donc un m unique dans {—¢, —¢ + 1... — 1,0, 1, ..q} donc
m<q<q+1/2=(a®+b%)/2
— a® + b? estpairie. a® + b =2getq > 2
il existe donc un m unique dans {—¢ + 1... — 1,0, 1, ..q}.
Mais on ne peut pas avoir m = ¢ car alors on aurait :
(a? + b%)(u? 4+ v?) = 2q(u? + v?) = 1 + ¢% donc ¢ diviserait 1.
Donc il existe un m unique dans {—¢ + 1... — 1,0,1,..g — 1} donc :
m<q—1<q=(a®+1%)/2.
Puisque a? + b > 5 on a (a® + b*)2 > 25 ou encore :
1/(a® +b?) < (a® + b%)/25 donc :
(a® + ) (u? +v?) =1+ m? <1+ (a® + b%)?/4 donc
(u? +v?) < 1/(a® +b2) + (a® +b%) /4 < (1/25+1/4)(a® +1?) = 0.29(a? + b?).

Le programme complete ci-dessous a comme argument z = a-+in et renvoie
u+iv, 1+im avec (a+ib)(u+iv) = 14+im et —(a?+b%)/2 < m < (a®+b%)/2

complete (z) :={

local p,m,a,b,u,v,L;

a:=re(z);

b:=im(z);

p:=a"2+b"2;

if (gcd(a,b)!=1){ return faux;}

if (a==1) {return 1,1+i*b};
if (b==1) {return -i,l-ix*a};
L:=iegcd(a,b);

u:=L[0];

v:=-L[1];

m:=irem (bxutaxv,p);

if (m>p/2) {m:=m-p;}

return ut+ixv, 1+i*m;

bii

Si on veut une liste des nombres qui complétent le nombre complétable a + ib, on

tape :

Lcomplete(z) :={
local L,zl,al,bl,dl,k,b,a ;
L:=complete(z);
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z1:=L[0];

al:=re(zl);

bl:=im(zl);

a:=re(z);

b:=im(z);

dl:=L[1];

return ([al+kxb+ixbl+ixkxa,dl+ixk*abs(z)”"2]1)S$(k=-5..5);

7.5 L’algorithme de Todd

7.5.1 Le Théoréme3

Soit n > 2 un entier décomposable (i.e. pour tout diviseur premier p de 1 4 n?
etil existe d, 0 < d < n, tel que p soit aussi un diviseur premier de 1 4 d?).
Il existe un entier M > 1 et des entiers w; (|w;| < n) tels que :
M(1+in) = €e(1 +dwy)* (1 4 dwa)®2...(1 + dwg)* (e € {1, 1,7, —i}).
Cette formule donne en égalant les arguments :
atan(n) = arg(e) + Z?:l ajatan(w;) + mm.
et puisque pour x > Qona:
atan(x) 4 atan(1/x) = 7/2
on a aussi :
atan(1/n) = —arg(e) + >_5_ atan(1/w;) + ¢ * .

Soit n > 2 un entier décomposable. L’algorithme de Todd factorise 1 + in et
compléte par u + iv chaque facteur irréductible a +ib si a # 1 ou b # 1 pour avoir
(a+ib)(u+iv) =14 im
Par exemple si (1 + in) = (a + ib) * z1, on obtient :

(1+in)(u+iv)(u —iv) = (a +ib)(u + iv)(u — iv)z1 donc

(14 n)(u? +v2) = (1 +im)(u —iv)z1

Siu == 1 ouwv == 1 on s’occupe d’un autre facteur irréductible, sinon on com-
pléte (u + iv)....

Comme (u? + v?) < 0.29(a? + b?) u? 4 v? diminue & chaque complétion, donc
I’algorithme s’arréte.

7.5.2 Un Exemple

On va montrer sur un exemple comment fonctionne 1’algorithme de Todd.
Soit n = 342 n est décomposable.
On tape :
ifactors (1+1ix342)
On obtient :
[-1,1,2-1,1,10-7%i,1,11-6%1,1]
Ona:—(2—1i)=-2+4+i=1i1+2i)
Donc 1 + 342i = 4(1 + 2i)(10 — 7i)(11 — 61)
On tape :
complete (10-7x1)
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On obtient :

—24+3%1i,1+44%1

donc (10 — 74) x (—2 + 3i) = 1 + 44i

On tape :

complete (-2-3%x1)

On obtient :

1+i,1-5%1

donc

(10="74)(—2431)(—2—3i)(14+1)(1—i) = 26(10—"77) = (1+44i)(1—53)(1—1)
On tape :

complete (11-6%1)

On obtient :

—14+2%1i,1+28%*1i

donc (11 — 6% 4)(—1+ 2i) =1+ 28¢

donc (11 — 6% 4)(—142¢)(—1 — 2i) = 5(11 — 6 % 1) = (1 + 28i)(—1 — 2i)
Donc puisque —(2 — i) = i(1 + 2i)ona:

5%26(1 4 342i) = (1 4+ 24)(1 + 444)(1 — 5i)(1 — i) (1 + 28i)(—1 — 2i)
130(1 + 3421) = —i(1 —i)(1 4 24)%(1 — 5i)(1 4 284)(1 + 444)

7.5.3 Exercice

1. Soit f(z) = atan(z) + atan(2).
Déterminer le domaine de définition de f.
Calculer f’(x) puis montrer que :

1
atan(z) + atan(—) = g siz >0
x

1
atan(z) + atan(—) = —g siz <0
T

2. Soit g(x) = atan({£%) — atan(z) pour a € R Déterminer le domaine de
définition de g.
Calculer ¢'(z) puis montrer que :
si ab < 1 alors atan(a) + atan(b) = atan((a + b) /(1 — ab)) et
siab = 1eta > 0 alors atan(a) + atan(b) = 7/2 et
siab = 1eta < 0 alors atan(a) + atan(b) = —7 /2.
siab > 1eta > 0 alors atan(a) + atan(b) = 7w+ atan((a + b) /(1 — ab)) et
siab > leta < 0 alors atan(a) + atan(b) = —7 +atan((a +b) /(1 — ab)).

3. En déduire que :
atan(28) + atan(44) = 7 + atan(—72/1231)
2atan(2) + atan(—5) = 7 + atan(—4/3) + atan(—5) = atan(19/17)
7+ atan(—72/1231) + atan(19/17) = 7 + atan(341/343) donc
atan(—1) + 2atan(2) — atan(5) + atan(28) + atan(44) = 7 + atan(—1) +

atan(341/343) =
7 — atan(1/342) = 7/2 + atan(342)
Donc puisque atan(—1) = — /4 et puisque pour x > Oona:

atan(z) + atan(1/z) = 7/2 on obtient :
atan(342) = —3w /4 4 2atan(2) — atan(5) + atan(28) + atan(44)
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Donc puisque pour z > 0 on a atan(z) + atan(1/z) = 7/2
atan(1/342) = —m /44 2atan(1/2) —atan(1/5) +atan(1/28)+atan(1/44)

7.5.4 Un programme qui simplie les formules précédentes

On peut écrire un petit programme a just e pour simplifier : Z§:1 ajatan(wj).
ajuste acomme argument la liste formée par les arguments w; des arcs tangentes
en répétant a; fois w; et renvoie C, a tel que :
>4, ajatan(1/w;) = C + atan(a).

Par exemple pour la formule :

atan(—1) 4 2atan(2) — atan(5) + atan(28) + atan(44). on met comme argument la
listeL:=[-1,2,2,-5,28,44] etajuste (L) renvoie pi, —-1/342.

On définit f la fonction f par :

f(a,b):=(a+b)/ (1-ax*b);

Pour simplifier atan(a) + atan(b), on écrit tout d’abord la fonction simpl (a, b)
qui renvoie C, c tel que :

atan(a) + atan(b) = C + atan(c)

Puis, on écrit a juste (L) qui renvoie C, c tel que :

>_jatan(L[j]) = C + atan(c)

f(a,b):=(a+b)/ (1-ax*b);

simpl (a,b) :={

local s;

if (a==0) {return 0,b;}

if (b==0) {return 0,a;}
s:=sign(a);

if (axb==1) {return s=*pi/2,0;}
if (axb<l) {return 0,f(a,b);}
if (axb>1)

b

ajuste (L) :={

local s,a,b,C,c,ajou,k;

{return sxpi,f(a,b);}

ajou:=0;
s:=size(L);
a:=L[0];
k:=1;

while (k<s) {
b:=L[k];

C,c:=simpl (a,b);
ajou:=ajoutC;

a:=c;
k:=k+1;
}

return normal (ajou),a;

|

Ontape:ajuste([-1,2,2,-5,28,44])
On obtient : pi, -1/342
Donc :
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atan(342) + /2 = atan(—1/342) + m = atan(—1) + 2 x atan(1/2) — atan(1/5) +
atan(1/28) + atan(1/44)

Donc :

atan(342) = —m/2 + atan(—1) + 2 x atan(2) — atan(5) + atan(28) + atan(44)
Ontape: ajuste([-1,1/2,1/2,-1/5,1/28,1/44])

On obtient: 0, 1/342

Donc :

atan(1/342) = atan(—1) + 2 x atan(1/2) — atan(1/5) + atan(1/28) + atan(1/44)

Remarque
En utilisant Lcomplete (11-6%1) on voit que :
(11 —66)(5—9i) =1 —12%
On peut aussi utiliser cette complétion car 123 < 342/2 et 52492 = 106 < 342/3.
On tape :
complete (5+91)
On obtient :
2+1,1+23*1
Donc (5 +9i)(2+14) = 1+ 23¢
Doncona:
(11—-67)(5—97)(5+97)(2+14)(2—i) = 5x106(11—67) = (1—129¢)(14234)(2—1)
On obtient alors :
1+ 342¢ = (1 + 2¢)(10 — 74)(11 — 61)
5%106%26(14342:) = i(1+24)(1+444)(1—5¢)(1—14)(1—129¢)(1423:)(2—1)
13780(1 + 3424) = (1 —4)(1 4 27)2(1 — 53)(1 + 234) (1 + 444) (1 — 1294)
Donc :
atan(342) = —m /4 + 2atan(2) — atan(5) + atan(23) + atan(44) — atan(129)
Donc puisque pour x > 0 on a atan(z) + atan(1/z) = 7/2ona:
atan(1/342) = —m/4 4 2atan(1/2) — atan(1/5) + atan(1/23) + atan(1/44) —
atan(1/129)
Ontape:ajust([-1,2,2,-5,23,44,-129])
On obtient: 0,1/342
Ontape:ajust([-1,1/2,1/2,-1/5,1/23,1/44,-1/1297)
On obtient : 0, —342
Traduction de I’algorithme de Todd en langage Xcas

todd (n) :={
local L,k,s,sl,z,R,Z2,%2c,zc,p;
//if (estcompletable (n)==faux) {return faux;};

L:=ifactors (l+isn);
s:=size(L);
R:=NULL;
p:=1;
for (k:=2;k<s;k:=k+2) {
z:=L[k];
if (im(z) *2==1 or re(z)"2==1) {
R:=R,z,L[k+1];}
else {
Z:=complete(z);
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R:=R,Z[1],L[k+1];
zc:=conj(z[0]);
p:=p*abs (zc) " (2*«L[k+1]);
while (re(zc)”2!=1 and im(zc)"2!=1) {
Zc:=complete(zc);
R:=R,Zc[1],L[k+1];
zc:=conj(Zc[0]);
p:=p*abs(zc) " (2*«L[k+1]1);
}
R:=R, zc,L[k+1];
1
}
return normal (p), [L[O0],1,R];
b

On tape :

todd (342)

On obtient :

130, [-1,12-1,1,1+444%1,1,1-5%41,1,1-1,1,14281,1,-1-2%1,1]
On tape :

todd (266)

On obtient :

1850, [1,1,1-80%i,1,1+6%i,1,1-143%1,1,-1+7*i, 1]

7.6 Pour obtenir une formule de type Machin

Une formule de type Machin est une formule qui ressemble a :

k

atan(1/n) =k« m + Z ajatan(1/wy)
=0

avec 0 < wj < n Si le but est d’obtenir une formule avec des arcs tangentes, on
modifie I’algorithme précédent pour avoir seulement comme résultat la liste des w);
compté avec leur multiplicité.

On tape :

todd2 (n) :={

local L,k,s,sl,z,R,Z,%Zc,zc,p,RR;

//1if (estcompletable (n)==faux) {return faux;};
L:=ifactors (l+i*n);

s:=size(L);

R:=NULL;

p:=1;

for (k:=2;k<s;k:=k+2) {
z:=L[k];

if (im(z)*2==1 or re(z)”"2==1) {R:=R,z,L[k+1];}
else {Z:=complete(z);
R:=R,z[1],L[k+17];
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zc:=conj(Z[0]);

p:=pxabs(zc)” (2xL[k+1]);

while (re(zc)”*2'!'=1 and im(zc)*2!=1) {
Zc:=complete(zc);

R:=R, Zc[1l],L[k+1];

zc:=conj(Z2c[0]);
p:=p*abs(zc) "~ (2«L[k+1]);

}

R:=R,zc,L[k+1];

}

}

RR:=NULL;

s:=size (R);

for (k:=0;k<s;k:=k+2) {

if (re(R[k])7"2!=1){R[k]:=i*xR[k];}
RR:=RR, (re (R[k])*im(R[k]))$(R[k+1]);
}

return sort (RR);

}

4

On tape :

todd2 (342)

On obtient :

-5,-1,2,2,28,44

On tape :

ajust (todd2 (342))

On obtient :

0,1/266

Donc :

atan(1/342) = atan(—1/5) + atan(—1) + 2atan(1/28) + atan(1/44)
On tape :

todd2 (266)

On obtient :

-143,-80,-7,6

On tape :

ajust (todd2 (266))

On obtient :

0,1/266

Donc :

atan(1/266) = atan(—1/143) + atan(—1/80) + atan(—1/7) + atan(1/6)



Chapitre 8

Pour s’amuser avec le tableur de
Xcas

8.1 Quiz

Vous venez d’étre embauché a la Banque de France pour 3 ans.
On vous demande de choisir entre :
1/ Avoir une augmentation de 100 euros par mois a chaque début de semestre,
2/ Avoir une augmentation de 180 euros par mois a chaque début d’année.
Que préférez-vous ?
Pourquoi ? Justifier.
ou bien
On vous demande de choisir entre :
1/ Avoir une augmentation de 100 euros par mois a chaque début de semestre,
2bis/ Avoir une augmentation de 220 euros par mois a chaque début d’année.
Que préférez-vous ?
Pourquoi ? Justifier.
la solution sans le tableur Soient :
G1 (n) le gain obtenu en euros a la fin de I’année n si on opte pour la solution 1 et
G2 (n) le gain obtenu en euros a la fin de I’année n si on opte pour la solution 2.
OnaG1l(1)=6x100=600 la solution avec le tableur

8.2 Nombre de carrés dans un échiquier

On cherche le nombre de carrés NC'(n) que 1’on peut former sur un échiquier
de dimension n * n.
On veut faire une fiche de travail pour que les éleves devine et démontre que :

n(n+1)2n+1)
6

NC(n)=1>+224+3*+ .. +n?=

8.2.1 L’énoncé

n(n+1)
5

1. Combien peut-on former de carrés de cotés égal a 1 sur un échiquier de
dimension p x p ?

Onrappelleque 1 +2 + ..n =

141
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2. Combien peut-on former de carrés de c6tés égal a n sur un échiquier de
dimension n * n ?

3. Expliquer pourquoi le nombre de carrés de c6tés égal a n — 1 sur un échi-
quier de dimension n * n est égal au nombre de carrés de cotés égal a 1 sur
un échiquier de dimension 2 * 2.

4. Expliquer pourquoi le nombre de carrés de cotés égal a n — 2 sur un échi-
quier de dimension n * n est égal au nombre de carrés de cotés égal a 1 sur
un échiquier de dimension 3 * 3 ?

5. Sur le tableur de Xcas remplir :

— la premiere colonne avec les nombres de 0 a n (par exemple n = 39).

— la deuxieme colonne avec le nombre de carrés de cotés égal a 1, sur
un échiquier de dimension p * p (p = 1..n) qui est aussi le nombre de
carrés de dimension n — p + 1 sur un échiquier de dimension n * n.

— la troisieme colonne avec avec les sommes partielles de la deuxieme
colonne. Dire pourquoi cette colonne donne NC'(k) lorsque A(k) = k.

— la quatrieme colonne avec les sommes partielles de la premiere colonne.

— la cinquieme colonne avec le quotient de la la troisi¢éme colonne par la
quatrieéme colonne.

— Deviner I’expression de la cinquieme colonne et en déduire la valeur de
I’expression de NC'(n).

8.2.2 La correction avec Xcas

Onao0,1,2,3..n surla colonne A

Ona0,1,4,9...n% sur la colonne B

Onao0,1,5,14, 30.... sur la colonne C'

On a 0,1,3,6,10,15.... sur la colonne D c’est a dire k(k + 1)/2 pour
k =1.n.Donc D(k) = 12 + 22 + ..k* = NC(k).
5.0na0,1,5/3,7/3,3,11/3,13/2,5.... sur la colonne E.

On devine que la colonne E vaut (2k + 1)/3 pour k = 1..n.

Puisque la colonne D vaut k(k + 1)/2 pour k = 1..n, on en déduit que
NC(k)=k(k+1)/2x(2k+1)/3=k(k+ 1)(2k+1)/6.

On peut maintenant montrer par récurrence que :

k(k +1)(2k + 1)
6

el S

1249224+ k2=

car
12=(1%2%3)/6et

2 (k+1)(2k* +k+6k+6) (k+1)(k+2)(2k+3)

124 k2 +(k+1
+. k2 (k+1) 5 G

8.3 Etude d’une suite

8.3.1 L’énoncé

On considere la suite récurrente :
ug = a
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uyp = b

pourn > 1 up = |up—1| — Up—2

Etudiez cette suite.

Faites des essais avec le tableur prendre par exemple :
a=3avecb=4,b=>5b=Tetc..
a=—-3avecb=4,b=>5b=Tetc...

Que remarquez-vous ?

8.3.2 La démarche mathématique

On va montrer que cette suite est périodique (ug = ug et uig = u).
Pour cela on considere 9 cas :
6 cas lorsque b >= 0 et 3 cas lorsque b < 0 :
casl:6>2a>0
On obtient :
a,b,b-a,-a,-b+2a,b-a,2b-3a,-2a+b,a-b,a,b....
cas2:2a >b>a
On obtient :
a,b,b-a,-a,-b+2a,3a-b,a,2atb,a-b,a,b.....
cas3:a/2>b>0
On obtient :
a,b,b-a,a-2b,-3b+2a,a-b,2b-a,-b,-b+a,a,b....
casd:a>b>a/2
On obtient :
a,b,b-a,a-2b,b, 3b-a,2b-a, -b,a-b,a,b...
casS5:b6>—-a>0
On obtient :
a,b,b-a,-a,-b,bt+a, 2b+a,b,b-a,a,b....
cas6:—a>b>0
On obtient :
a,b,b-a,-a,-b,bt+ta,-a,-2a-b,-a-b,a,b....
cas7:—-b>a>0
On obtient :
a,b,-b-a,-2b-a,-b,b+a,-a,-b,-b+a,a,b....
cas8:a>—-b>0
On obtient :
a,b,-b-a,a,2atb,atb,-a,-b,-bt+ta,a,b....
cas9:-b>0>a
On obtient :
a,b,-b-a,-2b-a, -b,atb,-a,-2a-b,-b-a,a,b....

8.3.3 La correction avec Xcas

Avec Xcas on tape (cf cas9) :
assume (a<0) et laréponse est a
assume (b<0) etlaréponse estb



144 CHAPITRE 8. POUR S’AMUSER AVEC LE TABLEUR DE XCAS

normal (abs (ans ())—ans (-2)) etlaréponse est -b—-a

puis enter, enter...:

la réponse est —2+b—-a

la réponse est —b

la réponse est b+a

la réponse est —a

la réponse est ~b—-2+a

la réponse est ~b-a

la réponse est a

la réponse est b

Attention La commande assume ne doit utiliser que des noms de variables sans
opérateur. Pour faire les différents cas avec Xcas il faut donc faire des chan-
gements de variables, par exemple pour traiter le casl (b > 2a > 0), on pose
c=b—2xadoncb=c+2=xa.

Avec Xcas on tape (cf cas9) :

assume (a>0) et laréponse est a

assume (c>0) +2xa et laréponse est c+2+a

normal (abs (ans ())—-ans (-2)) etlaréponse est ct+a

puis enter, enter...:

la réponse est —a

la réponse est —c

la réponse est c+a

la réponse est 2 xc+a

la réponse est ¢

la réponse est —c—-a

la réponse est a

la réponse est c+2xa

On peut aussi utiliser le tableur :

on tape (cf cas9) :

assume (a>0) ; assume (c>0)

Puis on ouvre le tableur, et on remplit :

A0 avec a, Al avec c+2+*a, A2 avec =normal (abs (Al) —-A0)

puis on appuie sur le bouton remplir (ou £111) et on peut voir les différentes
valeurs de la suite.

On peut aussi avec le tableur mettre les 9 cas dans les colonnes A...T.

Il faut taper purge (a) si on a fait aupparavant assume (a>0)
Puis on tape : assume (c>0) ; assume (d>0)
et on pose :
casl (b > 2a > 0)
AMO=d,AMl=c+2xd(iea=d,c=b—2a)
cas2 2a > b > a)
BO=d+c,Bl=c+2*xd(ied=b—a,c=—b+ 2a)
cas3 (a/2 > b > 0)
CO0=d+2c,Cl=c(@ied=a—2b,c=0)
casd (a > b>a/2)
DO=2%d+2x%xc,Dl=2*xc+d(ied=a—b,2%xc=2%xb—a)
cas5(b> —a > 0)
EO=—-d,El=c+d@ied=—a,c=b+a)
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casé6 (—a >b>0)
FO=—-c—d4d,Fl=d(iec=—-a—b,b=4d)
cas7(—b>a>0)
G0=4d,Gl1=—-c—d(iec=—a—b,d=a)
cas8 (a > —b>0)
HO=c+d,Hl=—-d(ied=—-b,c=a+b)

cas9 (—b>0>a)

I0=—-d,I11 = —c(ied = —a,b=—c)

On met dans A2 la formule =normal (abs (A1) -A0)
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Puis on recopie cette formule vers le bas (bouton remplir) et sur le coté (menu

Edit sous-menumtrw (Editeur de matrices) et copier—>).
On obtient :

A B C D E F G H I

0 d d+c | d+2*c | 2*d+2*c -d -c-d d c+d -d

1 | c+2*d | c+2*d c 2%c+d c+d d -c-d -d -C

2 c+d d -d-c -d c+2*d | c+2*d c -C c+d
3 -d -c-d d -(2%¢) d c+d | 2%c+d | c+d | 2%c+d
4 -C C 2*%d+c | 2%*c+d -c-d -d c+d | 2%c+d C

5 c+d | 2%c+d | d+c 4*c+d c -C -C c -c-d
6 | 2*c+d | c+d -d 2%¢c 2%c+d | c+d -d -c-d d

7 c -C -C -2%c-d c+d | 2%c+d | d+c d c+2*d
8 -c-d -d c+d d -C c 2*%d+c | c+2*d | c+d
9 d d+c | 2%c+d | 2%c+2*d -d -c-d d c+d -d
10 | c+2*d | 2*d+c c 2%c+d d+c d -d-c -d -C
11 c+d d -cd -d 2*d+c | c+2*d c -C c+d

On remarque que les colonnes se déduisent les unes des autres :
si on considere la colonne I on a
I1, I2estégalaF0, F1 (puisque c er djouent le méme rdle) de méme,
I2, I3estégalaBO, BI,
I3, IdestégalacoO, C1,
I4, I5estégalaGo, Gl1,
I5, IcestégalarFoO, FI1,
I6, I7estégalan0, Al,
I7, I8estégalaDO, DI,
I8, I9estégalaHO, HI.
On peut donc considérer la fonction f de R? dans R? définie par :
f@,y) = (y, ly| — )
On peut montrer que fY = id en effet :
si A0 = {(x,y) € R%,x < 0,y < 0}, on pose :
Al = f(A0), A2 = f(Al) = f2(A0)... A8 = f8(A0)
alors A0, A1, A2.., A8 forment une partition de R?,
de plus si (a,b) € A0 alors f%(a,b) = (a,b).
Avec Xcas on tape :
f(L):={ return([L[1l],normal (abs(L[1])-L[0]1)]);
bi
assume (a<0) ; assume (b<=0)
FEEEEE(EE(E((Ta,b])))))))))
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On obtient : [a, b]

Cela prouve que la suite récurrente U définie par :

(Uo,Ur) = (z,y)

(Uny Un+1) = f(Up=1,Uy) = (Up, |Un| — Up—1) pourn > 0

est périodique de période 9 (U,, = U,,+9 pour tout n > 0)).

On peut visualiser en trois temps que A0, A1 . . . A8 forment une partition.
On tape :

for (3:=0;73<300;J:=3+1) {
c:=rand(0..2);
d:=rand(0..3);
point (-c+ix* (c+d));
point (c+d+ix* (2xc+d));
point (2+xc+d+ixc);
point (c—ix (c+d)) ;

}

et on voit les régions A1, A2, A3, A4 sur I’écran de géométrie.
On tape :

for (3:=0;3<300;J:=3+1) {
c:=rand(0..2);
d:=rand(0..3);
point (-c—d+ixd);
point (d+ix (2%d+c));
point (2xd+c+i* (c+d)) ;
point (c+d-1ixd);

}

et on voit les régions A5, A6, A7, A8 sur I’écran de géométrie.



Chapitre 9

Pour s’amuser avec le graphique

9.1 Les polygones et les milieux de leurs cotés

9.1.1 Le triangle et le quadrilatere
Le triangle

Etant donné 3 points A, B, C, construire un triangle E, F, G tel que A soit le
milieu de EF, B soit le milieu de F'G et C soit le milieu de GE.
Avec Xcas, faisons des essais : On clique sur 4 points A, B, C, E puis on tape :

F:=symetrie (A, E);
G:=symetrie(B,F);
H:=symetrie (C,G);
polygone (A,B,C);
polygone_ouvert (E,F,G,H);

On fait bouger ensuite le point E pour que E et H coincident. On analyse alors la
figure : Lorsque E et H coincident EG est parallele a AB et le vecteur CE est égal au
vecteur BA (propriété des milieux d’un triangle).

On en déduit la construction avec Xcas : On clique sur 3 points A, B, C puis on
tape :

E:=translation (A-B,C);
F:=symetrie (A,E);
G:=symetrie(B,F);

Le quadrilatere

Etant donné 4 points A, B, C, D, construire un quadrilatére E, F, G, H tel que A
soit le milieu de EF, B soit le milieu de FG, C soit le milieu de GH, D soit le milieu
de HE.

Avec Xcas, faisons des essais :
On clique sur 5 points A, B, C, D, E (il faut renommer les points car D n’est pas
attribué automatiquement car en Maple D désigne la dérivation).

F:=symetrie (A, E);
G:=symetrie(B,F);
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H:=symetrie (C,G);
I:=symetrie (D, H);
polygone (A,B,C,D);
polygone_ouvert (E,F,G,H, I);

On fait bouger ensuite le point E pour que E et I coincident. Mais, cette fois onn’y
arrive pas ....On modifie le point A pour que E et I coincident. On analyse alors la
figure : Lorsque E et T coincident ABCD est un parall¢logramme (on a2AB = F
et 2DC = IG donc si E et T coincident on a B = DC(C).

Lorsque ABCD est un parallelogramme, on remarque alors que si on fait bouger le
point E, on a toujours E et I en coincidence. En effet on a :

21@:E‘C§et2lﬁzlﬁdoncsizﬁ:lﬁ,onaE‘d:IﬁdoncEetI

coincident.

Analyse

Dans le cas du triangle, lorsqu’on fait subir au point E, 3 symétries centrales
successives 51, S2, 53 on veut retrouver E : cela signifie que E doit &tre un point
fixe de S3 0 S 0 5.

Dans le cas du quadrilatere, lorsqu’on fait subir au point E, 4 symétries cen-
trales successives S1,.52,.93,.54 on veut retrouver E : cela signifie que E doit étre
un point fixe de Sy o S3 0 S9 0 S1. On est donc amené a comprendre comment on
compse des symétries centrales.

9.1.2 Translation et composition de symétries centrales

On désigne par Sp la symétrie de centre O et par T4 p la translation de vecteur
AD
Théoreme Soient deux points O; et Oz et un vecteur V, on a :

1. 8o, 0 S0,=T20,0,>

2. Ty 0 Sp,=Sk avec O?% =V/2,

3. 8o, o Ty=Snu avec Oﬁ =-V/2.
En effet,

1. Soit A un point. Posons B = Sp, (4) et C = So,(B).
Ona: A0; = 01 B et, 05C' = BOs done, AC' = AO; + 0105+ 0oC =
018 + 0105 + BO; =
20104
Comme A est quelconque on en déduit que :

80, ©80,=T20,0,

—
2. Soit A un point, V un vecteur et K tel que O1K = V/2.
Posons B = Sp, (A) et C = Ty (B).

Ona: A01 = 01 ,
B_>: V et,

0K = V/2 = BC/2.
Donc

AK = A0, + O1K =
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Oy + ? tﬁ ﬁJrﬁ:

”T

ZH —i—_}? 2AK 501t
ﬁ A_K>+ ﬁ = 2AK c’est a dire
KC = AK

donc C' = Sk (A) Comme A est quelconque on en déduit que :
Tv o SOlst avec 01K = V/2

3. Soit A un point, V un vecteur et H tel que O ﬁ =-V/2.
Posons B = Ty (A) et C = Sp, (B )
Ona:Olﬁ\ = —V/2,/ﬁ— Vet301 01 (3

AHl = Eﬁ +BO, + OH =

V+0.C-V/2=0 %+V/2et

AC=AB + B

V4 B? V+ QW soit

ﬁ ﬁ—l—?— Zﬁc “est a dire

HC =4

donc C' = Sg(A) Comme A est quelconque on en déduit que :
801 @) T\/:SH avec O?} = —V/2

9.1.3 Le pentagone

Etant donné 5 points A, B, C, D, E, construire un pentagone A1, A2, A3, A4, A5
tel que A soit le milieu de A1A2, B soit le milieu de A2A3,....,E soit le milieu de
A5A1.

La construction du pentagone revient a déterminer Al tel que :

S4, =8Eg0Sp oSc oSp oS4, puis a construire les points

Ag = Sa(A1), A3 = Sp(As)....

On a d’apres le théoréme précédent :

SB o SA = 7-2,43 SD @) SC = 7-20D donc

SpoScoSpoSa=Tyaptcp) et
SpoSpoScoSpoSa=SpoTaapscn) = Sa, avec BA; = BA + DC

La construction avec Xcas .

On clique sur 5 points A, B, C, D, E (il faut renommer les points car D n’est pas
attribué automatiquement car en Maple D désigne la dérivation).

polygone (A,B,C,D,E);
Al:=translation (A-B+C-D,E);
A2:=symetrie (A,Al);
A3:=symetrie (B,A2);
Ad:=symetrie (C,A3)
AS5:=symetrie (D, A4)
F:=symetrie (E,A5) :;
polygone_ouvert (Al,A2,A3,A4,A5,F);
Al==F;

4

14

La réponse de A1==F est 1 ce qui signifie que la construction est correcte.
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9.1.4 Le polygone ayant un nombre impair de cotés

La construction d’un polygdne ayant un nombre impair de cotés a partir des mi-
lieux de ses cotés est possible puisque le produit d’'un nombre impair de symétries
centrales est une symétrie centrale.

9.2 Le théoreme de Johnson

Soient 3 cercles C4, Cp, Cc de centre A, B, C' de méme rayon R et ayant un
point commun O (on a donc les trois centres A, B, C' sont sur un cercle de centre
O et de rayon R).

Soient :

— M Tintersection autre que O de C'4 et Cp,

— N Tl’intersection autre que O de C'4 et C¢,

— P Tl’intersection autre que O de C¢ et Cp
alors, les trois points M, N, P sont sur un cercle de rayon R.

Lemme
Si deux cercles de méme rayon R et de centre O1 et O3 se coupent en A e B alors
le quadrilatere O1, A, Oz, B est un losange.

Eneffetona O1A = 01B = O3 A = O3B = R.

Démonstration
D’apres le lemme les quadrilateres :
O,B, M, A,
O,A,N,C,et
O,C,P,B
sont des losanges.
La translation de vecteur O—)Ll transforme B? en W .
La translation de vecteur O? transforme AC' en M P.
La translation de vecteur O? transforme ﬁ en NP.
Les triangles M, N, P et B, C, A sont donc égaux.
Donc le rayon R du cercle circonscrit a B, C, A est égal au rayon du cercle cir-
conscrita M, N, P.
On va aussi montrer que le centre I de ce cercle est tel que ﬂ = O? et que
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c’est aussi I’orthocentre du triangle ABC'.

On a en effet :
Soit ﬂ =0

Onaf’?:O—zzl:CWetPC:CNdonc

PINC estun losange et donc IC est la médiatrice de PN.
deméme]T[}: O_zzlzmetPB:BMdonc

PIM B estun losange et donc I B est la médiatrice de PM.
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Donc I est le point de concours des médiatrice de M N P c’est donc le centre du

cercle circonscrit a M N P.

Puisque OP est la medlatrlce de BC donc AI est la médiatrice de M N (car la

translation de vecteur OA transforme Ben M,Cen N Pen I et O en A).

Donc la médiatrice de M N passe par A puisque M A = AN et elle est perpendi-
culaire a BC puisque BC' et M N sont paralleles. donc la médiatrice de M N est

la hauteur issue de A du triangle ABC.

De méme la médiatrice de M P passe par B puisque M B = BP et elle est per-
pendiculaire a AC puisque AC et M P sont paralleles. donc la médiatrice de M P

est la hauteur issue de B du triangle ABC.

donc le centre du cercle circonscrit a M N P est I’orthocenntre du triangle ABC.

Démonstration avec Xcas

On tape :

O:=point (0);

U:=cercle(0,1):

supposons (a=[0. 5 5,0.11);
A:=point(cos(a) (')*51n( ))
supposons (b=[2.4,-5,5,0.17);
B:=point (co (b)+1*51n(b));
Cl:=cercle(A,1):;Cl;
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C2:=cercle(B,1):;C2;
M:=normal (symetrie (droite (A,B),0));
supposons (c=[-1.6,-5,5,0.17);
C:=point (cos(c)+ (i) *sin(c));
C3:=cercle(C,1) :;C3;
N:=normal (symetrie (droite (A,C),0));
P:=normal (symetrie (droite(B,C),0));
Ul:=circonscrit (M,N,P) :;
affichage(U1,1);

affichage (circonscrit (A,B,C),2);
I:=orthocentre(A,B,C);
U2:=cercle(I,1l):; affichage(U2,4);

Xcas peut prouver que le cercle Ul est le cercle U2 de centre I (orthocentre de
ABC ou point vérifiant A/ = OP) et de rayon 1 car tous les calculs sont faits en
utilisant les parametre formels a, b, c.

On tape :

tsimplify (centre (Ul)-1I)

On obtient :

0

On tape :

J:=translation (P-0,A)

tsimplify (centre (Ul)-J)

On obtient :

0

On tape :

tsimplify (rayon (Ul))

On obtient :

1 Remarque

On remarque que les calculs sont longs :

pour le cercle Ul :=circonscrit (M, N, P) :; (Evaluation time : 2.74)

pour tsimplify (centre (Ul)-I) (Evaluation time : 0.54)

pour ttsimplify (rayon (Ul)) (Evaluation time : 1.12)

On peut amlioer le temps de calcul ! 1! En effet lorsque vous voulez faire faire
une démonstration géométrique par Xcas, il est important de réduire au maximum
les parametres formels sans perte de généralités bien siir !

Par exemple, ici, on peut supposer que a vaut 1 et donc que A se trouve sur U et
sur I’axe des x (cette disposition n’est pas un cas particulier car on a le choix du
repere). On tape :

O:=point (0);

U:=cercle(0,1) :;U;

A:=point (1) ;

supposons (b=[2.4,-5,5,0.1]);
B:=point (cos (b) +i*xsin (b)) ;
Cl:=cercle(A,1) :;C1;
C2:=cercle(B,1):;C2;
M:=normal (symetrie (droite (A,B),0));
supposons (c=[-1.6,-5,5,0.17);
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C:=point (cos(c)+ (i) *xsin(c));
C3:=cercle(C,1) :;C3;
N:=normal (symetrie (droite (A,C),0));
P:=normal (symetrie (droite(B,C),0));
Ul:=circonscrit (M,N,P) :;

affichage (U1,1);

affichage (circonscrit (A,B,C),2);
I:=orthocentre(A,B,C);
U2:=cercle(I,1):; affichage(U2,4);

On a alors :

pour le cercle Ul :=circonscrit (M, N, P) :; (Evaluation time : 0.92)
etensuite tsimplify (centre (Ul)-I) etttsimplify (rayon (Ul)) sont
instantanés.

9.3 Une suite de symétrie

On se donne trois directions d, do, d3 et un cercle C' de centre O et de rayon
R et un point My sur ce cercle.
On consid‘ere la suite des points : M est le point de C' tel que MyM; a pour di-
rection dj,
M est le point de C' tel que M7 M5 a pour direction da,
M3 est le point de C' tel que Mo M3 a pour direction d3,
My est le point de C' tel que M3 M, a pour direction dy,
Mg est le point de C' tel que M4 M35 a pour direction da,
Mg est le point de C' tel que M5 Mg a pour direction d3,
Montrer que Mg = M.

d1

Démonstration
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Soient A1, Ao, Az 3 droites passant par O et ayant comme directions, les direc-
tions perpendiculaires a dy,do, ds. Soient S — 1,59, 53 les 3 symétries droites
d’axe Al, AQ, A3.

Ona:

My = S1(My),

My = So(My),

Mz = S3(M>),

My = S1(M3),

Ms = Sy(My),

M6 = 53(M5) = 83 o SQ o Sl o S3 o S2 O Sl(M())
on sait que :

le produit des 2 symétries S2 0.S] est une rotation de centre 0 et d’angle 2(A1, Ag).
le produit des 2 symétries S7 0.S3 est une rotation de centre 0 et d’angle 2(As, Ap).
le produit des 2 symétries S30.55 est une rotation de centre 0 et d’angle 2(Aq, Ag).
Donc S5 0 55 0 51 0 .53 0.5 0 57 est une rotation de centre O et d’angle :

2(A1, AQ) -+ 2(A3, Al) + Q(Ag, A3) = 0 mod 27.

Donc S3 0 S5 051 053 0 Sy 0.5 est I’identité.

Démonstration avec Xcas
On tape :

supposons (a=[0.6,-5,5,0.17);
supposons (b=[1.2,-5,5,0.17);
supposons (c=[2.0, - 0.11);

5/ 4
dl:=droite (y=2+ax (x+2), affichage=1);

x+2), affichage=2);

x+2), affichage=4);
C:=cercle(0,1) :;C;
supposons (d=[0.6,-5,5,0.17);
MO :=point (exp ( (1) *xd));
Ml:=symetrie (droite (y=-x/a) )
M2:=symetrie (droite (y=—x/b) )
M3:=symetrie (droite (y=-x/c), M2);
M4 :=symetrie (droite (y=—x/a) )
M5:=symetrie (droite (y=-x/Db) )
M6:=symetrie (droite (y=—x/c) )
segment (MO, M1, affichage=1);
segment (M2,M1,affichage=2);
segment (M2, M3, affichage=4);
segment (M3,M4,affichage=1);
segment (M4,M5,affichage=2);
segment (M5,M6,affichage=4);
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On obtient :

e

M
M4

On tape :
affixe (MO)==normal (affixe (M6))
On obtient :
1

9.4 Une suite de projections

On considere un triangle équilateral ABC' et un point M; sur AB.
M se projette orthogonalement en H; sur BC,
H; se projette orthogonalement en K sur AC et
K se projette orthogonalement en Ma sur AB etc....
On obtient ainsi sur AB une suite de points M,,.
On pose AM,, =z, AB.
Calculer z,, et étudier la suite x.
On commence par faire la figure.
On écrit pour cela la suite d’instructions dans un niveau de géométrie :

A:=point (0);

B:=point (1) ;

C:=point (1/2+sqrt (3)*1i/2);

triangle (A,B,C);

assume (a=[0.1,0,1]);

M:=element (segment (A, B),a);

L:=[normal (affixe (M)) ];

for (k:=1;k<=30;k:=k+3) {

L:=append (L, normal (affixe (projection (segment (B,C),L[k-11))));
L:=append (L, normal (affixe (projection (segment (A,C),L[k]))));
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L:=append (L, normal (affixe (projection (segment (B,A),L[k+1]1))));
}i

polygone_ouvert (L) ;

On obtient la figure dans 1’écran de géométrie.

On rappelle que :

M:=element (segment (A, B), a) signifie que :

AM = aABet0 < b < 1. On rappelle aussi que :

assume (a=[0.1,0,1]) signifie que :

la figure se fera avec a=0. 1 mais que les calculs se feront avec le parameétre for-
mel a compris entre 0 et 1. On régle la fenétre graphique :
xyztrange(-0.1,2.0,-0.1,1.0,-10.0,10.0,-1.0,6.0,-0.1,2.0,
-0.146865136298,1.0,1,0.0,1.0)

On tape L dans une entrée de commande et on pbtient :

[a, ((=1)*sgrt (3)+1)/4*a+((1)*sqgrt(3)+3)/4,

((=i)*sgrt (3)-1)/8*a+ ((3%i)*sqgrt (3)+3)/8,-a/8+3/8,....1]
ce qui signifie que :

x; —aetxy; = —a/8+3/8

Pour avoir la suite x,, on tape :

Xn:=seq(L[k], k,0,30,3) Ontrouve: z1; = a/1073741824+4357913941/1073741824
On tape :

evalf (357913941/1073741824)

On obtient :

0.333333333023

Il semble donc que cette suite converge vers N tel que AN = AB/3.

9.4.1 La démonstration

On calcule x5 en fonction de z1 : ona AM; = 21 AB
BHy=(1—121)/2BCetCK; =(1—(1—121)/2)/2CA=(1+x1)/4CA
La relation de récurrence est :
Zn+t1 = (3 — xy)/8 On cherche la limite [ possible :
l=(3—-1)/8donc 8 =3 —1Isoitl=3/9=1/3
La suite u,, = x,, — 1/3 est une suite géométrique de raison —1/8 puisque up+1 =
Tny1 —1/3=8—2,)/8—(3—1)/8 = —uy,/8.
La suite u,, = x,, — 1/3 converge vers 0 donc la suite x,, converge vers 1/3

9.5 Un tableau fait avec des sinusoides

On veut dessiner sur un méme graphique la fonction dérivable qui vaut pour
a <b<c<d:sin(z)sur[a,b]sin(2 x z + «) sur [b, ] et sin(z)t sur [¢, d] en
raccordant les graphes de sin(z) et de sin(2 * = + «) en des points ot ils ont une
méme tangente horizontale. Il faut donc choisir correctement b, c, c.
On tape par exemple :

sinusoideO () :={
local L1,L2,L3,R,k;
Ll:=plotfunc(sin(x),x=-9xpi/2..-pi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
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L2:=plotfunc(sin(2+x+pi/2),x=-pi/2..3xpi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
L3:=plotfunc(sin(x),x=3xpi/2..9*pi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
R:=L1,1L2,L3;

retourne R;

|

On tape : sinusoideO ()
On obtient :

-10 -5 0 5 10 15
On veut tracer des translatés de ces graphes selon des vecteurs de direction Oy.
On tape par exemple pour effectuer 7 translations sur la premiere sinusoide :

sinusoidel () :={
local L,R,k;
L:=plotfunc(sin(x),x=-9xpi/2..-pi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
R:=(L+kx*1)$ (k=-3..3);
retourne R;

b

On tape : sinusoidel ()
On obtient :

On tape par exemple pour effectuer 46 translations sur les 3 sinusoides :

sinusoide () :={
local L1,L2,L3,R,Kk;
Ll:=plotfunc(sin(x),x=-9xpi/2..-pi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
L2:=plotfunc(sin(2+x+pi/2),x=-pi/2..3xpi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
L3:=plotfunc(sin(x),x=3*pi/2..9xpi/2,affichage=epaisseur_ligne_3);
R:=(L1+k/4%1)S (k=-20..25), (L2+k/4%1i) $ (k=—20..25), (L3+k/4%1)$ (k=—20..25) ;
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retourne R;

b

On tape : sinusoide ()
On obtient une sinusoide.

9.6 La suite de Syracuse

Soit a un entier positif. On veut étudier avec des graphiques la suite de Syracuse
définie par :
ug = a
Up, = Up—1/2 Si up—1 est pair et
Uy = 3 * Up—1 + 1 i u,—1 est impair.
Cette suite se termine toujours ( ?) par 1,4,2,1,4,2,1... mais on ne sait pas le montrer.
Pour étudier cette suite on peut :
- utiliser le tableur en mettant dans A0 la valeur a de départ et dans A1 la formule :
=ifte (irem (A0, 2)==0,iquo (A0, 2),3xA0+1) ouencore
=if ((irem(A0,2))==0) iquo(A0,2); else 1+3%A0;
- utiliser un programme syracuse qui renvoie le maximum de cette suite et le
nombre d’éléments de cette suite et syracuseO qui écrit en plus les termes de la
suite ou encore syracusel00 qui renvoie le maximum, le nombre de termes et
la valeur de départ de la plus longue suite démarrant par un nombre entre 2 et 100.

syracuse (a) :={
local k,m;
k:=0;
m:=a;
while (a!=1l) {
if (irem(a,2)==0) a:=iquo(a,2);
else {

a:=a*3+1;
if (a>m) {m:=a};
}
k:=k+1;
}

retourne m, k;

b

syracuse0 (a) :={
local m,k;
m:=a;
k:=0;
print (a);
while (irem(a,2)==0) {

a:=iquo(a,2);
k:=k+1;
print (a);
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while (a!=1) {
a:=3%a+l;
k:=k+1;
print (a);
if (m<a) {m:=a;}

while (irem(a,2)==0) {
a:=iquo(a,?2);
k:i=k+1;

print (a);

1
}
return(m, k) ;

}i

syracusel0O0 () :={
local k,kn,kt,1,1t,m,mt;
1t:=0;
for (k:=2;k<101;k:=k+1) {
kn:=k;
m:=k;
1:=0;
while (kn!=1) {
if (irem(kn,2)==0) kn:=iquo(kn,2);
else {

kn:=kn*3+1;
if (m<kn) {
m:=kn;

1:=1+1;
}
if (1>1t) {
mt:=m; lt:=1;kt:=k;
}
}
return (mt, 1t, kt);
bi
On ouvre un éditeur de programme, on recopie la procédure, puis grace au bouton
OK le programme est validé.
On tape syracusel00 (), on trouve :
9232,118, 97 ce qui veut dire que c’est en démarrant avec 97 que la suite a le
plus de termes (ici 118 termes) et le maximum de cette suite est 9232.
On peut bien slir modifier les parametres de la boucle for en mettant par exemple :
for (k:=101;k<200;k:=k+1)
On tape syracusel00 (), on trouve alors :
250504,124,177
Ou encore :
for (k:=901;k<1000;k:=k+1)
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On tape syracusel00 (), on trouve alors :

250504,173, 937

On peut encore modifier facilement pour savoir si un plus grand nombre de terme
donne la plus grande valeur atteinte (cela semble vrai ! ! ) en changeant pour cela :
if (1>1t) {mt:=m;1lt:=1;kt:=k;}en

if (m>mt) {mt:=m;lt:=1;kt:=k;} etrajouter au débutkt:=2;.

- utiliser un programme qui dessine les points (7, u,) lorsqu’on donne en entrée
ug = a

- lorsqu’on donne en entrée uy = a et en notant n la premiere valeur de k£ pour
laquelle u;, = 1 et m le maximum des uy, pour £ < n, dessiner les points a, m ou
encore dessiner les points a, ug pour k = 0..n.

On écrit la procédure syracusel (resp syracuse2) qui dessine les points
(k,uy) (resp les segments reliant les points (k, u)) dans ’écran de géométrie et la
procédure syracuse3 qui dessine les points a, ug pour k allant de O a n et cela
pour a allant de 2 a 100 :

syracusel (a) :={

local m,k;

m:=a;

k:=0;

point (0, a);

while (irem(a,2)==0) {
a:=iquo(a,2);
k:=k+1;
point (k,a);

}

while(a!=1) {
a:=3*a+l;
k:=k+1;
point (k,a);
if (m<a) {m:=a;}

while (irem(a,2)==0) {
a:=iquo(a,?2);
k:=k+1;

point (k,a);
}
}
return (m, k) ;

}i

syracuse?2 (a) :={

local m,k,k0,a0;

m:=a;

k:=0;

point (k,a);

while (irem(a,?2)==0) {
k0:=k;
al:=a;
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a:=iquo(a,?2);
k:=k+1;
segment (kO0+i*al,k+ixa);
}
while(a!=1) {
k0:=k;
al:=a;
a:=3*a+l;
k:=k+1;
segment (k0+i*al0,k+ixa);
if (m<a) {m:=a;}
while (irem(a,2)==0) {
k0:=k;
al:=a;
a:=iquo(a,2);
k:=k+1;
segment (kO+ixal, k+ix*a);
}
}
return (m, k) ;

}i

syracuse3 () :={
local k,kn;
for(k:=2;k<101;k:=k+1) {
point (k, k) ;

kn:=k;
while (kn!=1) {
if (irem(kn,2)==0) kn:=iquo(kn,2); else kn:=knx3+1;

point (k, kn) ;
}
}
bi

Ne pas oubler de régler la fenétre graphique en mettant par exemple : X—=Y-=WX-=WY-=0,
X+=WX+=100 et Y+=WY+=1000.
puis on tape par exemple syracusel (123).

9.7 La suite des tas

On dispose k jetons en p tas.
On construit la suite des tas de la facon suivante :
on prend un jeton dans chaque tas et tous ces jetons forment un nouveau tas qui
sera le dernier tas, et on recommence.
Ce qui est slir c’est que cette suite de tas est pérodique puisque il n’y a qu’un
nombre fini de facons de disposer k jetons en tas.
Il s’agit de voir comment se comporte cette suite.
On peut montre que lorsque k£ = n * (n + 1)/2 cette suite stationne en :
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1,2,3,...,n.

9.7.1 Une remarque

Lemme La suite débutant par 1, 2, 3, ..., n non ordonng stationne vers 1, 2, 3, ..., n.
En effet, si on répartit les jetons en n tas 1,2, 3, ...,n de facon non ordonnée, on
aura la suite ordonnée 1,2, 3, ..., n au bout d’au plus n — 1 manipulations.

En effet a la premiere étape n se trouvera en dernier, a la deuxieme étape n — 1,n
se trouveront & la fin, et 2 la (n — 1)-iéme étape 2, ...n — 1, n se trouvera en dernier
et on aura donc obtenu 1, 2...n puisque le nombre k de jetons vaut n(n — 1)/2.

9.7.2 Le programme de simulation

//programme de simulation tas.cxx
tas (1) :={
local s, Jj,k,1r;
lr:=[1];
while (1) {
s:=size(l);
for (J:=0;j<s;j++) |
1031:=1031-1;
}
:=concat (1, s);
//on supprime les zeros de 1
k:=0;
for (J:=0;j<s+1; j++) {
if (1[3]11=0){
1[k]:=1[3J];
k:=k+1;
}
}
l:=mid(1,0,k);
if (member(l,1lr)) return lr;
lr:=append(lr,1);
}
}

On tape :

tas([10])

On obtient :
(ro1,19,11,18,21,17,1,21,16,1,31,15,2,31,
(4,1,2,31,13,1,2,41,102,1,3,4]1,11,2,3,41]



Chapitre 10

Pour s’amuser avec les mesures

10.1 La ficelle et la terre

Imaginez qu’avec une ficelle vous fassiez le tour de la terre. Puis vous rajoutez
un metre 2 cette ficelle et vous ceinturez A nouveau la terre. A quelle distance du
sol va alors se trouver la ficelle ?

Méme question avec une balle de tennis.

Si r est le rayon de la terre en metre (ou de la balle de tennis), son périmetre
est donc : 27rr. La ficelle va donc mesurer 277 4 1 et cela correspond a un rayon
R vérifiant 27 + 1 = 2w R. Donc 27(R — r) = 1 c’estadire R — r = 1/(27).
On tape :
evalf(1/2/pi)

On obtient :

0.159154943092

Donc quelque soit le rayon de la sphere la ficelle va étre a environ 15.9 cm de la
surface de la sphere.

10.2 Les lunules d’Hippocrate

Ce théoreme, treés ancien, a été démontré par Hippocrate de Chios (-500) (Ne
pas le confondre avec Hippocrate de Cos, le médecin), qui étudia aussi la duplica-
tion du cube, c’est-a-dire le calcul de la racine cubique de 2.

Hippocrate recherchait alors la quadrature du cercle et pensait que la quadrature de
ses lunules allait le rapprocher du but.

Une lunule est une portion de surface délimitée par deux arcs de cercles non
concentriques de rayons différents. Ces arcs ont mé€mes extrémités et forment un
croissant de lune en forme de ménisque : convexe d’un coté et concave de I’autre.
Construction

Soit le triangle ABC rectangle en A et C le cercle circonscrit a ABC' (de diamétre
BQO).

La lunule L z¢ est la figure formée par le demi-disque de diametre AC' extérieur
au triangle ABC, auquel on enléve son intersection avec le disque délimité par C.
La lunule L 4p est la figure formée par le demi-disque de diamétre AB extérieur
au triangle ABC, auquel on enléve son intersection avec le disque délimité par C.

163
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Ces deux lunules (en jaune sur la figure ci-dessous) sont appelées lunules d’Hip-
pocrate.
La somme des aires de ces deux lunules L etde L 4 est égale a I’aire du triangle

C

ABC (enrouge).
On calcule S1 I’aire du triangle ABC':

S1 = AB x AC/2 On calcule S2 la somme des aires de Lpc etde Lpa :

S2 est obtenue par différence : S2 est égale a la somme des aires des demi-cercles
de diametres AB et AC a laquelle on enleve I’aire en bleu.

L’aire en bleu est égale a I’aire du demi-cercle de diametre BC' a laquelle on enléve
I’aire S1 du triangle ABC':

S2 =mx AB?/2 + mx AC?/2 — (7 x BC?/2 — S1)

D’apres le théoréme de Pythagore on a : AB? 4 AC? = BC? donc :

52 = S1.

Pour faire la figure on a tapé :

A:=point (0);

B:=point (2,affichage=quadrantl) ;
C:=point (3x1i,affichage=quadrantl);
cercle(A,C,0,pi,affichage=3+rempli);
cercle (A,B, —pi, 0,affichage=3+rempli) ;
cercle (B,C,0,pi,affichage=4+rempli);
triangle (A,B,C,affichage=1l+rempli);

Xcas sait remplir de couleur les polygones et les secteurs circulaires. On est donc
obligé de procéder par superposition de couleur pour remplir les lunules d’Hippo-
crate et cela symbolise les opérations que 1’on fait pour calculer 1’aire des 2 lunules.
Exercice

Soient un carré de cotés [ et les cercles ayant comme diametre les cotés du carré.
A Iextérieur du carré, ces cercles déterminent avec le cercle circonscrit au carré 4
lunules.



10.3. D’AUTRES RESULTATS OBTENUS PAR HIPPOCRATE 165

Trouver I’aire des 4 lunules ainsi déterminées.

A I'intérieur du carré, ces cercles en se coupant déterminent 4 "pétales”.
Trouver I’aire des 4 "pétales" ainsi déterminées.

Pour faire la figure, on tape dans un niveau de géométrie :

cercle (point (2

( 2,-pi/2,pi/2,affichage=1l+rempli) ;
cercle (point (2%1),
(-

),
*1),2,0,pi,affichage=2+rempli);
cercle (point (=-2),
cercle (point (0

(

(

( pi/2,3*xpi/2,affichage=3+rempli);
(

cercle (0, 2*sqrt(

(

(

(

(

2,
), 2,pi,2*pi,affichage=4+rempli);
) ,affichage=5+rempli) ;

), 2);
)i
)
2

-2
2
cercle (point (0, -2
cercle (point 2)

0)

4
(0 ;2
cercle (point (2, 2);
cercle (point (- ) ;

I ) 4
carre (—2-2+%1,2-2*1);

La solution Un carré est formé de 2 triangles rectangles donc 1’aire des 4 lunules
est égale a I’aire du carré (cl le résultat précédent).

La somme de I’aire du carré et de I’aire des "pétales” est égale a I’aire des 4 demi-
cercles de rayon [/2 (car les 4 demi-cercles qui sont a I’intérieur du carré rem-
plissent le carré et se superposent selon les "pétales") donc I’aire des "pétales"
vaut :

T2 42
21 l

10.3 D’autres résultats obtenus par Hippocrate
Si la tentative de la quadrature du cercle est un échec, Hippocrate a trouvé la

quadrature de plusieurs lunules en partant de la remarque suivante :
deux secteurs circulaires OAB et O1 A1 B; de rayon R et R; semblables i.e. dont
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les angles au centre ¢ ont la méme valeur ont des aires proportionnelles aux carrés
des longueurs de leurs cordes.

Chaque secteur circulaire est composé d’un triangle et d’une calotte circulaire. Les
aires des triangles ainsi que les aires des calottes circulaires sont aussi proportion-
nelles aux carrés des longueurs des cordes.

Dans la figure ci-dessus on a :

longueur?2 (Al,B1l) /longueur?2 (A, B) renvoie 16/9.

Cela signifie donc que :

165 = 951 ou S désigne 1’aire de la calotte verte et S désigne 1’aire de la calotte
jaune, i.e. S1 = 165/9.

Si deux secteurs circulaires OAB et O1 A1 By de rayon R et Ry ont pour angle au
centre ¢t on a (dans la figure R = 3, Rl =4ett = 57/12):

La longueur AB vaut 2R sin(t/2 donc R = AB/(2sin(t/2)

L aire du secteur circulaire vaut t R?/2 = AB%(t/(8sin(t/2)?)

L aire du triangle O AB vaut R? cos(t/2) sin(t/2) = AB?(1/(4tan(t/2))

L aire de la calotte circulaire vaut AB?((t/(8sin(t/2)?) — (1/(4tan(t/2)).

Pour faire la figure d’un secteur circulaire OAB, de centre O, de rayon r, d’angle
au centre ¢ radians et tel que I’angle (Ox, OA) = t, on tape :

fonction Secteurcirc(O,r,a,t,ct,cc)

local A,B,L,x0,vy0;

L:=NULL;

[x0, yO] :=coordonnees (0O) ;

A:=point (xO+rxcos (a),yO+rxsin(a));

B:=point (xO+r*cos (t+a),yO+r*sin(t+a));
L:=L,affichage (cercle (0, r,a,t+ta),cctrempli);
L:=L,triangle(0,A,B,affichage=ct+rempli) ;
retourne L;

ffonction:;

10.3.1 L’aire d’une lunule égale a I’aire d’un triangle isocele

Soit un triangle ABC isocele et rectangle en C.
Soit D le symétrique de C' par rapport a AB.
Le demi-cercle ABC' de diametre AB et le quart de cercle AM B de centre D
définissent la lunule AM BC' en rouge sur la figure.
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D

On a AB=2 x C B? d’aprés Pythagore puisque ABC est rectangle en C.

Grace a Hippocrate, on va montrer que I’aire de cette lunule est égale a 1’aire du
triangle ABC (en bleu sur la figure obtenue par translation de ABNC') :

AB? = 2x (CB?, donc I’aire de la calotte verte ABM est égale a 2 fois 1’aire de la
calotte BN (' donc I’aire verte est égale a ’aire magenta (cf la figure obtenue par
translation de ABNC).

On a donc I’aire rouge est égale a 1’aire bleue puisque :

aire(AM BN C)=aire(ABC)-aire(ABM)+2*aire(BN C)=aire(ABC).

10.3.2 L’aire d’une lunule égale a I’aire d’un trapeze isocele

Soit un trapeze isocele ABC D vérifiant BC = CD = AD et AB? = 3DC?.
Soit I’arc de cercle BC'M D A de centre [ intersection des médiatrices de AC' et de
DC' (ou M est un point de ’arc C'D).

Soit I’arc de cercle BN A tangent a AC' de centre .J intersection de la médiatrice
de DC et de la perpendiculaire en A a AC.
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,

J

L’aire de la lunule rouge AN BC'M D est égale a I’aire du trapeze ABCD.

En effet, I’aire de la calotte bleue est égale a 3 fois 1’aire de la calotte magenta (cf
la figure obtenue par translation de ABCM D) car les secteurs circulaires JBN A
et IC'M D sont homothétiques et que AB? = 3DC?2,

On a donc 1’aire rouge est égale a I’aire verte puisque AD = DC = CBet:
aire(AN BC M D)=aire(ABC D)-aire(BN A)+3*aire(C M D)=aire(ABC D).

10.3.3 L’aire d’une lunule égale a I’aire d’un pentagone concave

Soit un trapéze isocele ABCD vérifiant BC = CD = AD et soit E ’inter-
section de ses diagonales AC' et BD.
Le cercle circonscrit au triangle ABFE est tangent aux droites AD et BC.
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D + C

!

En effet :

le centre J du cercle ¢ circonscrit a8 ABF est I’intersection de la médiatrice de AF
et de la médiatrice de AB. Si M est le milieu de AF on a (cf figure) :

(JE, M) = (AC, AD) = t

donc(?i?,ﬁjg)::w/Q.

donc les droites C'B et D A sont tangentes a c.

La puissance de C par rapport au cercle ¢ vaut :

CE * CA = CB? puisque la droite CB est tangente 2 c.

On impose maintenant que 2AE? = 3DC?2,

Il faut faire maintenant une figure qui respecte 1’égalité :

2AE? = 3BC? ou encore AE = BC/6/2.

On pose :

BC=BD=DA=1,doncona:
CB?=1?=CE*CA=(CA—AE)xCA=CA?> - CAxI1/6/2

donc la longueur C'A est solution de 1’équation :

a— x\/él/Q —12=0.

On tape (pour faire la figure on choisit [ = 2) :

solve (x"2-x*sqgrt (6) —4=0)

On obtient :

[ (sgrt (6) —(sqgrt (22))) /2, (sqgrt (6)+sqgrt (22)) /2]

la longueur C'A est positive donc CA = (V6 + /22))/2.

On trace le segment DC', puis on définit A comme intersection du cercle c1 de
centre D et de rayon 2 et du cercle c2 de centre C' et de rayon (v/6 + /22))/2 en
choissisant A en dessous de DC'.

On tape :

C:=point (1, affichage=quadrantl);
D:=point (-1, affichage=quadrant?2));
cl:=cercle(D,2):;;
c2:=cercle(C, (sqgrt (6) +sqrt (22))/2) :;;
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A:=inter_unique(cl,c2,point (-2x1i));

B:=symetrie (droite (x=0),A);
polygone (A,B,C,D);

E:=inter_unique (droite (A,C),droite (x=

segment (A, C) ;
segment (B, D) ;

J:=inter_unique (perpendiculaire (A, droite (A,D))

0));

I:=inter_ unique (mediatrice (A,D),droite (x=0));

cercle (I, longueur(I,A),angle(I,I+2,B)
polygone (A,B,C,D,affichage=3+rempli);
cercle (J, longueur (A, J),angle (J,J+2,B),
triangle(J,A,E,affichage=2+rempli);
triangle (J,B,E,affichage=2+rempli);

A:=affichage (A, quadrant?2);
D:=affichage (D, quadrant?2) ;
E:=E;
polygone (A,B,C,D);
J:=affichage (J, quadrantl);
I1:=1;
M:=milieu (A,
N:=milieu (D,
segment (M, I)
(N, J);
segment (I,D);
segment (I,C);
angle (J,E,A,"t");
angle(I,C,D,"t");
angle(I,N,M,"t");

segment

14

On obtient :

,angle (I, I+2,A)

angle (J,J+2,A)

,droite (x=0));
,affichage=4+remp.

,affichage=1l+rem
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Les 2 aires rouges sont égales aux 3 aires bleues car on a :

AE? = BE? =3AD?/2 = 3BC?/2 = 3DC/2 et

les secteurs circulaires JFE A et I D A sont semblables puisque :

(J—E), ﬁ) = (1’5, I?) (cf figure).

L’aire de la lunule AEBCD (aire jaune +aire bleue) est donc égale a I’aire du
pentagone concave AFBC' D (aire jaune +aire rouge).

10.3.4 L’aire d’une lunule et d’un cercle égale a I’aire d’un triangle et
d’un hexagone

Soit un cercle ¢; de centre O et de rayon r et soit ABC DEF un hexagone
inscrit dans ce cercle.
Soit un cercle co de centre O et de rayon R = V6r.
Les droites OA, OB et OC' coupent ¢z respectivement en G, H et I.
Soit ¢3 le cercle tangent en G a HG et tangenten [ a HI. OH coupe c3 en N.
Hippocrate montre que 1’aire de la lunule /NG H plus I'aire du cercle c; est égale
a I’aire du triangle G H I plus I’aire de 1’hexagone.

w

Les secteurs circulaires JGH, OGH et OAB sont semblables car :

(OG,0H) = (JG, JI = n/3).

OnaIG? = (V3R)? = 3R? = 1872, GH? = R? = 6r% = IG?/3.

Soit S I’aire de la calotte magenta AB, S5 I’aire de la calotte rouge GH, S3 1’aire
de la calotte jaune G1.

On a d’apres la remarque d’Hippocrate S5 = 355 = 185 et donc :

I’aire magenta vaut 657 = Ss, I’aire jaune vaut 3.55,1’aire rouge vaut 2.55.

Donc :

aire lunule/ N G H =aire rouge+aire verte=aire rouge+aire triangleGG H [-aire jaune.
aire lunule/ NG H=255 — 3Sy+aire triangleG H I=aire triangleGH I-55

aire c1=aire magenta-+aire hexagone=aire hexagone+So

donc en ajoutant membre 2 membre on a :

aire lunule/ N G H +aire cy=aire triangleGG H [+aire hexagone.
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10.4 Le théoreme de Pappus d’Alexandrie (300 ap.J.-C.)

Le théoreme de Pappus d’ Alexandrie est aussi une généralisation du théoréeme
de Pythagore.
On construit a I’extérieur d’un triangle ABC trois parallélogrammes :
— un parallélogramme ABFEG quelconque
— un parallélogramme ACF'D quelconque
— Soit H 1’1ntersect10n de EG et DF. Le parallélogramme BJKC' est tel
que B—} =H A

Flg Edit Giraphe Pommur ﬂ Save |Ihomafd9gawafmsdmfpappuscas

E L=inter_uniq ueldroite{H,A),

droiter., K1)
point(-1.18824 521624-2. 0260
4 .|
gsegment(H,L, affx:hag9=hgn9
seqment|point(-2.2421 708254
[ 0
geeamentH G affichage=ligne|
=6QMENt]point-2 242170835
4 _ 3
H, D affichage=ligne_tinst_pain
=6QMENt|point-2 2421708352
4 I
rallelcgramme(J L B,
g?flchage:mmplmﬁ

,_l_

,TI

Fl

&l

polygonel point(-2. 478822364
Ll 3

parallelogrammefi,C,L,
affichace=mremoli+21

Alors
Aire (BJKC)=Aire (ACFD)+Aire (ABEQG)

On va montrer que cette égalité se visualise facilement car les surfaces rouges
ont méme aire et les surfaces vertes ont aussi méme aire.
Soient L ’intersection de HA et de JK, 0 'intersection de HA et de BC, M
I’intersection de BJ et de EG et N I'intersection de DF et de C'K.
Ona:
Aire(ABG E)=Aire(ABM H) parallélogrammes ayant méme base AB et méme
hauteur
Aire(ABM H)=Aire(BJ LO) parallélogrammes ayant une base égale (HA = BJ =
OL) et méme hauteur
donc les deux surfaces rouges ont méme aire.
La méme démonstration est valable pour les deux surfaces vertes. Si on construit a
I’extérieur d’un triangle ABC' deux carrés et un parallélogramme :

— un carré ABGE,

— un carré ACDF,

— H l'intersection de EG et DF'.

—

— le parallélogramme BJ K C tel que B—j =HA,

— un carré CBPQ.

— R Vlintersection de BP et JK.
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— S lintersection de C'Q et JK.

Le carré C BP(Q a pour aire BC? = a? Le parallélogramme B.J K C' a pour aire
AB? + AC? = ¢ + b? On sait que a® = b% + ¢2 — 2bccos(A) Donc 1’aire du
parallélogramme B.J K C' est égale a 1’aire du carré C BPQ plus 2 x b x ccos(A).
L’aire du parallélogramme B.J K C est égale a I’aire du rectangle BCRS

Donc 2 * b * c cos(A) est I'aire du rectangle Q PRS

10.5 Aire d’un cercle troué

On perce un cercle de rayon R avec un cercle de méme centre et de rayon
r. Quelle est ’aire de ce cercle troué. Exprimer cette aire en fonction de d =
VR? — 12,
On sait que 1’aire d’un cercle de rayon R est : 7 R2.
L aire du cercle troué est donc : m(R? — r?) = mwd? L’aire d’un cercle troué est
égale a ’aire du cercle de rayon d ou d est la longueur de la demi-corde qui est
tangente au trou.
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10.6 Volume de la sphere trouée

10.6.1 Volume de la calotte de hauteur / d’une sphere de rayon R

On note R le rayon de la spere, r le rayon de la base de la calotte et h la hauteur
de la calotte et on suppose que 0 < h < R.Onadonc: 72 = R? — (R — h)?
On tape :
assume (R>0 and h>0 and h<R)
On calcule une intégrale triple :

*7 T rVR2—12
5 (Jb( 0 dz) * pdp)do

On tape :
factor (int (int (int (1, z, R-h, sgqrt (R"2-ro"2) ) xro,
ro,0,sqrt (R*2-(R-h)"2)),t,0,2%pi))

On obtient :
(h"2xpi* (3*R-h)) /3
Donc le volume de la calotte de hauteur h d’une spere de rayon R est :
3xR—h
RP——
3
Vérification On sait que le volume d’une sphere de rayon R est : %wRB’ Le volume

de 2 calottes sphériques de rayon R a pour hauteur R est :
23+R—R _ 4_p3
21 R 35 = gﬂ'R

Vo=mn

10.6.2 Volume d’une sphere trouée

On perce une sphere de rayon R avec un cylindre ayant pour axe un diametre
de la sphere et comme base un cercle de rayon r. Quelle est le volume de cette
sphere trouge. Exprimer ce volume en fonction de d = v R? — r2.

Avec les notations précédentes on a enlevé a la sphere :
un cylindre ayant comme base un cercle de rayon 7 comme hauteur 2d et comme
volume 277?d = 27 (R? — d?)d et,
2 calottes sphériques ayant comme base un cercle de rayon r et ayant comme hau-
teur h = R — d.
On sait que le volume d’une sphere de rayon R est : %ng’ Le volume de cette
sphere trouee est donc :

93*R—h
3

4
§7TR3 — 27h — 27r2d

On tape :

factor (2xpi/3* (2*R"3—-(R-d) "2* (3*R— (R-d) ) -3 (R*"2-d"2) *d) )
On obtient :

(4«d"~3xpi) /3

Donc le volume d’une spere de rayon R trouée par un cylindre d’axe un diametre
et de hauteur 2d est :

4
Vor = gmﬁ

c’est a dire le volume d’une spere de rayon R trouée par un cylindre d’axe un
diametre et de hauteur 2d est égal au volume d’une sphere de rayon d.



Chapitre 11

Les puzzles

11.1 Puzzle transformant un triangle en un triangle de
base et de hauteur égales

Soient un quadrilatere ABDC' et I (resp J) la projection orthogonale de A
(resp D) sur BC' tel que AI = DJ.
Les triangles ABC' et BC'D ont donc une méme base (BC') et des hauteurs égales
(AT + AJ).
Le segment AD coupe BC en K.

— K se trouve entre B et C' (c’est vrai si les angles des triangles sont aigus).
On mene par K des paralleles aux cotés du triangle situé de I’autre coté.
On tape :
supposons (a=[0,-5,5,0.11);
A:=point (a+3x1i);

B:=point (-2);

C:=point (4);

D:=point (-1-3*1);

polygone(A,B D,C);

I:=point (a);

J:=point (-1);

segment (A, I,affichage=2+ligne_tiret_point);

segment (D, J,affichage=2+ligne_tiret_point);
segment (B, C) ;

segment (A, D) ;

K:=inter_ unique (droite (B, C),droite (A,D));

L:=inter_unique (segment (A,C), parallele(K,droite(D,C)));

segment (K, L) ;

M:=inter_unique (segment (B,A), parallele(K,droite(D,B)));

segment (K, M) ;

N:=inter_unique (segment (B,D), parallele(K,droite(A,B)));

segment (K, N) ;

P:=inter_unique (segment (C,D), parallele(K,droite(A,C)));

segment (K, P) ;

175
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On obtient (pour a = 0) :

D

K estle milieu de AD puisque Al = DJ.
On en déduit que :
En considérant le triangle ADC on en déduit que :
Lestle mileude ACet KL = DP = PC' et
Pestlemileude DC et KP=AL =CL
En considérant le triangle ABD on en déduit que :
M estle mileude ABet KM = DN = NBet
N estlemileude BDet KL = DP = PC.
Donc le puzzle qui transforme ABC en BDC' a 4 morceaux, on tape :
affichage (triangle (B,M,K), l+rempli);
affichage (triangle (A,M,K), 2+rempli)
affichage (triangle(A,L,K), 3+rempli)
affichage(triangle(C,L,K),4+rempli);
affichage (triangle (B,N,K), l+rempli);
( (D, N, K) )
( (D,P,K) )
( (C,P,K) )

14

.

4

4

affichage (triangle (D,
affichage (triangle (D,
affichage (triangle (C,
segment (B, C)

On obtient :

,K),24+rempli
, K
,K),4+rempli

4

, 3trempli

4
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On remarque que la piéce jaune et la piece verte peuvent se reunir.
On obtient donc un puzzle de 3 pieces :

Onremarqueraque translation (A-K, polygone (K,N,D,P) ) ren-
voie polygone (A, M, K, L).
— Kesten Bouen(C
Dans I’exemple K esten B pour a = —3.
On obtient alors un puzzle ayant 2 picces :

On remarquera que les angles B des 2 triangles sont supplémentaires : I’'un
est obtu et 1’autre est aigu (sauf si les 2 triangles sont égaux !).

— K est a ’extérieur du segment BC'
Supposons que 1’angle B du triangle ABC soit obtus et que K se trouve a
I’extérieur du segment BC.
On forme le parallélogramme ABC A1 (A1 est le symétrique de B par rap-
port au milieu L de AC.
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Al

Au triangle ABC on associe le triangle A1BC : ces 2 triangles ont méme
aire, ont le triangle BC'L en commun et 2 triangles égaux ABL et CA1L
car symétrique par rapport a L.

On peut donc avec 2 pieces transformer le triangle ABC en le triangle
A1BC : le triangle A1BC' a méme base, méme hauteur que le triangle
ABC et ABC A1 est un parallélogramme.

Exemple pour a = —5
Les points qui nous seront utiles :
A:=point (a+3%1i);

B:=point (-2);
C:=point (4);
D:=point (-1-3%1);

(=

(
(=
polygone(A,B D,C);
I:=point (a);
J:=point (-1);
segment (A, I,affichage=2+ligne_tiret_point);
segment (D, J,affichage=2+ligne_tiret_point);
segment (B, C) ;
segment (A, D) ;
K:=inter_unique (droite (B, C),droite (A,D));
L:=milieu(A,C);

M:=milieu (A, B)
N:=milieu (D, B);
P )

’

14

:=milieu(D,C
segment (K1,P);
Al:=symetrie(milieu(A,C),B);
Ml:=symetrie(milieu(A,C),M);
Kl:=inter_unique (droite (Al,D),droite(B,C));
segment (Al,D);
segment (A1l,C);
segment (Al, B);
segment (K1,M1);

4
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segment (K1,L);

segment (K1,P);

segment (K1,N) ;
Rl:=inter_unique (segment (C, L), segment (K1,M1));
R:=translation (K1-Al,R1);
S:=symetrie(milieu(K1l,C),R1l);

droite (B, C);

segment (N, R) ;

segment (K1, S);

D

Les 2 pieces qui faut partager :L

affichage (triangle (B, L,K1l), l1+rempli);
affichage(triangle(Al,L,K1,M1),24rempli);
affichage (triangle(C,M1,K1),4+rempli);
affichage(triangle(B,N,Kl), l+rempli);
affichage (polygone (D,N,K1,P), 2+rempli);
affichage (triangle(C,P,Kl), 4+rempli);
segment (B, C) ;

triangle (A,B,C);

segment (C,N) ;
A:=A;D:=D;B:=B;C:=C;Al:=A1;
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D

On rajoute donc :

affichage(triangle(D,N,Q), 5+rempli);
P5:=affichage(triangle (Al,L,Ql), 5+trempli);
P6:=affichage (polygone (Al,Q1,R1,M1), 6+rempli);
affichage (polygone (D,Q,R,P), 6+rempli) ;
PO:=affichage (triangle (C,M1,R1l),47+rempli) :;PO;
affichage(triangle(C,P,R),47+rempli);

On voit les 5 pieces du puzzle et la transformation de ABC en DBC et en
Al1BC.

AT
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Ou encore avec 7 piéces :

A

11.2 Exercice

Soient les triangles :
ABC (AB = AC = (V6 — V/2)/2 et (BC, BA) = 57/6 et
DBA(DB = DC = (V3 —1)/2 et (DB, DA) = /2.
Fabriquer un puzzle transformant le triangle ABC en le triangle ABD.
Une solution
Le triangle D B A est rectangle isocele donc on a bien :
AB = DBVZ = (V6 — v2)/2 = AC
L’aire de DB A vaut donc :
(V3—1)2/8= (2 /3)/4
Le triangle ABC est isocele, d’angles a la base de 7/12 donc :
AC = 2AB cos(1/12) = (V6 — V/2) * (sqrt(2) + sqrt(6))/4 =1
et la hauteur h issue de B vaut :
h = ABsin(r/12) = (2 — v/3) /2 L’aire de ABC est donc :
AC xh/2 = (2 —V/3)/4.
Les triangles ABC et DB A ont donc méme aire et un c6té AB en commun donc
les hauteurs issues de C et de D sont égales. On est dans le cas ou ’intersection de
AB avec C'D se trouve a I’extérieur du segment AB.
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On forme donc le losange ABC A1.

Ainsi, ABC at AB A1 ont méme aire (c’est la moitié de 1’aire du losange ABC A1).
ABC at ABA1 ont en commun le triangle ABI (L étant le milieu de AC' etle mi-
lieu de A1B puisque ¢’est I’intersection des diagonales d’un losange) et le triangle
AlLAestégal a A1LC.

Soit K I’intersection de AB avec A1D (K est le milieu de A1D puisque Al et D
sont a égals distance de la droite AB).

On peut faire un puzzle de 3 pieces pour réaliser les triangles : ABD et ABA1 qui
sont :

AKN ou AKM (AN K M est un parallélogramme)

KJB ou KBL (K JBL est un parallélogramme)

NDJK ou MKNA1(M (resp N J) estle milieude AA1 (resp AB,D B) puisque
K estle milieu de A1D.

On trace le segment AC' qui partage les pieces AK M et M K LA1 en deux mor-
ceaux : AKP et APM forment AKM et PKL et M PLA1 forment M K LA1 .
On a alors :

APM=CM1Plet MPLA1=M1P1LB.

On obtient donc 5 pieces.

On tape :

A:=point (sqrt (2) /4-sqrt (6) /4;
B:=point (-sqrt (2) /4+sqgrt (6)/4);

D:=point (—-i* (—-sqrt (2) /4+sqrt (6) /4));
C:=rotation (B, -5%pi/6,A);
pl:=polygone(A,B,C) :;pl;
p2:=polygone(A,B,D) :;p2;

L:=milieu(A,C);

Al:=symetrie(L,B);

p3:=polygone (A,B,Al) :;p3;
K:=inter_unique (droite (y=0),droite(Al,D));
J:=inter_unique (parallele (K,droite(B,Al)) ,droite(D,B));
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polygone (J,B,L,K);
M:=inter_unique (parallele (K,droite(D,A)) ,droite(A,Al));
N:=inter_unique (parallele (K,droite(A,Al)) ,droite(A,D));
polygone (M, A, N, K) ;

Ml:=milieu(B,C);
P:=inter_unique (droite (M, K),droite (A,L));
Pl:=symetrie(L,P);

P2:=translation (P-M,N);

segment (P2, J) ;

segment (P1,M1) ;

P3:=symetrie(milieu(A,K),P);

segment (P3,K) ;

affichage (polygone (C,P1,M1), l+rempli);

affichage (polygone (K,P3,N), l+rempli);

affichage (polygone (B, L,P1,M1), 2+rempli);

affichage (polygone (N,P2,J,K), 2+rempli) ;

affichage (polygone (B, L,K), 3+rempli);
affichage (polygone (P, L,K), 4+rempli);

affichage (polygone D,P2 J),4+rempli);

A,K),5trempli);
affichage (polygone (P3,A,K), S5+rempli);
K:=K;

(
( (
( (
( (
( (
affichage(polygone(B K),3+trempli);
( (
( (
affichage (polygone (P,
( (

segment (A, B) ;
M1:=M1;

11.3 Puzzle transformant un triangle en un triangle de
base et de hauteur inégales

11.3.1 Le principe

Soient 2 triangles ABC et DC'E ayant la méme aire mais de base et de hauteur
inégales.
On va transformer le triangle ABC' en un triangle A; BC' de méme aire et vérifiant
A1C = CFE. Le point A; est donc I’intersection du cercle de centre C et de rayon
C'F avec la droite y = —hq si hy est la longueur de la hauteur issue de A du tri-
angle ABC.
On va transformer ensuite transformer par rotation de centre C' le triangle A; BC'
en le triangle Dy E'C'. Le point D; est donc I’intersection du cercle de centre C et
de rayon C'E avec la droite y = —hy si hy est la longueur de la hauteur issue de D
du triangle DCE.
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Ainsi on peut trouver un puzzle qui transforme ABC' en Ay BC puis A; BC est
transformé par rotation en D C'E, puis on trouve un puzzle qui transforme D;C'E
en DC'E et en coupant certaines pi¢ces ont fait en sorte d’avoir les mémes pieces
pour les 2 puzzles.

11.3.2 Les noms des différents points

Les noms dont on va avoir besoin :

A:=point (=7+3%1));
B:=point (-8);
C:=point (0);
D:=point (4+4%1);

E:=point (6,affichage=quadranti4) ;
d:=droite(y=-3,affichage=2+ligne_tiret_point) :;d;
dl:=droite(y=-4,affichage=2+ligne_tiret_point) :;dl;
droite (y=3,affichage=2+ligne_tiret_point);
droite(y=4,affichage=2+ligne_tiret_point);
Al:=inter_unique (cercle(C, longueur(C,E)),d,A);
Dl:=inter_unique (cercle (C, longueur(C,B)),dl,D);
c:=evalf (angle(C,Al,E));

Dl:=rotation(C, c,B);

triangle (A,B,C);

triangle (A1,B,C);

triangle(D1,C,E);

triangle (D,C,E);
K:=inter_unique (droite (A,Al),droite(B,C));
Kl:=inter_unique (droite (D,D1),droite(B,C));
L:=milieu(A,B);segment (K, L);
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M:=milieu(A,C); segment (K, M) ;
N:=milieu(C,Al);segment (K, N);
P:=milieu(B,Al); segment (K,P);
Q:=milieu(D,C);segment (K1,Q);
R:=milieu (D, E); segment (K1,R);
S:=milieu(D1 E) ; segment (K1, S) ;
T:=milieu(D1l,C);segment (K1,T);

Nl:=milieu(C,E);
K2:=rotation(C,c,K);;
segment (K2, S) ;

segment (K2,N1) ;
K3:=translation (D-K1,K2);
U:=inter_unique (segment (T,K1l), segment (N1,K2));
Ul:=translation (D-K1,U);
segment (U1, K3);
segment (R, K3) ;
N2:=symetrie(milieu(C,K1l),N1l,affichage=quadrant?2);
U2:=symetrie(milieu(C,K1l),U);
segment (U2, N2) ;
U3:=rotation(C,-c,U);
Tl:=milieu(B,C);
K4:=rotation(C,-c,K1l);
segment (K4,P) ;
segment (K4, T1);
Ud:=translation (A-K,U3);
K5:=translation (A-K,K4);
segment (K5,U4) ;

segment (K5,L);
T2:=symetrie(milieu(K,C),T1l);
US5:=symetrie(milieu(K,C),U3);
segment (U5, T2);
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On obtient :

-8 -6 —4 -2 0 2 4 6

11.3.3 Le puzzle obtenu

On obtient 6 pieces.
On tape :

affichage (polygone (A,L,K5,U4), 1+rempli) ;
affichage (triangle (L, K,K5),2+rempli);
affichage (polygone (K,P,K4,U03), 1+rempli);
affichage (polygone (K1,U,K2,5S), l+rempli) ;
affichage (polygone (D,U1l,K3,R), l+rempli) ;
affichage (triangle (P,Al,K4),24+rempli);
affichage (triangle (E,K1,S),2+rempli);
affichage (triangle(E,K1,R),2+rempli);
affichage (triangle (B, L,K), 3+trempli);
affichage (triangle(B,P,K), 3trempli);
affichage (triangle (D1, S,K2),3+rempli);
affichage (triangle (R, K3,K1l),3+rempli);
affichage (triangle (U4,K5,M),4+rempli);
affichage (triangle (K4,U3,N),4+rempli);
affichage(triangle (K1,U,N1),4+rempli);
triangle (C,U2,N2),4+rempli);
polygone (M, K, T2,U5), 5trempli);
(
(

affichage
affichage
affichage
affichage

polygone (N,C,T1,U3), 5+rempli);
polygone (C,N1,U,T), 5+trempli);

—_— o~~~
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affichage (polygone (Q,U2,N2,K1), 5+rempli);
affichage (triangle(C,U5,T2), 6+trempli) ;
affichage(triangle(K,U3,T1l), 6+trempli);
affichage (triangle (K2,U,T), 6+rempli);
affichage(triangle (Q,Ul,K3), 6+trempli);
A:=A;Al:=A1;

D:=D;D1:=D1;

B:=B;
C:=C;
E:=E;

On obtient le puzzle des 4 triangles :

11.4 Puzzle transformant un triangle équilatéral en un
carré

On transforme facilement un carré en un triangle rectangle de méme aire avec
un puzzle de 2 pieces.

On va donc transformer un carré en un triangle rectangle et avec la méthode ci-
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dessus, transformer ce triangle rectangle en un triangle équilatéral de méme aire.
Si le carré est de coté a, les cotés de I’angle droit du triangle rectangle sont a et 2a
et les cOtés du triangle équilatéral de méme aire sont b = 2q 3~ 1/4

a:=1;b:=2*a/sqrt (sqrt (3.));

A:=point (ixa);B:=point (-2x*a);

C:=point (0) ;E:=point (b);

D:=point (b/2+i*xb*sqgrt (3)/2);

triangle_equilateral (0,b);

triangle (0,i*a,—-2*a);

Al:=inter_unique(cercle(C,b),droite (y=-a),B);

triangle (Al1,B,C);

K:=inter_unique (droite(A,Al),droite(B,C));

L:=milieu(A,B);

M:=milieu(A,C);

N:=milieu (Al,C);

P:=milieu (Al,B)

segment (K, L) ;

segment (K, P) ;

segment (K, M) ;

segment (K, N) ;

Dl:=inter_unique (cercle (C, longueur (C,B)),
droite (y=-bxsqrt (3)/2),D);

triangle(D1,C,E);;

Kl:=inter_unique (droite (D,D1),droite(B,C));

’

Q:=milieu(D,C);segment (K1,Q);
R:=milieu (D, E) ;segment (K1,R);
S:=milieu(D1l,E);segment (K1, S);
T:=milieu(D1,C);segment (K1, T)
Nl:=milieu(C,E);

c:=evalf (angle(C,Al,E));
K2:=rotation(C, c,K);;
segment (K2, S) ;

segment (K2,N1) ;
U:=inter_unique (segment (S, K2), segment (T,K1));
Ul:=symetrie (milieu(C,K1),U);
K3:=symetrie(milieu(C,K1l),K2);
segment (U1, K3) ;

U2:=translation (D-K1,U);

segment (U2, R) ;

N2:=symetrie(milieu(C,K1l),N1);
segment (N2, K3) ;

U3:=rotation(C,-c,U);

K4:=rotation(C, —-c,K1l);

Tl:=milieu(B,C);

segment (T1,K4);

segment (P, K4) ;

Ud:=translation (A-K,U3);

14
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K5:=translation (A-K,K4);
segment (U4, K5) ;
segment (L, K5) ;

T2 :=symetrie (milieu(B,K),T1l);
US:=symetrie(milieu(B,K),U3);
segment (T2,U5) ;
T3:=symetrie (L, T2)

T4 :=point (-atixa)
segment (T1, T4)

segment (U4, T3)
Rl:=projection (droite (K1,Q),R)
segment (R, R1)

segment (T4, 1)

2 N1 SKA

D1

affichage (polygone (A,M,K5,U4), l+rempli) ;
affichage(triangle (L,U4,K5),2+rempli);
affichage (polygone (K,N,K4,U03), 1+rempli);
affichage (polygone (K1,U,K2,N1), 1+rempli) ;
affichage (polygone (C,Ul,K3,N2), l+rempli);
affichage (triangle (P,U3,K4),24+rempli);
affichage (triangle (U,K1,S),2+rempli);
affichage (triangle (D,U2,R),2+rempli);
affichage (triangle (B, T2,U5), 3+rempli);
affichage (triangle (T1,U3,K), 3+rempli);
affichage (triangle (U, T,K2),3+rempli);
affichage (triangle (Q,K3,Ul), 3+rempli);
affichage (triangle (C,K,M), 4+rempli);
affichage (triangle (K,C,N), 4+rempli);

( (

affichage (triangle (K2,C,N1), 4+rempli);
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affichage (triangle (K1,N2,K3),4+rempli);
affichage (polygone (L, K, T2,U5), 5+trempli) ;
affichage (polygone (P,B,T1,U3),5+rempli)

( (
( (
( ( i
affichage (polygone (D1,S,U,T), 5+rempli) ;
affichage (polygone (R,U2,Q,K1), 5+rempli) ;
affichage (triangle (L, K,K5), 6+rempli) ;
affichage (triangle (K4,P,Al), 6+trempli);
affichage (triangle (K1,E,S), 6+rempli);
affichage (triangle(E,R,K1l), 6+rempli);
A:=A;Al:=Al;

D:=D;D1:=D1;

B:=
C:=C;
E

On obtient 7 pieces :

affichage (polygone (C,U1,K3,N2), 1+rempli) ;
affichage (triangle (D, U2,R),2+rempli) ;
affichage (triangle (Q,K3,Ul), 3+rempli);
affichage (triangle (K1,N2,K3),4+rempli);
affichage (triangle(D,U2,R), 2+rempli);
affichage (polygone (R,U2,Q,R1), 5+trempli);
affichage (polygone (R1,R,K1),47+rempli);
affichage (triangle(E,R,K1l), 6+rempli);
affichage (polygone (A, M,K5,U04), 1+rempli) ;
affichage (triangle(L,U4,K5),24rempli);
affichage (triangle (i, T3,U4),3+rempli);
affichage (triangle(C,K,M), 4+rempli);
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affichage (polygone (L,K,Tl),47+rempli);
affichage (polygone (L,U4,T3,T4),5+rempli);
affichage(triangle(L,K,K5), 6+rempli);

On voit que I’on peut reunir la piece rouge avec la jaune la piece magenta avec la
verte et la piece grise avec la cyan.

affichage (polygone
affichage (triangle
affichage (triangle
affichage (triangle
affichage (polygone
affichage (polygone

( C,Ul,K3,N2), l+rempli);
(
(
(
(
(
affichage (triangle
(
(
(
(
(
(
(

D,U2,R),2+rempli);
Q,K3,U0l1),1+rempli);
K1,N2,K3),4+rempli);
R,U2,Q,R1l),2+rempli);
R1,R,K1l), 6+rempli);
E,R,K1),6+trempli);
A,M,K5,U04),l+rempli);
L,U4,K5),2+rempli);
i,T3,U04),1l+rempli);
C,K,M),d4+rempli);
L,K,Tl), 6+rempli);
L,U4,T3,T4),2+rempli);
L,K,K5), 6+rempli);

affichage (polygone
affichage (triangle
affichage (triangle
affichage (triangle
affichage (polygone
affichage (polygone
affichage (triangle

N~ o~ o~ o~~~ o~ o~~~ o~~~
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On obtient donc 4 pieces :

11.5 Puzzle transformant un rectangle 5x1 en un carré

On tape :

rectangle (-5,0,1/5) :;

carre(-5,-4,affichage=l+rempli);
triangle(-4,-2,-2+i,affichage=2+rempli);
triangle(-4,-2+1i,-4+i,affichage=3+rempli);
triangle(-2,0,-2+1i,affichage=4+rempli);

triangle (0,1, -2+i,affichage=5+rempli);

carre (-3-5/2%1i,-2-5/2x1, affichage=l+rempli));

triangle (-4-3/2%1,-2-3/2%1i,-2-1/2,affichage=2+rempli) ;
triangle (-4-3/2%1,-3-3/2%1,-3-7/2+1i,affichage=3+rempli) ;
triangle (-1-5/2%1i,-3-5/2%1i,-3-7/2xi,affichage=4+rempli) ;
triangle(-1-5/2%1,-2-5/2%1i,-2-1/2,affichage=5+rempli) ;
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On obtient les 5 pieces du puzzle du rectangle 5 % 1 :

11.6 Puzzle transformant un rectangle 3x2 en un carré

Soit un rectangle de longueur 3 unités et de largeur 2 unités.
On veut le partager en plusieurs morceaux pour pouvoir constituer avec tous ces
morceaux un carré.
On prend exemple sur le découpage précédent.
Le carré doit avoir comme cdté v/6 unités.
/6 est I’hypoténuse d’un triangle rectangle de coté 2 et /2 (puisque 6 = 4 + 2 =
22+ (v2)? = (V6)~
On utilise la formule :
4524+ (2-v2)2=6et
On considere la droite D d’équation y = —+/2 * & + 2 (c’est la droite portant
I’hypoténuse du triangle 0, /2, 2 * 4.
Puisque le point de coordonnées (1,2 — /2) est sur la droite D, on peut découper
le rectangle selon les 5 morceaux ci-dessous.
Voici ce puzzle fait avec ces 5 morceaux mais on remarquera qu’il suffit de décou-
per le rectangle en seulement 3 morceaux ! !'!
On tape :

rectangle (0,3,2/3) :;

Tl:=triangle (0,sqrt (2),21i):; affichage(Tl, l+rempli);
T2:=triangle (1+2%1i, 1+ (2-sgrt(2))*1i,3+2x1) :;
affichage (T2, 2+rempli);

T3:=triangle (3+2%1i,1+(2-sgrt (2)) i, 3+ (2-sgrt (2)) xi) :;
affichage (T3, 3+rempli);
T4:=triangle (21, 1+ (2-sqgrt(2)) i, 1+21i) :;
affichage (T4, 4+rempli);
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T5:=polygone (1+(2-sqgr

t(2))*i,sqrt (2),l+sqgrt(2),
l+sgrt (2) +(2-sgrt (2) ) 1) :;
affichage (T5, 5+rempli) ;
T6:=carre (l+sqgrt (2),3):
affichage (T6, 6+rempll)

carre(sqrt (2)-2,2i-2):

’

’

| ~e

affichage (translation
affichage (translation

3+sqgrt (2) -2-2i,T2),2+rempli);
3+sgrt (2)-2-2i,T4) ,4+rempli);

affichage (translation(-2,T1l),l+rempli);
affichage (translation(-5,T3), 3+rempli);
affichage (translation (-5, T5), 5+rempli) ;
affichage (translation(-5,T6), 6+trempli);
( (=
( (=

On obtient les 5 pieces du puzzle du rectangle 3 * 2 :

‘§Z

On obtient avec 3 pieces :

‘;r
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Autre solution Soit un rectangle de longueur 3 unités et de largeur 2 unités.

On veut le partager en plusieurs morceaux pour pouvoir constituer avec tous ces

morceaux un carré.

Il reste ensuite & découper le rectangle (3 — v/5) * 2 en 3 morceaux pour en faire

un carré selon la méthode de la section 11.9.
rappelons ce découpage sur cet exemple.
On tape :

:=3;a:=2;

:=point (0);

:=point (b);

:=point (b+ixa);

:=point (ixa);
rectangle(A,B,C,D);
P:=point (sgrt (axb));
M:=point (b-sqgrt (axb) +ix*a);
Q:=point (sgrt (a*xb) » (1+1));
R (
S (
T

o Qw>» o

:=point (sqgrt (axb) 1) ;

:=point (sqgrt (axb) +ixa);

:=point (sqrt (axb)+ix (sgrt (axb)-a));
carre(A,P,Q,R, affichage=rouge);
segment (P, D) ;
segment (B, M) ;
segment (R, M, affichage=bleu);
segment (P, S, affichage=vert);

(
(
(
(

On obtient :_

Ly

A

05 0 05 1 15 2 25
Les triangles RQ P et M C'B sont égaux,

3

3.5

A

2.5

1.5

0.5

-05

les triangles RDM et T'PB sont égaux, donc les 3 piéces du puzzle sont les tri-

angles MC'B et T PB et le polygone APTMD.
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Puis on tape :

c:=3;

Pl:=polygone (A,P,T,M,D,affichage=1l+rempli);

T2:=triangle(T,P,B,affichage=2+rempli);

T4:=triangle (M, C,B,affichage=4+rempli);

affichage (translation(-c%i,P1l), l+rempli)

affichage (translation (-sqgrt (a*xb)-cxi+axi, T2), 2+rempli);

affichage (translation(sqgrt (a*xb)-b-cxi+ (sqrt (axb)-a)«i,T4),
d+rempli) ;

On obtient les 3 pieces du puzzle du rectangle 3 * 2 :

Autre solution

Soit un rectangle de longueur 3 unités et de largeur 2 unités.

On veut le partager en plusieurs morceaux pour pouvoir constituer avec tous ces
morceaux un carré.

On prend exemple sur le découpage précédent.

Le carré doit avoir comme coté v/6 unités.

/6 est I’hypoténuse d’un triangle rectangle de coté 1 et /5 (puisque 6 = 1 + 5 =
12 4 (v5)2 = (v6)

On utilise la formule :

255+ (V5 —1)2=6et

Dans le rectangle de cotés 1 et 2 % /5, on découpe 4 triangles rectangles qui ont
des cotés de I’angle droit de longueur et 1 et /5.

Il reste ensuite 4 découper le rectangle (3 — v/5) * 2 en 3 morceaux pour en faire
un carré selon la méthode de la section 11.9.

Rappelons ce découpage sur cet exemple.

On tape :
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:=2;a:=3-sqrt (5);
:=point (0);

:=point (b);

:=point (b+ixa);
:=point (ix*a);
rectangle(A,B,C,D);
P:=point (sgrt (axb));
M:=point (b-sqgrt (axb) +ix*a);
Q:=point (sqgrt (axb) » (1+1));
R:=point (sqgrt
S (
T (

o Qw»o

(axb) *1) ;
:=point (sgrt (axb)+ixa);

:=point (sqrt (axb)+ix (sgrt (axb)-a));
carre(A,P,Q,R, affichage=rouge);
segment (P, D) ;
segment (B, M) ;
segment (R, M, affichage=bleu);
segment (P, S, affichage=vert);

Puis on tape :

Pl:=rotation(0,pi/2,polygone(A,P,T,M,D)) :;
affichage (P1l, l1+rempli) ;

T2:=rotation(0,pi/2,triangle(T,P,B)) :;

affichage (T2, 2+rempli) ;

T4:=rotation(0,pi/2,triangle (M,C,B)) :;

affichage (T4, 4+rempli);

affichage (translation(2,P1l), l+rempli);

affichage (translation (-1+sqgrt (5)-sqgrt (5)«i+i, T2),2+rempli);
affichage (translation (6-2*sqgrt (5)+ (sqrt (5)-3)*1i,T4),4+rempli);
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On obtient avec les 3 pieces qui formeront le carré central :

Pour faire les 7 morceaux, on tape :

rectangle (0,3,2/3) :;
Tl:=triangle (0, sgrt (5
affichage (T1l, 1+rempli
T2:=triangle (i+sqgrt (5
affichage (T2, 2+rempli
T3:=triangle (i, sqrt (5
affichage (T3, 3+rempli
T4:=triangle (2%i,sqgrt (5)+2*i,i+sqrt (5)) :;
affichage (T4, 4+rempli);
T5:=polygone (sqrt (5),3, 3+ix(sgrt(5)-1),
* (sgrt (5)-1)+7-2%xsqgrt (5), i*x(3-sgrt(5))+sqgrt(5)) :;
affichage (T5, 5trempli);
T6:=triangle (3+2x1i,2xi+sqgrt (5),sqrt (5)+i* (3-sqgrt(5))) :;
affichage (T6, 6trempli);
T7:=triangle (3+ix (sqrt(5)-1),3+2%1i,i*x(sqrt (5)-1)+7-2xsqrt (5)) :;
affichage (T7,47+rempli);
affichage (translation(-2%«i-1/2,T5), 5+rempli) ;
affichage (translation (4-2*sqrt (5) +sqgrt (5) xi-5x1i-1/2,T6), 6+rempli) ;
affichage (translation (-3+sqrt (5) -sqrt (5)*i-i-i/2,T7),47+rempli);
affichage (translation (sqrt (5) *i-3*i-sqrt (5)+4-i/2,T1l),l+rempli);
(-
(-

p1) e

’

,sqrt (5),1) :;

i,2*1) :;

)
)7
)
)i
) +
)i

’

affichage (translation (-sqrt (5)+3-3%1i-1/2,T2),2+rempli);
affichage (translation (-3xi-sqrt (5)+4-1i/2,rotation(i,pi/2,T3)),
3+rempli));
affichage (translation (3-sqrt (5)+sgrt (5) *i-5%xi-i/2,
rotation (sqrt (5)+2*1i,pi/2,T4)),4+rempli));
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On obtient les 7 pieces du puzzle du rectangle 3 % 2 :

Autre solution

On fait 2 triangles rectangles (1'1etT'2) de cotés V2,2,1/6, puis on fait 2 triangles
rectangle (T'5etT'6) pour constituer le carré central de c6té 2 — /2. Puis on com-
plete en respectant la symétrie. On obtient 10 morceaux, on tape :

rectangle (0,3,2/3) :;

Tl:=triangle (0,2,sqgrt (2)*1i) :;
affichage (T1l, 1+rempli) ;

T2:=triangle (3+2%1,1+2x1,3+(2-sqrt (2)) *1) :;
affichage (T2, 2+rempli);
T3:=triangle (sgrt (2) *i+2-sqgrt (2),sqrt (2) i, 2) :;
affichage (T3, 3+rempli);

T4:=triangle (1+2%1i,1l+sgrt (2)+(2-sgrt(2)) i, 3+ (2-sqrt (2)) *1i) :;
affichage (T4, 4+rempli);

T5:=triangle(sqgrt (2)*1i,2%1i,2-sqgrt (2) +sqrt (2) i) :;
affichage (T5, S+rempli) ;

T6:=triangle (3+(2-sqgrt(2))*1i,3, (2-sqrt (2) ) «i+sqrt (2)+1) :;
affichage (T6, 6+rempli) ;

T7:=triangle (2xi,1+2%1,1+1) :;

affichage (T7,47+rempli) ;

T8:=triangle (1+2xi,1+i,2+1) :;
affichage (T8, 178+rempli);

T9:=triangle (2+1i,1+i,2) :;
affichage (T9, 69+rempli);

TO:=triangle (2+i,3,2) :;

affichage (T0, 80+rempli);

affichage (translation(4.5,T1l), 1+rempli);
affichage (translation (4.5,
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rotation (sqrt (2) i, -pi/2,T3)),3+rempli);

translation(4.5-2x1i,T5), 5+rempli);

translation (3.5-sgrt (2)—-(2-sgrt(2)) i, T6), 6+rempli);

translation (3.5-sqgrt (2)—-4xi+sqgrt(2) i, T2),2+rempli);

translation (3.5-sgrt (2)—-4xi+sqgrt (2) i,

rotation (3+ (2-sqgrt (2))*1i,-pi/2,T4)),4+rempli) ;

affichage (translation(3.5-sqrt (2) /2-4xi+3xsqrt (2) /2*1,
rotation (1+2xi,pi/4,T7)),47+rempli);

affichage (translation(3.5-sqrt (2) /2-3%xi+3xsqrt (2) /2*1,
rotation (1+i,-pi/4,T8)),178+rempli);

affichage (translation (4.5-sgrt (2)/2-i-sqgrt (2)/2*1i,
rotation (2+i,-pi/4,T9)), 69+rempli);

affichage (translation (4.5-sqrt (2)/2-sqgrt (2)/2*1,
rotation(2,pi/4,T0)),80+rempli);

affichage
affichage
affichage
affichage

—~ o~~~
—_~ o~ o~ —~

—_— — — — — ~—

On obtient les 10 pieces du puzzle du rectangle 3 x 2 :

A

11.7 Puzzle transformant un rectangle a * (¢ + 1) en un
carré

Soit un rectangle de longueur a + 1 unités et de largeur a unités avec a > 1
(pour avoir v/a < a).
On veut le partager en plusieurs morceaux pour pouvoir constituer avec tous ces
morceaux un carré.
On prend exemple sur le découpage précédent.
Le carré reconstitué a pour coté v/a2 + a unités.
va? + a est1’hypoténuse d’un triangle rectangle de coté a et \/a (puisque a?+a =
a® + (va)® = (Va? +a)*.

On utilise la formule :
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2a % vJa+ (a—+/a)?=d>+a

On considere la droite D d’équation y = —\/ax + a (c’est la droite portant I’hy-
poténuse du triangle 0, v/a, a * i

. Puisque le point de coordonnées (1, a — +/a) est sur la droite D, on peut découper
le rectangle selon les 5 morceaux ci-dessous.

Voici ce puzzle fait avec ces 5 morceaux mais on remarquera qu’il suffit de décou-
per le rectangle en seulement 3 morceaux ! ! !

On tape :

supposons (a=[2,1.0,10.0,0.17);
rectangle (0,a+1,a/ (a+l)) :;
Tl:=triangle(0,sgrt(a),axi):; affichage(Tl,l+rempli);
T2:=triangle(l+axi,l+ (a-sqrt(a))*i,a+l+ax*i) :;
affichage (T2, 2+rempli) ;
T3:=triangle(a+l+axi, l+ (a-sqgrt(a))~i,at+l+(a-sqgrt(a)) i) :;
affichage (T3, 3+rempli) ;
T4:=triangle(a*xi, l+(a-sqgrt(a)) i, l+axi) :;
affichage (T4, 4+rempli);
T5:=polygone (1+ (a-sgrt(a)) i, sgrt(a), l+sqgrt (a),

l+sgrt (a)+(a-sgrt(a)) i) :;
affichage (T5, 5trempli) ;
T6:=carre (l+sqgrt(a),a+l) :;
affichage (T6, 6+rempli) ;
carre(sqrt (a)—a,axi-a) :;
affichage (translation(-a,Tl),l+rempli);
affichage (translation(-2a-1,T3),3+rempli);
affichage (translation(-2a-1,T5), 5+rempli);
affichage (translation(-2a-1,T6), 6+rempli);
affichage (translation(-a-1l+sqgrt (a)-a-axi, T2),2+rempli);
affichage (translation(-l-a+sqgrt (a)-a-axi,T4),4+rempli);



202 CHAPITRE 11. LES PUZZLES

On obtient les 5 (ou 3) pieces du puzzle du rectangle (a + 1) x a poura = 4 :

v b
iy ¢

On obtient les 5 (ou 3) pieces du puzzle du rectangle (a + 1) x a pour a = 10 :
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11.8 Puzzle transformant un rectangle 3x1 en un carré

Soit un rectangle de longueur 3 unités et de largeur 1 unité.
On veut le partager en plusieurs morceaux pour pouvoir constituer avec tous ces
morceaux un carré.
Le carré reconstitué a pour coté /3 unités.

11.8.1 On prend exemple sur le découpage précédent

On utilise la formule :
2524+ (V2-12=6
Donc le carré sera au centre a un coté de longueur V2 — 1 unités.
Voici ce puzzle fait avec ces 8 morceaux mais on remarquera qu’il suffit de décou-
per le rectangle en seulement 4 morceaux ! ! !
On tape :

rectangle (0,3,1/3) :;

Tl:=triangle (0,sqrt (2),1i) :;

affichage (T1l, l1+rempli);

T2:=triangle (3, 3-sqrt(2)/2,3+1) :;

affichage (T2, 2+rempli) ;

T3:=polygone (2,2+i*x (2-sqrt(2)), (2-sqrt (2) )« (1+1i),sqrt (2)) :;
affichage (T3, 3+rempli) ;
T4:=polygone (2, 3-sqrt (2)/2,3+1,2+1) :;
affichage (T4, 4+rempli);

T5:=carre (2+i* (2-sqgrt (2)),2+1) :;

affichage (T5, S+rempli) ;
T6:=triangle (i, (2-sqrt(2))*(1+1i),2-sgrt(2)+1i) :;
affichage (T6, 6+rempli) ;

TO:=triangle (i+ (2-sqrt (2))*3/2, (2-sqrt (2)) = (1+i),2-sqrt (2)+1) :;
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affichage (TO0, rempli);
T7:=polygone ( (i+ (2-sqgrt (2))*3/2, (2—-sqrt (2)) = (1+1i),
3-sqgrt (2) +(2-sqgrt (2))*1i),3-sqgrt (2)+1i) :;

affichage (T7,47+rempli);

affichage (translation (2-2%x1+1/2,T1), l+rempli);
affichage (translation(-1-2+«i+1i/2,T2),2+rempli);
affichage (translation (-3i-1+1i/2+sqrt (2),T7),47+rempli) ;

(_

(_

affichage (translation (-3i-1+sqrt (2)+i/2,T5),5+rempli);

affichage (translation (-1+sqrt (2)-3%i+i/2,T4),4+rempli);

affichage (translation (-1+sqrt (2)-3%i+i/2,T3),3+rempli);
(-14+2*sgrt (2) —4*1i+1i/2,T6), 6+rempli) ;
(_

1+2xsqrt (2) -4%1+1/2,T0), O+rempli) ;

affichage (translation
affichage (translation

On obtient les 8 pieces du puzzle du rectangle 3 * 1 :

On obtient avec 5 pieces :
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11.8.2 Autre découpage

On construit donc un triangle rectangle T1 ayant comme c6té 1 et v/2 : son
hypothénuse a pour longueur /3.
T1 est le triangle PM R.
Puis on trace la perpendiculaire NM a PQ. T2 est le triangle N M R.
Le triangle T3 (resp T4) est le symétrique de T1 (resp T2) par rapport au centre
du rectangle.
Le triangle OPR et son symétrique par rapport au centre du rectangle sont des
triangles rectangles isocéles (leurs cotés sont de longueur 1,1 et /2).
Le triangle N M@ et son symétrique par rapport au centre du rectangle sont des
triangles rectangles isoceles (leurs cotés sont de longueur v/2 — 1, v/2 — 1, 2-/2).
On tape :

rectangle (-4,-1,1/3);

segment (-2, -2+1i,affichage=ligne_tiret_pointpoint);
segment (-3, -3+i,affichage=ligne_tiret_pointpoint);
Tl:=triangle (-4+i,-3,-3+(1+1)/sqrt(2));

O:=point (-4);

M:=point (-3+ (1+1i) /sqrt (2),affichage=quadrant4) ;
N:=point (-4+sqgrt (2) +i, affichage=quadrant2) ;
P:=point (-3);

Q:=point (-2+i,affichage=quadrant?2);

R:=point (-4+i,affichage=quadrant?2);

T2:=triangle (=4+1i,-3+(1+1i)/sqrt (2),-4+sgqrt (2)+1i);
T3:=symetrie (point (-5/2+i/2),T1);
T4:=symetrie (point (-5/2+1i/2),T2);
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On obtient les 8 pieces triangulaires qui pavent le rectangle 3 * 1 :

On réalise le puzzle.
On tape :

rectangle (-4,-1,1/3) :;

Tl:=triangle (-4+1i,-3,-3+(1+1i)/sgrt(2)):;T1;

T2:=triangle (-4+i, -3+ (1+1) /sqrt (2),-4+sqgrt (2)+1) :;

T3:=symetrie (point (-5/2+1/2),T1) :;T3;

T4:=symetrie (point (-5/2+1/2),T2) :;

translation(3/2-3/2%i,T1l,affichage=1+rempli) ;

R2:=rotation (-3+(1+1) /sqrt (2),pi/2,T2):;T2;

translation(3/2-3/2%1i,R2,affichage=2+rempli);

A:=translation(3/2-3/2%1i,rotation (=3+(1+1i)/sqrt(2),pi/2,-4+1i)) :;

translation(affixe (A)+1,T3,affichage=3+rempli);

R4:=rotation (-2-1/sqgrt (2)+ix (1-1/sqrt (2)),pi/2,T4) :;

translation(affixe (A)+1,R4,affichage=4+rempli);

triangle (A, A+sqrt (2) «1i,A+(i-1)/sqrt (2),affichage=5+rempli);

B:=translation(affixe (A)+1,rotation(-2-1/sqrt (2)+i* (1-1/sqgrt(2)),
pi/2,point (-1))) :;

triangle (B,B-i*sqgrt (2),B+(1-1) /sqrt (2),affichage=6+rempli) ;

segment (B+ (1-1) /sqrt (2),A+ (i-1) /sqgrt (2));

affichage (T1l, 1+rempli);

affichage (T2, 2+rempli) ;

affichage (T3, 3+rempli);

affichage (T4, 4+rempli);

T5:=triangle(-1,-1+i,-2+1) :;

affichage (T5, 5+rempli) ;

To:=triangle (—-4,-3,-4+1i) :;

affichage (T6, 6trempli);

T7:=triangle(-3,-1-sqrt(2),-2-1/sqgrt (2)+ix(1-1/sqrt(2))) :;

affichage (T7,47+rempli);

TO:=triangle (-2+i,-4+sqgrt (2)+1i,-3+1/sqrt (2)+ix(1/sqgrt(2))) :;

affichage (T0, rempli) ;
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triangle (-3/2-3%i/2,B+(1-1)/sqrt(2),A+(i-1)/sqrt (2),affichage=rempli);
triangle (=7/2+sqrt (2)-3%i/2,B+(1-1) /sqrt (2),A+(i-1)/sqgrt(2),
affichage=47+rempli) ;

On obtient les 8 pieces du puzzle du rectangle 3 * 1 :

11.8.3 Autre découpage

On utilise la formule :
V3?2412 =22
Soit ABC'D un rectangle de dimension 1 * 3.
Soit APQR un carré de dimension v/3.
On dessine donc 2 triangles rectangles APD et BCM dont les c6tés de 1’angle
droit ont pour longueur 1 et v/3.

On tape :

A:=point (0);

B:=point (3);

C:=point (3+i);
D:=point (i) ;
rectangle (A,B,C,D);
P:=point (sqrt (3));
M:=point (3-sqgrt (3)+1);
Q:=point (sgrt (3) = (1+1i));
R:=point (sqgrt (3) xi) ;
S:=point (sqrt (3) +1i);
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T:=point (sgrt (3)+ix (sgrt (3)-1));
carre(A,P,Q,R, affichage=rouge);

segment (P, D) ;

segment(B,M)

segment (R, M, affichage=bleu);
segment (P, S, affichage=vert);
On obtient :

a
D M5 G
A P B

Les points B, M, R sont alignés car les droites BR et BM ont méme pente qui
vaut 3= 1
3 V3
Les triangles rectangles BCM et TQR sont égaux (CM = QR = /3 et leurs
angles sont égaux).
Le point T intersection de BR et P(Q) a pour coordonnées :
V3,V/3 -1 puisque :
PT/PB = 12 — AR/AB = Y3onaPT =31

Les triangles rectangles PBT et DM R sont donc égaux (PT = DR = /3 — 1 et
leurs angles sont égaux).
On tape :

Pl:=polygone (A,P,T,M,D,affichage=l+rempli);
T2:=triangle(T,P,B,affichage=2+rempli);
T4:=triangle (M, C,B,affichage=4+rempli)

affichage (translation(-2%1i,P1l), l+rempli)

affichage (translation (-sqgqrt (3)-i,T2),2+rempli);
affichage (translation((sqrt (3)-3)«(1+i),T4),4+rempli);
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On obtient donc 3 pieces :

On peut faire 4 picces.
On tape :

affichage(triangle(A,P,D), 3+rempli);
affichage (translation(-2*i,triangle(A,P,D)),3+rempli);

On obtient les 3 pieces du puzzle du rectangle 3 * 1 :
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Dans la section suivante on fait une généralisation de ce découpage a condition que
la longueur du rectangle soit inférieure a 4 fois sa largeur.

11.9 Puzzle transformant un rectangle a x b en un carré

Soit un rectangle de longueur b unités et de largeur a unités avec a < b < 4a.
On veut le partager en plusieurs morceaux pour pouvoir constituer avec tous ces
morceaux un carré.
On prend exemple sur le découpage précédent du rectangle 1x3.
Le carré reconstitué a pour coté v/ab unités.
On considere le rectangle ABC'D (AD = aet AB =b.
Soit APQR un carré de dimension v/ab.
On dessine donc 2 triangles rectangles APD et BC'M ayant comme cOtés de
I’angle droit a et v/ab.
On tape :

supposons (a=[2,0.0,10.0,0.11);
supposons (b=[2,a,4%xa.0,0.1]);
A:=point (0);

B:=point (b) ;

C:=point (bt+ixa);

D:=point (i*a);
rectangle(A,B,C,D);
P:=point (sqrt (axb));
M:=point (b-sqgrt (axb) +ixa);
Q:=point (sqgrt (axb) » (1+1i));
R:=point (sgrt (axb) i) ;
S:=point (sqgrt (axb)+ixa);
T:=point (sqrt (axb)+ix (sqgrt (axb)-a));
carre(A,P,Q,R, affichage=rouge);
segment (P, D) ;

segment (B, M) ;

segment (R, M, affichage=bleu);
segment (P, S, affichage=vert);

On obtient les 3 pieces du puzzle du rectangle b x a (poura = 1.5etb =4) :
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Les points BM R sont alignés car les droites BR et BM ont méme pente car
a_ _ Vaxb

Vaxb — b

Les triangles rectangles BC'M et TQR sont égaux (CM = QR = /ab et leurs

angles sont égaux).

Le point T intersection de BR et P() a pour coordonnées :

Vab,v/ab — a puisque :

PT/PB = 27 = AR/AB = Y2 ona PT = Vab —a

Pour que T soit sur le segment PS on suppose que PT = vab —a < a c’est &
dire a < b < 4a.

Les triangles rectangles PBT et DM R sont donc égaux (PT = DR = vVab — a
et leurs angles sont égaux).

On tape en notant c le parametre qui produit la translation —c * ¢ de la piece rouge :

2,0.0,10.0,0.11);

2,a,4xa.0,0.1]);

supposons (c=[2,0.0,10.0,0.11);

Pl:=polygone (A,P,T,M,D,affichage=1l+rempli);

T2:=triangle(T,P,B,affichage=2+rempli);

T4:=triangle (M, C,B,affichage=4+rempli);

affichage (translation(-c*i,P1l), l+rempli)

affichage (translation (-sqgrt (a*xb)-cxi+axi, T2), 2+rempli);

affichage (translation(sgrt (a*xb)-b-cxi+ (sqrt (axb)-a)«*1i,T4),
d+rempli) ;

supposons (a=
supposons (b=

(
[
[
(
(

On obtient donc 3 pieces du rectangle b *x ¢ pour a = 1.5,b =3.1,¢ = 2.5:
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11.10 Exercice

Faire un puzzle qui transforme un rectangle 1*6 en un carré.
Une solution :
Comme 6>4*1, on ne peut pas utiliser le découpage ci-dessus en 3 morceaux. On
découpe le rectangle en 2 morceaux de 1*3, puis on fait le découpage en 3 picces
d’un rectangle 2*3 : cela fait 5 pieces pour le rectangle 1*6.
On tape :

rectangle (0,3,2/3);

triangle (3,3+2*x1i,3-sqrt (6)+2*1i);
carre (0,sgrt (6));

segment (ixsqrt (6),3);

Tl:=polygone (i, 0,sgrt (6),sqrt (6)+i*(sqrt (6)-2),i+3-sqrt (6)/2) :;

affichage (T1l, 1+rempli);
T2:=triangle (3, 3+i, 3-sqgrt (6)/2+1i) :;
affichage (T2, 2+rempli);
T3:=triangle(sqrt (6),3,sgrt (6)+i* (sgqrt(6)-2)) :;
affichage (T3, 3+trempli);
T4:=polygone (6, 6+i, 6+i—-sqrt (6), 6-sqrt (6)/2) :;
affichage (T4, 4+rempli);

T5:=polygone (i+3,3,6-sqrt (6) /2, i+6-sqrt (6)) :;
affichage (T5, 5+rempli) ;
affichage (translation(-3%1i,T1l), l+rempli);

affichage (translation (sqgrt (6) -3+sqrt (6) *1i-5%1,T2),2+rempli);
affichage (translation(-sqrt (6)-1i,T3),3+trempli);

affichage (translation (-6+sqrt (6)+sqgrt (6) xi—4xi, T4),4+rempli);
affichage (translation(-3-2%x1i,T5), 5trempli);



11.10. EXERCICE 213

On obtient donc 5 pieces :

Une autre solution :

On découpe le rectangle en 2 morceaux de 1*3, puis on fait le découpage en 3
pieces d’un rectangle a * (a + 1) avec a = 2 : cela fait 6 pieces pour le rectangle
1*6.

On tape :

T1l:=polygone (0, sqrt (2),sqrt (2) /2+1,1) :;
affichage (T1l, 1+rempli);

T4:=triangle (3, 3+sqrt(2)/2,3+1) :;

affichage (T4, 4+rempli);

T2:=triangle (1+ (2-sqgrt (2))1i,3-sqrt (2)+1i,sqrt(2)/2+1) :;
affichage (T2, 2+rempli) ;

T3:=polygone (sqrt (2),3,3+1i,3-sqgrt (2)+i, 1+ (2-sqrt (2)) =1i) :;
affichage (T3, 3+rempli);

T5:=triangle (6-sqrt(2),6,6+1) :;

affichage (T5, S5+rempli);
T6:=polygone (6-sqrt (2), 6+1i, 3+1,3+sqrt (2)/2) :;
affichage (T6, 6+rempli)

affichage (translation(3-2+1-1/2,T1),l+rempli);

.
r

(
affichage (translation(-i-i/2,T4), 4+rempli);
affichage (translation (-3+sqrt (2)-3+i-i/2,T6), 6+rempli) ;
affichage (translation(sqrt (2)+-4%1-1/2,T2),2+rempli) ;

( —-2%1-1/2,T3),3+rempli);

( -3-1-1/2,T5),5+rempli);

affichage (translation
affichage (translation

—_~ o~~~
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On obtient donc 6 pieces :

Encore une autre solution :

On utilise le découpage en 3 morceaux en le modifant : on rajoute un quatrieme
morceau pour que le porcédé marche encore quand 4 = 4a < b =6 < 8a = 8.
On tape :

rectangle (0,6,1/6);
carre (0, sgrt (6));
segment (6, sqrt (6) x1);
segment (ix2, 6-2*sqgrt (6) +ix2);
segment (2xsqrt (6) ,2+xsqgrt (6) +ix (sqrt (6)-2));
Tl:=polygone (0, sqrt (6),sqrt (6)+i,1i) :;
T2:=polygone (sqgrt (6) +i, sqrt (6),2+xsqrt (6),

2xsqrt (6) +ix (sqrt (6)-2), 6-sqgrt (6)+1i) :;
T3:=triangle (6, 6+1i, 6-sqgrt (6)+i) :;
T4:=triangle (2*sqrt (6),6,2xsqrt (6) +i* (sqrt (6)-2)) :;
affichage (T1l, 1+rempli

4

affichage (T2, 2+rempli) ;
affichage (T3, 3+rempli
(

affichage (T4, 4+rempli

4

—_ — — ~—

’
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On obtient :

La droite d’équation y = —v/6 /6 % x + /6 détermine un petit triangle rectangle
(en noir) qui se trouve a I’extérieur du rectangle et du carré. Ce triangle a pour coté
%Fm@hmmh6—2%6&%6—ZOnEHmﬂwHMBRmamgwﬂmkwa
dans le carré. On obtient donc les 4 pieéces ci dessus.

On réalise le puzzle avec ces 4 pieces, on tape :

affichage (T1l, l+rempli);
affichage (T2, 2+rempli) ;
affichage (T3, 3+rempli);
affichage (T4, 4+rempli);
affichage (translation(1.5+«i,T1l), l+rempli);
affichage (translation(2.5xi-sqrt (6),T2),2+rempli);
affichage (translation(sqrt (6) *i+0.5%1i-6+sqrt (6),T3),3+rempli);
( (3

affichage (translation(3.5xi-2xsqrt (6),T4),4+rempli);

On obtient :
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11.11 Puzzle transformant une croix de St André en un
carre
On tape :

C:=polygone (i,0,1,-i+1,-i+2,2,3,3+1 ,2+1i,2+42+1, 1+42+1i,1+1);

On obtient :

Comment transformer cette croix en un carré ?

Le polygone C a une aire de 5 carrés de coté 1 unité.

Donc C se transforme en un carré de coté /5 unités. /5 est I’hypoténuse d’un
triangle rectangle de c6tés 1 unité et 2 unités.

On tape :

C;

carre (0,1-21);
segment (1-1i,1-2%1);
segment (2+i,3/2+2*1);
segment (1/2-1i,1-1);

On obtient :
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Le puzzle
On tape :

Cl:=polygone (0,1,-i+1,-1+2,2,5/2,2+1) :;
affichage (Cl, 1+rempli);

C2:=polygone (2+i,3/2+2x1i,1+2*1,1+1,1,0) :;
affichage (C2, 2+rempli) ;

C3:=triangle (2+1i,2+2x1,3/2+2*1) :;
affichage (C3, 3+rempli);

C4:=polygone (2+i,5/2,3,3+1) :;
affichage (C4, 4+rempli);

affichage (translation(7/2+1i,Cl), l+rempli);
affichage (translation(7/2+i+1-2%1,C2),2+rempli);
affichage (translation(7/2+i-1-3%1,C3), 3+rempli);
affichage (translation(7/2+i-2-1,C4), 4+rempli);

On obtient :

11.12 Puzzle transformant une autre croix en un carre

On tape :

P:=polygone(i,0,1,-i+1,-i+2,-2%1i+2,-2%1+3,-1i+3,-1+4,
4,5,54+1,44+1,4+42%1,342*1,3+3%1,2+3%1,2+2x1,1+2%1,1+1);
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On obtient :

Comment transformer cette croix en un carré ?

Le polygone P a une aire de 13 carrés de coté 1 unité.

Donc P se transforme en un carré de c6té 1/13 unités. v/13 est I’hypoténuse d’un
triangle rectangle de co6tés 2 unités et 3 unités.

On tape :

P;

carre (—i,3-3%1);

segment (2+2x1i,24+2/34+3*1);
segment (3-2%1,3-3%x1);
segment (3-2+1i,34+42/3-2%1);

On obtient :

Le puzzle
On tape :

Pl:=polygone(2/3,1,,-i+1,-i+2,-2x1i+2,
-2x14+3,-14+3,-1+4,4,5,2+2x1) :;
affichage (P1, l+rempli);

P2:=polygone (5,5+i,4+1,
442x1,342%1,3+3«1,

242/3+3%1,2+42%1) :;
affichage (P2, 2+rempli) ;

P3:=triangle (2+3%1,2+2/3+3%1,2+2*1) :;

A4
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affichage (P3, 3+rempli);

P4:=polygone (242%1i,14+2*1,1+1,1,0,2/3) :;
affichage (P4, 4+rempli) :

affichage (translation(6+i,P1l), l+rempli);
affichage (translation(6+i-2-3%xi,P2),2+rempli);
affichage (translation(6+i+1-5xi,P3), 3+rempli);
affichage (translation (6+i+3-2%1,P4),4+rempli);

A,-\A,-\
—_~ o~~~

On obtient :

11.13 Puzzle transformant encore une autre croix en un
carre

On tape :

polygone (i, 0,1,-1i+1,-2%1i+1,-2%1i+2,
-2%i+2,2,3,3+1,2+1,2+2%1,1+2%1,1+1);

On obtient :
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Comment transformer cette croix en un carré ?

11.13.1 Une premiere facon

Cette croix a une aire de 6 carrés de coté 1 unité.
Donc elle se transforme en un carré de coté /6 unités. Pour cela on passe par
I’intermédiaire d’un rectangle de c6tés 1 unité et 6 unités.
On tape :

polygone(i,0,1,-1+1,-2%1i+1,-2%1i+2,
—2%xi+2,2,3,3+1,2+1,2+2+1,1+2x1,1+1);

rectangle (5-3x1,6-3%1,6);

carre (5+3xi-sqgrt (6) i, 5+sqrt (6) +3*1i-sqgrt (6) 1) ;

segment (5-3%1, 5+sgrt (6) +3+x1);

segment (7+3%1, 7+2x1);

segment (5+i, 6+1);

segment (5+2%1i, 6+2x1);

segment (1,1+1);

segment (2,2+1) ;

A:=point (i* (3—-sqrt (6))+sqgrt (6)+4);

B:=point (7+i* (2«sgrt (6)-3));

simplify (B-A),simplify (A-E);

segment (ix (3-2%xsgrt (6) )+ sqrt (6)+3,5+1ix (3-2xsgrt (6)));

segment (4xi-sqgrt (6) xi+1l,4*xi-sqgrt (6) xi+2);

D:=point (2+sgrt (6) xi—-2x1i);

E:=point (6+i* (sqgrt (6)-3));

segment (1-2%1,2+ (sgrt (6)-2) i) ;

segment (ix (4-2+sgrt (6))+ sqrt (6)-1,1+ix (4-2xsgrt (6)));

C:=point (i* (4-2xsqrt (6))+sqgrt (6))-1;

F:=point (2+1i* (4-sgrt (6)));

(
(
(
(
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On obtient 6 picces :

Le puzzle
On tape :

Ll:=carre(0,1):;
affichage (L1, 1+rempli);
L2:=polygone (1-2%1,2-2%x1,D) :;
affichage (L2, 2+rempli) ;

L3:=polygone (1+ix (4-sqrt (6.)),2+ix (4d-sqrt (6.)),2+2*1i,1+2%1) :;

L4

affichage (L3, 3+rempli);

L4:=polygone (C,D,F,1+i% (4-sgrt (6.)),ix (4-2%sgrt (6.))+1) :;

affichage (L4, 4+rempli);
L5:=triangle (1-2%1,C,1+i% (4-2xsqrt(6.))) :;
affichage (L5, 5+rempli);
L6:=carre(2,3) :;
affichage(L6 6+trempli);
affichage (translation(4-1i,L1), l+rempli);
affichage (translation(2,L6), 6+trempli);
affichage (translation (A-point (2),L2),2+rempli);
affichage(translation(3-3+i,L3),3+rempli);
( (A-C)-1-2%1i,L4),4+rempli);
( S54+ix (2xsqrt (6)-3),L5),5+rempli);

affichage (translation
affichage (translation

—_~ o~~~
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On obtient :

11.13.2 Une deuxieme facon

Cette croix a une aire de 6 carrés de coté 1 unité.
Donc elle se transforme en un carré de coté /6 unités. Pour cela on passe par
I’intermédiaire d’un rectangle de c6tés 2 unités et 3 unités.
On tape :

Q:=polygone (i,0,1,-i+1,-2x1i+1,-2%1+2, -2%i+2,2,3,3+1i,2+1,2+2%*1,
1+2%1i,14+1) :;

segment (2-2/sqrt (6) -2%1,2-1) :;

segment (1+ (2-sqgrt (6)) *1i,3-2/sqrt (6)+1i) :;

segment (1-1i,2-1) :;

segment (1,1+1) :;

Ql:=polygone (1+ (2-sqgrt (6.))*1i,3-2/sqrt (6.)+1,2+1i, 242xi,1+2*1) :;

affichage (Ql, l+rempli);

Q2:=polygone (3-2/sqrt (6.)+i, 1+ (2-sqrt (6.))*i, 1-i,2-i,2,3,3+1) :;

affichage (Q2,2+rempli);

Q3:=polygone (1-1i,1-2%1i,2-2/sqrt (6.)-2%1,2-1) :;

affichage (03, 3+rempli);

Q5:=triangle (2+i* (sqrt(6.)—-4),4-sqgrt(6.)+i* (sqrt(6.)—-4),2-1) :;

affichage (05, 5trempli) ;

Q6:=polygone (2-2+%1i,2+ix (sqrt (6.)—-4),4-sqrt (6.)+ix (sqgrt(6.)-4),
2-2/sqrt(6.)-2x1):; ;

affichage (Q6, 6+rempll)

Q4:=carre(0,1):

affichage(Q4 4+rempll)

affichage (translation(5/2,Q1), l+rempli);

affichage (translation (1+3+x1+5/2,Q5), 5+rempli) ;
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affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation

( 1+3%xi+5/2,Q3),3+rempli);
(
(
(
(
affichage (translation
(
(
(
(

5/2,Q2),2+rempli);

1+3%xi+5/2,Q6), 6+rempli);

2-145/2,Q4) ,4+rempli);

6,Q2),2+rempli);

2-1+6,Q4) ,4+rempli);

1+3%1i+6,Q6), 6+rempli);

3-sqgrt (6) +sqrt (6) xi+6,Q3), 3+rempli);
2-sgrt (6) + (sgrt (6) -3) xi+6,Q1), l+rempli) ;
-1+ (3-sgqrt (6))*i+6,Q5),5+rempli);

affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation

o~~~ o~ o~~~ o~~~

On obtient 6 pieces :

11.14 Puzzle transformant une croix de Lorraine en un
carre

11.14.1 Un puzzle en 9 pieces

On tape :

0,-1,-2%i,-3%1,1-3%1,1-2%1i,1-1,1,2,3,3+1i,2+1i,1+1i,1+2%1;
L,2+2%1,2+3x1,1+3%1i,1+4%1,4%1,3%1,-1+3%1,-1+2%1,2%1,1;
L:=L,-1+1i,-2+1i,-2,-1;

papier_quadrille(1,pi/2,1);

C:=polygone (L) :;

affichage (C, 1+epaisseur_ligne_2);

carre(1-2%1i,4);

L:=
L:=
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On obtient :

Comment transformer cette croix en un carré ?

Le polygone C a une aire de 13 carrés de coté 1 unité.

Donc C se transforme en un carré de coté /13 unités. /13 est I’hypoténuse d’un
triangle rectangle de cotés 2 unités et 3 unités. On a 13=1+4%(2*3/2) et donc ce
carré est formé par 1 carré de c6té 1 unité et par 4 triangles rectangles de cotés 2
unités et 3 unités.

Voici un découpage en 9 pieces.
On tape :

affichage (C, 1+tepaisseur_ligne_1);

carre (1-2+%1i,4);

Rl:=polygone (0,-1/2,1-2%1i,1,3,34+1,1+1, 1+2%1,2+2*1,
243x1i,5/3%1,1i,-1+1,-1/3) :;

affichage (R1, l+rempli) ;

R2:=polygone (5/3%1,2+3%1, 1+3x1i,1+4*1,4%1,3%1) :;

affichage (R2, 2+rempli) ;

R3:=carre (-1+2%i,2%1) :;

affichage (R3, 3+rempli) ;

R4:=polygone (-1/2,-2%1,1-2%1) :;

affichage (R4, 4+rempli);

R5:=polygone (-2%i,-3%1,1/2-3%1,1-8x1/3,1-2*1) :;

affichage (R5, 5+rempli);

RO:=polygone (1/2-3%1,1-3%1,1-8%1/3) :;

affichage (RO, 80+rempli) ;

R6:=polygone (-1/3,-1+1i,-4/3+i,-4/3) :;

affichage (R6, 6trempli);
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R7:=triangle(-2,-4/3,-2+1i) :;
affichage (R7,47+rempli) ;
R8:=triangle(-4/3,-4/3+1i,-2+1i) :;
affichage (R8, 68+rempli) ;

On obtient 9 picces :

On tape :

affichage (RO, 80+trempli) ;
affichage (R1l, l1+rempli
affichage (R2, 2+rempli
affichage (R3, 3+rempli
affichage (R4, 4+rempli

(

(

(

(

r

’

.

r

14

affichage (R6, 6+rempli
affichage (R7,47+rempl
affichage (R8, 68+rempl
carre (5-1,8+1i);
affichage (translation(4+i,R1l), l+rempli);
affichage (translation (6-2%1i,R3), 3+rempli);
affichage (translation(6+3xi,R5), 5+rempli);
affichage (translation(13/3+i,R6), 6+rempli);
affichage (translation (5+2+1i, rotation(-2%i,-pi/2,R4)),4+rempli);
(
(
(
(

)
)
)
)
affichage (R5, 5+rempli);
)
i
i

4

)i
)

affichage (translation (5-2+1i, rotation (4*1i,pi/2,R2)),2+rempli);
(3+4xi, rotation(1-3%1i,pi/2,R0)),80+rempli);

affichage (translation (6+2+1i, rotation(-2,pi/2,R7)),47+rempli);

affichage (translation(25/3,rotation(-4/3+i,pi/2,R8)),68+rempli);

affichage (translation
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On obtient la croix et le carré formés avec ces 9 pieces :

11.14.2 Un autre découpage en 9 pieces

Voici un autre découpage en 9 picces.
On tape :

affichage (C, l1tepaisseur_ligne_1);

carre(5-1,8+1);//carre(1-2x1,4);

Vl1:=polygone(0,-1/2,1-2%1,1,3,3+1i,1+i,1+2%1i,2+2%1,
2+43%1i,5/3%i,i,-1+i,-1/3) :;

affichage (V1, 1+rempli);

V2:=polygone (5/3x1,24+3%1, -14+3%1,-1+2%1,2x1i) :;

affichage (V2,2+rempli) ;

V3:=carre (3%i,1+3%1) :;

affichage (V3, 3+rempli) ;

V4 :=polygone (-1/2,-2%1,1-2%1) :;

affichage (V4, 4+rempli) ;

V5:=polygone (-2*1i,-3%1,1/2-3%1,1-8%x1/3,1-2*1) :;

affichage (V5, 5+rempli) ;

V0:=polygone (1/2-3%1,1-3%1,1-8%1/3) :;

affichage (V0, 80+rempli);

V6:=polygone (-1/3,-1+1,-4/3+1,-4/3) :;

affichage (V6, 6+rempli) ;

V7:=triangle(-2,-4/3,-2+1) :;

affichage (V7,47+rempli);

V8:=triangle (-4/3,-4/3+1i,-2+1) :;

affichage (V8, 68+rempli) ;
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affichage (translation(4+i,V1l), l+rempli);

affichage (translation (6-2%i,V2),2+rempli);
affichage(translation(5-1,V3),3+rempli);

affichage (translation (7+3%1i,V4),4+rempli);

affichage (translation (6+4xi, rotation(-2%1i,pi/2,V5)),5+rempli);
affichage (translation(7-4+1i/3, rotation (-1+i,-pi/2,V6)), 6+rempli);
affichage (translation (3+4xi, rotation(1-3%i,pi/2,V0)),80+rempli);
affichage (translation (6+2+1i, rotation(-2,pi/2,V7)),47+rempli);
affichage (translation (22/3+2*1i, rotation(-4/3+i,-pi,V8)), 68+rempli);

On obtient 9 pieces ou 12 pieces si on coupe la piece rouge en 4 selon les traits
noirs correspondant aux segments :

i,1+1);
4+2%1,5+2%1);
1,1+1);
5+1i,54+2%1);
2,2+1i);

6+1i, 6+2%1);

segment
segment
segment
segment
segment
segment

—~ o~ o~ o~ o~ o~

Cette décompostion en 12 pieces met en évidence que le carré est composé de les
4 triangles rectangles 2*3 qui entourent le carré central unité.

11.14.3 Un puzzle en 8 pieces

Pour avoir les picces et leurs affichages, on tape :

Hl:=polygone (0,1,1-1i,2-1i,2-2%1,4/3-2%1) :;
affichage (translation (-2+4xi,H1l), l+rempli);
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H2:=polygone (0,1,1-i,2/3-1) :;

affichage (translation (-2+13%1i/6,H2), 2+rempli);
H3:=polygone (0,1/3,1/2) :;

affichage (translation (-3/24+2%1/3,H3), 3+rempli);
H4:=polygone (0,5/3,1+i,1/3) :;

affichage (translation (2+3%1i,H4),4+rempli);
H5:=polygone (0,i,-1+i,-1+2%1,2%1i,3%1,4/3+1,1+1,1,2,1-2x1/3,-4*1/3,-1,"
affichage (translation(7/6+1,H5), 5+rempli);
H6:=polygone (0,1, 1+3xi,7x1/3) :;

affichage (translation(10/3,H6), 6+rempli) ;
affichage (translation(-3/2,H3), 68+rempli);
H7:=polygone (0,1, 1+i/3,1/2+i/3) :;

affichage (translation(-1/24+4%1/3,H7),47+rempli) ;

On obtient :

A

Exercice
Avec ces pieces : faire la croix de lorraine, puis faire un carré.

Pour faire le puzzle de la croix et du carré, on tape :

affichage (H5, 5trempli) ;

affichage (translation(3xi,Hl), l+rempli);

affichage (translation(-11/3%1i,H6), 6+rempli);

affichage (translation(-4%i,H7),47+rempli);

affichage (translation(-11%i/3, rotation(0,-pi/2,H3)), 68+rempli);
affichage (translation(-2-1i,H3), 3+rempli);



11.14. PUZZLE TRANSFORMANT UNE CROIX DE LORRAINE EN UN CARRE229

affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation

( 1-i,H4),4+rempli);
(
(
(
(
affichage (translation
(
(
(
(

2,H2),2+rempli);

6+3x1i, rotation(0,-pi/2,H1)), l+rempli);
6,H5),5+rempli);

6, rotation(0,pi/2,H6)), 6+rempli);

4, rotation(0,pi,H3)),3+rempli);
3+i,H7),47+rempli);
4+4xi/3,rotation(0,pi/2,H3)), 68+rempli);
8, rotation(0,pi,H2)), 2+rempli);
6—-1,rotation(0,pi,H4) ), 4+rempli);

affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation

o~ e~ o~~~ o~ o~~~ o~

On obtient :

4

11.14.4 Un autre puzzle en 8 pieces

Pour avoir les pieces, on tape :

Sl:=triangle(0,sqgrt(13.),1):;

S2:=triangle(0,13-3xsqrt (13.), (sqrt (13.)-3)*1) :;

S3:=polygone (0, -5+2xsqgrt (13.),-5+2%sgrt (13.) +ix (sgqrt (13.)-3),
8-2xsqrt (13.)+i,1) :;

S4:=polygone (0,3,3+1,2+1,2+2%1, 1+2x1i,1+i,1) :;

S5:=polygone (0, sqgrt (13.)-1,sqrt (13.)-1+1i,1) :;

S6:=carre(0,1) :;

S7:=polygone (0, 4-sqrt (13.),4-sqgrt (13.)+1i,1) :;

S8:=polygone (0, sgrt (13.)-3,sqrt (13.)-3+1i,1) :;

Pour les afficher, on tape :

affichage(translation(-6+3%x1i,S1), l+rempli);
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affichage (translation(-2+3.5%1,S82),2+rempli);
affichage (translation(-6-1,S3),3+rempli);
affichage (translation(-3+1i,S4),4+rempli);
affichage (translation(-6+1i,S5), 5+rempli);
affichage (translation(-1-i,S6), 6+rempli);
affichage (translation(-2-1,S7),47+rempli);
( (-3-1,58),68+rempli)

affichage (translation ;

Voici I’ affichage des pieces :

e il

Ces pieces sont formées en transformant le rectangle 1*13 et un carré de coté /13
selon la méthde de la section 11.9.

Exercice
Avec ces pieces : faire la croix de lorraine, puis faire un carré.

Pour faire le puzzle de la croix et du carré, on tape :

S3:=polygone (0, -5+2xsqrt (13.),-5+2xsqrt (13.)+ix (sgrt (13.)-3),
8-2xsqrt (13.)+i,1) :;

S8:=polygone (0,sqgrt (13.)-3,sqrt (13.)-3+i,1) :;

affichage (S4,4+rempli);

affichage (translation(1l-1i, S6), 6+trempli);

affichage (translation(3xsqrt (13)-9-2%1i,82),2+rempli);

affichage (translation (-4+sqgrt (13)-2%1i,S3),3+rempli);

affichage (translation(-1-2%i, S8), 68+rempli);
(translation

affichage (translation

affichage 4-i,rotation(0,pi, S1)),l+rempli);

1-2xi,rotation(0,-pi/2,S7)),47+rempli);

—~ o~ o~ o~ o~ o~
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affichage (translation
affichage (translation

( 11/2-2%i,85),5+rempli);
(

affichage (translation
(
(

9/2+i,rotation(0,-pi/2,S4)),4+rempli);

4-sqrt (13)+5+1/2,83), 3+rempli) ;

affichage (translation (4+1/2+1,S2),2+rempli);

affichage (translation (sqrt (13)+4+1/2+ (sqgrt (13)-2) 1,
rotation(0,pi,S1)),l+rempli);

affichage (translation(6+1/2-1,36), 6+trempli);

affichage (translation(74+1/2-1,S8), 68+rempli);

affichage (translation (5+1/2,S87),47+rempli);

(

(

—_~ o~ o~ o~

affichage (translation (3xsqrt (13)-9-2%1,82),2+rempli);
affichage (translation (2-5*1i, rotation(0,pi/2,S85)), 5+rempli);

On obtient :

11.15 La quadrature d’un triangle équilatéral ou puzzle
de Dudeney

11.15.1 Le carré, le rectangle 1 « /3 et le triangle équilatéral avec 8 et
6 pieces

On peut transformer un rectangle de dimension a * b en un triangle isocele a
I’aide de 4 pieces : 2 triangles rectangles et 2 trapezes rectangles.
Le triangle est obtenu en faisant subir au triangle LDU (resp NU A) une rotation
de centre L (resp V) et d’angle 7 : le triangle a comme base de longueur 2 * a et
la hauteur reliée a cette base a pour longueur b.
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D C
U
A N B

Remarques On peut aussi de la méme facon transformer un rectangle de dimension
a * b en un triangle isocele de base 2 * b et de hauteur a relative a cette base.
On remarquera aussi qu’il suffit de 3 pieces pour réaliser cette transformation (le

partage rouge/rose et bleu/jaune etant inutile !).

A condition que les angles de la base b soient aigus, tout triangle de base b et de
hauteur 2 x a relative a cette base se transforme de cette fagcon en un rectangle a * b.
On va donc transformer selon cette méthode un rectangle 1 * v/3 en un triangle

équilatéral et en un carré.
On tape :

b:=sqgrt (3);a:=1;

A:=point (0);

B:=point (b);

C:=point (bt+ixa);

D:=point (ixa);
rectangle(A,B,C,D);
P:=point (sqgrt (axb));
M:=point (b-sgrt (axb) +ixa);
Q:=point (sgrt (axb) » (1+1i));
R:=point (sqgrt (axb) xi) ;
S:=point (sqgrt (axb)+ixa);

T

:=point (sqgrt (axb) +ix (sgrt (axb) -a
carre(A,P,Q,R, affichage=rouge);

segment (P, D) ;

segment (B, M) ;

segment (R, M, affichage=bleu);
segment (P, S, affichage=vert);
U:=point (axi/2);

V:=point (axi/2+b-sqrt (b) /2);
W:=point (b+a*1i/2);
segment (U, W) ;

segment (U, L) ;

segment (U, N) ;

N:=point (b/2);

O:=point (b/2+i*a/2);
L:=point (b/2+ixa);

) )
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F:=inter_ unique (droite (U, L), droite (M,B));

9 1.2
D M S Cl 1
0.8
0.6
U O 0.4
0.2
A N 10
02
0 05 1 75 D

Puis, on tape :

c:=3/2;
TO:=triangle (A,N,U,affichage=0+rempli);
Tl:=polygone
T2:=triangle

(

(N,P,T,V,U,affichage=l+rempli) ;

(
T3:=triangle (B,W,V,affichage=3+rempli);

(

(

(

N

T,P,B,affichage=2+rempli);

B,

T4 :=polygone (C,S,L,F,V,W,affichage=4+rempli) ;

T5:=triangle(U,V,F,affichage=5+rempli);

T6:=triangle (F,L,M,affichage=6+rempli);

T7:=polygone (F,M,D,U,affichage=47+rempli);

affichage (translation(-c%i,T1l), l+rempli);

affichage (translation (-sqgrt (a*b)-cxi+axi, T2), 2+rempli);

affichage (translation (sgrt (axb)-b-cxi+ (sqrt (axb)-a)«*i,T4),

d+rempli) ;
affichage (translation (sgrt (axb)-b-cxi+ (sqrt (axb)-a)«*1i,T6),
6+rempli);

affichage (translation(sgrt (axb)-b-cxi+ (sqrt (axb)-a)«*1i,T3),
3+rempli) ;

affichage (translation(-c*i,T1l), l4+rempli);

affichage (translation(-c%i,T0), O+rempli);

affichage (translation(-c%xi,T7),47+rempli);

affichage (translation(-c%i,T5), 5+rempli);

affichage (translation(3/2-3*c/4%1,T1),l+rempli);

affichage (rotation (N+3/2-3%c/4*1i,pi,translation(3/2-3%c/4%1,T0)),
O+rempli) ;

affichage (translation(3/2-3%c/4%1,T2),2+rempli);

affichage (translation(3/2-3%c/4%1i,T3),3+rempli);

affichage (translation(3/2-3%c/4%1i,T4),4+rempli);
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affichage (translation(3/2-3%c/4%1,T5),5+rempli) ;
affichage (rotation (L+3/2-3%c/4x1,pi,
translation (3/2-3%xc/4xi,T6)), 6+rempli);
affichage (rotation (L+3/2-3%c/4x1i,pi,
translation(3/2-3xc/4x1,T7)),47+rempli);

On obtient donc 8 pieces :

On obtient 6 pieces si on ne fait pas le partage UW :
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11.15.2 Un autre découpage du rectangle 1 x v/3 avec 6 pieces
On tape :

T3:=triangle(sqrt (3),sqrt (sgrt(3)),sqrt (sgrt (3))+i* (sgrt(sqrt(3))-1)) :;

P:=inter_unique (droite (y=sqrt (3) /3*x), y=—sqgrt (sqrt (3) /3) * (x—sqrt (3)));

Tl:=polygone (0, sgrt (sqrt (3)),sgrt (sqrt (3))+ix (sqrt (sgrt(3))-1),P) :;

T2:=triangle(sqrt (3),P,sqgrt(3)+i) :;

T4:=triangle(sqrt (3)+i,P,i+sqrt (3) —-sqrt (sgrt(3))) :;

T5:=polygone (i, i/2+sqrt (3)/2,P, i+sqrt(3)—sqrt(sqrt(3))):;

T6:=triangle (i, 0,1/2+sgrt(3)/2):

affichage (T1l, 1+trempli);

affichage (T6, 6trempli) ;

affichage (T2, 2+rempli) ;

affichage (T3, 3+rempli) ;

affichage (T4, 4+rempli) ;
)

affichage (translation(-2%1+1i/2,T1), 1+rempli);

affichage (translation(-2%i+1/2,T6), 6+rempli)

affichage (translation(-2%1i+1i/2,T5), 5+rempli) ;

t

(3)) +ixsqgrt (sqrt (3))+i/2,T2),

(
(
(
(
affichage (T5, 5+trempli
(
( ;
(
affichage (translation (-3xi-sqrt (3) +sqrt (sqgr
2+rempli);
affichage (translation (-3+«i-sqrt (3)+sqgrt (sqrt (3))+i+sqrt (sqrt (3))+i/2,T4),
d+rempli);
affichage (translation(-i-sqrt (sqrt (3))+i/2,T3),3+rempli);
affichage (translation(-1/2+3/2,T1l), l1+rempli);
affichage (translation(-1/2+3/2,T3),3+rempli);
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affichage (translation(-1/2+3/2,T2),2+rempli) ;

affichage (translation (-3x1/24+3/2,T4),4+rempli);

affichage (translation (-3x1/2+3/2,T5),5+rempli) ;

affichage (translation (-3/2+*1+3/2+sqrt (3),rotation(0,pi/3,T6)), 6+rempl

On obtient 6 pieces :

11.15.3 Le carré, le rectangle et le triangle équilatéral avec 5 pieces

Voici les 5 pieces d’un puzzle qui peuvent s’assembler soit en un carré soit en
un rectangle, soit en 2 paralélogramme, soit en un triangle équilatéral :

A

B A
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On choisit au départ un rectangle de c6tés de longueur :

V6eth= /6% sqrt3/4.

Ce rectangle a la méme surface qu’un triangle équilatéral de coté /6 et a aussi la

méme surface qu’un carré de coté a =
On tape :

\/3%/3/2.

a:=sqgrt (3*xsqrt (3)/2);
b:=sqrt (3) /4xsqrt (6) ;
rectangle (0, sqrt (6),sqgrt (3)/4)
A:=point (ixb)+sqrt (6)/4);

B:=point (i*b+3*sqgrt (6) /4)
Tl:=triangle(0,A,ixb);
T2:=triangle (sqrt (6),B, ixb+sqrt (6));
T3:=triangle(
(
(

T4:=triangle (a,sqrt (6),a+ix (a-b));

sgrt (6),B, sqrt (6) —a+ixb);

-a);

T5:=polygone (A,0,a,atix (a-b),ixb+sqgrt (6)
On obtient :
1y
15
B
T1 3
4

-1 05 0 05 1 15 2

On remarque qu’il suffit de faire :

rotation (A, -pi, T1);
rotation (B, pi, T2);

pour obtenir un triangle équilatéral. Et on sait facilement transformer ce rectandle
en carré avec les 3 pieces : (T1+ T5),T4, (T2+T3) selon la méthode de la section

11.9.
On tape :

//le rectangle
affichage (T1l, 1+rempli) ;
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( )i
affichage (T3, 3+rempli) ;
affichage (T4, 4+rempli)
affichage (T5, 5+rempli) ;
//le triangle equilateral
affichage (translation(2xi,T5), 5+rempli);
affichage (translation(2%x1i,T4),4+rempli);
affichage (translation(2x1i,T3), 3+rempli);
(
(

affichage (T2, 2+trempli

14

affichage (translation (2+i,rotation(B,pi,T2)),2+rempli);
affichage (translation(2xi, rotation (A, -pi,T1l)), l+rempli);
//le carre

affichage
affichage
affichage

translation (2«i+3,T5), 5+rempli);

translation (2+«1+3,T1l), l+rempli);

translation (2«i+ix (a-b)+3+a-sqrt(6),T2),2+rempli);
translation (2xi+ix (a-b)+3+a-sqgrt(6),T3),3+rempli);
affichage (translation (2+«i+ixb+3-a, T4),4+rempli);

//le parallelogramme de base sqrt (6) et de hauteur b
affichage (translation(3.5,T5),5trempli);

affichage (translation(3.5,T4),4+rempli);

affichage (translation(3.5,T3),3+rempli);

affichage (translation(3.5,T2),2+rempli);

affichage (translation (3.5+sgrt (6),T1l), l+rempli);

//1"autre parallelogramme de base a et de hauteur a
affichage (translation(2.5%1+5,T5), 5+rempli) ;

—_~ o~ o~ o~

affichage

affichage (translation(2.5«xi+ixb+5-a,T4), 4+rempli);
(2.5%1i+5,T1), l+rempli);
(2.5%xi-ixb+5+a-sqrt (6),T2),2+rempli);
(2.5%xi-ixb+5+a-sqrt (6),T3),3+rempli);

affichage (translation

(
(
affichage (translation
(
affichage (translation
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On obtient les 5 quadilateres du début :

A N

B A

11.15.4 Le puzzle de Dudeney : carré ou triangle équilatéral avec 4
pieces

Voici les 4 pieces du puzzle de Henry Ernest Dudeney (1857-1930) qui peuvent
s’assembler soit en un carré soit en un triangle équilatéral :

=y

Etant donné un carré, trouver la construction de ces pieces et prouvez que I’on a
bien obtenu apres réorganisation un triangle équilatéral.
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La solution

Si le carré est de coté 2a et le coté du triangle équilatéral est de coté 2b.

On doit avoir (égalité des aires) :

4a”2=b"2+sqgrt (3) Onpose 1:=sqgrt (b"2-a"2).

On voit que si les figures sont exactes pour obtenir le triangle a partir du carré de
coté 2a il faut, sans bouger la piece bleue, faire subir :

1. ala piéce rouge une symétrie par rapport a M: =point (1)
2. ala piece jaune une symétrie par rapport a Q : =point (2+1i*1)

3. a la piece verte une translation de vecteur PP1 si P1 est le symétrique de
P:=point ((a-1) xi) par rapport a M.

On doit donc avoir :

le coté du triangle équilatéral 20 est égal a PR + PN + RN = 2PN = 2b,
AM = M B donc M est le milieu de AB,

DN = NC donc N est le milieu de C'D,

CQ+DP=AP+ @B =2a

RM =RQ =19

—— N

PRM = MRQ = QRN =7n/3

4a? = b?v/3 car le carré et le triangle ont méme surface.

Donc RM @ est équilatéral puisque c’est un triangle isocele ayant un angle de 7/3

—~ N
etdonc RM@Q = PRM = QRN = n/3.

Puisque on a aussi M QR = QRN = 7/3, on en déduit que :

MQ est parallele a PN et NQ est parallele a PM.

les triangles DN P et BM (@) sont égaux.

les triangles AM P et C' N sont égaux.

le quadrilatere PM QN est un parallélogramme.

Onadonc AP =QC =2a—1let PD=BQ =1let

aire(PMQN)=4a® — al — (2a — l)a = 2a®> = h* Va2 +12 = hbsi hestla
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distance entre les paralleles PN et M Q).

Donc hb = 2a? = b%/3/2 et on en déduit h = b\/3/2.

Réciproquement, si PD = BQ = [ et si RM () est équilatéral alors :

MQ@) est parallele a PN et R se trouve sur PN car la hauteur du triangle RM Q)
qui vaut b\ﬂ?)) /2 est aussi égale a la distance h entre les paralleles PN et M Q.

—— N
PRM =MRQ = QRN = /3

—_— —_— =

Donc PRM = MQR =7/3 et QRN = MQR =7/3

Autre démonstration Si le carré a comme cdté 2a et le triangle équilatéral a
comme coté 2bon a:

4a® = b?y/3 car le carré et le triangle ont méme surface.

Posons [ = PDonab? = PN? = |2 + a® = 4a%/./(3)

Donc 12 = a?(4/3/3 — 1)
SiPD=BQ=Ilet AM = MB=DN=NC=aona:

PN = MQ et PM = NQ donc la quadrilatere M PN () est un parallélogramme.

—~ — L~
NM est paralléle a DP donc NPD PNM = a.sin(NPD) = a/b et

— 2
sin(PNM) = h/2a donc h = 2% =
Le point R est donc I’intersection de la médiatrice de M @ avec PN. Le triangle
PQR est donc isocele est sa hauteur issue de R vaut h = b% donc le triangle
PQR est équilatéral.

Comment construire le point R ?

On a montré que R est le transformé de () dans la rotation de centre M et d’angle
/3.

On tape pour avoir les pieces du puzzle (on prend pour simplifier a = 1) i.e. le
carré a des c6tés de longueur 2 :

o>
w%
w

l:=sqgrt (4xsqrt (3)/3-1);

M:=point (1) :;

P:=point (ix (2-1)) :;

Q:=point (2+ix1) :;

R:=rotation (M, pi/3,Q) :;
quadrilatere (M, 2,Q,R,affichage=4+rempli);
quadrilatere (Q,2+2+1i,1+21,R,affichage=3+rempli) ;
triangle (P,21i,1+2i,affichage=2+rempli);
quadrilatere (0,M,R,i* (2-1),affichage=1l+rempli);

On obtient :
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Comment construire les pieces a partir d’un triangle équilateral
Soit un triangle de coté 2b = 2.
On tape :

triangle_equilateral (0,2,R));

b:=1;
a2:=b"2xsqrt (3)/4;
12:=1-a2;

M:=milieu(0,R);

Q:=milieu(2,R);

B:=inter_ unique (cercle (M, sqrt (a2)),cercle(Q,sqrt (12)),point (2));
T4 :=polygone (R,M, B, Q) ;

P:=inter_unique (droite (Q,B),droite(0,2));

Tl:=polygone (0,P,B,M);

S:=P+1;

N:=inter_unique (droite (B, Q) ,perpendiculaire (S,droite(B,Q)));
T3:=polygone(2,Q,N,S);

T2:=triangle(N,P,S);

On obtient :
y 2
1.5
’
0.5
P 0
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Pour animer la figure

On peut animer la figure, soit manuellement avec les curseurs, soit avec la com-
mande animation.

On tape :

animtri(tl,t2,t3) :={
local L,1,M,P,P1,0Q,R;

l:=sqgrt (4*sqgrt(3.)/3-1);

M:=point (1) :;

P:=point (ix (2-1)) :;

Pl:=symetrie(M,P) :;

Q:=point (2+ix1) :;

R:=rotation (M, pi/3,Q) :;

L:=quadrilatere (M, 2,Q,R,affichage=4+rempli);

L:=L,affichage(rotation (M, tl,guadrilatere(0,M,R,i*x(2-1))),
l+rempli);

L:=L,affichage (rotation(Q,-t3,quadrilatere(Q,2+2x1i,1+21i,R)),
3+rempli);

L:=L,affichage(translation((P1-P)*t2,triangle (i*x(2-1),21i,1+21i)),
24+rempli);

return L;

|

Puis on utilise des parametres dans un écran de géométrie, on tape :

supposons (t1=[0.0,0,3.14,0.11);
supposons (t3=[0.0,0,3.14,0.11);
supposons (£t2=[0.0,0,1,0.17);
animtri(tl,t2,t3);

En faisant bouger les curseurs t 1,t 3 et t 2, on voit les pieces du puzzle se déplacer
selon les transformations annoncées.

Ou bien :

On crée une animation pour voir les déplacements, pour cela on crée les listes que
la commande animation va utiliser.

On tape :
Tl:=seqg([animtri(tl,0,0)],t1=0..3.14,3.14/10) :;
T3:=seqg([animtri(3.14,0,t3)],t3=0..3.14,3.14/10) :;
T2:=seq([animtri(3.14,t2,3.14)],t2=0..1,0.1) :;
T4:=seqg([animtri(tl,1,3.14)],t1=3.14..0,3.14/10):;
T6:=seqg([animtri(0,1,t3)],t3=3.14..0,3.14/10) :;
T5:=seqg([animtri(0,t2,0)],t2=1..0,0.1) :;

Puis on tape :
animation (T1,T3,T2,T4,T6,T5)
On obtient :
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11.15.5 Une autre animation

animtril (t2,t3,td) :={

local 1,M,P,Q,R,0Q1,0Q2,P3,P2,L;

l:=sqrt (4+*sqrt(3.)/3-1);

M:=point (1) :;

P:=point (ix (2-1));

Q:=point (2+ix*1);

R:=rotation (M, pi/3,Q) :;
L:=quadrilatere (M, 0,P,R,affichage=1l+rempli) ;
L:=L,affichage(rotation (M, t4,quadrilatere(M,2,Q,R)),4+rempli);
P3:=rotation (M, t4,quadrilatere (Q,R,1+2%1,2+2x1));
Ql:=symetrie (M, Q);

P2:=rotation(Q1l,t3, rotation(M,t4,triangle (ix (2-1),2i,1+21)));
L:=L,affichage(rotation(Ql,t3,P3),3+rempli);
Q2:=rotation(Ql,t3,symetrie (M, 1+2x1));

L:=L,affichage (rotation(Q2,t2,P2),2+rempli);

return L;

b

Tl4:=seqg([animtril (0,0,t4)],t4=0..-3.14,-3.14/10) :;
Tl3:=seqg([animtril (0,t3,-3.14)]1,t3=0..-3.14,-3.14/10) :;
Tl2:=seqg([animtril (t2,-3.14,-3.14)]1,t2=0..-3.14,-3.14/10) :;
Tl5:=seqg([animtril (t2,-3.14,-3.14)1,t2=-3.14..0,3.14/10) :;
Tl6:=seqg([animtril (0,t3,-3.14)]1,t3=-3.14..0,3.14/10) :;
T10:=seqg([animtril (0,0,t4)],t4=-3.14..0,3.14/10) :;

Puis on tape :
animation(T14,T13,T12,T15,T16,T10)
On obtient :
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«

11.15.6 Encore une autre animation

animtri?2 (a) :={
local 1,M,N,B,C,D1,P,Q,R,0Q1,N1,B1,C1,N2,P3,P2,L,B,C,R1,P1;
=sqrt (4+sqrt (3.)/3-1);
point (2);C:=point (2+2x1);
:=point (1) ;N:=point (1+2x1i);
:=point (ix (2-1));
:=evalf (point (2+ix1));
:=evalf (rotation(M,pi/3.,Q));
:=quadrilatere (M, 0,P,R,affichage=1l+rempli);
:=L,affichage (rotation (M, a,evalf (quadrilatere(M,2,Q,R))),4+rempli);
l:=rotation (M, a,Q);
l:=rotation (M, a,R);
Nl:=rotation (M, a,N);
M, a, B)
M,a,C);
Dl:=rotation(Ql,a,rotation (M, a,point (2%1i)));
Pl:=rotation(Ql, a, rotation(M,a,P));
N2:=rotation (Ql,a,N1l);
P3:=quadrilatere(Q1,R1,N1,C1);
L:=L,affichage(rotation(Ql,a,P3),3+rempli);
P2:=triangle(P1,D1,N2);
L:=L,affichage(rotation(N2,a,P2),2+rempli);
return L;

bed
T24:=seqg([animtri2 (t4)],t4=0..-3.14,-3.14/10) :;
T20:=seqg([animtri2 (t4)],t4=-3.14..0,3.14/10) :;

Lol © RN nu il cu VAN © BNV CaN v Il

Bl:=rotation ;

Cl:=rotation

—~ o~ o~~~ —~

Puis on tape :
animation (T24,T20)
On obtient :
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“A

11.15.7 Le pavage correspondant au puzzle de Dudeney

On tape les procédures dudeney0 (la piece triangle est en bas a gauche) et
dudeneyl (la piece triangle est en haut a droite) :

dudeney0 (z0) :={

local M,P,Q,R,1,L;

l:=sqrt (4*sqrt (3)/3-1);

M:=point (1+z0) :;

P:=point (2+ix* (2—- )+zO):;

:=point (i*1+z0) :

:=NULL;

:=rotation (M, -pi/3,0Q) :;
:=L,quadrilatere (M, z0,Q,R,affichage=4+rempli) ;
:=L,quadrilatere(Q,2%i+z0,1+2i+2z0,R,affichage=3+rempli) ;
:=L,triangle (P, 2+2i+z0,14+2i+z0,affichage=2+rempli);
:=L,quadrilatere (2+z0,M,R,i%x (2-1)+z0+2,affichage=l+rempli);
retourne L;

bed

dudeneyl (z0) :={

local M,P,0Q,R,1,L;

l:=sqgrt (4xsqgrt (3) /3-1);

M:=point (1+z0+2%1i) :;

P:=point (ix (1) +z0) :;

Q:=point (2—-i*x1+2%1i+z0) :

L:=NULL;

R:=rotation (M, -pi/3, Q)
L:=L,quadrilatere (M, 2+z0+2%xi,Q,R,affichage=4+rempli) ;
L

L

L

[l e N Y B i ©)

:=L,quadrilatere(Q,2+z0,1+z0,R,affichage=3+rempli);

:=L,triangle (P, z0,1+z0,affichage=2+rempli) ;

:=L,quadrilatere (0+z0+2%1i,M,R,i* (1) +z0,affichage=1l+rempli);
retourne L;

b
Puis on tape :

dudeneyl (0) ;
dudeney0 (=2x1));
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dudeneyO (-2+2%1 (1-1));
dudeneyl (-2-2+14+2*1i(1-1));

On obtient les 4 carrés et I’apparition d’un triangle équilatéral :

On peut compléter ce dessin pour ontenir un pavage de carrés ou de triangles équi-
latéraux de méme surface.

dudeney0 (2+2%1i (1-1)) ;
dudeneyl (2-2*1ix1);
dudeney0 (2+2%i% (=1-1));

On tape :
dudeneyl (0) ;
dudeney0 (-2%1)) ;
dudeneyQ (=2+2%1 (1-1));
dudeneyl (- 2 2+«1+2+1(1-1));
dudeneyQ (=2-4%1+2%1(1-1));
dudeneyl (- 4*1));

(

(

(
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On obtient :

11.16 La quadrature d’un dodécagone

11.16.1 Le dodécagonee

On définit les points utiles.
On tape :

LP:=[point (exp (kxi*pi/6))S$(k=0..11)1:;
[A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L]:=LP;
polygone (LP) ;

triangle_equilateral (A,B,M);
triangle_equilateral (J,I,N);
triangle_equilateral (F,E,P);
O:=isobarycentre(F,M, I);
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On obtient :

N

Exercice

On trace le dodécacone ABCDEFGHIJK L inscrit dans un cercle de rayon 1
unité et le triangle équilateral ABM comme ci-dessus, puis on trace les 4 seg-
ments : cela détermine 6 régions :
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Montrer que AF et BI se coupent en M sommet du triangle équilatéral ABM.
Montrer que le triangle F'M I est équilatéral.

Calculer les angles des triangles M BF et M Al.

Calculer les angles des triangles AIL et BC'F. Montrer que AI = BF = /3

11.16.2 Le dodécagone et le carré

Exercice
Soit un dodécaedre inscrit dans un cercle de rayon 1 unité.
Calculer son aire.
Calculer le c6té du carré qui a la méme aire que ce dodécagone.
Réponse
Aire du dodécagdre= 12sin(2 x pi/12)/2 = 6 sin(pi/6) = 3 unité*unité.
Le co6té du carré qui a la méme aire est donc : /3 unités.
Le découpage
On découpe le dodécaedre en 6 morceaux, puis on forme un carré avec ces 6 mor-
ceaux.
D’apres ce qui précede Al et BF ont pour longueur le cdté du carré cherché.
On tape :

Pl:=polygone(A,I,J,K,L) :;
affichage (P1, 1+rempli);
P2:=polygone(B,C,D,E,F) :;
affichage (P2, 2+rempli) ;
P3:=triangle_equilateral (A,B,M) :;
affichage (P3, 3+rempli) ;
P4d:=triangle(M,I,A):;
affichage (P4, 4+rempli);
P5:=triangle(M,F,B) :;
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affichage (P5, 5+rempli);

P6:=polygone(F,G,H,I,M) :;

affichage (P6, 6+rempli);

O:=isobarycentre (F,M, I) :;

affichage(translation(3,P6), 6+trempli);

affichage (translation (3, rotation (0, 2*pi/3,P4)),4+rempli)

affichage (translation (3, rotation (0, -2%pi/3,P5)),5+rempli);

affichage (translation (3-A+H,P3), 3+rempli);

triangle_equilateral (J,I,N):;

affichage (translation (3, rotation (
isobarycentre(I,J,N),pi/24+pi/6,P1l)), l+rempli);

triangle_equilateral (F,E,P) :;

affichage (translation (3, rotation (

isobarycentre(F,E,P),-pi/2-pi/6,P2)),2+rempli) ;

On obtient :

11.16.3 Pour animer la figure

On peut animer la figure, manuellement avec les curseurs.
On tape :

affichage (P6, 6+rempli) ;
supposons (t1=[1.0,0,1,0.171);
affichage (rotation (isobarycentre(I,J,N),-tlx4+pi/3,P1l),l+rempli)

’

affichage (rotation (isobarycentre (F,E,P), (t2) x4xpi/3,P2),24+4rempli);

supposons (t3=[1.0,0,1,0.17);
affichage (translation (t3* (H-A),P3),3+rempli);

(
(
(
supposons (t2=[1.0,0,1,0.17);
(
(
(
supposons (t4=[1.0,0,1,0.17);
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affichage (rotation (O, t4+2%pi/3,P4),4+rempli) ;
supposons (£t5=[1.0,0,1,0.17]);
affichage (rotation (0, -t5+2%pi/3,P5), 5+rempli) ;

On peut aussi animer la figure avec la commande animation.
On tape (attention les variables P1,..P6,A,H,E,EL,J,n,P sont globales) :

animdode (tl,t2,t3,t4,t5) :={

local L;

L:=NULL;

L:=L,affichage (P6, 6+trempli);

L:=L,affichage (rotation (isobarycentre(I,J,N),-tl*4*pi/3.,P1),
l+rempli);

L:=L,affichage (rotation (isobarycentre (F,E,P), (t2)+4*xpi/3.,P2),
24rempli);

L:=L,affichage (translation (t3* (H-A),P3),3+rempli);

L:=L,affichage (rotation (0, t4*2%pi/3,P4),4+rempli);

L:=L,affichage (rotation (O, -t5*2+pi/3,P5), 5+rempli) ;

return L;

|

Puis si on utilise un seul parametre (tout bouge en méme temps ! !'!) :

Kl:=seq([animdode(t1l,t1,t1,t1,t1)],t1=0.0..1.0,0.1) :;
K2:=seq([animdode(t1l,t1l,t1,t1,tl1)],t1=1.0..0.0,0.1):;
animation (K1,K2)

Ou bien si on utilise 5 parametres :
Tl:=seqg([animdode(t1,0,0,0,0)],t1=0.0..1.0,0.1) :;
T2:=seqg([animdode (1,t2,0,0,0)]1,t2=0.0..1.0,0.1) :;
T3:=seq([animdode(1,1,t3,0,0)],t3=0.0..1.0,0.1) :;
T4:=seq([animdode(1,1,1,t4,0)],t4=0.0..1.0,0.1) :;
T5:=seq([animdode(1,1,1,1,t5)],t5=0.0..1.0,0.1) :;
T6:=seq([animdode(1,1,1,1,t5)],t5=1.0..0.0,0.1) :;
T7:=seq([animdode(1,1,1,t4,0)],t4=1.0..0.0,0.1):;
T8:=seqg([animdode(1,1,t3,0,0)],t3=1.0..0.0,0.1) :;
T9:=seqg([animdode (1,t2,0,0,0)]1,t2=1.0..0.0,0.1) :;
TO:=seqg([animdode(t1,0,0,0,0)],t1=1.0..0.0,0.1) :;

Puis on tape :

animation(T1,T2,T3,T4,T5,T6,T7,T8,T9,T0)

Ou encore si on n’utilise que 4 parametres (en échangeant la piece bleue avec la
piece violette a 1’aide d’un seul parametre).

Ql:=seqg([animdode(t1,0,0,0,0)],t1=0.0..1.0,0.1) :;
Q2:=seq([animdode (1,t2,0,0,0)]1,t2=0.0..1.0,0.1) :;
Q3:=seqg([animdode(1,1,t3,0,0)],t3=0.0..1.0,0.1) :;



11.17. AUTRE PUZZLE DU DODECAHGONE ET LE CARRE 253

Q4:=seq([animdode(1,1,1,t4,t4)],t4=0.0..1.0,0.1) :;
Q7:=seq([animdode(1,1,1,t4,t4)],t4=1.0..0.0,0.1) :;
Q08:=seq([animdode(1,1,t3,0,0)]1,t3=1.0..0.0,0.1) :;
Q9:=seq([animdode(1,t2,0,0,0)]1,t2=1.0..0.0,0.1) :;
Q0:=seq([animdode(t1,0,0,0,0)]1,t1=1.0..0.0,0.1) :;

Puis on tape :
animation(Q1,0Q2,03,04,0Q07,08,09,00)

11.17 Autre puzzle du dodécahgone et le carré

On découpe le carre et le dodécagone ABCDEFGHIJK L en 9 pigces :
1 carré, 4 triangles équilatéraux identiques et 4 polygones identiques au polygone
ABCDE.

Pour cela on définit un dodécagone de centre z0 tourné d’un angle de ¢ radians :

dode (z0,t) :={
local A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L;
[A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K, L] :=point (exp (ixk*pi/6))$(k=0..11);
retourne translation(zO,rotation(A,t,polygone(A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L)));
bed

On tape :
dode (141, 0) ,dode (1+i,pi/3)
On obtient :
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-2 -1
Puis on tape :

[A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L]:=point (exp (ixkxpi/6))S$ (k=0.

pPO:=polygone(A,B,C,D,E,¥,G,H,I,J,K,L) :;
dode (0, pi/3);
TO:=triangle_equilateral (A,B,S) :;
Tl:=triangle_equilateral (F,G,M) :;
T2:=triangle_equilateral (H,I,N) :;
segment (B, F) :;
T5:=carre (N,M,P,Q) :;
T4:=triangle_equilateral (M,N,M1) :;
segment (A, I);
T3:=triangle_equilateral (Q,P,Q1) :;
R:=rotation(A,pi/3,F);
isopolygone (R, I,12);
isopolygone (G,F,12);
carre(R,S,S1,R1) :;
translation(7/2,carre(R,S)) :;
P5:=translation(7/2,T5) :;
affichage (P5, 5+rempli) ;
Pl:=translation(7/2,T1) :;
affichage (P1, l+rempli) ;
P2:=translation(7/2,T2) :;
affichage (P2, 2+rempli) ;
P3:=translation(7/2,T3) :;
affichage (P3, 3+rempli) ;
P4:=translation(7/2,T4) :;
affichage (P4, 4+rempli) ;
P6:=translation(7/2,polygone(S,S1,F,M,M1)) :;
affichage (P6, 6+rempli) ;
carre(R,S,S1,R1);
P7:=translation(7/2,polygone(R,S,M1,N,I)) :;
affichage (P7,47+rempli);
P8:=translation(7/2,polygone(R1,R,I,H,Q1)) :;
affichage (P8, 68+rempli);
P9:=translation(7/2,polygone(R1,Q1,G,F,S1)) :;
affichage (P9,229%+rempli) ;
affichage (T1l, 1+rempli);

1.5

0.5
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14

affichage (T2, 2+rempli)
affichage (T0, 3+rempli) ;

( )

)

r

affichage (T4, 4+rempli

r

affichage (T5, 5trempli
T6:=polygone(B,F,M,M1,S) :;
affichage (T6, 6+rempli) ;
T7:=polygone(A,S,M1,N,I):;
affichage (T7,47+rempli);
T8:=polygone(B,C,D,E,F) :;
affichage (T8, 68+rempli);
T9:=polygone(A,I,J,K, L) :;
affichage (T9,229%+rempli);
isopolygone (S1,F,12);

11.18 L’hexagone, le rectangle et du carré

11.18.1 Premieéren facon

On considere un rectangle de cotés 3 et v/3/2.
On transforme facilement ce rectangle en un hexagone de c6té 1 avec 3 pieces.
On sait transformer ce rectangle en un carré avec 3 picces selon la méthode vue en
section 11.9.
Avec 6 pieces on peut passer de I’hexagone au carré via le rectangle.
On tape :

:=sqrt (3*sqrt (3.)/2);
:=sqrt (3.)/2;
:=droite(3,3—-a+ixb) :;
:=inter_unique (droite (y=b),d) :;
:=inter_unique (droite(x=a),d) :;
S:=inter_unique (droite (y=2xbx (x-2)),d) :;
Pl:=polygone (R,Q,1/2+i*b,1,a) :;
affichage (P1, 1+trempli);
P2:=polygone(R,a,2,9S) :;
affichage (P2, 2+trempli) ;
P3:=polygone (Q, S, 5/2+ixb) :;
affichage (P3, 3trempli);
P4d:=triangle(S,2,3):;
affichage (P4, 4+rempli) ;
P5:=polygone (S, 3,3+ixb, 5/2+i*b) :;
affichage (P5, 5+rempli) ;
P6:=polygone (i*b,0,1,1/2+ixb) :;
affichage (P6, 6+rempli) ;
affichage (translation(i+2,P1l),l+rempli);
affichage (translation (i+2,P2),2+rempli);
affichage (translation(i+2,P3),3+rempli);
(
(

oo QO W

affichage (translation (i+i*b-3/2+2,P4), 4+rempli);
affichage (translation (i+i*b-3/2+2,P5),5+rempli);
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affichage (translation (i+ixb+3/2+2,P6), 6+rempli) ;
affichage (translation(i,P1l), l+rempli);

affichage (translation(i,P6), 6+rempli);

affichage (translation (i+i*b-a,P2),2+rempli);
affichage (translation (i+ixb-a,P4),4+rempli);
affichage (translation (i+i* (a-b)-3+a,P3),3+rempli);
affichage (translation (i+ix (a-b)-3+a,P5), 5+rempli);

On obtient :

11.18.2 Deuxieme facon

On considére un rectangle de cotés 3 et 2 * /3.
On transforme facilement ce rectangle en un hexagone de c6té 2 avec 3 pieces.
On sait transformer ce rectangle en un carré avec 3 pieces selon la méthode vue en
section 11.9.
Avec 6 pieces on peut passer de I’hexagone au carré via le rectangle.
La surface de I’hexagone est S:=4xsqrt (3) /4x6=6+sqgrt (3) donc le carré
aura comme cOté b:=sqrt (6xsqrt (3))
On tape :

b:=sqrt (6*sqrt (3));

hexagone (3*xi-4+sqgrt (3), —4+2%1) :;
polygone (0, 2xsqrt (3) ,2+xsqgrt (3) +3%1,3*1);
segment (2+1,3xi+sqgrt (3));

segment (2xi+2xsqrt (3),3xi+sqgrt (3));
segment (2*sqrt (3),1i*b);
segment (b, b+ix (b-3));

carre (—ixb—-1i, -ixb+b-1i) :;;
pl:=triangle (b, 2xsqrt (3),b+ix (b-3)) :;
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affichage (pl, 1trempli);

p2:=triangle (2+«sqgrt (3)+2+x1i,2*xsqrt (3)+3x1i, sqgrt (3)+ix*3) :;
affichage (p2, 2+trempli) ;
p3:=triangle (sqgrt (3)+3%1i,2*sqgrt (3)-b+3*xi, M) :;
affichage (p3, 3+rempli);

p4:=polygone (2+xsqgrt (3),2xsqrt (3)+2xi, sqrt (3)+3x1i,M) :;
affichage (p4, 4+rempli) ;
p5:=polygone (M, 2xi,0,b,b+ix (b=-3)) :;
affichage (p5, 5+rempli) ;
p6:=polygone (M, 2%1i,3*1i,2xsqrt (3)-b+ix3) :;
affichage (p6, 6+rempli) ;

t2:=translation (-3xi-i-2xsqrt (3) +b,p2) :;

affichage (t2,2+rempli) ;

t3:=translation (-3xi-i-2xsqrt (3) +b,p3) :;
affichage (t3, 3+rempli) ;

td:=translation (-3xi-i-2xsqrt (3)+b,p4) :;
affichage (t4, 4+rempli);
tS5:=translation(-4xi-i% (b-3),p5) :;
affichage (t5, 5+rempli) ;
t6:=translation(—4xi-ix (b—-3),p6) :;
affichage (t6, 6trempli) ;
tl:=translation(-b-i-i% (b-3),pl) :;
affichage (tl, 1+trempli);

h2:=translation (-3*xi-4-sqgrt (3),p2) :;
affichage (h2, 2+rempli) ;

h3:=translation (-3*xi-4+sqgrt (3),p3) :;
affichage (h3, 3+rempli);

h6:=translation (-3xi-4+sqgrt (3),p6) :;
affichage (h6, 6trempli) ;

h5:=translation (-4, p5
affichage (h5, 5+rempli
h4:=translation(-4,p4
affichage (h4,4+rempli
hl:=translation(-4,pl
affichage (hl, 1+rempli

14

. .
.7
4
14

4

)
)
)
)
)
)

14
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On obtient :

11.19 L’hexagone et le carré

Voila la solution de Paul-Jean Busshop (1799-1877) pour transformer en 5
pieces un hexagone régulier en carré sans passer par le rectangle.
Soit un hexagone de coé 1. Son aire vaut donc 3«sqrt (3) /2 et le carré a donc
comme coté c:=sqrt (3xsqrt (3)/2).
Busshop transforme I’hexagone en un parallélogramme regroupant ses 2 moitiés
puis dessine le carré de coté c de facon a ce que les 2 droites formées par deux
cOtés paralleles du carré passe par les sommets de la base du parallélogramme.
On tape pour voir le carré A, B, C, D et ’hexagone :

:=sqrt (3*xsqrt (3)/2);;

:=point (0);;

:=point (1/2-1i*sqgrt (3)/2);;

:=point (2);A:=point (3);;

:=point (1/2+i*sqgrt (3)/2,affichage=quadrantl); ;
:=point (3/2-i*sqrt (3)/2,affichage=quadrant?2) ;
isopolygone (O,P, 6);;

isopolygone (2,3,6);;

Cl:=cercle(3/2,3/2):;;

C2:=cercle(A,c) :;;

affichage (C2,2);;

B:=inter_unique(Cl,C2,1);;
c:=carre(A,B,C,D) :;c;

segment (B, I);;

T X 4G O HAQQ
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segment (K, point (7/2+ixsqrt (3)/2));;
segment (A, I);;

E:=inter_unique (droite (B,C),droite (y=sqrt (3)/2),affichage=quadrant3);;
F:=inter_unique (droite (C,D),droite(y=0));;

pl:=parallele(D,droite (y=sqrt (3)*x)) :;;

G:=inter_unique (droite (y=0),pl);;

H:=inter_unique (droite (A,B) ,droite (y=sqrt (3)/2));;

affichage (pl,2);

p2:=parallele (P,droite (A,B)) :;;

affichage (p2,2);;
L:=inter_unique (p2,droite (y=0),affichage=quadrant3);
segment (P,D,affichage=2);

D:=affichage (D, quadrantl);
C:=affichage (C, quadrantl);

M:=point (3/2+i*sqgrt (3)/2,affichage=quadrantl)

On obtient le carré ABCD et les points utiles ainsi que leurs constructions (en vert) :

y

1.5

0.5

0 T e

Le triangle rectangle TAB est tel que A = 3 et AB =1 = /3/3/2 = IF En
effet :

IB?2=1A? - AB*>=9-1>=9-33/2

Dans un repere d’origine I et d’axe des x porté par I A la droite I B a pour équation
y = 1/IB * z donc E (intersection de y = v/3/2 avec I B) a pour coordonnées :
IB+/3/2/1,+/3/2 donc :

IE? =3/41+1B%/1?) =3/4% (1> 4+ IB?) /1> =3%9/4/1> =3/3/2 =I?
Les triangles I EK et D AG sont donc égaux donc GA = K F (seront en jaune).
Puisque IB=1C+CB=I1IC+!l=%xIF+ FEB =1+ FEBonalC = EBdonc
les triangles rectangles [ F'C et E'H B sont égaux donc [ F' = F'H (seront en ma-
genta).

Le quadrilateres PDGJ et PDF L sont des parallélogrammes ayant en commun
le c6té P D) Donc la translation Cﬁ (ﬁ = (ﬁ = DP).
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transforme le triangle DG F’ en le triangle PJ L ces triangles sont donc égaux (se-

ront en bleu).

Bien voir que PK passe par le centre de I’hexagone mais le milieu de LF' n’est
pas ce centre et donc la droite C'D ne passe pas par K ! Les quadrilateres OP LI et
JAHM (ce ne sont pas des parallélogrammes !) se déduisent par la translation de

vecteur O_J} (seront en rouge) Le quadrilatere M EC'F'J est commun a I’hexagone

et au carré (sera en vert).

0 T 5 3 34

Avec Xcas, on peut calculer différentes longueurs .

On tape :

simplify (longueur2 (P,D) -longueur2 (G, J)) ;
simplify (longueur2 (P,D)-longueur2 (L, F))
On obtient : (0, 0)

On tape :

simplify (longueur?2 (K, E)-longueur2 (G, A))
On obtient :

0

On tape :

simplify (longueur2 (I,L)-longueur2 (M, H))
On obtient :

0

On tape :

est_element (K,droite (C,D))

On obtient :

0

On tape :

simplify(affixe(milieu(L,F)))

On obtient :

(99-sgrt (33) *sqrt (37+sqrt (3) x30) ) /44~ 1.01858227335
On tape :

longueur2 (I, C), longueur? (E, B)

1.5

0.5
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On obtient apres simplification :

3xsqgrt (sgrt (3) *6-3)+9, 3xsqgrt (sgrt (3) *x6-3) +9
On tape :

longueur2 (J, A)

On obtient apres simplification :

1

On tape :

longueur2 (D, A), longueur2 (E, I)

On obtient apres simplification :

3xsqrt (3)/2,3xsqrt (3) /2

On tape :

longueur?2 (G, A), longueur?2 (E, K)

On obtient apres simplification :

expr ("rootof ([ [-2,6,-3,93],[1,0,0,-72,-7211)",0)/30,expr ("rootof ([[-2,6,-3, 9

On définit les pieces du puzzle, on tape :

Pl:=polygone (A, H, 1+i*sqgrt (3.),3/2+ixsqrt (3)/2) :;
affichage (P1, 1+rempli) ;

P2:=polygone (3/2+i*sqrt (3)/2,1+i*sqrt (3),E,C,F) :;
affichage (P2, 2+rempli) ;

P3:=polygone (A,G,D) :;

affichage (P3, 3+rempli);

P4:=polygone (D, G,F) :;

affichage (P4, 4+rempli) ;

P5:=polygone (B, E,H) :;

affichage (P5, 5+rempli) ;

isopolygone (3,4,6):;

affichage (translation(-3/2-i*sqrt (3.)/2+3,evalf (Pl)), l+rempli);

(

(
translation(evalf (3+ixsqrt (3)-affixe(G)),evalf(P3)),3+rempli);

(

(

affichage (translation(3,evalf (P2)),2+rempli);

affichage (

affichage (translation(evalf (point (4)-D),evalf (P4)),4+rempli);
(

affichage (translation (point (5/2+i*sqrt (3)/2)-E,evalf (P5)), 5+rempli);

On obtient :
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11.20 L’octogone, le rectangle et le carré

Voici les pieces 8 pieces du puzzle :

On tape pour définir les points utilisés :

a:=evalf (27(3/4));
[A,B,C,D,E,F,G,H] :=point (exp (ixk*xpi/4))$(k=0..7);
polygone (A,B,C,D,E,F,G,H);

Pl

:=polygone(A,B,D,E,F,H) :;P1;

I:=milieu(B,D);
J:=milieu(F,H);
(al1,B1,D1,E1,F1,H1] :=translation(5/2, [A,B,D,E,F,H]);

T1
P2
P3
T2
T3
T4
T5

:=translation(5/2,P1) :;T1;
:=triangle(B,C,I):;P2;

:=triangle(C,D,I) :;

:=triangle(7/2,7/2-i%xsqrt(2)/2,5/2+sqrt (2) /2-i*xsqrt (2)/2) :;T2;
:=triangle(7/2,7/2+i*xsqrt (2)/2,5/2+sqrt (2) /2+i*xsqrt (2)/2) :;T3;
:=triangle(3/2,3/2+ixsqrt(2)/2,5/2-sqrt (2) /2+i*xsqrt (2)/2) :;T4;
:=triangle(3/2,3/2-i*sqrt(2)/2,5/2-sqrt (2)/2-i*sqrt(2)/2) :;T5;

carre (3/2-ixsqrt(2)/2,3/2+a-i*sqrt (2)/2);
s:=segment (3/2+i*xa—-i*sqrt(2)/2,7/2-i*sqrt(2)/2) :;s;

C1
Gl
K1l
L1
M1
N1

:=Al+ixsqrt (2)/2;

:=Al-ixsqrt (2)/2;

:=El+ixsqrt (2)/2;

:=El-i*xsqrt (2)/2;

:=affichage (inter_unique (s,droite (y=sqrt (2) /2)),quadrantid);
:=inter_unique (s,droite (x=3/2+a));
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Ol:=inter_unique (s,droite(Al,H1));

Ql:=point (a+3/2-1i*xsqrt (2)/2));

C2:=translation(-affixe (Cl)+a+3/2+i*xa-i*sqrt (2)/2,evalf(Cl));
C3:=translation(-a,evalf (C2));

On obtient :

G

-1 -05 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
On tape pour avoir le rectangle réalisé avec les 8 pieces en couleur :

Pll:=polygone(D1l,E1,F1,0Q1,N1,M1) :;
affichage (P11, l+rempli);
Pl2:=triangle(E1,D1,K1) :;
affichage (P12, 2+rempli);
Pl13:=triangle(E1,L1,F1
affichage (P13, 3+rempli
Pl4:=triangle(Al,B1,C1
affichage (P14, 4+rempli
P15:=triangle(Al1,01,G1

affichage (P15, 5+rempli);

Pl6:=triangle(H1,01,G1l) :;

affichage (P16, 6+rempli);

P17:=polygone(Q1,H1,01,N1) :;

affichage (P17,47+rempli);

P18:=polygone (M1,01,Al1,B1) :;

affichage (P18, 148+rempli);

C2:=translation (-affixe (Cl)+a+3/2+i*xa-i*sqrt (2)/2,evalf(Cl));
C3:=translation(-a,evalf (C2));

//rotation(evalf (Gl),pi/2,evalf (P16));

.

14

4
4
14
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)
)
)
)
)
)
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On obtient les pieces du puzzle et le rectangle :

On tape :

carre (0,a) :;

b:=3/2-i*sqrt (2)/2;

affichage (translation (-

affichage (translation
affichage (translation
affichage (translation
affichage
affichage
affichage
affichage
affichage

affichage
affichage

(=
translation (-
translation (
translation (-
translation (
(
(
(
(

~ o~ o~ o~~~ o~ o~

P4:=triangle(H,J,G) :;

affichage (translation (7/2+1i*sqrt (

P5:=triangle (F,J,G) :;

affichage (translation (7/2+i*sqrt (
affichage (translation(3.5-affixe (G1l)
pi/2,evalf (P1l6))),

(-b ( ))

( (-b,evalf (P12))
affichage (translation (-b ( )
( (-b+-affixe (Cl)+a+3/2+ira-ixsqrt(2)/2,
evalf(Pl4))

translation (l1+i*xsqgrt (
translation (l+i*sqgrt (2
translation (7/2+i*sqgrt (2
affichage (translation (7/2+i*sqgrt (2

,evalf (P11)),l+rempli);
, 2+rempli) ;
,evalf (P13)),3+rempli);

, 4+rempli) ;

+(N1-G1),evalf (P15)),5+rempli);
b +(C3-M1) ,evalf (P18)),148+rempli);
b (M1-G1) ,evalf (P16)), 6+rempli);
+(M1-G1) ,evalf (P17)), +rempli);
l+1*sqrt(2 /2,evalf(P11)), l+rempli);
2

, 4

) )

)/2,evalf (P18)

)/2,evalf (P17)),47+rempli);
P2)),2+rempli);
P3)),

3+rempli);

.
)
), 148+rempli);
)

y/2,evalf (P2)

)y/2,evalf (P3)

2)/2,evalf (P4)),4+rempli);
2)/2,evalf (P5)),5+rempli);
,rotation(evalf (G1l),
6trempli);
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On obtient I’octogone et le carré :

11.21 L’octogone et le carré

Voici le puzzle de Thomas Bennett (1868-1943) transformant un octogone en
carré a I’aide de 5 pieces.

Si I’octogone s’inscrit dans un cercle de rayon 1 on a :
Soit [ 1a longueur d’un c6té de I’octogone et ¢ la longueur d’un c6té du carré.

Onal=2sin(n/8 = /2 —v2etc? = 8% (v/2/4) = 2% /2 On tape :
l:=sgrt (2-sgrt (2.)) c:=sqgrt (2+xsgrt (2.))
11.21.1 Le découpage du carré

Pour découper le carré on a besoin des variables :
a:=(c-1)/2
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b:=(c+l)/2etdoncbhb=a+1

d:=1/2

al:=atan(c/1l);

rl:=3xpi/8-al

On considere le carré de coté c et on reporte la longueur a sur chacun de ses cotés
pour obtenir les points P, Q) etc...(cf figure).

On découpe le carré de coté c a 1’aide d’un carré P1 de cdté [ et de 4 polygones
identiques a P2 : =polygone (M, P, R, Q, N) qui a comme cdtés :

MN =IMP=NQ=d=1/2,PR=0.

On remarquera que :

I’angle al = RPM = atan(c/l) ’angle PMN = ]\m = 37 /4 On tape :

carre(0,c);

segment (a,b+cxi,affichage=2+1ligne_tiret);
segment (ct+tax*i,b*i,affichage=2+ligne_tiret);
O:=point (c* (1+1)/2);

d:=longueur (a,0) ;

M:=point (a+ (O-point (a))*1/d/2);

N:=point (c+a*i+ (O-point (c+axi))+1/d/2);
P:=point (a);

Q:=point (ctax*i);

R:=point (c);

Pl:=carre (M, N);

P2:=polygone (M,P,R,Q,N);
P3:=rotation(0,pi/2,P2) :;P3

P4:=rotation (0,pi,P2) :;P4
P5:=rotation (0, -pi/2,P2) :;P4

On obtient :
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11.21.2 Les pieces en couleur du carré
On tape pour voir les piéces en couleur :

carre(0,c) :;

segment (a, b+cxi);

segment (ct+a*i,bxi);
O:=point (c* (1+1)/2);
d:=longueur (a,0) ;

M:=point (a+ (O-point (a))*1/d/2) :;
N:=point (c+axi+ (O-point (c+ax*i))*1/d/2) :;
P:=point (a) :;

Q:=point (ctax*i) :;

Pl:=carre (M,N) :;
affichage (P1, l1+rempli);
P2:=polygone (M, P, point (c),Q,N) :;
affichage (P2, 2+rempli);
P3:=rotation (0, pi/2,P2) :;
affichage (P3, 3+rempli);
P4:=rotation (0,pi,P2) :;
affichage (P4, 4+rempli) ;
P5:=rotation (0, -pi/2,P2) :;
affichage (P5, 5+rempli) ;

On obtient :

Pour tracer I’octogone de centre O, on tape :

O:=point (c* (1+1)/2);
[A,B,C,D,E,F,G,H] :=(O+exp (i*xk*xpi/4))$(k=0..7);
polygone (A,B,C,D,E,F,G,H);
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pl:=milieu(D,E);
translation (pl-P,P2)
r:=translation (pl-P,R)

On obtient :

Iy
1.5
1
0.5

1 ND
l ) G ~
0 0.5 1 1.5 2

On remarque qu’il faut faire subir a P2 une translation puis une rotation : en effet,

le carré central n’a pas ses coOtés paralleles a OA et OC car ’angle rm =
3m/8 # al. On modifie donc :

O:=point (c* (1+1)/2);
[A,B,C,D,E,F,G,H] :=(O+exp (i*xk*xpi/4))$(k=0..7);
polygone(A,B,C,D,E,F,G,H);

pl:=milieu(D,E);

rotation (pl, 3*pi/8-al,translation (pl-P,P2))
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On obtient :

[Y

1.5

0.5

On tape :

polygone (A,B,C,D,E,F,G,H) :;

pl:=milieu(D,E) :;

affichage (rotation(pl, rl,translation(pl-P,P2)),24rempli);
p2:=milieu(B,C) :;

affichage (rotation (p2,rl,translation(p2-point (bx1i),P5)),5+rempli);
p3:=milieu (H,A) :;

affichage (rotation (p3,rl,translation(p3-point (b+cxi),P4)),4+rempli);
pd:=milieu(F,QG) :;

affichage (rotation (p4,rl,translation (p4-point (c+axi),P3)),3+rempli);
affichage (rotation(p4,rl,translation(p4-point (c+axi),P3)),3+rempli);
K:=rotation (p3,rl,translation (p3-point (b+tc*i),point (i*xc)));
L:=rotation(p2,rl,translation(p2-point (bxi),point (0))) :;
affichage (carre (K, L), l+rempli);
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On obtient :

11.21.3 Le pavage induit par ce puzzle

On tape pour dessiner, a la position 20, le carré de c6té c ou I’on a accolé le
carré de coté [ en dessous de son coin inférieur droite :

bennett (z0) :={
local a,b,c,d,1,L.,0,MM,N,P,Q,M1,N1,P1,Q1;
l:=sqgrt (2-sqrt (2.));
c:=sqrt (2xsqrt (2.));
a:=(c-1)/2;
b:=(c+l)/2;
L:=NULL;
L:=L,carre(z0,z0+c);
:=point (z0+c* (1+1)/2);
:=longueur (a+z0,0);
:=point (z0+a+ (O-point (z0+a))x1/d/2);
:=point (z0+c+a*i+ (O—point (z0+c+a*1i))*«1/d/2);
carre (M,N,M1,N1);
L:=L,carre (M, N);
P:=point (z0+a) ;
Q:=point (z0+c+axi);
Pl:=point (z0+ (c—-a)+c=*1i);
Ql:=point (z0+ (c—a)*1i);
L:=L, segment (M, P) ;
L:=L, segment (N, Q) ;

Z 2 QO
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L:=L, segment (M1,P1);
L:=L, segment (N1,Q1);
L:=L,carre(z0+c, z0+c-1) ;
retourne L;

b
On tape :

bennett (0),bennett (c—-ix1),

bennett (1+i*c),bennett (c+1+ix(c-1)),

bennett (2+xc+1+1i(c-2+%1)),bennett (2xc—-1%2%1),

bennett (c+2*1+ix (2+xc—-1)),bennett (2«c+2x1+i* (2xc—-21))
(

bennett (3*xc+1l+ix (c-3x1)),bennett (3*c+2+x1+i* (2«c—3*1))

On obtient :

e
E

L]

Pour avoir le pavage en couleur, on tape :

bennettc (z0) :={
local a,b,c,d,1,L.,0,M,N,P,Q,P2;

l:=sqgrt (2-sqgrt(2.));
c:=sqrt (2xsqrt (2.));
a:=(c-1)/2;
b:=(c+l)/2;

L:=NULL;

O:=point (z0+cx* (1+1) /2);
d:=longueur (a+z0,0);
M:=point (z0+a+ (O-point (z0+a)) *1/d/2);
N:=point (z0+c+axi+ (O-point (zO0+c+axi))x1/d/2);
L:=L,affichage(carre (M,N), l+rempli);
P:=point (z0+a);
Q:=point (z0+c+axi);
P2:=polygone (M, P,point (z0+c),Q,N);
L:=L,affichage (P2, 2+rempli);

L:=L,affichage (rotation(0,pi/2,P2),3+rempli);
L:=L,affichage(rotation(0,pi,P2),4+rempli);
L:=L,affichage (rotation (0, -pi/2,P2), 5+rempli);
L:=L,affichage(carre(z0+c, z0+c-1), l+rempli);
retourne L;

|
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On obtient :

11.22 Le puzzle : Henry Ernest Dudeney contre Sam Loyd

11.22.1 Le probléme : équidécomposablité d’une mitre et d’un carré

Soit un carré ABC'D de centre O. On lui enléve le triangle AOD.
Trouver un puzzle, ayant un minimum de morceaux, qui transforme le polygone
ABCDO (qui ressemble a une mitre) en un carré.
Supposons que AB = 2u, le carré ABCD a comme aire 4u? et le polygone
ABC DO a comme aire 3u®. Donc le carré final a ses cotés de longueur v/3u.
Sam Loyd a donné la solution suivante d’un puzzle de 4 pieces :

AN

Dudeney lui a fait remarqué que son "carré" final n’était pas carré ! La figure obte-
nue par Loyd est en effet un rectangle de dimension :

7/4,12/7 c’est-a dire 1.75,1.71428571429 ce qui aprroche V3.

Dudeney a alors donné la solution suivante d’un puzzle de 5 pieces :
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L

Pour I'instant, on n’a pas trouvé de découpage en 4 pieces.... Peut-&tre que vous
allez un trouver un !

J’ai cherché mais je n’ai trouvé que d’autres découpages en 5 pieces.

En voici un voici :

all

11.22.2 Les commandes des figures

On tape dans un niveau de géométrie 2d pour avoir le résultat de Loyd :

polygone (0, 2xi,1+1);
polygone (0,1/2,1/2+1/2,affichage=4+rempli);
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polygone (2x1,1/242%1,1/2+3%x1/2,affichage=5+rempli) ;

a:=1/4;b:=2/7;

L:=NULL;

pour k de 0 jusque 5 faire

:=L,2-k*a+ix (k+1) *b, 2— (k+1) xa+ix (k+1) xb;
L:=L,2-(k+1) *a+ix (k+1) b, 2— (k+1) xa+ix (k+2) xb;

fpour;

polygone (2,L,1/2+(2-b)xi,1/2+3/2*i,1+1,1/2+1/2,1/2,
affichage=l+rempli);

polygone (L,1/24+2%1,2+2+1i,affichage=2+rempli);

polygone (3+1,5/2+1,5/2+1/2,affichage=4+rempli);

polygone (3+1,5/2+1,5/2+3%x1/2,affichage=5+rempli) ;

polygone (4, op (gauche ([L],23)+[2$23]),5/2+(2-b) *1,5/2+3/2*1,
3+i,5/2+i/2,5/2,affichage=1l+rempli) ;

polygone (op ([L1]1+[ (2+a—-1i*b) $24]),5/24+a+2x1i-1ixb, 4+a+2+«i—-ixb,
affichage=2+rempli) ;

On tape dans un niveau de géométrie 2d pour avoir le résultat de Dudeney :

segment (0,2%1);

polygone (0,1,1+i,affichage=4+rempli) ;

polygone (2x1i,1+2%1i,1+4i,affichage=5+rempli);

polygone (1,2, 2+ixsqgrt (3),affichage=1+rempli);

G:=point (1+(3-sqgrt (3)) i) :;

segment (G, sqrt (3) + (3—-sqrt (3)) *1);

polygone (1, 1+ (3-sgrt (3)) i, sgrt (3)+(3—-sqgrt (3)) i,
affichage=2+rempli);

polygone (2+sqrt (3) x1i,2+2*1i,1+2%1,1,1+(3-sqrt (3)) *1,
sqrt (3) + (3-sqgrt (3)) »i,affichage=3+rempli) ;

polygone (7/2+1i+sqrt (3),5/2+ixsqrt (3),7/2+1i* (sqgrt (3)-1),
affichage=5+rempli);

polygone (5/2+i*sqrt (3),5/2+ix (sqrt (3)-1),7/2+1i* (sqrt (3)-1),
affichage=4+rempli) ;

polygone (3/2+sqrt (3),5/2+sqgrt (3),5/2+sgrt (3) +i*sqrt (3),
affichage=l+rempli) ;

polygone (5/2+sqrt (3) +i*xsqrt (3),7/2+sgrt (3) 1,
7/2+ (=3+2+sqrt (3)) «1i,affichage=2+rempli) ;

polygone (7/2+1i* (sqrt (3)-1),5/2+ (sqrt (3)-1)*1,5/2,3/2+sqrt (3),
7/2+ (=3+2+sqrt (3)) «i,affichage=3+rempli) ;

On tape dans un niveau de géométrie 2d pour avoir mon découpage :

segment (0,2%1);

polygone (0,2,3/2+i*sqrt (3)/2,affichage=1+rempli);

polygone (5/2+1,5/2+sqrt (3),5/2,affichage=1+rempli) ;

polygone (0, 3/2+i*sqrt (3) /2, (4+3xi-(sqrt(3)))/2,1/2+3/2x1i,
1+i,affichage=2+rempli);

C:=projection (droite (5/2+i,5/2+sqrt (3)),5/2+sqgrt (3)+ixsqgrt (3)) :;

polygone (5/2+sqrt (3) +i*xsqgrt (3),5/2+ixsqrt (3),5/2+1,C,
affichage=2+rempli) ;
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polygone (2,2+1ix3/2,2-sqrt (3) /2+ix3/2,affichage=3+rempli) ;

polygone (C,5/2+sqgrt (3),5/2+sqgrt (3) +i*sqgrt (3),
affichage=3+rempli) ;

polygone (2x1i,1/2+3%1i/2,2*i+1,affichage=4+rempli);

polygone (1+2%1,1/2+3%1/2,3/2%i+2,2+2x1,affichage=5+rempli) ;

F:=point (5/2+sqrt (3) —-sqgrt (2) /2+ixsqgrt (3)) :;

E:=rotation (5/2+sqgrt (3)+ixsqrt (3),pi/12,F) :;

D:=projection( droite (y=—(x-5/2)/sqgrt (3)+1),E) :;

polygone (5/2+sqrt (3) +i*sqrt (3),E,D,C,affichage=5+rempli) ;

triangle (E,D, rotation ((D+E)/2,pi/2,E),affichage=4+rempli);

11.22.3 Puzzle transformant 1 rectangle en 1 rectangle de méme aire

Dans la recherche du probleme du puzzle Dudeney-Loyd, on peut facilement
transformer le polygone ABCOD en un rectangle de méme aire, puis on peut
transformer ce rectangle en un carré : ¢’est pourquoi on cherche comment faire un
puzzle qui transforme 1 rectangle en un rectangle (ou un rectangle en un carré) de
méme aire.

Nous cherchons donc ici, comment on peut faire un puzzle qui réalise un rec-
tangle de dimensions a X b (avec b < a) et un rectangle de dimensions ¢ x d (avec
d < ¢ < a) et de méme aire i.e. vérifiant @ * b = ¢ * d.

Voici 2 solutions de 3 picces.

Premiére solution

On utilise la méme méthode que Dudeney :

Soient ABC'D le rectangle de dimension AB = a x BC = bet AB1C1D; le
rectangle de dimension AB; = ¢ x B1C1 = d.

Si d <= 2b on peut faire la construction qui suit sinon si 2b < d <= 3b, on trans-
forme le rectangle (a — ¢) x b en le rectangle ¢ x d; avec d1 = d — b ce qui oblige
a avoir une piece de plus qyi sera le rectangle ¢ x b.

Prenons comme repere AB, overrightarrowAD.

D1] CA|

D
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B est le point d’affixe c et D; est le point d’affixe ¢ * d dans ce repere.

La premiere piece du puzzle est le triangle AB1 D (sur la figure en rouge).

Soit F'le point d’affixe @ — ¢ + ¢ x b et G le point d’affixe a — ¢ + i * (2b — d)d La
deuxieme piece du puzzle est le polygone B1 BC'F'G (sur la figure en vert).

La troisieme piéce du puzzle est le triangle D F'G (sur la figure en jaune).

Onadonc FG=b— (2b—d) =d—bet DF = a — ¢ = BB, donc si on fait
glisser la piece verte le long de DB pour amener GG en D (i.e on lui fait subir une
translation de vecteur @) et glisser la pi¢ce jaune le long de D B pour amener GG
en By (i.e on lui fait subir une translation de vecteur G By), on obtient un rectangle
de dimension ¢ x d (bien siir si ¢ = va* b, on a alors d = c et le rectangle de
dimension ¢ X d est un carré).

Voici le programme correspondant :

puzzler2rl(a,b,c) :={
local x0,d,pl,p2,p3,pc,pa,pll,pl2,pl3;
si a<b alors (a,b):=(b,a);fsi;
d:=ax*b/c;

(c,d);fsi;
(c,a); (d,b):=(b,d);fsi;

si c<d alors (d,c):
si a<c alors (a,c):
x0:=ceil (c);
si d>2xb alors "utiliser puzzler2rl(a-c,b,c)" fsi;
pc:=polygone (0, c,c+ixd, ixd) :;
pa:=polygone (x0, x0+a, x0+a+ixb, x0+ixb) :;
pl:=affichage (polygone (x0,x0+c, x0+ixb), l+rempli) ;
p2:=affichage (polygone (x0+a-c+ix (2b-d), x0+c, x0+a,
x0+a+ixb, x0+a-c+ixb), 2+rempli) ;
p3:=affichage (polygone (x0+ixb, x0+a-c+ix (2b-d),

x0+a-c+ixb),3+rempli);
pll:=affichage (polygone (0, O+c, ixb), l+rempli) ;
pl2:=affichage (polygone (i*xb,2c—-ati* (d-b),ct+ix (d-Db),
ct+i*d, i*d),2+rempli);
pl3:=affichage (polygone (2«c—a+ix (d-b),c,c+i* (d-b)),
3+rempli);
retourne pl,p2,p3,pll,pl2,pl3;
bed

Deuxiéme solution

Soient ABC'D le rectangle de dimension AB = a x BC = bet AB1C1D; le
rectangle de dimension AB; = ¢ x B1C] = d. Si Va? — ¢2 < d on peut faire la
construction qui suit sinon si d < va? — ¢? < 2d, la méme construction donnera
4 pieces et si 2d < Va? — ¢ < 3d, on transforme le rectangle (a — ¢) x ben le
rectangle ¢ x d; avec d1 = d — b ce qui oblige a avoir une piece de plus qui sera le
rectangle ¢ x b.

Prenons comme repere B, zﬁ
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|
Da‘
E
A C2 B1 B

Soit E' le point d’ordonnée positive qui est 1’intersection du cercle de centre A et
de rayon c avec le cercle de diamétre AD.

On aura 3 pieces si E se trouve a I’intérieur du rectangle ABC'D et sinon on aura
4 pieces.

E se trouve a I'intérieur du rectangle ABCD si va? — ¢? < deneffetona:

aire de AEB=a * yg = c* va? — c2 donc :

yr < best équivalent 2 ayp = c* Va? — c2 < ab=cd

ce qui est équivalent a va? — ¢ < d.

Si va? — ¢ < d : on obtient 3 pieces.

La premiere piece du puzzle est le triangle rectangle AE D (sur la figure en rouge).
La deuxie¢me piece du puzzle est le polygone AEF D (sur la figure en vert).

La troisieme piece du puzzle est le triangle rectangle AC'F' (sur la figure en jaune)
dans lequel B = AD =d HG = DF.

Sur la figure de droite on voit comment les 2 rectangles sont imbriqués.

Si 2d > v/a? — ¢2 > d : on obtient 4 pieces.

Si 3d > va? — ¢2 > 2d on Voici la figure des 2 rectangles imbriqués :
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D1] E Ci]

F

Voici les programmes qui correspondent aux 2 cas va? — ¢? < d et Va2 — ¢ >
d:

puzzler2r2(a,b,c) :={
local x0,d,pl,p2,p3,pc,pa,pll,pl2,pl3,1;

si a<b alors (a,b):=(b,a);fsi;

d:=axb/c;

si c<d alors (d,c):=(c,d); fsi;

si a<c alors (a,c):=(c,a); (d,b):=(b,d); fsi;

si sqgrt(a”2-c”2)>d alors
retourne puzzler2r2l(a,b,c);

fsi;

x0:=ceil (c);

l:=sqgrt (a®2-c"2);

pc:=polygone (0, c,c+ixd,ixd);

pa:=polygone (x0, x0+a, x0+a+ixb, x0+ixb) ;

pl:=affichage (polygone (x0, x0+a, x0+c”2/a+i*c*1/a),
l+rempli) ;

p2:=affichage (polygone (x0, x0+ixb, x0+a-bx1/c+i*b,
x0+c*2/a+ixcx1l/a), 24+rempli) ;

p3:=affichage (polygone (x0+a, x0+a+ixb, (x0+a-b*1/c)+ixb),
3+rempli);

pll:=affichage (polygone (ixd, c+ix (d-1),c+ixd), l+rempli);

pl2:=affichage (polygone (0,c,c+ix (d-1),bx1/a+i*c*b/a),

2+rempli);

pl3:=affichage (polygone (0, ixd,b*1/a+i*cxb/a), 3+rempli) ;

retourne pl,p2,p3,pll,pl2,pl3;

b

puzzler2r2l (a,b,c) :={
local x0,d,pl,p2,p3,p4,pc,pa,pll,pl2,pl3,pl4,1,E,M,F,P,Q;
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si a<b alors (a,b):=(b,a);fsi;

d:=axb/c;

si c<d alors (d,c):=(c,d);fsi;

si a<c alors (a,c):=(c,a); (d,b):=(b,d); fsi;

si sqgrt(a®2-c*2)<=d alors retourne puzzler2r2(a,b,c); fsi;

x0:=ceil (c);
:=sqgrt (a®2-c*2);
:=point (c"2/a+i*cx1l/a);
:=point (a-bx*1l/c +ixb);
:=point (bxc/1+ix*b);
:=a+ (E-F);
:=a+ (M-F);
pc:=polygone (0, c,c+ixd, ixd);
pa:=polygone (x0, x0+a, x0O+a+tixb, x0+ixb) ;
pl:=affichage (polygone (x0,x0+affixe (M), x0+affixe (F),
x0+affixe (Q),x0+taffixe(P)), l+rempli);
p2:=affichage (polygone (x0,x0+ixb,x0+affixe (M)),
2+rempli);
p3:=affichage (polygone (x0+a, x0+affixe (F),
x0+a+ixb),3+rempli);
pd:=affichage (polygone (x0+a, x0+affixe (Q),
x0+affixe (P)),4+rempli);
pll:=affichage (polygone (ixd+longueur (0,M), c+ixd-ixlongueur (E,F),
c,c—longueur (P,Q)),ixd, 1+rempli) ;
pl2:=affichage (polygone (0,bx1/a+ixbxc/a, c-longueur (P,Q)),
2+renmpli) ;
pl3:=affichage (polygone (0, ixd,bx1l/a+i+b*c/a, 3+rempli) ;
pld:=affichage (polygone (c+i*d, longueur (0, M) +ix*d,
ctixd-ixlongueur(E,F)),4+rempli);
retourne pl,p2,p3,p4,pll,pl2,pl3,pl4;
bed

o K HHE -

11.22.4 D’autres puzzles de 5 pieces

On va transformer de différentes fagons le polygone ABC'OD en un rectangle
d’aire égale i 3, puis on transfermera ce rectangle en un carré de coté /3.
Les différentes transformations de ABCOD en un rectangle A, B;C D,
Voici 4 transformations possibles (bien siir il y en d’autres !) :
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Pour le quatrieme, il faut admettre que les pieces sont réversibles.

On cherche maintenant des puzzles de 5 pieces.

Avec le premier découpage

C’est celui de Dudeney : il a ensuite transformer le rectangle en un carré avec la
liere méthode (la 2ieme méthode est possible mais elle va donner un puzzle avec
6 pieces).

Avec le deuxiéme découpage

Avec la premiere méthode, on obtient :

Avec la deuxieme méthode, on obtient :
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AZA

Avec le troisieme découpage
Avec la premiere méthode, on obtient :

Avec la deuxieéme méthode, on obtient le puzzle donné au debut de la section.
Avec le quatrieme découpage

On uitilise la premiére méthode et a condition que la piece verte soit réversible, on
obtient :
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si la piece verte n’est pas réversible, il faut rajouté une sixieme piece :

On a tapé pour ces 2 dernieres figures :

segment (3—-sqrt (3) +ix (-sqgrt (3)+2), 3-sqrt (3)+i);

polygone (0, sgrt (3),1i,affichage=l+rempli);

polygone (7/2,7/2+sqrt (3),7/2+i,affichage=1+rempli) ;

polygone(2,3,3+1,3-sqgrt (3)+i,3-sqrt (3) +i* (sgqrt (3)-1),
affichage=2+rempli);

polygone (3—-sgrt (3) +i* (2-sqgrt (3)),sqrt (3), 2,
3-sqrt (3) +ix (sqrt (3)-1),affichage=5+rempli);

tl:=1/2+sqgrt (3)+ix (sqrt(3)-1);

polygone (t1+3-sqrt (3)+ix (2-sqrt (3)),tl+sgrt (3),tl+2,
t1+3-sgrt (3)+ix (sqgrt (3)-1),affichage=5+rempli);

polygone (tl1+2,t1+3,t1+3+i,t1+3-sqrt (3)+1i,
t1+3-sgrt (3)+i* (sgrt (3)-1),affichage=2+rempli) ;

polygone (3-sqgrt (3)+i,3-sqrt (3) +i* (sqrt (3)-1),1+1,
affichage=4+rempli);

polygone (3—-sgrt (3) +ix (2-sqrt (3)),3-sqgrt (3) +ix (sgqrt (3)-1),
1+i,1i,affichage=3+rempli);

t2:=1/2+2%sqgrt (3)+ix (sqrt (3)-2);

polygone (t2+3-sqrt (3) +ix (2-sqgrt (3)),t2+3-sqgrt (3) +ix (sqgrt (3)-1),
t2+1+i,t2+1i,affichage=3+rempli) ;

polygone (t2+3-sqgrt (3) +1i,t2+3-sgrt (3) +ix (sqgrt (3)-1),
t2+1+1i,affichage=4+rempli);

polygone (-9/4x1+2,-9/4%i+2+sqrt (3),1-9/4+1+2,
affichage=l+rempli);

t3:=-9/4%x1+2;
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polygone (-=9/4x1i+5-sqrt (3) +i* (2—-sqrt (3)),—-9/4x1+5-sqrt (3) +
i*(sqgrt(3)-1),-9/4%14+3+1,-9/4«i+2+i,affichage=3+rempli);
polygone (£3+3-sqrt (3) +ix (2-sqgrt (3)),t3+sgrt (3),t3+2,
t3+3-sgrt (3)+ix (sqrt (3)-1),affichage=5+rempli) ;
polygone (=5/4x1+3,-5/4%1+2,-1/4%xi+2,-1/4x1i+2+sqrt (3),
2+sqrt (3)—-1/4xi+ix (sqrt (3)-2),affichage=2+rempli);
polygone (=1/4x1i+4,-1/4%1+2+sqgrt (3),2+sqgrt (3)-1/4*i+i% (sqrt (3)-2),
affichage=4+rempli);

que I’on a modifié pour mettre la 6ieéme piece :

segment (3—-sqrt (3) +i* (-sqrt (3)+2), 3-sqgrt (3)+i);

polygone (0, sgrt (3),1i,affichage=l+rempli);

polygone (7/2,7/2+sqrt (3),7/2+i,affichage=1+rempli) ;

polygone (2, 3+i,3-sqrt (3)+i, 3—-sgrt (3) +ix (sgrt (3)-1),
affichage=2+rempli);

polygone (2,3,3+i,affichage=6+rempli) ;

polygone (3—-sgrt (3)+i* (2-sgrt (3)),sqgrt (3), 2,
3-sqgrt (3)+ix (sqrt (3)-1),affichage=5+rempli) ;

tl:=1/2+sqrt (3)+1i*(sqrt(3)-1);

polygone (t1+3-sqrt (3)+ix (2-sgrt (3)),tl+sgrt (3),
tl1+2,t1+3-sqgrt (3)+ix (sqrt(3)-1),affichage=5+rempli);

polygone (t1+2,t1+3+1,t1+3-sqgrt (3)+1i,tl1+3-sgrt (3)+ix (sqgrt (3)-1),
affichage=2+rempli) ;

polygone (t1+2,t1+3,t1+3+i,affichage=6+rempli);

polygone (3-sgrt (3)+1i,3-sqgrt (3)+ix (sqrt(3)-1),1+1i,
affichage=4+rempli);

polygone (3—-sgrt (3) +ix (2-sqrt (3)),3—-sqgrt (3) +ix (sgqrt (3)-1),
1+i,1i,affichage=3+rempli);

t2:=1/2+2+xsqgrt (3)+ix (sqrt (3)-2);

polygone (£t2+3-sqrt (3) +ix (2-sqgrt (3)),t2+3-sgrt (3) +ix (sgrt (3)-1),
t2+1+1i,t2+1i,affichage=3+rempli) ;

polygone (£t2+3-sqrt (3) +1i,t2+3-sgrt (3) +ix (sgrt (3)-1),t2+1+1,
affichage=4+rempli);

polygone (=9/4x1+2,-9/4%1+2+sqgrt (3),1-9/4x1+2,affichage=1l+rempli) ;

t3:=-9/4xi+2;

polygone (=9/4x1+2+3-sqrt (3) +i% (2-sqrt (3)),-9/4*1+2+3-sqrt (3) +ix* (sqrt (3)-1),
-9/4%i+2+1+i,-9/4x1i+2+1i, affichage=3+rempli);

polygone (£3+3-sqrt (3)+ix (2-sqgrt (3)),t3+sqgrt (3),t3+2,
t3+3-sgrt (3)+ix (sqgrt (3)-1),affichage=5+rempli);

t0:=1-1x5/4;

polygone (£t0+2,t0+3+1,t0+3-sgrt (3)+1i,t0+3-sgrt (3)+ix (sgrt (3)-1),
affichage=2+rempli);

polygone (t0+1,t0+2,t0+1+i, affichage=6+rempli);

polygone (£t0+3-sqrt (3)+1,t0+3-sgrt (3)+ix (sqgrt (3)-1),t0+1+1,
affichage=4+rempli) ;
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11.22.5 Une solution de 6 pieces et de 8 piéces 2 a 2 égales

On utilise la relation :
/3 est la longueur de ’hypoténuse d’un triangle rectangle de coté 1 et v/2 (car
(v3)2 43 =142 =12 + (/2)? : attention ce triangle n’est pas la moitié d’un
triangle équilatéral !) L’aire de 4 de ces triangles rectangles vaut 21/2 il manque
alors un carré d’aire 3 — 2v/2 i.e . de coté /2 — 1 car :
(V2-1)2=3-22
On utilise pas un rectangle comme inremédiaire mais 2 piéces doivent avoir une
double face i.e réversible.
On obtient un puzzle de 6 picces dont 2 pieces la verte et la bleue sont a double
face i.e réversible :

On a tapé :

0,1,sqgrt (2)*i,affichage=1l+rempli);
2,1,2+sqrt (2) xi,affichage=2+rempli) ;

1,1+1i,2-sgrt (2)+sqgrt (2) i, sqgrt (2) xi,affichage=3+rempli);
1,1+1i,sqgrt (2) +sqrt (2) i, 2+sqrt (2) xi,affichage=4+rempli) ;
2xi,sqrt (2)«i,2-sqrt (2) +sqrt (2) xi,affichage=5+rempli);
2+2+%1,2+sqgrt (2) xi, sqrt (2) +sqgrt (2) i, affichage=6+rempli) ;
A:=point (5/2+sqrt (3) /3+ixsqrt(2/3)) :;;

polygone (5/2,5/2+sqrt (3),A,affichage=1l+rempli);

B:=point (5/2+ (3-sqrt (2)) /sqgrt (3)+i/sqrt (3)) :;

carre(A,B,C,D);

F:=rotation(A,pi/2,C):; G:=rotation(C,pi/2,RA):;;

polygone (5/2+1i*sqrt (3),C,5/2+sqgrt (3) +i*sqrt (3),affichage=2+rempli);
5/2+i*xsqgrt (3),5/2,A,F,affichage=3+rempli) ;

5/2+sqrt (3),G,B,5/2+sqrt (3) +i*xsqrt (3),affichage=4+rempli) ;
A,C,F,affichage=5+rempli);

A,C,G,affichage=6+rempli);

polygone
polygone
polygone
polygone
polygone
polygone

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~

polygone
polygone
polygone
polygone

— o~ o~ —~
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Un autre puzzle de 8 pieces égales 2 a 2.
On utilise le triangle rectangle de cotés 1, v/2, sqrt3 (attention ce n’est pas la moitié
d’un triangle équilatéral !) :

On a tapé pour faire ce dessin :

polygone (0, 1+i,1-1/sqrt (2)+ix (1+1/sqgrt (2)),affichage=1l+rempli) ;

polygone (2+2x1i,1+1, (1+1/sgrt (2))+ix(1-1/sqrt (2)),affichage=2+rempli);
polygone (0, 1+i,1,affichage=3+rempli);

polygone (2,1+i,1,affichage=4+rempli) ;

polygone (0, sqgrt (2) i, 1-1/sqrt (2)+ix (1+1/sqrt (2)),affichage=5+rempli);
polygone (2421, (1+1/sgrt (2))+ix (1-1/sgrt (2)),2+(2-sqgrt (2)) 1, affichage=6+remg
polygone (2x1i,sqrt (2) i, 1-1/sqgrt (2)+ix (1+1/sqrt (2)),affichage=0+rempli) ;
polygone (2,2+ (2-sqrt (2) ) *1i, 1+1/sqgrt (2)+ix (1-1/sqrt (2)),affichage=17+rempli);
B:=rotation (5/2+sqgrt (3) * (1+i),atan(sqrt (2)),5/2+sqrt (3)-1+sqrt (3) 1) :;
C:=rotation (5/2+sqgrt (3),atan(sqrt (2)),5/2+sqgrt (3)+1i) :;

polygone (5/2+sqrt (3),5/2+sqgrt (3) +sqgrt (3) »i, C,affichage=l+rempli);

polygone (5/2+i*sqrt (3),5/2+sqrt (3) x (1+1), B,affichage=2+rempli);
P:=projection (droite (5/2+sqgrt (3)*1,B),5/2) :;

polygone (P, 5/2+sqrt (3) i, rotation (P,pi/2, (sqrt (3) «i+5/2)),affichage=3+rempli)
Q:=projection (droite(5/2+sqrt (3),C),P) :;

polygone (Q,5/2, rotation(Q,pi/2,5/2),affichage=4+rempli) ;

R:=inter_unique (cercle (5/2,sqgrt (2)-1),cercle (5/2+ixsqrt (3),sqrt(2))) :;
polygone (5/2,5/2+i*sqrt (3), R,affichage=6+rempli);

S:=inter_unique (cercle (5/2,sqrt (2)),cercle(5/2+sqrt (3),sqgrt (2)-1)) :;
polygone (5/2,5/2+sqrt (3), S,affichage=5+rempli);

polygone (B, Q,C,affichage=17+rempli);

polygone (B, P,Q,affichage=0+rempli) ;
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11.22.6 Une autre solution de 6 piéces sans un rectangle comme inter-
médiaire

h I

T~ L

On a tapé pour faire ce dessin :

polygone (i* (2-sqrt (3)),2+1i,1+1i,1+ix (2-sqgrt (3)),affichage=l+rempli);
polygone (5/2+ix (2-sqrt (3)),5/2+2%1,5/2+1+1,5/2+1+1* (2-sqrt (3)),affich
segment ( (2-sqgrt (3)) «i, 2+ (2-sqgrt (3) ) x1i);
polygone (5/2-1,5/2-142,5/2-1+2+1i* (2—-sqrt (3)),5/2-1i+(2-sqgrt (3)) x1i);
polygone (1+ix (2-sqgrt (3)),2+ix (2-sqrt (3)),2+2%1i,1+i,1+i* (2-sqgrt (3)),af
polygone (5/2+sqrt (3)+2%1,5/2+2%1,5/2+1+1i,5/2+sqrt (3) +1i,affichage=2+rer
carre(—-1i,sqrt (3)-1-1);
segment (sqrt (3)—1-1i+(2xsgrt (3)-3)*i, —-i+(2+sqrt(3)-3)*1);
segment (-i+5/2+3-sqrt (3), -1i+5/2+3-sqgrt (3) +i* (2—-sqrt (3)));
s:=segment (-i+5/2+i* (2-sqrt (3)),-i+5/2+sqgrt (3)-1);
A:=inter_unique (droite (x=5/2+4-2xsqrt (3)),s) :;;
B:=inter_unique (droite (x=5/2+4-2xsqrt (3)),droite (y=—1+2-sqrt (3))) :;;
segment (A, B) ;
segment (—i+ix (2-sqgrt(3)),—-i+sqrt (3)-1);
segment (2xc—-a+ix (d-b)-1i,c+tix (d-b)-1);
segment (-i+5/2+a-c+i* (2+«b-d),-i+5/2+ixb);
polygone (2, 2+i% (2-sgrt (3)),3-sgrt (3)+ ix (2-sqrt(3)),3-sqrt (3),
affichage=3+rempli);
polygone (5/2+sqrt (3) +i* (=1+sqgrt (3)),5/2+sqgrt (3) +1,5/2+1+1,
5/2+1+i% (-1+sqgrt (3)),affichage=3+rempli) ;
polygone (0, -1+sqgrt (3),ix (2-sqgrt (3)),affichage=4+rempli) ;
polygone (7/2+ix (2-sqrt (3)),7/2=-1+sqgrt (3)+i* (2-sqrt (3)),
7/242xix (2-sqrt (3)),affichage=4+rempli) ;
polygone (4-2xsqgrt (3) +ix (7-4xsqrt (3)),4-2+sqgrt (3) +ix (2-sqrt (3)),
ix (2-sqgrt (3)),affichage=5+rempli);
polygone (5/2+sqrt (3) +i* (2-sqrt (3)),5/2+sqgrt (3) +i* (=3+2*sqrt (3)),
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5/2-4+3xsqrt (3) +i* (-3+2*sqrt (3)),affichage=5+rempli) ;
polygone (4-2*xsqgrt (3) +i* (2-sqgrt (3)),4-2xsqgrt (3) +i* (7-4xsqgrt (3)),
sgrt (3)-1,3-sqgrt (3),3-sgrt (3)+ix (2-sqrt (3)),
affichage=6+rempli);
polygone (5/2+1+1i* (4-2*sqgrt (3)),5/2+1+ix (-1+sqrt (3)),
5/2+sqrt (3)+ix (-1+sqrt (3)),5/2+sqgrt (3) +i* (-3+2*sgrt (3)),
5/2-4+3xsqrt (3) +i* (-3+2*sqgrt (3)),affichage=6+rempli) ;

11.23 Puzzle d’un triangle quelconque et d’un carré et
d’un rectangle

On peut faire un puzzle qui reconstitue soit un triangle quelconque de surface
S, soit un rectangle de dimension a z b = S/a et bien sur ce rectangle sera un
carré de coté [ si a = V/S.
On va faire ici la construction du puzzle pour transformer un triangle quelconque
en un carré.

11.23.1 La construction du puzzle

Soit un triangle ABC' : on choisit AB = 10 et C' d’affixe a + ib (la figure ci
est faite aveca = 2etc = 7).
Soient [ (resp J, K) le milieu de AB (resp BC, AC).
ABC' a comme aire S = 5b donc le carré aura comme coté | = /5b Soit P
le point du segment BC' tel que IP = [ et ) le point du segment BC tel que
PQ = KI = BC/2. Le quadrilatere PKI( est un parallélogramme. Les tri-
angles PK J et QI B sont égaux.
Les triangles CK J et K Al sont égaux et ils ont comme aire .S/4 Donc 1’aire du
parallélogramme PK () vaut S/2.
Soient L (resp H) la projection de K (resp Q) sur PI. Les triangles PK L et IQH
sont égaux, donc les aires des triangles PK I et IQQP valent S/4 ce qui implique
que KL=HQ =1/2
Soit D le symétrique de C' par rapport a P. Puisque PQQ = BC/2ona DQ = QB
et donc D est le symétrique de B par rapport a Q.
Attention On suppose que P (tel que /P =) est sur C'J et que L la projection de
K sur PI estsur PI : c’est le cas si les 3 angles du triangle ABC' sont aigus...
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iy S

N w2 O Gy~ O

A
0 2 4 6 8 10 12

Le puzzle a 4 pieces qui sont :

pl:=polygone (A, I,L,K,affichage=1l+rempli);
p2:=polygone (I,B,Q,H,affichage=2+rempli);
p3:=polygone (P,C,K,L,affichage=3+rempli) ;
pd4:=triangle(P,H,Q,affichage=4+rempli);

r

’

On obtient le carré faisant effectuer :

a pl une translation de vecteur E (W = AT{ = R et,
DN = Al = TB)

a p2 une symétrie par rapport a () et

a p3 une symétrie par rapport a P.

On tape pour obtenir la figure ci-dessus :

A:=point (0);;

B:=point (10);

supposons (a=[2,-5,5,0.11);
supposons (b=[7,-5,5,0.11]);
C:=point (at+ixb);

l:=sqgrt (5*b);

I:=point (5);

J:=milieu(B,C);

K:=milieu(A,C);

triangle (A,B,C);
s:=segment (B,C) :;;
P:=inter_unique (cercle(I,1),s);
segment (K, P, affichage=3) ; segment (I,P);
L:=projection(segment (I,P),K);
segment (K, L) ;
d:=parallele (I, segment (K,P)) :;;
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Q:=inter_unique (d, s);
H:=projection (segment (I,P),Q);
polygone (Q,P,K,I);
segment (Q, H) ;

D:=symetrie (P,C);

translation (D-A,pl);

symetrie (Q,p2);
symetrie (P, p3);
S:=translation (D-A,L);
R:=symetrie (Q, H);
T:=symetrie(P,L);

M:=symetrie (P,K);
N:=symetrie (Q, I)

4

11.23.2 Le pavage induit

On tape :

supposons (a=
supposons (b

.0,-5,5,0.11);
0.11);

[2

[ 4 I l
pl:=polygone(A,I,L,K,affichage=1l+rempli);
p2:=polygone(I,B,Q,H,affichage=2+rempli);
p3:=polygone (P,C,K,L,affichage=3+rempli);
pd4:=triangle(P,H,Q,affichage=4+rempli);

c3:=affichage (symetrie (P, p3),3+rempli));
c2:=affichage (symetrie (Q,p2),2+rempli));
cl:=affichage (translation (D-A,pl), l+rempli));
affichage (translation(D-A,p3),3+rempli));

I
p
P,
(
(
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affichage (translation (D-A,p2),2+trempli))
affichage (translation (D-A,p4),4+rempli))

( ), )
( ) s )
affichage (translation(D-A,cl),l+trempli);
( ) )
( ) )

r
14

—_~ o~ o~ o~

4

affichage (translation (D-A, c2
affichage (translation (D-A,c3
sI:=symetrie(P,I):;;
affichage (symetrie(N,cl), l+rempli));
sd4:=affichage (symetrie (Q,p4),4+rempli));
T:=symetrie(P,L) :;S:=translation (D-A, L) :;
sS:=symetrie(N,S) :;
affichage (translation (sS-T,c3),3+rempli);
affichage (symetrie (P, p4), 4+rempli));
affichage (symetrie (M, cl), l1+rempli));
affichage (translation(sI-N,c2),2+rempli);

(

(

2+rempli
, 3trempli

14

affichage (translation (D-A, s4),4+rempli);
affichage (symetrie (N, c3),3+rempli);

On obtient la figure ci-dessus.

11.23.3 Le cas du triangle équilatéral

On retrouve le puzzle de Dudeney et le pavage induit si le triangle ABC' est
équilatéral i.e. sia = 5 et b = 5% sqrt(3) ~ 8., on obtient :

11.23.4 Le cas du triangle isocele rectangle

Si le triangle ABC est isocele rectangle :
sia =5etb=>5, on obtient :
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sia = 0etdb =10, on obtient :

11.23.5 Avec une animation

On tape (il faut avoir dédfini p1, p2, p3, p4) comme ci dessus) :

animtri(tl,t2,t3) :={
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local L;

L:=NULL;

L:=L,affichage (p4, 4+rempli) ;

L:=L,affichage (rotation(Q,t2*pi*l.,p2),2+rempli);
L:=L,affichage(rotation (P, -t3xpixl.,p3),3+trempli);
L:=L,affichage (translation(tl* (D-A),pl),l+rempli)
return L;

|

4

T2:=seqg([animtri(0,t2,0)],t2=0.0..1.0,0.1):;
T3:=seqg([animtri(0,1,t3)],t3=0.0..1.0,0.1) :;
Tl:=seqg([animtri(tl,1,1)],t1=0.0..1.0,0.1):;
T5:=seq([animtri(1,t2,1)],t2=1.0..0.0,0.1) :;
T6:=seqg([animtri(1,0,t3)],t3=1.0..0.0,0.1) :;
T4:=seq([animtri(tl1,0,0)],t1=1.0..0.0,0.1):;

Puis dans un niveau de géométrie, on tape :
animation(T2,T3,T1,T5,T6,T4)

On lance I’animation avec le bouton M situé dans le pavé a droite de lécran gra-
phique, puis on sélectionne Animation->Créer animation.

On arréte avec Animation->Fin

11.23.6 Avec une autre animation
On tape (ici tout a été redéfini) :

animtrig(a) :={
local A,B,C,D,I,K,L,H,P,Q,1,LR,d,s,p4,I1,A1,L1,K1,P1,C1,C2,P2,L2,K2;
LR:=NULL;

C:=point (2+ix7);

A:=point (0);

B:=point (10);

I:=point (5);

K:=point (1+i%3.5);

l:=sqgrt (35);

s:=segment (B, C) ;

P:=evalf (inter_unique (cercle(I,1),s));
L:=evalf (projection (segment (I,P),K));
d:=parallele (I, segment (K,P));

Q:=evalf (inter_unique(d, s));

H:=evalf (projection (segment (I,P),Q));
D:=evalf (symetrie(P,C));
p4:=affichage (triangle (P, H,Q), 4+rempli);
LR:=LR, p4;

LR:=LR,affichage (rotation(Q, a,quadrilatere(I,B,Q,H)),2+rempli) ;
Il:=rotation(Q,a,I);

Al:=rotation(Q,a,A);

Ll:=rotation(Q,a,L);

Kl:=rotation(Q,a,K)

4
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Cl:=rotation(Q,a,C);
Pl:=rotation(Q,a,P);
LR:=LR,affichage (rotation(Il,a,evalf (quadrilatere(Al,I1,L1,K1))),l+trempli);
P2:=rotation(Il,a,Pl);
C2:=rotation(Il,a,Cl);
L2:=rotation(Il,a,Ll);
K2:=rotation(Il,a,Kl)
LR:=LR,affichage (rotation (K2, a,evalf (quadrilatere (P2,C2,K2,L2))),3+rempli);
return LR;
b
Tl:=seq([animtrig(t4)],t4=0..3.14,3.14/10) :;
T2:=seq([animtrig(t4)],t4=3.14..0,3.14/10) :;

Puis dans un niveau de gépmétrie, on tape :
animation (T1,T2)
On obtient :

11.24 Puzzle d’un demi hexagone d’un triangle et d’un
demi carré

On transforme un demi hexagone de coté r en le triangle ABC AB = 3,
AC = r et BAC = 7/3 de méme aire S = 3r2/3/4).
Puis on transforme le triangle ABC' en un demi carré de dimention [ z/2 (KP = [
avec 1:=evalf (sqrt (3xsqrt (3) /2)) ;) selon la méthode qui transforme
un triangle quelconque en un rectangle (11.23).
On tape :

A:=point (0);
B:=point (3);
C:=point (1/2,sqrt (3)/2);



294 CHAPITRE 11. LES PUZZLES

hexagone (C, A) ;

:=segment (B, A) ; segment (B, C) ;

:=point (3/2);

:=milieu(B,C));

:=milieu(C,A));

:=evalf (sqrt (3*sqgrt (3)/2));

:=inter_unique (cercle(K,1l),s);
segment (P, K) ;

M:=projection (droite (K,P),Jd);
Q:=inter_unique (parallele(K,droite(J,P)),s);
N:=projection (droite(K,P),Q);

H:=point (2);
pl:=polygone(J,M,P,H) :;pl;
p2:=polygone (K,A,Q,N) :;p2;
p3:=polygone (K,M, J,C) :;p3;
H2:=point (3/2,sqrt (3)/2) :;;
pd4:=triangle (J,H,B) :;p4;
pS:=triangle(P,N, Q) :;p5;
D:=symetrie (P, B);
L:=milieu(K,M);

U X g H®

(
(

On obtient :
ty
1
0.5
-05
1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

On tape pour faire un demi carré et un demi hexagone avec 5 picces :

affichage (pl, l1+rempli);
affichage (p2,2+trempli);
affichage (p3, 3+rempli);
affichage (p4, 4+rempli);
affichage (p5, 5+rempli) ;
c3:=translation(D-C,p3) :;;
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cl:=symetrie(P,pl) :;;
cld:=symetrie(P,p4) :;;
c2:=symetrie (Q,p2) :;;

affichage (translation(-i,p5), 5+rempli);
affichage (translation(-i,cl), l+rempli);
affichage (translation(-i,c2),2+rempli);
affichage (translation(-i,c3),3+rempli);
affichage (translation(-i,c4),4+rempli);
R:=point (3-2*i+sqgrt (3) *1

x1) ;5

affichage (translation(R-C,p3),3+rempli);

affichage (translation(R-C,pl), l+rempli);

affichage (translation (R-C, symetrie (J,p4)),4+rempli);
affichage (translation (R-C,p2), 2+rempll)

affichage (translation(R-C,p5), 5+trempli);

4

14

On obtient :

“

On tape pour faire un carré et un hexagone avec 2 fois 5 pieces :

affichage (pl, l+rempli
affichage (p2, 2+rempli
affichage (p3, 3+rempli);

)
)
)
affichage (p4,4+rempli);
)
3

r

14

—~ o~ o~ —~

affichage (p5, 5+rempli
c3:=translation (D-C,p
cl:=symetrie(P,pl) :;
cd:=symetrie (P,p4) :;
c2:=symetrie(Q,p2) :;

) :

affichage (translation(-i,p5), 5+rempli);
affichage (translation(-i,cl),l+rempli);
affichage (translation(-i,c2),2+rempli);
affichage (translation(-i,c3),3+trempli);
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affichage (translation (-
R:=point (3-2xi+sqgrt (3)
affichage (translation
affichage (translation

affichage (translation

affichage (translation

O:=point (7/2-2*i+sqgrt (3
affichage (symetrie (O, tr
affichage (symetrie (O, tr
affichage (symetrie (O, tr
affichage (symetrie (O, tr
affichage (symetrie (O, tr
T:=translation(-1i, symet
S:=translation ((D-C) -

affichage (symetrie (mili
affichage (symetrie (mili
affichage
affichage
affichage

*

(R

( (R
affichage (translation (R—
( (R

(R

(
symetrie (mili
symetrie (mili
symetrie (mili

—~ o~ o~ —~

On obtient :
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i,c4),4+rempli);

i) :5;
C,p3),3+rempli);;

-C,pl), l+rempli);;
C,symetrie(J,p4)),4+trempli);
C,p2),2+rempli);

-C,p5), 5+rempli);

) /2%1) :;;

anslation(R-C,p5)),5+rempli);

anslation (R-C,pl)),ltrempli);

anslation (R-C,p2)),2+rempli);

anslation (R-C,p3)),3trempli);

anslation (R-C, symetrie(J,p4))),4+rempli);

rie(Q,N)) :;

M) :;

eu(T,S),translation(-1i,c2)),2+rempli);

eu(T,S),translation(-i,cl)), l+rempli);
eu(T,S),translation(-i,c3)),3+rempli);
eu(T,S),translation(-1i,p5)),5+rempli);
eu(T,S),translation(D-C-1i, symetrie(J,p4)))

g . .
s

|

)

ou bien on remplace les 6 dernieres lignes :

S:=translation ((D-C)
affichage (symetrie(milieu
affichage
affichage
affichage
affichage

-i,M) :;
’
symetrie(milieu (T,
symetrie (
symetrie (milieu (T,
(

(T,S),
(T,S),
milieu(T,S),
(T,S),
(T,S),

—~ o~~~

symetrie (milieu (T,

par:

translation
translation
translation
translation
translation

(=1,c2)),2+rempli);
(=i,cl)),l+rempli);
(=1,c3)),3+trempli);
(=1,p5)),5+rempli);
(D-C—-1i,symetrie(J,p4))),

, A+1r

441
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U:=translation(-i,N) :;

affichage (translation ((T-U)-1i,c2),2+rempli);

affichage (translation((T-U)-1i,cl),l+rempli);

affichage (translation ((T-U)-1i,c3),3+rempli);

affichage (translation((T-U)-1i,p5),5trempli);

affichage (translation ((T-U)+ (D-C)-i, symetrie(J,p4d)),4+rempli);
On obtient :

g . .
r\\
Sy

On tape pour 10 pieces (5+5 symétriques)

affichage (pl, l+rempli
affichage (p2,2+rempli
affichage (p3, 3+rempli);

)i
)i
)
affichage (p4, 4+rempli);
)
3

14

’

—~ o~ o~ —~

affichage (p5, 5+rempli
c3:=translation (D-C,p
cl:=symetrie(P,pl) :;
cd:=symetrie(P,p4) :;
c2:=symetrie(Q,p2) :;
affichage (translation(-1i,p5
affichage (translation(-i,cl
affichage (translation(-i,c2
(=1,c3
(-1, c4

) :

, S+rempli
l+rempli

)
) 4
, 2+rempli) ;
)
)

)

)

)
affichage (translation(-i,c3),3+rempli);
affichage (translation(-i,c4),4+rempli);
d:=translation(—i+D—C,droite(K M))):;
ccd:=symetrie(d,translation (-
cc3:=symetrie(d,translation (-
cc2:=symetrie(d,translation (-
ccl:=symetrie(d,translation (-

(-

ccH:=symetrie(d,translation

(
(
(
(
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affichage(ccl, l1+rempli
affichage (cc2, 2+rempli);

)
)
affichage (cc3, 3+rempli);
)
)

4

—_~ o~ o~ o~

affichage(cc4, 4+rempli
affichage (cch, S5+rempli
hexagone (3-2x1,4-2x1);
R:=point (3-2*x1i+sqgrt (3) *
affichage (translation (R—-
affichage (translation (R—
affichage (translation (R—
( (R-
(R—
(3

4

14

i) ;5
r3),
pl),

2)
)

affichage (translation
affichage (translation P
V:=point (3-2+i+ixsqrt (3)/2):

W:=point (4-2xi+i*sqrt (3 )/2).
affichage (symetrie (droite (V,W),
affichage (symetrie (droite (V,W),
affichage (symetrie (droite (V,W),
affichage (symetrie (droite (V, W),
affichage (symetrie (droite (V,W),

(
(
(
(

On obtient :

i
C,
C,
C, symetrle(J r4))
C,
C
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3+rempli);
l+rempli);

2+rempli) ;
S5+rempli);

translation (R—
translation (R-
translation (R—
translation (R-
translation (R-

4

14

C
C
C,p
C
C

I

p
p2

, 4+rempli) ;

1))

3))

, l+rempli

)),2+rempli);

3+rempli

, symetrie (J, p4
5)),

S+rempli

“

ou bien en modifiant les définitions de cc1.

d:=translation (-i+D-C,droite (K, M)
ccd:=symetrie(d,translation(-1i,c4

.ccb en remplacant les lignes :

14

))

))
cc3:=symetrie(d,translation(-1i,c3)) :;
cc2:=symetrie(d,translation(-1i,c2)) :;
ccl:=symetrie(d,translation(-i,cl)) :;
cch:=symetrie(d,translation(-1i,p5)) :;

)i
)i
)i
)
)i

4

)) , d+trem

4
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par:

S:=translation ((D-C)-1i,M) :
T:=translation (- 1,symetr1e(Q N)) :;
U:=translation(-i,N) :;

dl:=mediatrice(T,S) :;

ccd:=symetrie(dl,translation((T-U)-1i,c4)) :;
cc3:=symetrie(dl,translation((T-U)-1i,c3)) :;
cc2:=symetrie(dl,translation((T-U)-1i,c2)) :;
ccl:=symetrie(dl,translation((T-U)-1i,cl)) :;
ccS:=symetrie(dl,translation((T-U)-1i,p5)) :;

On obtient :

“
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Chapitre 12

Pour s’amuser avec les
probabilités

12.1 Les anniversaires de 3 personnes

Trois amis sont n¢s une méme annee de 365 jours.
On suppose que les dates de naissance sont équiprobables.
Quelles sont les probabilités pour que :
1/ 1Is soient nés le méme jour,
2/ Deux d’entre eux seulement soient nés le méme jour,
3/ Ils soient nés a des dates différentes,
4/ Quelle relation vérifie ces trois réponses ?

Solution
On donne un numéro aux amis, i.e. on les ordonne.

Soit  I'univers ensemble de triplets de nombres allant de 1 & 365. Il y a 3653
triplets possibles, donc card(Q2) = 3653.

1/ Soit A 1’événement "Ils sont tous les trois nés le méme jour". cela signifie
que A est composé de triplés formés par 3 nombres égaux donc, card(A) = 365.
Donc, p(A) = % = ﬁ ~ 7.5e — 06.

2/ Soit B I’événement "Deux seulement sont nés le méme jour". B est composé
de triplés formés par 2 nombres égaux et différents du 3-ieme. Il y a trois possibi-
lités (les deux premiers ou les deux derniers ou le premier et le troisieme) ont le
méme anniversaire donc, comme il y a 365 * 364 couples de nombres différents,
card(B) = 3 * 365 x 364.

Donc, p(B) = 3*33%55*3364 _ 3;635624 ~ 0.0082.

3/ Soit C I’événement "Ils sont nés a des dates différentes". C' est composé de
triplés formés par 3 nombres différents donc, comme il y a 365 * 364 * 363 triplets
formés de 3 nombres différents, on a card(C') = 365 * 364 * 363.

Done, p(C) = 365*33665%*363 _ 36346*53263 ~0.99.

4/ On doit avoir p(A) + p(B) + p(C) = 1 puisque A, B, C forment une parti-
tionde 2. ona:
1+ 3% 364+ 364 % 363 = 1 + 364 x 366 = 1 + (365 — 1)(365 + 1) = 365>

donc on a bien : p(A) + p(B) +p(C) = 1.

301
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12.2 Les anniversaires de n personnes

Dans une assemblée de n personnes, toutes sont nées une annee de 365 jours.
On suppose que les dates de naissance sont équiprobables.
On note p (n) la probabilité pour que 2 personnes au moins aient leur anniversaire
le méme jour.
1/ Calculer p (3),
2/ Donner la formule permettant de calculer p (n)
3/ Déterminer une valeur approchée de p (20), p
4/ Déterminer le nombre n pour que 1’on ait p(n)

(30) etp (367),

NP O

Solution
On donne un numéro aux personnes de 1’assemblée, i.e. on les ordonne.

Soit {2 I’'univers ensemble des n-uplets de nombres entiers de 1 a 365.
11y a 365" triplets possibles, donc card(Q) = 365™.

1/ D’apres ’exercice précédent, p (3) =p(A) + p(B) = % ~ 0.0082.

2/ On va tout d’abord chercher la probabilité de I’événement contraire : soit
D,, I’événement "Les n personnes ont leurs anniversaires a des dates toutes diffé-
rentes".

Ily a 365 %364 ... x 365 —n + 1 triplets formés de nombres différents deux
a deux, donc card(Dy) = 365 % 364 % ...365 — n + 1 = 52,

365! 364!
Done p(Dn) = 65— 153657 — (365 —n)l» 365"
(365 —n)!x 365" — 365! (365 —n)!* 36571 — 364!

etdonep(n) = 1=p(Dn) = e S g5 ~ (365 —n)l #3657

Avec Xcas on peut définir p (n) on tape :

p(n):=1-factorial (364)/ (factorial (365-n)*365" (n-1))
3/ Calculons avec Xcas, on tape :

evalf (perm(365,19)/365%19)

On obtient :

0.588561616419

donc p(Dap) ~ 0.588561616419 et

p(20)~ (1 —0.588561616419) ~0.411438383581

Ou on tape :

evalf (p(20))

On obtient :

0.411438383581

On tape :

evalf (perm(364,22)/365%22)

On obtient :

0.492702765676

donc p(Da3) ~ 0.492702765676 et

p(25)~ (1 — 0.492702765676) ~0.507297234324

Ou on tape :

evalf (p(23))

On obtient :

0.507297234324

On tape :
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evalf (perm(365,29)/365%29)

On obtient :

0.293683757281

donc p(Dsp) ~ 0.293683757281 et

p(30)~ (1—0.293683757281) ~0.706316242719

Ou on tape :

evalf (p(30))

On obtient :

0.706316242719

Ce qui veut dire que dans une assemblée de 20 personnes il y a 4 chances sur 10
pour que 2 personnes aient le méme anniversaire, que dans une assemblée de 23
personnes il y a 1 chance sur 2 pour que 2 personnes aient le méme anniversaire
et que dans une assemblée de 30 personnes il y a 7 chances sur 10 pour que 2
personnes aient le méme anniversaire ! ! ! !

Pour calculer p(367), on n’a pas besoin de Xcas car :

p(367) = 1 puisqu’il n’y a que 365 dates possibles (ou 366 ...) parmi les 367
personnes et donc deux personnes au moins ont forcément le méme anniversaire.

4/ On va utiliser le tableur pour chercher p(20)..p(30), pour cela on tape dans
20..A10 les valeurs de p(Dag)..p(Ds3o) :
=evalf (perm(365,20+Row()) /365" (204+Row () ))
et dans BO ..B10 les valeurs de p(20)..p(30) :
=1-A0
Puis, on remplit les colonnes A et B avec ces formules a I’aide du bouton remplir
(option vers le bas).
On rapelle que pour avoir la valeur d’une cellule dans la ligne de commande, on
doit appuyer sur le bouton eval.
On obtient :
B2=0.475695307663etB3=0.507297234324
doncn =23 carona:
p(23) = 0.507297234324 > 0.5 et
pour n = 22 p(22) = 0.475695307663 < 0.5.
On peut aussi taper dans CO :
=20+count_inf (0.5,B0:B10)
car on sait que 20 < n < 30 et que coun_inf (0.5,B0:B10) est la fonction
qui compte le nombre d’éléments stricrement inférieurs a 0.5 dans la colonne B (de
BO 2 B10).
On a mis 20 car il a 19+count_1inf (0.5,B0:B10) valeurs stricrement in-
férieures a 0.5 et donc 20+count_inf (0.5,B0:B10) est la premicre valeur
supérieure ou égale a 0.5.
On obtient dans CO :
23
On remargera que :
B21=0.903151611482
Ce qui veut dire que dans une assemblée de 41 personnes il y a 9 chances sur 10
pour que 2 personnes aient le méme anniversaire ! ! ! !

5/ On peut dessiner 1’évolution des p (n) en fonction de n lorsque n varie
entre 20 et 50. 11 suffit poir cela de rajouter une colonne entre A et B on met BO
en surbrillance et on appuie sur c+. La colonne B devient C, et une colonne B est
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créée.

On tape alors 0 dans BO, puis dans B1 on met =B0+1 puis on remplit la colonne
B avec cette formule.

Il suffit maintenant de mettre en surbrillance BO : C30 puis d’ouvrir le menu 2d et
de choisir Scatterplot pour voir les différents points dans 1’écran de géométrie
(changer la configuration du graphique pour voir tous les points).

12.3 Les 4 dés du jeu de Win

On considere les 4 dés suivants :
— les faces du dé A ont comme points :
— les faces du dé B ont comme points :
— les faces du dé C ont comme points :
— les faces du dé D ont comme points :
La partie se compose de 12 lancers.
Pour une partie, chacun des joueurs choisit un dé. A chaque lancer, celui qui a le
meilleur score marque 1 point. La partie se compose de 12 lancers.
On veut simuler ce jeu pour que 1’on puisse jouer contre I’ordinateur. L’ ordinateur
tire au hasard un dé, vous donne son choix, puis vous choisisez un parmi les 3 dés
qui restent. Puis vous jouez....
Quel dé faut-il choisir pour gagner contre I’ordinateur ?
On numérote les faces de chaque dé : par exemple, par ordre croissant des points
des faces, ainsi pour le dé A les faces 0,1 ont comme points O et les faces 2,3,4,5 ont
comme points 4. Pour jouer avec un dé, on tire au hasard un nombre entier entre O
et 5 (rand (6) ) pour voir sur quelle face tombe le dé, puis on regarde le nombre
de points de cette face. Ce nombre dépend du dé choisi.
On écrit donc une fonction qui renvoie pour chaque dé la valeur de la face n du dé.

~
~

w N = O
~

w N = O
~

w N =
~

w N O b
~

w o U1 >

~

~
~
~

~
~
~
~
~

]

4 ’

w o O >

14

~

4 14 b

rande (des, n) :={

if (des=="A"){if (n==0 or n==1) return 0 ;
else return 4;};

if (des=="R") {if (n==0 or n==1 or n==2) return 1;
else return 5;1};

if (des=="C") {if (n==4 or n==5) return 6;

else return 2;};
return 3;

bii

Puis on écrit le programme qui correspond a une partie (12 lancers pour chacun) et
qui renvoie la liste des scores (ordinateur,joueur).

JeuwinO () :={

local deo,dem, po,pm, scoro, Jj;
deo:=char (rand (4)+65);

print ("j"ai choisi le de "+ deo);

repeter saisir_chaine ("votre choix",dem);
jusqua dem!=deo;

scoro:=0;

for (J:=0;3<12; j++) {
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po:=rande (deo, rand (6));
pm:=rande (dem, rand (6) ) ;
print (po, pm) ;

if (po>pm) scoro:=scoro+l;
}

return [scoro,l2-scoro];

}

.o .
4

On peut aussi utiliser les listes A,B,C,D pour representer chaque dé, et le pro-
gramme devient beaucoup plus simple (on n’a pas besoin de la fonction rande ! !'!'!)
mais il faut transformer le caractére contenu dans deo (parex "A") en expr (deo)
(par ex en la valeur de la variable ). Pour dem on ne saisit plus une chaine mais di-
rectement le nom d’une variable avec saisir (dem) aulieude saisir_chaine (dem).

Jeuwin () :={

local deo,dem,po,pm, scoro, j,A,B,C,D;
deo:=char (rand(4)+65) ;

print ("j’ai choisi le de "+ deo);
A:=[0,0,4,4,4,4];

[1,1,1,5,5,5];
(2,2,2,2,6,6];
[3,3,3,3,3,3]
deo:=expr (deo) ;
repeter saisir ("votre choix",dem);
jusqua dem!=deo;
scoro:=0;
for (Jj:=0;3<12; j++) {
po:=deo[rand(6)];
pm:=dem|[rand(6) ];
print (po, pm) ;
if (po>pm) scoro:=scoro+l;

}
return [scoro,l2-scoro];

}

4

B:
C:
D: ;

4

On peut ensuite faire plusieurs parties. On tape :
score:=[0,07;
puis par exemple
score:=score+jewin ()
plusieurs fois et on obtient les scores cumulés.
Pour savoir quel dé il faut choisir, on cherche la probabilité que I’ordinateur
gagne selon les différents choix :

1. T'ordinateur a choisi le dé A,
— si vous choisissez le dé B,
L’ ordinateur gagne si le dé A fait quatre et le dé B fait un, donc

P(nA>nB)=(4/6)*(3/6) =1/3
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— si vous choisissez le dé C,
L’ ordinateur gagne si le dé A fait quatre et le dé C fait deux, donc

P(nA>nC)=(4/6)* (4/6) =4/9

— si vous choisissez le dé D,
L’ordinateur gagne si le dé A fait quatre, donc

P(nA >nD)=(4/6) =2/3

11 faut donc choisir le dé B pour gagner avec une probabilité de 2/3.

2. I'ordinateur a choisi le dé B,
— si vous choisissez le dé C,
L’ ordinateur gagne si le dé B fait cinq et le dé C fait deux, donc

P(nB >nC) = (3/6)%(4/6) =1/3

— si vous choisissez le dé D,
L’ordinateur gagne si le dé B fait cing, donc

P(nB > nD) = (3/6) = 1/2

— si vous choisissez le dé A,
casdéjavu: P(nB >nA)=1—-P(nA>nB)=2/3
11 faut donc choisir le dé C pour gagner avec une probabilité de 2/3.
3. l'ordinateur a choisi le dé C,
— si vous choisissez le dé D,
L’ ordinateur gagne si le dé C fait six, donc

P(nC >nD)=(2/6)=1/3

— si vous choisissez le dé B,
casdéjavu: P(nC >nB)=1—P(nB >nC)=2/3
— si vous choisissez le dé A,
casdéjavu: P(nC >nA)=1— P(nA>nC)=5/9
Il faut donc choisir le dé D pour gagner avec une probabilité de 2/3.
4. I’ordinateur a choisi le dé D,
— si vous choisissez le dé A,
casdéjavu: P(nD >nA)=1—P(nA>nD)=1/3
— si vous choisissez le dé B,
casdéjavu: P(nD >nB)=1— P(nB >nD)=1/2
— si vous choisissez le dé C,
casdéjavu: P(nD >nC)=1— P(nC >nD)=2/3
11 faut donc choisir le dé A pour gagner avec une probabilité de 2/3.
Remarque
La relation "le dé N; gagne le dé IN>" n’est pas transitive, en effet :
le dé B gagne le dé A,
le dé C gagne le dé B,
le dé D gagne le dé C,
le dé A gagne le dé D,



12.4. DES CALCULS DE MOYENNE 307

De plus, le jeu est trompeur car le choix ne depend pas du score moyen de chaque
dé, en effet :

le dé A fait en moyenne un score de 8/3,

le dé B fait en moyenne un score de 3,

le dé C fait en moyenne un score de 10/3,

le dé D fait en moyenne un score de 3 et pourtant le dé D I’emporte sur le dé C de
moyenne 10/3 mais il perd contre le dé A qui n’a qu’une moyenne de 8/3 !

12.4 Des calculs de moyenne

12.4.1 Nombre d’enfants moyen par famille

Dans un pays, le roi a décidé que les familles de ses sujets doivent avoir des
enfants jusqu’a ce qu’elles aient un garcon.
Quelle est le nombre d’enfants moyen par famille ?

Si X est la variable aléatoire égale au nombre d’enfants dans une famille, on

1
— P(X=1)==-
xX=n=g
— P(X=2)= 9]
1
— P(X =3)= 23
— .. 1
+o0 1
DoncE(X):Zk*Q—k
k=1
On tape :
sum(k/27k,k,1,+infinity)
On obtient :
2

Donc le nombre moyen d’enfants est 2....0n aurait pu s’en douter car dans chaque
famille il n’y a qu’un seul gar¢on et comme en moyenne il nait autant de filles que
de garcons, il y aura en moyenne autant de filles que de garcons, soit 2 enfants en
moyenne dans chaque famille.

12.4.2 Nombres triangulaires aléatoires
On tire au hasard des nombres entre 1 et n jusqu’a obtenir 1. Le résultat est
alors la somme des nombres obtenus. Quel est la moyenne des résultats obtenus ?

La solution mathématique

Supposons pour commencer n = 2
Les résultats peuvent étre : R = 1,3,5....2p + 1....

Ona: 1
1

\]
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1

W P(Re=2p+1)= opi1
Donc

+oo
E(RQ) = Z(2p + 1)2p+1

p=0
On tape :
sum ( (2k+1) /2~ (k+1),k,0,+infinity)
On obtient :

3
La moyenne de Ry vaut donc 1+2=3.

Peut-on généraliser ?
Dans le cas général, on tire au hasard des nombres entre 1 et n jusqu’a obtenir 1. La
moyenne des sommes des nombres tirés vaut-elle 1 +2 + ... +n=n(n+1)/2?
Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages parmi 1...n qu’il faut
effectuer pour obtenir 1.
Ona:

P(X,=1)=

’

S =

P(X,, = 2) = —; etles résultats obtenus peuvent étre :

n
24+1=3,34+1=4,...,n+ 1quiestune liste Ly de taille n — 1 et de somme :
24+3+.n4+n—-1=(Mn-1)(n+3)/2

P(X, = 3) = — etles résultats obtenus peuvent étre :

24+2+1= 5,721+3+1 =6,3+2+1=6,..n+n+ 1quiestune liste L3 de
taille (n — 1)?

Que vaut la somme de cette liste ?

Chaque terme est la somme de 2 termes et de 1 : dans ces sommes chaque nombre
(2,3,...n) apparaissent autant de fois donc il y a 2(n — 1)2/(n — 1) = 2n — 2 fois
2, 2n — 2 fois 3...2n — 2 fois n et (n — 1) fois 1. La somme cette liste vaut donc :
(n—1)2+2n—-2)(2+3+...4n) = (n—1)2+(n—-1)3(n+2) = (n—1)?(n+3).
...... P(X, =p) = > et les résultats obtenus peuvent étre : 2 + ... + 2+ 1 =

2p—1,24...43+1=2p,3+2+...42+1 = 2p, ... (liste L, de taille (n—1)P~1)
Que vaut la somme de cette liste ?

Cette somme est composée de p * (n — 1)P~! termes.

Cette somme est la somme :

de (n — 1)P~! fois 1,

de (p — 1)(n — 1)P~2 fois 2

de (p — 1)(n — 1)P=2 fois n

donc elle vaut :

m—1P 4+ (p-1Dn—-1)P22+3+..+n)=

(=1 + (n=1P"H(p—1)(n+2)/2 = (n— 1P (1+(p—-1)(n+2)/2) =
(n— P ((p(n +2) —n)/2).

Donc :
E(Rn) = 32,7 75 (n = 1P (p(n +2) —n)/2
On tape :

sum( (n=1) " (p-1) /n"p* (p* (n+2)-n) /2 ,p,1,+infinity)
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On obtient :
(n~"2+n) /2
Donc la moyenne de R, estégaleal + 2+ ...n

La modélisation avec Xcas

On tape le programme trialea (r, g, p) qui tire au hasard des nombres
entre 1 et r. On fait p fois des échantillons de taille ¢, et on dessine les résul-
tats intermédiaires obtenus : 1 contient les sommes cumulées des résultats (ici
une somme) c’est a dire la somme d’un échantillon de taille n=k+1+j*q avec
k=0..g-letj=0..p-1.Dans Ldivonmetevalf (1/n) lorsque n=q, 2xg...p*q

trialea(r,q,p) :={
local j,k,1,n,LdivN,alea;
LdivN:=NULL;
1:=0;
n:=0;
for (J:=0;J<p;j++){
for (k:=0;k<qg;k++) {
alea:=(rand(r)+1);
while (alea!=1) {
l:=1+alea;
alea:=(rand(r)+1);

}
1:=1+1;
n:=n+1;
}
LdivN:=LdivN, evalf (1/n);
}
return LdivNj;

|

On tape :
L10:=trialea(10,100,10000);
plotlist (L10)

On obtient :

551

=49

=48

ed.7

<} 2000 4000 BO00 BO0D 10boo
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12.4.3 Factorielles aléatoires

On tire au hasard des nombres entre 1 et n jusqu’a obtenir 1. Le résultat est
alors le produits des nombres obtenus. Quel est la moyenne des résultats obtenus ?

La solution mathématique

Cela ressemble a I’exercice précédent.....
Supposons pour commencer n = 2.
Les résultats peuvent étre : R = 1,2,4....2P...

Ona: )
PRy =1) = 3
1
1
P(Rg =2P) = ot
Donc :

+oo 1
E(Ry) = Z 2pr TS On tape :
0

sum (2Akp/2A (k+1),k,0,+infinity)
On obtient :

infinity

La moyenne de R est donc infinie.

Peut-on généraliser ? Dans le cas général, on tire au hasard des nombres entre 1
et n jusqu’a obtenir 1. La moyenne des produits des nombres tirés est-elle infinie ?
Soit X,, la variable aléatoire égale au nombre p de tirages parmi 1...n qu’il faut
effectuer pour obtenir 1.

Ona:

P(X,=1) =

B

S |

P(Xy = 2) = —; etles résultats obtenus peuvent étre :

n
2x1=2,3%x1=3,...,nx1 (liste Lo de taille n — 1 de produit 2* 3+ ... xn = n!)
P(X, = 3) = — etles résultats obtenus peuvent étre :

n
2%2%1=4,2%3%1=06,3%2%1=6,..n*nx*1 (liste L3 de taille (n — 1)?)
Que vaut la somme de cette liste ?

Chaque terme de cette liste provient du developpement de :
(2+ 3 + ... + n)? donc la somme de la liste L3 vaut (2 + 3 + ... +n)?

1
P(X, =p) = " et les résultats obtenus peuvent étre :
2% .. x2x1=2P"1 24  4+3+1=2p—2x3,,... (liste L, de taille (n—1)P~1)
Que vaut la somme de cette liste ?
Chaque terme de cette liste provient du developpement de :
(2+ 3+ ... + n)P~! donc la somme de la liste L, vaut (2 + 3 + ... + n)P~1
Donc :

+00 1 ) 1 +o00 B
B(Ra) =3 —(2+3+ .+ = =3 (n+2) 5 (1= 1)/ n))?
p=1 p=1
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On obtient une somme géométrique de raison (n+2) % (n—1)/(2%n) >= 1 pour
n >=2.

On tape :

sum( ((2+n) * (n-1) /2) *p-1/(n) "p ,p,1,k)

On obtient :

infinity

Donc la moyenne de R, est infinie.

La modélisation avec Xcas

On tape le programme factalea (r, g, p) qui tire au hasard des nombres
entre 1 et r. On fait p fois des échantillons de taille ¢, et on dessine les résultats in-
termédiaires obtenus : 1 contient les sommes cumulées des résultats (ici un produit)
c’est a dire la somme d’un échantillon de taille n=k+1+jxgavec k=0..g-1 et
j=0..p-1.Dans Ldivonmet evalf (1/n) lorsque n=q, 2*q. . .p*g

factalea(r,q,p) : ={
local j,k,1,n,LdivN,alea;
LdivN:=NULL;
1:=0;
n:=0;
for (J:=0;3<p;Jj++){
for (k:=0;k<qg;k++) {

alea:=(rand(r) +1);

f:=1

while (alea!=1) {
f:=fxalea;
alea:=(rand(r)+1);

}

l:=1+1f;

n:=n+1;

LdivN:=LdivN, evalf (1/n);
}
return [LdivN];
beg

On tape :
F3:=factalea(3,10,100);
plotlist (F3)

On obtient :
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Chapitre 13

Pour s’amuser avec les séries

Soit n un entier positif.
Soit ¢, le nombre de triplets (X,Y, Z) de N qui vérifient :

X+2Y +4Z =n

On veut calculer c¢,,.
Déterminer c1gg €t ¢1000-

On propose pour cela la téchnique suivante :
- Effectuer un développement en série au voisinage de 1’origine de :

file) =
le) = =
fole) =150

1
I@ = T aa=—au=a
- Montrer, en effectuant le produit des 3 développements en série de f1, fa2, f3, que
le coefficient de " du développement de f est c,,.
- Déterminer le développement de f par une autre méthode.
- En déduire c,.

On tape :
1

(1= %)t - =2)(1— =)
On obtient :
1+x+2%x24+25x3+4xx* +4xx5+6xx8 +6+x" +9+xB+9xx%+12+x194
125 x™ + 16 % x'2 + 16 % x'3 4+ 20 x x™* 4+ 20 % x® + 25 % x'¢ + 25 x x'7 + 30 x x'8+
30 * x19 + 36 * x2° + x2! x order_size(x)

On remarque que les coefficients sont :

1,1,2,2,4,4,6,6,9,9,12,12, 16, 16, 20, 20, 25, 25, 30, 30, 36...

On obtient les carrés des entiers puis, le produit de 2 entiers consécutifs :
1,4,9,16,25,36et1x2,2%x3,3%x4,4%5,5%6...

On suppose donc que :

f(x) =370 cpa™ avec :

Cank = Caspr1 = (b +1)% et

series( ,0,20)

313
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Cask2 = Caskys = (K + 1) x (K +2)

cequidonnebiency =c; =1,co =c3 =2,c4 =c5 =4,c6 =c7 =6...
On a donc :

100 = Cax25 = 262 = 676

C1000 = C4x250 — 2512 = 63001

On peut bien siir le vérifier en demandant a Xcas :

1
oI R
1

(1 —x)(1—x%2)(1 —x%)

Mais comment montrer que I’on a bien :
flz) =300 cpx™ avec :
Cank = Casky1 = (k+1)% et
Caxkt2 = Caxkrs = (K + 1) * (k + 2)
On peut penser a décomposer la fraction rationnelle f :

series(

series( ,0,1000)

On tape :
1
partfrac( T x4))
On obtient :
x+1 " 5 " 1 B 9 n 1 1
8% (x2+1) 32x(x+1) 16%x(x+1)?2 32x(x—1) 4x(x—1)2 8x*(x—1)3

ce qui n’est pas simple....
Pour le montrer on peut commencer par montrer que :

1
0,20) vaut :
(1—x2)(1—x%)" " )
14+ x242%x* +2xx8 +3xx8 +3xx104+4xx12 4+ 4xx1% 4 54x164
5% x18 4+ 6 % x2° + x?! x order_size(x) c’est a dire :

. 1 -
serles((1 (1= 0,20) = nzjocnx” avec :

Cask = Caukr2 = (K + 1) et

Coxk+1 = Caskt3 = 0

puis multiplier par cette série par y - "

On peut aussi regarder le développement en série de f/(1 + z) car:
T = m

On a;

1/(1—22)2? =32 (n+1)z* (1/(1 —u)? = (1/(1 — u))’ puis u = %)
/(1 -at) = Yo ot

on multiplie ces deux séries et on obtient :

coefficientde x4 : 14+ 3+ 5+ ...+ (2n +1) = (n + 1)?
coefficientde 2" ™2 : 24+ 4+ 6+ ...+ (2n+2) = (n + 1)(n + 2)
donc

f=0+2)3(n+ 122" 4 (n + 1)(n + 2)zin+2

n=0
ce qui donne bien la formule annoncée.

series(

Vous pouvez maintenant vous amuser avec le probleme similaire :
Soit n un entier positif. Soit ¢,, le nombre de triplets de N qui vérifient :

X+2Y +5Z =n

Déterminer c1g et c1goo €n calculant ¢,,.



Chapitre 14

Pour s’amuser en géométrie plane

14.1 Des problemes de plus court trajet

Les probleme de plus court trajet sont souvent difficiles... En voici quelques
uns plutdt faciles.

14.1.1 Comment placer un pont

Deux villages assimilés a deux points A et B sont situés de part et d’autre
d’une riviere assimilée a deux droites paralleles D1 et D2. Ou doit-on placer un
pont PQ (perpendiculairement aux berges) sur la riviere pour minimiser le trajet
allantde Aa B?

On veut que le trajet AP+ PQ+ @) B soit minimum, on remarque que dans le trajet
PQ) est constant et est égal a la largeur de la riviere. On dessine le parallélogramme
APQR et ainsi, AP + PQQ = AR + R(Q. On a donc :

AP+ PQ+ QB = AR+ RQ + QB ou AR = PQ=cste

La solution est maintenanant évidente : pour rendre minimum RQ + @B il suffit
de choisir A, Q, B alignés.

Le dessin avec Xcas :

On clique deux points A a gauche de z = —1 et B a droite de z = 1. On peut
ensuite faire bouger les points A ou B et visualiser les trajets APQB et ARQOB. On
tape par exemple :

A:=point ([-5/2,1,"affichage’=01]);
B:=point ([5,-2,"affichage’=0]);
Dl:=droite(-1,-1+1i) :;D1;
D2:=droite(1,1+1i) :;D2;
R:=translation(2,3);
polygone_ouvert (A,R,Q,affichage=1);
segment (R,B,affichage=ligne_tiret_point+ 4);
d:=mediatrice (R, B);
Q:=inter_unique(d,D2);
P:=translation (-2, Q);
polygone_ouvert (A, P,Q,B);

supposons (a=[-2.86,-5,5,0.011]) ;
p:=point (-1l+ixa);
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g:=point (1+ixa);

polygone_ouvert (A, p, g, B);
segment (R, gq,affichage=1);

legende (-6+41i, "Ap="+string (evalf (longueur (A,p))));
legende (-6+31i, "Bg="+string(evalf (longueur (B, q))));

On peut ensuite faire bouger les points p et g et visualiser les trajets ApgB et ARgB.
On obtient :

14.1.2 Comment placer deux ponts

Deux villages assimilés a deux points A et B sont situés de part et d’autre de
deux rivieres, I’une est assimilée a deux droites paralleles D1 et D2 et I’autre est
assimilée a deux droites paralleles D3 et D4.

Ot doit-on placer deux ponts P1P2 et P3P4 sur les rivieres (perpendiculairement
aux berges) pour minimiser le trajet allant de A a B.

9

On fait le dessin avec Xcas :

On clique deux points A en bas a gauche de I’écran et B en haut et a droite de
I’écran et on tape :

assume (a:=1);

D1l:=droite (-2, -2+1);
D2:=droite(-1,-1+1);
D3:=droite(-1,a-1-1i);

D4 :=droite (0,a-1);

R:=translation (1,A3);

segment (A, R) ;
Q:=translation (- (l+a=*1i)/ (1+a"2),B);
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segment (B, Q) ;
P2:=inter (droite (R, Q),D2) [0];
Pl:=translation(-1,P2);
P3:=inter (droite (R, Q),D3) [0];
P4:=translation((l+axi)/ (1+a”~2),P3);
segment (A, P1);

segment (P1,P2);

segment (P2,P3);

segment (P3,P4)
segment (P4, B) ;
segment (R, P2);
segment (P3, Q) ;

14

(
(
(
(
(
(

Il reste a observer le dessin en faisant bouger a ou A ou B pour voir que :

AR = AP1 =largeur d’une riviere

BQ = BP4 =largeur de I’autre riviere

AP1+ P1P2+ P2P3+ P3P4+ PAB = AR+ RP2+ P2P3+ P3Q+ QB =
AR+ RQ+ QB

et comprendre comment on fait la construction des deux ponts.

14.1.3 Minimiser AM B avec M sur une droite

Soient une droite d et deux points A et B. On veut minimiser la distance AM+MB
lorsque Med.
Si les deux points sont de part et d’autre de d, c’est facile on trace la droite AB,
si les deux points sont situés dans le méme demi-plan défini par d, on se raméne
a la situation précédente en prenant le symétrique C de B par rapport a d. Ainsi,
AM+MB=AM+MC et A et C sont de part et d’autre de d. Le dessin avec Xcas :
On clique deux points A et B a droite de x = —1.

d:=droite(-1,-1+1i);
C:=symetrie(d, B);
M:=inter (droite (A,C),d) [0];
segment (A, M) ;

segment (M, B) ;

segment (C, M) ;
N:=element (d) ;
segment (A, N) ;

segment (N, B) ;

segment (C,N) ;

On peut ensuite faire bouger les points N ou B et visualiser les trajets AMB et AMC
en les comparant a ANB et ANC.

14.1.4 Minimiser AM N B avec M et N chacun sur une droite

Soient deux droites d1, d2 et deux points A et B. On veut minimiser la dis-
tance AM+MN+NB lorsque Med1 et Ned?2.
Les deux droites définissent quatre portions de plan (ILILIILIV) (I et IIT étant op-
posés par le sommet). Il y a plusieurs cas a distinguer et selon la position de A et



318 CHAPITRE 14. POUR S’AMUSER EN GEOMETRIE PLANE

B par rapport a ces portions de plan. Selon les cas, pour trouver la solution il faut
tracer le symétrique A1 de A par rapport a d1 et le symétrique B2 de B par rapport
a d2, puis tracer soit AB, soit AB2, soit A1B, soit A1R2.

14.1.5 Minimiser AM N B avec M et N sur une droite d en imposant
MN =1L

Ici le vecteur W est constant car il est parallele a d il est de longueur constante
L est a la méme direction que le vecteur a{oﬁ a et b sont les projection orthogo-
nales de A et B sur d. _
Soit R le translaté de A par le vecteur M N. On a donc AM N R est un paral-
lélogramme et AM = RN et AR = MN. Le trajet a minimiser est donc :
AM+ MN+ NB=RN+ AR+ NB=AR+ RN + NB.
Puisque A et R sont fixes il faut minimiser RN + N B.
Deux cas de figures :
— B et A sont de part et d’autres de d. Il suffit de choisir N comme intersec-
tion de RB et de d.
— B et A sont d’'un méme coté de d. 11 suffit de construire le symétrique B1
de B par rapport a d, puis de choisir N comme intersection de RB1 et de

d.

14.1.6 Un trajet difficile : minimiser A)/ B avec )M sur un cercle

Soient deux points A et B.
Un point M se déplace sur le cercle C de centre O et de rayon 1. On choisit A et B
pour que la droite AB ne coupe pas le cercle C.
On cherche dans ce cas, a minimiser le trajet AMB.
On fait une simulation avec Xcas
On va faire apparaitre sur le méme écran, le dessin géométrique et le graphe de
la fonction longueur (AM) +1longueur (MB) -2 lorsque M varie (on enleve 2
pour pouvoir voir le graphe en entier).
On régle la fenétre graphique pour voir :
[~3.5,6.5] x [—~1,4.4]
On clique sur deux points pour définir A et B (par exemple A : =point (-3, -2) ; B:=point (1, -2);
On tape :

A:=point (-3,-2);

B:=point (1, -2);

C:=cercle(0,1);

t:=element (0..2xpi);

M:=point (exp (i*t)); // ou M:=element (C,t);
L(A,B,t):=evalf (longueur (A,exp (i*t))+longueur (B,exp(ix*t)));
G:=plotfunc(L(A,B, x)-2,x);

N:=element (G, t);

bissectrice (M, A,B);

exbissectrice (M, A, B)

Ensuite lorsque I’on fait bouger t les points M et N bougent, I’un sur le cercle C,
I’autre sur le graphe G et 1’on peut voir que le minimum est atteint quand la bissec-
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trice intérieure de l’anglempasse par O.
On obtient :

-4 -2 0 2 4 6 8

On peut aussi faire varier B pour voir ce qu’il se passe quand la droite AB coupe C
c’est a dire quand la solution est evidente...

Cas particulier

On peut démontrer que lorsque le triangle OAB est isocéle de sommet O le point M
du cercle C qui rend le trajet AM+MB minimum se trouve sur la bissectrice intérieure
de l’anglem En effet soit deux points N1 et N2 du cercle C symétriques par rap-
port a cette bissectrice (qui est aussi la médiatrice de ABR). On a donc AN1=BN2 et
AN2=BN1 et donc AN1+N1B=ANI1+AN2.

Soient I le milieu de NIN2 et J le milieu de AB. Les points O, I, M, J sont
tous sur la médiatrice de AB et puisque JI>JM (I milieu de la corde NIN2 et J
milieu de I’arc N1N2) et on en déduit que AT>AM.

Puisque AN1 + m e 2;1_}, d’aprés I’'inégalité triangulaire on a 2AT<AN1+AN2.
Donc AM+MB=2AM<2AI<AN1+AN2 ce qui prouve que AM+MB est minimum.
Cas général

Soient un cercle C de centre O, une droite d extéreure au cercle C et 2 points A
et B sur la droite d. On cherche un point M sur le cercle C pour que AM+BM soit
minimum.

On sait que le lieu des points M tel que MA+MB=2a (pour a constant) est une ellipse
de foyers A et B dont la normale en M est la bissectrice intérieure de l’angleXM\B.
Soit M sur le cercle C, MA+MB sera minimum lorsque 1’ellipse de foyers A et B et
passant par M sera tangente au cercle C, c’est a dire lorsque 1’ellipse et le cercle
C auront la méme normale au point M. La normale en M au cercle C de centre O
est OM, la normale en M a I’ellipse de foyer A et B est la bissectrice intérieure de
l’anglem Donc I’ellipse sera tangente au cercle quand la bissectrice intérieure
de l’anglef@passe par O.

Lorsque la bissectrice intérieure de l’anglempasse par O, son intersection avec
le cercle donne la position de 2 points M qui donneront le maximum et le minimum
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du trajet MA+MB.

La construction de M n’est pas facile. On choisit un systeme de coordonnées pour
avoir M sur le cercle de centre O et de rayon 1 et AB parallele a ’axe des .

On tape par exemple :

supposons (a=[2.0,-5,5,0.17]);
supposons (c=[0.6,-3.2,3.2,0.17);
O:=point (0);

M:=point (exp (ix*c));

cercle(0,1);

A:=point (2, a);

B:=point (5,a);

segment (M, A) ;

segment (M, B) ;

d:=bissectrice (M,A,B);

En faisant bouger ¢ pour que d passe par O, on obtient pour a=2 : c=0. 6.
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On tape :

Eg:=simplify (equation(d))

fsolve (subst (Eq, [x,v], [0,0]), c, 0 Onobtient comme valeur de c pour
a=2:

0.605888470356

14.1.7 Encore un trajet a minimiser MA+MB+MC

Soient trois points A, B, C dans le plan. On cherche le point M qui minimise le
trajetMA+MB+MC.
On sait que le lieu des points M tel que MA+MB=2a (pour a constant) est une ellipse
de foyers A et B dont la normale en M est la bissectrice intérieure de l’anglem
Si le point M réalise le minimum, MA+MB+MC sera minimum lorsque C sera situé
sur la bissectrice intérieure de l’anglefﬁpuisque cette bissectrice est la normale
a I’ellipse de foyers A et B et passant par M.
Donc BMC = CMA
De méme, si le point M réalise le minimum, MA+MB+MC sera minimum lorsque A
sera situé sur la bissectrice intérieure de l’angleﬁ/fpuisque cette bissectrice est la
normale a I’ellipse de foyers B et C et passant par M.
Donc CMA = AMB
Si M est a 'intérieur du triangle ABC, on en déduit que :
BHC — CME — ANB — 2 4 7/3

Pour qu’un tel point existe il faut que le triangle ABC ne posseéde pas un angle de
mesure de plus de 2 x 7/3 radians.

On fait une simulation avec Xcas

On fait le dessin en tapant par exemple :

A:=point ([-3,-2,"affichage’=0]);
B:=point ([1,-2,"affichage’=0]);
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a:=element ((-5) .. 5,0.8,0.1);
b:=element ((-5) .. 5,-1.7,0.1);
c:=element (0 .. 5,2.8,0.1);
C:=point (3,c);
M:=point (a,b);
L(A,B,C,a,b):=evalf (longueur (A,point (a,b))+
longueur (B, point (a, b)) +longueur (C,point (a,b)));
G:=plotfunc(L(A,B,C,x,b)-8,x);
N:=element (G, a) ;
bissectrice (M,A,B);
exbissectrice (M, A, B);
droite (B, B+exp (i*xpi/3));
arc(B,A,2xpi/3);
arc(C,B,2xpi/3);
arc(A,C,2xpi/3);

On obtient pour (a,b,c)=(0.8,1.7,2.8) :

La solution

Soient A:=point (xa, ya) :;B:=point (xb, yb) :; C:=point (xc,yc) :;,
M:=point (x,y) :; et la fonction f de R? dans R qui & z,y fait correspondre
MA+ MB+ MC.

Ona:

f(x,y) :=longueur (M, A) +longueur (M, B) +longueur (M, C) .
Cherchons les points critiques de f c’est a dire les points ou son gradient :

grad (f (x,y), [x,y]) s’annule.

On tape pour avoir le gradient de 1ongueur (M, A) lorsque M! = A :
grad(longueur (M,A)), [x,¥])

On obtient :

[ (x—xa) /sgrt ( (x-xa) "2+ (y-ya) *2), (y—xa) /sqgrt ( (x-xa) "2+ (y-ya) *2) ]
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¢est & dire le vecteur AM /|AM| qui est norme 1.

Donc si M! = Aet M! = Bet M! = C, le gradient de f existe et est égal a est la
somme de 3 vecteurs de norme 1.

Ce gradient s’annule si :

MA/|MA| + MB/|MB]| + MC/|nc %

c’est a dire lorsque les vecteurs M A ? font entre eux un angle de 27 /3.
On en déduit que si les angles du triangle sont inférieurs a 27/3, le point M qui
réalise le minimum de M A + M B + M C est 'intersection des arcs capables AB,
AC, BC d’angle 27/3.

On tape :

B:=point (0);

C:=point (2);
(

A:=point (5/2+1i*4);
triangle(A,B,C);
gl:=arc(B,A,2+pi/3) :;91;
g2:=arc(C,B,2+pi/3) :;92;
g3:=arc(A,C,2+pi/3) :;93;
M:=inter_unique (gl,g2);

On obtient :

B C

Si un des angles du triangle est supérieur a 27/3, les arcs g1, g2, g3 ne sont pas
concourants et donc le point M qui réalise le minimum de M A+ M B + MC se
trouve soit en A, soit en B soiten C.

En effet lorsque le point M réalise le minimum de M A + M B + MC c’est que
M est soit un point critique de f, lorsque f est dérivable, soit un point out f n’est
pas dérivable.

Supposons que I’angle ¢ = C’A C@ du triangle ABC' soit supérieur a 27/3.
Onacos(c) < Oet AB? = A02+302 2% AC * BC % cos(c) donc AB > AC
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et AB > BC donc BC'+ AC < BC + ABet BC + AC < AB + AC
Donc le point qui réalise le minimum se trouve en C'.

14.2 Des problemes de construction

14.2.1 Construire un triangle connaissant a, b et m la longueur de la
bissectrice de I’angle des cotés a et b

Soit un triangle ABC' et C M la bissectrice intérieure de 1’angle C'.
Onpose a = CB, b= CAetm = CM. Calculer en fonction de a et b.
On se donne trois longueurs a, b et m. On veut construire le triangle direct ABC
dont m est la longueur de la bissectrice de 1’angle des c6tés a et b.
A quelle condition cela est-il possible ?
Lorsque cela est possible, faire cette construction avec Xcas comme si on utilisait
le regle et le compas.
Une solution
On fait le dessin en tapant par exemple :

:=point (4);

:=point ([1.536,1.865);
:=point (0);
:=bissectrice(C,A,B);
:=inter_unique (droite (A;N),d)

o O Bllve Bk =
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On obtient : -2 -1 0 1 2 3 4

Onpose:a=CB,b=CA,m=CM,z =AM ety =BM
Puisque C' M est la bissectrice de I’angle C' on a :

= — D’apres le théoreme d’ Al Kashi, on a :
a

22 = AM? = b* + m? — 2bm cos(C/2) et
y? = BM? = a® + m? — 2am cos(C/2)
Donc :
2 ﬁ _ b* 4+ m? — 2bmcos(C/2)
y2  a?  a?+m?— 2amcos(C/2)
Donc .
b%(a? + m? — 2amcos(C/2)) = a%(b* + m? — 2bm cos(C/2))
et puisque m n’est pas nul on en déduit :
m(b? — a?) = 2abcos(C/2)(b — a) ou encore

2ab cos(C/2)
m=————"=

a+b
b
cos(C/2) = m(;h;)
a
Puisqie I’angle C'/2 est compris entre —7/2 et /2, cos(C/2) est dans I'intervalle
10, 1[ donc la condition cherchée est :
m(a + b) 2ab
———= < louencore m < ——~.
2ab (a+0b)

Comment faire la construcrtion du triangle ABC connaissant a, b et m ? Avec
m(a +b) )

Mais on veut que cette construction se fasse comme avec la régle et le compas. On

va donc mettre en évidence 1’égalité :
r AM AC b

ou encore

Xcas, il suffirait de définir I’angle C par : 2acos(

y BM BC a
Pour cela on méne par B la parallele a C'M, cette parallele coupe AC en B1.
AM  AC AM  AC

— = ——2ct —_ =
BM _ BC ™ BM T Bl

Puisque on en déduit que :
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CBlzCB:aetBBlzma:b.

La longueur BB1 est facile a construire avec la régle et le compas, la construc-
tion du triangle C'BB1 est facile a construire avec la régle et le compas puisqu’on
connait la longueur de ses 3 c6tés. On en déduit ensuite le point A puisque B1,C, A

sont alignés et C' A = a. D’ou la construction du triangle ABC.
Avec Xcas, on tape :

supposons (a=[3.0,0,5,0.11);
supposons (b=[4,0,5,0.11);
supposons (m=[2.6,0,5,0.11);

A:=point (a);
Bl:=point (-b);
C:=point (0);
M1 :=point (i*m) ;

D:=inter_unique (droite (A,M1l),droite(Bl,-b+1i));

d:=normal (factor (longueur (B1,D)));
cl:=cercle(C,b):;cl;

c2:=cercle(Bl,d) :;c2;

B:=inter(cl,c2,M1);

triangle (A,B,C,affichage=1);

d:=bissectrice (C,A,B);
M:=inter_unique (d,droite (A, B),affichage=1);
normal (longueur (C,M)) ;

On obtient : :
v

_ A

‘ 3

2

1

BT 0

1

—c

8 6 4 2 0 D ;i
On voit : -

en noir la construction de la longueur m“TJ“b (onaCM1l=metBlD=m

b -

en rouge le triangle ABC et M le pied de la bissectrice intérieure de 1’angle C' et

normal (longueur (C, M) ) renvoie m.
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14.3 Une transformation

Quelles sont les transformations du plan qui transforme toute droite en une
droite parallele ?
Ce qui veut dire que, si on connait un point A et son transformé A1, le transformé
B1 de B, est sur la parallele a la droite (A, B) passant par Al. Si A et Al sont
confondus en O, B1 se trouve sur la droite (O, B) : B,B1 et O sont alignes si O
est un point fixe.
On va essayer de déterminer ces transformations en les classant selon le nombre de
points fixes.
Soit T est une transformation du plan qui transforme toute droite en une droite
parallele et si,

— T a au moins deux points fixes O1 et 02, alors le transformé d’un point
A situé en dehors de la droite (01, 02) est sur la droite (A,01)
et sur la droite (A, 02), donc est en A. On en déduit que A est aussi
un point fixe et que tous les points sont fixes puisque les points de la
droite (02, 01) sont en dehors de la droite la droite (A, 01) oude
la droite la droite (A, 02).
) Donc si T a au moins deux points fixes, c’est que T est I’identité.
— T aun seul point fixe O, et soient deux points A et B non alignés avec O, et
leur transformé A1 et B1.
A1 n’est pas confondu avec O car sinon A1 et B1 seraient confondus avec
Ocar:
Bl:=inter_droite(droite (B,0),parallele (Al,droite (A,B)))
et la droite (A, B) serait transformée en le point (O) ! Al est sur
la droite (A, 0) et B1 est sur la droite (B, O). On sait de plus que
les droite (A, B) et droite (A1, B1) sont paralléles. Donc si T a au
moins un seul point fixe, c’est que T est une homotétie.
Avec xcas, on clique pour définir deux points A et B et on tape :
O:=point (0);
:=element (-2..5);
Al:=element (droite (A,0),t);
Bl:=inter_droite (droite (B,0) ,parallele (Al,droite(A,B)));
puis on fait bouger t et B.
— T n’a pas de point fixe et soient deux points A et B, et leur transformé A1
et B1.
Ladroite (A,Al) ne coupe pas la droite (B, B1) car sinon le point
d’intersection O serait un point fixe: Ol :=inter_droite (droite (A, 0),droite (B, 0))
carparallele (Al,droite (A,0))=droite (A, Q) et
parallele(Bl,droite (B,0))=droite (B, 0).
Donc :
Bl:=inter_droite (parallele (Al,droite(A,B)),parallele (B,droite(A,Al)))
donc ABA1B1 est un parallélogramme.
Donc si T n’a pas de point fixe, c’est que T est une translation.
Avec Xcas, on clique pour définir deux points A et B et on tape :
O:=point (0);
t:=element (-2..5);
Al:=element (droite (A,0),t);
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Bl:=inter_droite(parallele (Al,droite(A,B)),parallele (B,droite (A,.
puis on fait bouger t et B.

14.4 D’inverseur de Peaucellier

Charles Peaucellier est un général francais (1832-1913).
On appelle inverseur tout systeme articulé qui permet de tracer mécaniquement la
figure inverse d’une figure plane donnée. L’inverseur de Peaucellier est constitué
d’un losange articulé AM BN de c6té a. Aux sommets A et B sont articulés deux
tiges OA et OB de longueur d avec d > a. Le point O est fixe et lorsque le point
M se déplace sur un cercle passant par 0, le point N se déplace sur une droite qui

est I’inverse du cercle dans I’inversion de centre O et de puissance d* — a?.

Propriété :
Quand on fait bouger A et B, les points M et N restent alignés avec O et sont

inverses 1’un de I’autre dans I’inversion de centre O et de puissance d* — a?.

14.4.1 Observation lorsque )/ décrit un cercle passant par O

On suppose que O est a 1'origine, que d = 3, a = 2 et que M reste sur le
cercle de centre 1 et de rayon 1.
On tape dans un écran de géométrie :

O:=point (0);
C:=cercle(0,point (2)) :;C;
M:=element (C)
Cl:=cercle(0,3.):;
C2:=cercle (M, 2.) :;

K:=inter (C1l,C2) :;
A:=K[0];B:=K[1];
segment (O, A, affichage=4);
segment (O, B, affichage=4);
N:=symetrie (droite (A,B),M);
L:=lieu(N,M);

quadrilatere (A,M,B,N,affichage=1);
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On obtient :

On se met en mode Pointeur et on déplace M qui décrit le cercle. Le losange se
déforme et N se déplace sur la droite inverse du cercle dans I’inversion de centre

O et de puissance 5

14.4.2 Démonstration

Les points M et IV restent alignés avec O car O,M et N sont équidistants de
A et B, ils sont donc sur la médiatrice de AB.
La puissance de O par rapport au cercle de centre A et de rayon AM = AN = a
estdonc : OM.ON = OA? — AM? = d* — a°.
Revenons a I’exemple précédent (O a ’origine, d = 3, a = 2). Le transformé
du cercle de centre 1 et de rayon 1 par I’inversion de centre O et de puissance 5
(3% — 22 = 5) est une droite puisque ce cercle passe par O.

Cette droite a pour équation x = 3 puisque le point du cercle d’abscisse 2 se

. . D
transforme en le point de I’axe des x d’abscisse 5

14.5 Un pavage

14.5.1 Construction d’un pavage invariant par des translations

Soient 5 points A, B, C, E, F, On construit 3 points D, G, H par translation : D
(resp G) est le transformé de A (resp E) dans la translation de vecteur BC et H est le
transformé de F dans la translation de vecteur BA.

Le pavé de base est PO=polygone ([A,E,B,F,C,G,D,H]).
Pour vous convaincre, on va exécuter le script suivant qui se trouve dans le fichier
pavagel.cxx:
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//un pave le polygone([A,E,B,F,C,G,D,H])
A:=point (-1.84,-1.83);

B:=point (0.22,-1.93);
C:=point (0,0);
E:=point (-1,-2);
F:=point (1.05,-0.857);
D:=translation (C-B,A);
G )
H

.

r

:=translation(C-B,E
:=translation (A-B,F);
nodisp (PO:=polygone (A,E,B,F,C,G,D,H));
nodisp(Pl:=translation (B-A,PQ));
P1;
translation (B-C, [PO,P1]);

vous pouvez faire bouger les points A, B, C, E, F

14.5.2 Avec un quadrilatére quelconque

Tout quadrilatere plan non croisé pave le plan.
Le pavé de base est Q: =quadrilatere (A,B,C,D)

Avec un script

Pour vous convaincre on va exécuter le script suivant qui dessine un quadri-
latere quelconque 2, B, C, E et ses représentants (son symétrique par rapport au
milieu O de AB et ses translatés) formant un pavage.

//un quadrilatere quelconque pave le plan
A:=point (-1.84,-1.83);

B:=point (0.22,-1.93);

AB:=segment (A, B) ;

C:=point (1.05,-0.857);

BC:=segment (B, C) ;

D:=point (-0.0943,0.0178)+-0.0314-1.62%(1);
CD:=segment (C,D) ;

DA:=segment (D, A) ;

O:=milieu (A, B);

nodisp (Q:=quadrilatere(A,B,C,D));

nodisp (Ql:=symetrie (0,Q));

nodisp (Q2:=op (translation (D-B, [Q,Q01])));
Q;

01;

QZ;

translation(C-A, [Q,Q1,02]);

On met ce script comme commandes dans un niveau de géométrie (si vous avez
tapé ce script est dans un editeur de programme, en ayant pris soin de n’écrire
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qu’une seule commande (terminée par ; ) par ligne, vous pouvez mettre ces com-
mandes d’un coup de souris dans les lignes de commandes dans un niveau de géo-
métrie : on sélectionne le script et on clique sur le numero d’une ligne de com-
mandes dans un niveau de géométrie et cela recopie le script a partir de cette ligne).
Puis on coche le bouton Step pour exécuter le script pas a pas.

Vous pouvez déformer ce quadrilatere en faisant bouger I’un des points A, B, C, E.

Sur le méme principe, on peut réaliser un pavage en remplacant les cotés du
quadrilatere par des lignes brisées admettant un centre de symétrie.
Pour vous convaincre on va exécuter le script suivant :

/un "quadrilatere" chaque cote est invariant par symetrie centrale
:=point (-1.84,-1.83);

:=point (0.22,-1.93);

:=point (1.05,-0.857);

:=point (-0.0943,0.0178)

:=milieu (A, B);

:=milieu (C, ;

B)
/D)
:=milieu (A,D)
:=point (-1.2,-2);
:=point (0.6,-1.8);
:=point (0.8,-0.5)
:=point (-0.5,0);
nodisp (El:=symetrie (M, E
nodisp (Fl:=symetrie (N, F
nodisp (Gl:=symetrie (O, G
(P, H
(A, E

C -
:=milieu(C ;

4

14

T QO MMEYOZ2K0OOW R

nodisp (Hl:=symetrie
nodisp (PO:=polygone (A,
PO;

translation (A-C,PO0);

,E1,B,F,N,F1,C,G,0,G1,D,H,P,H1,R));

vous pouvez faire bouger les points A,B,C,D,E, F, G, H.

14.5.3 Avec une animation

On peut aussi écrire le programme pavage dans un éditeur de programmes
qui va réaliser a partir du quadrilatere A, B, C, D, un pavage de [ lignes et de ¢
colonnes :

pavage (A,B,C,D,1,c) :={

local k,LP,LQ,LLP,LLQ,,P,Q;
P:=polygone (A,B,C,D);
Q:=symetrie(milieu(A,B),P);
LP:=P;

LO:=0Q;

pour k de 1 Jjusque c-1 faire
P:=translation (C-A,P);
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Q:=translation(C-A,Q);

LP:=LP,P;
LO:=LQ, Q;
fpour;

LLP:=LP;
LLQ:=LQ;
LP:=[LP];
LQ:=[1Q];

pour k de 1 jusque 1-1 faire

LP:=translation (B-D, LP);

LLP:=LLP,op (LP);

LQ:=translation (B-D, LQ) ;

LLQ:=LLQ, op (LQ) ;

fpour;

return [affichage (LLP, l+rempli),affichage (LLQ, 2+rempli) ];
b

On compile ce programme avec F'9 et on ouvre un écran de géométrie : On se met
en mode point et on clique pour obtenir 4 points A, B, C,D. On tape ensuite
pavage( A,B,C,D,6,8)
On peut enlever les légendes A, B, C, D et les axes (bouton cfg, puis décocher
Montrer les noms et décocher Montrer les axes).
On se met en mode pointeur et on déplace un des points A, B, C, D. ou bien on
rajoute un parametre t et on tape par exemple : t :=element (0 .. 6.3,1.8,0.1)
pavage (0,1,0.5+1i%x0.5,0.25+1%x0.75+0.25+xsgrt (2) xexp (ixt),5,5)
et on fait bouger le curseur t
ou encore on fait une animation et on tape :
L:=seq(pavage(0,1,0.5+i%x0.5,0.25+1i%x0.75+0.25xsqgrt (2) xexp (i*t),5,5),t=
animation (L) ;
Le temps entre 2 images est défini dans cfg—>animate.

On peut aussi ouvrir un niveau de géométrie 2-d et écrire les commandes :

A:=point (0);

B:=point (1) ;

C:=point (0.5+ix0.5);

t:=element (0 .. 12.6,12.6,0.1);

D:=point (,0.25+i%x0.75+0.25%xsgrt (2) xexp (1ixt));
pavage (A,B,C,D, 5, 8)

Puis on fait bouger t et le pavage se déforme. Pour que cette déformation se fasse
automatiquement, on utilise le menu M->Animation->Gaph off pourenlever
le dessin, puis M->Animation->Creer animation pour créer I’animation
(on vous demande combien vous voulez d’images (f rame) différentes), la vitesse
de défilement est définie par cfg->animate.

14.5.4 Construction d’un pavage triangulaire

Le pavé de base est PO=polygone ([A,E,B,F,C,H,J,G]) Pour vous
convaincre on va exécuter le script suivant qui se trouve dans le fichier pavage3.cxx:
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//un pave PO= polygone([A,E,B,F,C,H,J,G]) ([A,E,B,F,C,H,J,G])
A:=point (-1.84,-1.83);

B:=point (0.22,-1.93);
nodisp(triangle_equilateral (A,B,C));

E:=point (-1,-2);

F:=point (0,0);

G:=rotation (A, 2xpi/3,E);

H:=rotation (C,-2xpi/3,F);
J:=rotation(C,-2%pi/3,B);
nodisp(P:=[A,E,B,F,C,H,J,G]);

nodisp (PO:=polygone (op(P)));

nodisp (Pl:=rotation (A, 2xpi/3,P0));

nodisp (P2:=rotation (A, 4xpi/3,P0));

[PO,P1,P2];

translation (B-J, [PO,P1,P2]);

translation (B-rotation (A,2xpi/3,J), [PO,P1,P2]);

vous pouvez faire bouger les points A, B, E, F

14.5.5 Construction d’un pavage carre

Le pavé de base est PO=polygone ([A,E,B,F,C,H,J,G]) Pour vous
convaincre on va exécuter le script suivant qui se trouve dans le fichier pavage4 . cxx:

//un pave PO=polygone([A,E,B,F,C,H,J,G])
A:=point (-1.84,-1.83);

B:=point (0.22,-1.93);

nodisp (C:=similitude (A, sqrt(2)/2,pi/4,B));
E:=point (-1,-2);

F:=point (0,-1.2);

G:=rotation (A,pi/2,E);

H:=rotation(C, -pi,F);

J:=rotation(C,-pi,B);
nodisp(P:=[A,E,B,F,C,H,J,G]);

nodisp (PO:=polygone (op(P)));

nodisp (Pl:=rotation (A,pi/2,P0));

nodisp (P2:=rotation (A,pi,P0));

nodisp (P3:=rotation (A, 3xpi/2,P0));
[PO,P1,P2,P3];

translation (B-J, [PO,P1,P2,P3]);
translation (2% (B-A), [PO,P1,P2,P3]);
translation (B-rotation (A,pi,J), [PO,P1,P2,P3]);

vous pouvez faire bouger les points A, B, E, F
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14.6 Le pentagone, sin(Z), sin(%), cos(Z et cos(2)

14.6.1 Calcul exact de sin(27/5) et de cos(27/5)

Sia = exp(2in/5) = cos(27/5) + isin(27/5),on a :
a@—1=(a—1)(a"+a*+a*+a+1)=0.
Comme a # 1, on a a vérifie :
a*+a*+a?+a+1 = a*(a®>+1/a?+a+1/a) = a*((a+1/a)*+(a+1/a)—1) = 0
Comme a # 0, on a 2 cos(2w/5) = a + 1/a vérifie I’équation :
24+2-1=0
On tape :
solve (z"2+z-1=0, z)
On obtient :
[1/2%(=1-(sqgrt (5))),1/2% (-1+sqgrt (5))]
Comme 2 cos(27/5) > 0 et sin(27/5) = /1 — cos(27/5)? on tape :
normal (1-(1/4% (=1+sgrt (5)))"2)
On obtient :
(sqgrt (5)+5) /8
et on en déduit que :

V5 -1
cos(2m/5) = 1
sin(27/5) = \/58-1- >

On aurait aussi pu taper en mode complexe :

solve (a+l/a=1/2* (-1+sgqrt (5)),a)

On obtient comme valeur de a :

[1/4% (sqgrt (5)-1+sgrt (2«sgrt (5)+10) = (i)),

1/4x (sqgrt (5) —1-sqgrt (2+xsqgrt (5)+10) * (1)) ]

Comme a = exp(2im/5) = cos(2m/5) + isin(27/5), on are(a > 0 donc :

5) —1—14/24/(5) 4+ 10
a = cos(2m/5) + isin(27w/5) = Ve Ve

4

14.6.2 Calcul exact de sin(7/5) et de cos(7/5)

On déduit de ce qui précede les valeurs de cos(7/5) et de sin(7/5) puisque :
cos(2m/5) = 2cos(m/5)% — 1 et cos(27/5) = 1 — 2sin(7/5)2.
On tape :
normal (sqrt ((sgrt (5)-1)/8+1/2))
On obtient la valeur de cos(7/5) :
(sgrt (5)+1) /4
On tape :
normal (- (sqrt (5)-1)/8+1/2)
On obtient sin(7/5)? :
(= (sqgrt (5))+5)/8
Donc :
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QH(W/5)=:\/_ﬂ/Z%_5

14.6.3 Construction du pentagone comme avec la regle et le compas

On tape :

R:=1;

C:=cercle(0,R);

A:=point (-R);

B:=point (i*R);
m:=milieu(0,B);
cl:=cercle(m,R/2,affichage=2);
segment (A, m, affichage=2);
I:=inter (cl, segment (m,A));
r:=longueur2 (A, I);
c:=cercle (A, sqrt(r));
L:==simplify (inter(C,c)) :;
P

Q

:=L[0];

:=L[1];
segment (P, Q) ;
c2:=cercle (P, longueur (P,Q)) :;

affichage(c2,4);

M:=inter (C,c2,B);
c3:=cercle (Q, longueur (P,Q)) :;
affichage (c3,4);

T:=point (R);

S:=inter(C,c3,T);

polygone (T,M,P,Q,S,affichage=1);
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On obtient :

0.5

5 ™ 05 0 05 1

On trouve aussi que longueur? (A, I) vaut:
(-1-(-4xsgrt (5))/20) "2+ (- (-2xsgrt (5)+10) /20) ~2
On tape :

simplify (re(affixe(P)));

On obtient :

(= (sqrt(5))-1)/4

c’est la vaeur de — cos(7/5)

On tape :

simplify(im(affixe(P))"2);

On obtient :

(= (sqrt (5))+5)/8

c’est la vaeur de sin(7/5)?

P a donc comme coordonnees : (— cos(m/5);sin(m/5))

Donc le polygone T', M, P, @, S est bien un pentagone régulier.

14.7 Des étoiles a 5 branches

14.7.1 Une étoile a 5 branches

On cherche tout d’abord la liste des sommets du polygone étoile a 5 branches :
les pointes (resp les creux) se déduisent par rotation d’angle 2 * 7 /5. On définit
ainsi les sommets d’un polygone puis, on affiche ce polygone avec le programme
etoil. Sion remplit le polygone et 011, il devient le polygone etoile.

On va utiliser 3 parametres :

z0 le centre de I’étoile,

r le rayon de I’étoile,

a I’argument d’un "sommet en creux" de 1’étoile,
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Ces parametres permettent de positionner 1’étoile dans le plan. On calcule la dis-
tance 1 d’un "sommet en creux" au centre de 1’étoile :

on sait ou on retrouve (puisque 1 + 2 * cos(2 x 7/5) + 2 x cos(4 * 7/5) = 0) que :
cos(2*m/5) = (v/5—1)/4

cos(m/5)? = (3 +/5)/8

cos(m/5) = (1 +/5)/4

ona:

I =cos(2*7/5)/ cos(m/5)

doncona:

l:=7r(3-/(5)/2

Ona: (v5 —1)/2 ~ 0.61803398875

s 4 -2 0 2 4 B

On tape :

etoil (z0,r,a) :={
local j,1,somet,p,L,pa;
z0:=evalf (z0);r:=evalf(r);a:=evalf (a);
l:=evalf(rx(3-sgrt(5))/2);
somet :=[z0+1xexp (i*a), z0+r*exp (ix (atevalf (pi)/5))1;
L:=somet;
for (J:=1;3<5;j++){
L:=concat (L, rotation (z0,2+Jjxevalf (pi) /5, somet)) ;
}
p:=polygone (L) ;
return p;

|

etoile(z0,r,a) :={
return affichage(etoil (z0,r,a), rempli);

|
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On tape :
etoile(0,1,0)
etoile(3,2,pi/5)
On obtient :

.5

Y

0.5

[=]

-0.5

-1.5

14.7.2 Une étoile faite d’étoiles

On veut faire le dessin :

o
Y.

i
PR
..

-

o

%)

Si le rayon de I’étoile centrale est R et celui de I’étoile suivante est  on a la
relation : 7 x sin(2 x w/5) = R sin(w/5) (R ~ 1.61803398875 x* )
et on a trouvé que les sommets en "creux" sont situés sur un cercle de rayon :
l=Rx*(3—+5)/2
On sait que : sin(2 * 7/5)2 = 1 — cos(2 * 7/5)? = (5 +/5)/8 et
sin(7/5)? = 1 — cos(m/5)? = (5 — v/5)/8
donc (54 v/5) *r2 = R? x (5 — /5) = 20/(5 + \/5) soit
r=2xRxvV5/(5+vV5)=2+xR/(1++5)=Rx*(v/5-1)/2
De plus le centre de I’étoile suivante est situé a :
l+r7=R*(3—-+5)/2+R*(-1++5)/2=R.
On tape :

etoiles (z0,r,a) :={
local j,k,R,L,nr,nz0;
L:=[etoile(z0,r,a)l;
R:=r;
for (J3:=0;3<5; j++) {
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nr:=2+«R/ (1+sqrt (5));
nz0:=z0+Rxexp (2x1i+j*xpi/5+ixa);
for (k:=1;k<5;k++) {
L:=append (L, etoile(evalf (nz0),nr,a));
r:=nr;
nr:=2+r/ (l+sqrt (5));
nz0:=nz0+rxexp (2xixJj*xpi/5+ixa);

}

return L;

|

On tape :

etoiles (0,1,0);

affichage (etoil (0,2/ (3-sqgrt (5)),pi/5),line_width_3)

On obtient le dessin voulu.

On tape :

etoiles (0,1,pi/4);

affichage (etoil (0,2/ (3-sqrt (5)),pi/5+pi/4),line_width_3)
On obtient le méme dessin tourné de 7 /4.

Si on veut faire la méme chose avec une etoile a 7 branches on tape :

etoil7(z0,r,a) :={
local j,1,somet,p,L,pa;
z0:=evalf (z0);
r:=evalf (r);
a:=evalf (a);
//1l:=evalf (r (3-sqrt (5))/2);
l:=evalf (rxcos (2xpi/7)/cos(pi/7));
somet :=[z0+1xexp (i*a), z0+r*exp (ix (atevalf(pi) /7)) 1;
L:=somet;
for (J:=1;3<7; J++){
L:=concat (L, rotation (z0,2+jxevalf (pi) /7, somet)) ;
}
p:=polygone (L) ;
return p;

|

etoile7(z0,r,a) :={
return affichage(etoil7(z0,r,a),rempli);
b
etoiles7(z0,r,a) :={
local j,k,R,L,nr,nz0,nl,1;
L:=[etoile7(z0,r,a)];
R:=r;
l:=evalf (Rxcos (2xpi/7) /cos (pi/7));
for (3:=0;3<7; j++) {
nr:=evalf (R+sin(pi/7)/sin(2xpi/7));
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nz0:=z0+ (1+nr) xexp (2xixJxpi/7+i*a);
for (k:=1;k<7;k++) {
L:=append(L,etoile7 (evalf (nz0),nr,a));
r:=nr;
nr:=r*sin(pi/7)/sin (2xpi/7);
nl:=evalf (r*«cos (2+xpi/7)/cos(pi/7));
nz0:=nz0+ (nl+nr) xexp (2xixJxpi/7+i*a);

}

return L;

bis

14.7.3 Lelogo de Xcas
Le logo de Xcas est obtenu en tapant :

etoilo(z0,r,a) :={
local j,1,somet,p,L,pa;
z0:=evalf (z0);
r:=evalf (r);
a:=evalf (a);
l:=evalf (r* (3-sqrt(7))/2);
somet :=[z0+1lxexp (i*a), z0+r*xexp (ix (a+tevalf (pi/7)))1;
L:=somet;
for (Jj:=1;3<7; j++) {
L:=concat (L, rotation (z0,2*j*evalf (pi/7), somet));
}
p:=polygone (L) ;
return p;
bed
etoilog(z0,r,a) :={
return affichage(etoilo(z0,r,a),rempli);
b
logox(z0,r,a,c) :={
local j,k,R,L,nr,nz0;
L:=[affichage(etoilo(z0,r,a),ctrempli)];
R:=r;
for (J3:=0;3<7; j++) {
nr:=2«R/ (1+sqrt (7)) ;
nz0:=z0+Rxexp (2xixj*pi/T+ixa);
for (k:=1;k<7;k++){
L:=append(L,affichage(etoilo(evalf (nz0),nr,a),
ct+ (j+1) *k+rempli));
r:=nr;
nr:=2+r/ (l+sqrt (7)) ;
nz0:=nz0+rxexp (2+1i*Jjxpi/7+i*a);

}

return L;
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b
1x(z0,r) :={
return (segment (zO+r* (-1-1i), z0+rx (1+1i)),
segment (z0+r* (1-1i), z0+rx (=1+1)));
b
lc(z0,r) :={
return (cercle(z0,r,pi/4,7*pi/4));
bes
la(z0,r) :={
return (segment (zO+r* (-1-1i), z0+r=x1i),
segment (zO0+r* (1-1i), z0+r*i),
segment (z0+rx-0.5,z0+r*x0.5));
beg
1s(z0,r) :={
return (segment (zO+r*(-1/2-1),z0-r«i),
segment (z0+r* (1/2+1),z0+r=*1),
cercle (z0+rxi/2,r/2,pi/2,3*pi/2),
cercle(z0-rxi/2,r/2,-pi/2,p1/2));
bes
logoxcas (z0,r,a,c) :={
return logox(z0O,r,a,c),
affichage (1x(evalf (z0-2xr*exp(ixa),r*0.2)),
line_width_3+c+4),
affichage (lc(evalf (z0-2+r*exp (—2*ixpi/7+ixa),0.2*r)),
line_width_3+c+3),
affichage (la(evalf (z0-2+r*exp (—4*ixpi/7+ixa),0.2*r)),
line_width_3+c+2),
affichage (1s(evalf (z0-2+r*exp (—6*xixpi/7+ixa),0.2*r)),
line_width_3+c+1);

On tape :
logoxcas(0,1,0,264);
On obtient les 7 branches de Xcas :

— Calcul formel

— Tableur formel

— Géométrie 2D interactive
— Géométrie 3D interactive
— Géométrie Tortue

— Langage de programmation
— Documentation
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14.7.4 La carte de visite de Xcas

Voici ce qu’il faut taper pour avoir la carte de visite de Xcas :

logoxcas (0,0.9,pi/14,264);

legende (-2.2+31i,": le couteau suisse des mathematiques");
legende (-4.5+0.41i, "programmation", magenta) ;

legende (1.2+1.81i, "geometrie 2d",cyan);

(
(
legende (-4-1.21i," tableur formel", rouge);
legende (-3+1.81i, "calcul formel",bleu);
legende (2.3+0.41, "geometrie 3d", jaune);
legende (1.7-1.21i, "geometrie tortue",vert);
legende (-1.1-2.11i, "documentation");
legende (-4.6+2.51, "http://www-fourier.ujf-grenoble.fr

/~parisse/giac_fr.html");
rectangle (-5-2.21,5-2.21,5/8.5);
affichage ([1x(-4+3.21,0.2),1c(-3.5+3.11,0.2),1a(-3+3.21,0.2),
1s(-2.5+3.11,0.2) ], epaisseur_ligne_3);

On obtient :

XC A S - ke couleau suiEse des mathemaliques

htipfoeae-da uriar . ufl -gre noble dripar ezsdgiac_ir.hml

acaleul {armel A

-programmalion

. lableur dormel

documentation

14.7.5 La carte de Noel de Xcas

Voici ce qu’il faut taper pour avoir la carte de Noel de Xcas :

1x(z0,r) :={
return (segment (z0+r* (-1-1), z0+rx (1+1)),
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segment (z0+r* (1-1i), z0+rx (=1+1)));
b
1lc(z0,r) :={
return (cercle(z0,r,pi/4,7*pi/4));
b
la(z0,r) :={
return (segment (zO+r* (-1-1), z0+rx1i),
segment (zO0+r* (1-1i), z0+r*i),
segment (z0+rx—-0.5,z0+r+x0.5));
b
1s(z0, r) :={
return (segment (zO0+rx (-0.6-1),z0+rx0.02-r*1i),
segment (zO0+r* (0.6+1),z0+r«*1),
cercle (z0+rxi/2,r*1.02/2,p1/2,3*xpi/2),
cercle(z0-rx1.01x1/2,r*1.02/2,-pi/2,pi/2));
b
1s1(z0,r) :={
return (segment (zO+r*(-1-1),z0+r*x0.55-rxi),
segment (zO0+r* (1+1),z0-0.5%xr+r=*1),
segment (z0-0.55xr, z0+0.55%r),
cercle (z0-r+x0.5+r+1ix0.5,r*«0.51,pi/2,3xpi/2),
cercle (z0+rx0.5-rxix0.5,r*0.52,-pi/2,pi/2));
b
Im(z0, r) :={
return polygone_ouvert (z0, z0+i*r, z0+ (1+i) /2xr, z0+ (1+1) xr, z0+1) ;
beg
le(z0,r) :={
return polygone_ouvert (z0+3*r/4,2z0,z0+irr, z0+r+i+r*«3/4),
segment (z0+rxi/2,z0+r*1/2+3%xx/4);
bes
1y (z0, r) :={
return polygone_ouvert (zO+r*1i, z0+ (1+i)*r/2,z0+r/2,
z0+ (14+1i)xr/2,z0+ (1+1) *r) ;
b
1lr(z0, r) :={
return cercle (z0+(0.5+1%0.75) *r,r+x0.25,-pi/2,p1/2),
polygone_ouvert (z0+r/2+ixr, z0+ixr,z0,z0+ixr/2,
z0+r/2+ixr/2,z0+r*3/4);
bii
etoilo(z0,r,a) :={
local j,1,somet,p,L,pa;
z0:=evalf (z0);r:=evalf(r);a:=evalf (a);
l:=evalf (rx(3-sqgrt(7))/2);
somet:=[z0+1lrexp (i*a), z0+r+exp (ix (atevalf(pi/7)))1;
L:=somet;
for (J:=1;3<7; J++){
L:=concat (L, rotation (z0,2xJjxevalf (pi/7), somet)) ;

}i
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p:=polygone (L) ;
return p;
b
etoilog(z0,r,a) :={
return affichage(etoilo(z0,r,a),rempli);
bed
logox (z0,r,a,c) :={
local j,k,R,L,nr,nz0;
L:=[affichage(etoilo(z0,r,a),ctrempli)];
R:i=r;
for (J:=0;3<7; j++) {
nr:=2+«R/ (1+sqrt (7)) ;
nz0:=z0+R*exp (2xixjxpi/7+ixa);
for (k:=1;k<7;k++) {
L:=append (L,affichage(etoilo(evalf (nz0),nr,a),
ct (j+1) xktrempli));
r:=nr;
nr:=2*r/ (1+sqrt (7)) ;
nz0:=nz0+r*exp (2+xixJjxpi/7+ixa);

}
return L;
b
logoxcas (z0,r,a,c) :={
return logox(z0,r,a,c),
affichage (1x (evalf (z0-2xr*xexp(i*a),rx0.2)),
line_width_3+c+4),
affichage (lc(evalf (z0-2+r*exp (—2*ixpi/7+ixa),0.2*r)),
line_width_3+c+3),
affichage (la(evalf (z0-2+r*exp (-4*ixpi/7+ixa),0.2*r)),
line_width_3+c+2),
affichage (1s(evalf (z0-2+r*exp (-6*xixpi/7+ixa),0.2*r)),
line_width_3+c+1);
b
cartev (z0,r) :={
local L;
L:=1m(z0+14+4x1i,r),le(z0+1+3*xr/2+4x1i,r),lr (z0+1+11*xr/4+4x1i,r),
1r(z0+1+4xr+4xi, r), 1y (z0+1+21*r/4+4%i, 1) ;
L:=L,1x(z0+1+2%1i,r),lc(z0+1+2r+r/242%1i,r),
la(z0+1+4*r+r/2+2%1,r),1s (z0+1+13xxr/242*1i,r);
return L;
b
support (z0, r) :={
return segment (z0+r* (0.9+1%0.45),z0-r*(1.2+1i%x0.6)),
segment (z0, z0-2xrx1i);
bed
bulle (z0,r) :={
return affichage (support (z0,r),264+epaisseur_ligne_3),
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logoxcas (z0-3xr%1i,0.42%r,0,264) ,cercle(z0-3xr*i, r);
b
cartevl (cl,c2) :={
local L;
L:=affichage (cartev(-2,1),59+epaisseur_ligne_4),
rectangle (-4-i,8-1,0.67);
L:=L,logox(]J,0.3,-pi/7,cl)$(3=-3..7);
L:=L,logox (j+6%1,0.3,pi/7,cl)S$(j=-3..7);
L:=L,logox (-3+jx1,0.3,pi/7,c2)S$(3=1..5);
L:=L,logox (7+3*1i,0.3,pi/7,c2)S$(j=1..5);
return L;
bei
cartev2 () :={
local L;
L:=rectangle (-4.25-0.5%1,8-0.5%1,0.67) ,bulle(-0.5+4%1i,1);
L:=L,bulle(1.5+5%1,1),bulle(3.5+6%1,1),bulle(5.5+7%1,1);
L:=L,affichage([1x(-2.5+5%1,0.5),1c(-2.5+3.5%1,0.5),
la(-2.5+2%1,0.5),1s1(-2.5+0.5%1,0.5) 1],
264+epaisseur_ligne_4);
L:=L,affichage([1lm(-3.75+6.3%x1,0.75),1le(-2.25+6.3%1,0.75),
lr(-1+6.3%1,0.75),1r(0.25+6.3x1i,0.75),
1y (1.5+6.3%1,0.75)],232+epaisseur_ligne_4);
return L;
beg
sapin(z0,zl,t) :={
local L, v;
L:=NULL;v:=2z1-20;
si abs(v)<0.2 alors L:=L, segment (z0,z1l);retourne L; fsi;
L:=L,sapin(z0+v/4.,z1,t);
L:=L, segment (z0,z0+v*0.25);
L:=L,sapin(z0, z0+vxexp (i*t)*x0.5,t);
L:=L,sapin(z0, z0+vxexp (-1xt)*0.5,t);
b
cartev3 () :={
retourne affichage([1x(-4.5+5x1,0.5),1c(-4.5+3.5%1,0.5),
la(-4.5+2%1,0.5),1s1(-4.5+0.5%1,0.5)],264+epaisseur_ligne_4),
affichage([1m(-5.754+6.3%1,0.75),1le(-4.37+6.3%1,0.75),
1lr(-3.06+6.3%i,0.75),1r(-1.72+6.3%1,0.75),
1y (-0.375+6.3%x1,0.75)1,232+epaisseur_ligne_4),
affichage (sapin(0,6.5%1,1),60),rectangle(-6.25-1,4-1,0.86),
logoxcas (0+6.5%1,0.45,0,269),
affichage(etoilog(-1.9+2.9%x1,0.2,0),1),
affichage(etoilog(1.9+2.9%x1,0.2,0),3),
affichage (etoilog(2.5+1.6%1,0.2,0),5),
affichage(etoilog(0.5+1%x1,0.2,0),1),
affichage (etoilog(-1+0.5%1,0.2,0),3),
affichage(etoilog(-2.5+i%x1.6,0.2,0),6);
beg
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Puis on tape :

cartevl (86, 88)

On obtient une carte de Noel.

Puis on tape : cartev2 (), logoxcas (-2.5+3.5%1,0.5,0,264)
On obtient une carte de Noel. Puis on tape : cartev3 ()

On obtient une carte de Noel.

14.7.6 Encore des étoiles a 5 branches

On veut réaliser :

oG
ST

Rk #ﬂk
by ™ e [ e ] o
K *"‘r.ﬂ—_’_-}

THE

Pour cela, on va utiliser le programme précédent :

//z0 centre, r rayon de 1l’etoile,
//a argument d’un "sommet en creux" de 1’etoile
etoil (z0,r,a) :={
local j,1,somet,p,L,pa;
z0:=evalf (z0);r:=evalf(r);a:=evalf (a);
l:=evalf (rx (3-sqgrt(5))/2);
somet :=[z0+1lxexp (i*a), z0+r*xexp (ix (a+evalf (pi)/5))1;
L:=somet;
for (j:=1;3<5; j++) {
L:=concat (L, rotation (z0, 2« jxevalf (pi) /5, somet) ) ;
}
p:=polygone (L) ;
return p;
bed

etoile(z0,r,a) :={
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return affichage(etoil (z0,

beg

4
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r,a),rempli);

et les calculs précédents et écrire la procédure et 01110 de parametre c le centre

de I’étoile pour dessiner :

s
2

T

L0
S
S N

=
7

On pose :

a := 2% cos(m/5) = sin(2 x w/5)/sin(xw/5) ~ 1.61803398875

etona:

R = axrsir, R sont les rayons des cercles circonscrits a 2 étoiles consécutives,
Il faut maintenant trouver la relation entre le rayon r d’une ¢toile et le rayon p du
cercle sur lequel on va placer le centre de 10 étoiles.

Soit la figure ci-dessous :

il y a un pentagone (il définit une étoile a 5 branches) de coté AB et de rayon
r = OA. Si on peut mettre 10 étoiles de rayon r sur le cercle de rayon p = 10

c’est que I’angle AIB = 7/10:
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On cherche la relation qui existe entre /O = petr = OA.

Ona: AB =2xrxsin(n/5) et [A = p+rdonc:

AB 1A donc -
sin(7/10)  sin(37/5) one

Z* r % sin(m/5) * sin(37w/5)/sin(7/10) = p+r

sin(m/10)

~ 0.38196601125
2sin(7/5) * sin(37/5) — sin(7/10)

T = cCr* pavec cr =

On tape :

etoil5 (c) :={

local a,cr;

a:=evalf (2xcos (pi/5));
cr:=sin(pi/10.)/ (2%xsin(pi/5.) *sin(3*xpi/5.)-sin(pi/10.));
return (etoil (ct+exp (ixk*pi/5),cr, (k+1)+pi/5))$(k=0..9),
(etoil (ctaxexp (ixkxpi/5),cr+*a, (k+1)*pi/5))$(k=0..9),
(etoil (c+a”2xexp (ixk*pi/5),cr*xa”2, (k+1)*pi/5))S$(k=0..9),
(etoil (c+l/a*exp (ixkxpi/5),cr/a, (k+1) xpi/5))$(k=0..9);

On tape :

a:=evalf (2+xcos (pi/5));b:=a"3
cr:=sin(pi/10.)/(2xsin(pi/5.) *sin (3*pi/5.)-sin(pi/10.));
etoilb (b*xexp (ixk*2xpi/5))

On obtient :

etoilb (bxexp (i*xk*2+xpi/5))S$(k=0..4),eto0il (0,b*cr,0)

On obtient :
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/b0
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AR T *

s

On peut ainsi faire une sorte de pavage mais on est obligé de ruser pour qu’il
n’y ait pas de chevauchement :
eto0il10 on enleve la dernieére couronne a etoil5.
etoils5estformédeSetoils
etoilslSestforméde ] etoil5etde4 etoillOetetoils estala nieme
position.
On tape :

eto0illO (c) :={
local cr,a:=evalf (2+«cos(pi/5));
cr:=sin(pi/10.)/ (2*sin(pi/5.)*sin (3*pi/5.)-sin(pi/10.));
return (etoil (ct+exp (ixk*pi/5),cr, (k+1)*pi/5))$(k=0..9),
(etoil (ct+a*exp (i*xk*pi/5),cr+a, (k+1)*pi/5))S$(k=0..9),
(etoil (ct+l/a*exp (ixk*pi/5),cr/a, (k+1)*pi/5))S$ (k=0..9);
}
sy
etoilsb5 (c,t) :={
local a,b,cr;
a:=evalf (2xcos (pi/5));
b:=a"3;
cr:=sin(pi/10.)/(2*sin(pi/5.) *sin (3*pi/5.)-sin(pi/10.));
return etoil5 (ctb*exp (ixk*2+pi/5+i*t)) $(k=0..4),

etoil (c,b*cr,t);
b
etoilsl5(c,t,n) :={
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local a,b,cr;

a:=evalf (2xcos (pi/b));

b:=a”"3;

cr:=sin(pi/10.)/(2*sin(pi/5.) *sin (3*pi/5.)—-sin(pi/10.));

return etoill0 (ct+tb*rexp (1*k*2+pi/5+ixt))$ (k=n+1..n+4),
etoil (c,b*cr,t),etoil5 (ctbrexp (1+n*2+pi/5+ixt));

beg

On tape :
etoils5(0,0), (etoilsl5 (2+«bxsin (3xpi/10) rexp (i+pi/5+2+ixk+pi/5),pi/5,k
On obtient :

14.7.7 Lelogode 1’ UJF

arcpoly (z0,r,a,b) :={

local L;

return seq(zO0+rxexp(ixt),t=a..b,0.05),z0+r*xexp (i*b);

b

arc_poly(z0,r,a,b,ep,c) :={

local L;

L:=z0+ (r—ep) xexp (i*a), z0+rxexp(i*a),arcpoly(z0,r,a,b),
z0+ (r) xexp (i+b), z0+ (r—-ep) xexp (i*xb) ,arcpoly (z0, r-ep,b,a);

return affichage (polygone (L), ct+trempli);

bed

ujf(z0,r) :={

local L;
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L:=carre(z0,z0+r,affichage=48+rempli), carre (z0+r/3x (=1+2%1),2z0+2*r*1/3,affict
L:=L, rectangle (z0+r/3x (-2+1i),z0+r*1/3,0.5,affichage=1+rempli), rectangle (z0-r>-
L:=L, rectangle (z0+-r/3x (1+1i),2z0-r*1/3,3,affichage=1+rempli),arc_poly (z0-r,r, -
L:=L,polygone (z0-r/6-r+i, z0+r/6-r*1i,z0+r/3,z0,affichage=1+rempli);
L:=L,affichage (polygone (z0+r* (0.9+1),arcpoly (z0+17xr/12,17xr/12,pi-atan (5/5),
arcpoly (z0+17+r/12,13xr/12,pi,pi-atan(12/5))), l+rempli);

L:=L, legende (zO+r+i%2r/3, "UNIVERSITE"), legende (z0+r+0.1%1i, "JOSEPH FOURIER"), ]
legende (z0+r+i*x0.1," ",affichage=1);

return (L) ;

b

On tape :
ujf(0,1)
On obtient :

14.8 Un quasi cristal

Sur le pourtour d’un décagone on trace des pentagones, puis des étoiles a 5
branches, puis un tour de décagones avec ses pentagones puis des étoiles et un tour
de décagones avec ses pentagones.

La fonction et oile a comme prametres :

a est I’affixe de son centre,

r est le rayon de son cercle circonscrit,

k est ’angle en radian que fait une branche de 1’étoile avec 1’horizontale.
On tape :

etoile(a, r, k) :={
local A,7j,L,sl;
A:= point (atrxcos (2+pi/5) /cos (pi/5) *xexp (ixk+ixpi/5));
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L:=NULL;
sl:=[segment (a+rxexp (i*k),A), segment (A, atrrexp (i+xk+i*2*pi/5))1;
pour J de 0 jusque 4 faire
L:=1,sl
sl:=rotation(a,2*pi/5,sl);
fpour;

return L;

|

La fonction t our dessine des pentagones sur le pourtour d’un décagone.
tour a comme prametres :

a est I’affixe du centre du décagone,

R est le rayon de son cercle circonscrit,

k est I’angle en radian que fait un sommet du décagone avec 1’horizontale.
On tape :

tour (a,R, k) :={
local c¢,r,3j,L,1,ret,aet;
c:=2*R*sin(pi/10);
r:=c/2/sin(pi/5);
1:=2+r*sin(2+pi/5);
ret:=r*sin (2+pi/5) /sin(pi/5);
aet:=R*cos (pi/10)+r*cos (pi/5)+r*xcos (2xpi/5)+retxcos (pi/5);
L:=NULL;
pour J de 0 jusque 9 faire
L:=L, isopolygone (atRxexp (ixk+ixpi*j/5) xexp (i*xpi/5),
at+R+xexp (i*xk+ixpixj/5),5);
fpour;
return L;

b

La fonction touret dessine un tour de pentagones, un tour d’étoiles, un tour fait
avec tour, un tour d’étoiles et enfin un tour fait avec tour.

touret ales mémes parameétres que tour

Pour les variables locales on a :

R : rayon du décagone

r : rayon des pentagones

ret : rayon des étoiles

1 est la distance entre le sommet O et le sommet 2 du pentagone.

aet distance du centre du décagone au centre d’une étoile.

On tape :

touret (a,R, k) :={

local c¢,r,3j,L,1,ret,aet;

L:=NULL;

c:=2%R*sin (pi/10);

r:=c/2/sin(pi/5.);

1:=2xr*xsin(2xpi/5.);

ret:=r*sin (2+xpi/5.)/sin(pi/5.);

aet:=R*cos (pi/10.)+rxcos(pi/5.)+r*cos (2+xpi/5.)+retxcos (pi/5.);
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pour J de 0 jusque 9 faire
L:=L, isopolygone (a+Rxexp (ixk+i*pixj/5) xrexp (ixpi/5),
at+tRxexp (1*xk+i*xpix]j/5),5);
L:=L,etoile (ataet*exp (i*xpi/10.+Jx1i*pi/5.), ret,pi/10.+Jxpi/5.);
L:=L,tour (a+ (2% (R+tc)+1) xexp (ixJxpi/5.),R, k) ;
L:=L,tour (a+ (4*R+3*xc+1l) xexp (i+J*pi/5.),R, k) ;
L:=L,etoile(a+ (4*R+3xc+l)+xexp (i*Jj*pi/5.)+
aetxexp (ix7+pi/10+Jxi+pi/5.),ret, 7+pi/10.+3*pi/5.);
fpour;
return L;

|

On tape :
etoile(-35,2,0),tour (-25,2,0),touret (0,2,0)
On obtient :

&8

On tape pour faire un quasi-cristal :

R:=2;

c:=2%R*sin (pi/10);

r:=c/2/sin(pi/5.);

l:=2xrxsin(2+pi/5.);

ret:=r*sin (2xpi/5.)/sin(pi/5.);

aet:=R+cos (pi/10.)+r+cos (pi/5.)+r*cos (2+xpi/5.)+tret*cos(pi/5.);
touret (0,2,0);tour (2« (R+c)+1,2,0);tour ( (2% (R+c)+1) xexp (ixpi/5.),2,0);
tour (4+xR+3*c+1,2,0);tour ( (4*xR+3xc+1) xexp (i*pi/5.),2,0);

tour (4xR+3*c+1+ (sgrt (5)+3) xexp (2x1i*pi/5.),2,0);

touret ((6*R+5xc+2+x1),2,0);

touret ( (6*R+5+c+2+x1) + (6*R+5xc+2+1) xexp (2+i*xpi/5.),2,0);

touret ( (6*R+5+xc+2+1) xexp (3*xixpi/5.),2,0);

touret (2% (6*R+5+c+2%1) xcos (pi/5.) »exp (2«i*pi/5.),2,0);

tour ( (6*R+5+c+2%1) /cos (3*xpi/10.)rexp (3+1i*pi/10.)/2,2,pi/10.);

On obtient :
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14.9 Puzzle : remplir un décagone avec des losanges

deca (01, 02) :={
local R,1,L,A,k;
R:=longueur (01, 02) ;
1:=2%Rxsin(pi/10);

L:=NULL;
A:=02;
L:=L,A;

pour k de 1 jusque 10 faire

A:=A+2x% (A-01) rexp (3*1*pi/5) *sin (pi/10);
L:=L,A;

fpour;

return L;

b

pental (01,02) :={

local R,1,L,A,k;

R:=longueur (01, 02) ;

1:=2%Rxsin(pi/10);

L:=NULL;
A:=01+2% (02-01) *sin(pi/10);
L:=L,A;

pour k de 1 jusque 13 faire
A:=01+ (A-01) rexp (1*pi/5);
L:=L,A;

fpour;

return L;

b

penta2 (01,02) :={

local R,1,L,A,k;
R:=longueur (01, 02) ;
1:=2%Rxsin(pi/10);
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L:=NULL;
A:=01+4% (02-01) *sin(pi/10)"2;
L:=L,A;

pour k de 1 jusque 10 faire
A:=01+(A-01) xexp (1*pi/5);
L:=L,A;

fpour;

return L;

b

On tape :

point (0) ;

deca (point (0),point (1)) ;
pental (point (0) ,point (1)) ;
penta?2 (point (0),point (1)) ;
On obtient :

355

Cela permet de remplir un décagone avec des losanges en joignant a la souris les

points du dessin ci-dessus.
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Puis de colorer le dessin avec la souris :
choisir le mode quadrilatere (Polygones->quadrilatere) et comme attribut de 1’ob-
jet le dessin plein (cliquer sur I’ellipse rempli et la couleur), on obtient :

Voisi les programmes de différents remplissages :

vasal (01,02) :={

local LO,L1,L2,k,P,0Q;
LO:=deca (01,02);
Ll:=pental(01,02);
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L2 :=penta2 (01,02);

P :=NULL;

Q:=NULL;

pour k de 0 jusque 4 faire

P:=P,polygone (LO[2k],LO[2k+1],L0[2k+2],L1[2+xk+1],affichage=rempli+32+k+58);

Q:=Q,polygone (01,L1[2k+1],L0[2k+2],L1[2k+3],affichage=rempli+60+32xk);
fpour;

return P, Q;

}

vasaz (01,02) :={

local LO,L1,L2,k,P,Q;

L0:=deca (01,02);

Ll:=pental(01,02);

L2:=penta2 (01,02);

P:=NULL;

Q:=NULL;

pour k de 0 jusque 3 faire

P:=P,polygone (LO[2k],LO[2k+1],L0[2k+2],L1[2xk+1],affichage=rempli+k);
fpour;

pour k de 0 jusque 2 faire

Q:=Q,polygone (01,L1[2k+1],L0[2k+2],L1[2k+3],affichage=rempli+7+k+60);
fpour;

P:=P,polygone(0O1,L1[7],L2[9],L1[11],affichage=rempli+4);
Q:=Q,polygone (LO[8],L0[9],L2[9],L1[7],affichage=rempli+81);
Q:=Q,polygone(LO[9],L0[10],L1[11],L2[9],affichage=rempli+88);

return P,Q;

}

Sy

vasal3 (01,02) :={

local LO,L1,L2,k,P,0Q;

LO:=deca (01, 02);

Ll:=pental (01,02);

L2 :=penta2 (01,02);

P:=NULL;

Q:=NULL;

P:=P,polygone(LO[0],L0O[1],L0[2],L1[1],affichage=rempli+0);

pour k de 2 jusque 3 faire

P:=P,polygone (LO[2k],LO[2k+1],L0[2k+2],L1[2xk+1],affichage=rempli+k);
fpour;

Q:=Q,polygone (01,L1[5],L0[6],L1[7],affichage=rempli+74);
P:=P,polygone(01,L1[1],L2[3],L1[5],affichage=rempli+l);
P:=P,polygone(0O1,L1[7],L2[9],L1[11],affichage=rempli+4);
Q:=Q,polygone (LO[2],L0[3],L2[3],L1[1],affichage=rempli+60);
Q:=Q,polygone (LO[3],L0[4],L1[5],L2[3],affichage=rempli+67);
Q:=Q,polygone (LO[8],L0[9],L2[9],L1[7],affichage=rempli+81);
Q:=Q,polygone(LO[9],L0[10],L1[11],L2[9],affichage=rempli+88);

return P, Q;
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vasad (01,02) :={

local LO,L1,L2,k,P,Q;
LO:=deca (01,02);
Ll:=pental (01,02);

L2 :=penta2 (01,02);

P:=NULL;

Q:=NULL;

P:=P,polygone (LO[0],L0[1],L0[2],L1[1],affichage=rempli+0);

P:=P,polygone (LO[2],L2[2],L2[9],L1[1],affichage=rempli+l);

P:=P,polygone (LO[3],L0[4],L0[5],L1[4],affichage=rempli+2);

Q:=Q,polygone (LO[2],L0[3],L1[4],L2([2],affichage=rempli+74);
P:=P,polygone (LO[6],L0[7],L0[8],L1[7],affichage=rempli+3);

P:=P,polygone (LO[6],L1[7],L2[9],L2[6],affichage=rempli+4);

Q:=Q,polygone (LO[5],L0[6],L2[6],L1[4],affichage=rempli+60);
Q:=Q,polygone (L1[4],L2[6],L2[9],L2[2],affichage=rempli+67);
Q:=Q,polygone (LO[8],L0[9],L2[9],L1[7],affichage=rempli+81);
Q:=Q,polygone (LO[9],L0[0],L1[1],L2[9],affichage=rempli+94);
return P,Q;

}

vasab (01,02) :=

local LO,L1,L2,k,P,Q;

LO:=deca (01,02);

Ll:=pental (01,02);

L2 :=penta2 (01,02);

P:=NULL;

Q:=NULL;

P:=P,polygone (LO[0],LO[1],L0[2],L1[1],affichage=rempli+0);

P:=P,polygone (LO[3],L0[4],L0[5],L1[4],affichage=rempli+l);

P:=P,polygone (LO[3],L1[4],L2[6],L2[3],affichage=rempli+2);

Q:=Q,polygone (LO[2],L0[3],L2[3],L1[1],affichage=rempli+74);
P:=P,polygone (LO[6],L0[7],L0[8],L1[7],affichage=rempli+3);

P:=P,polygone (LO[6],L1[7],L2[9],L2[6],affichage=rempli+4);

Q:=Q,polygone (LO[5],L0[6],L2[6],L1[4],affichage=rempli+60);
Q:=Q,polygone (L1[1],L2[3],L2[6],L2[9],affichage=rempli+67);
Q:=Q,polygone (LO[8],L0[9],L2[9],L1[7],affichage=rempli+81);
Q:=Q,polygone (LO[9],LO0[0],L1[1],L2[9],affichage=rempli+88);

return P,Q;

}

On tape :

vasal(0,1),vasa2 ((2+«sin(pi/10)+1)+xexp (i*xpi/5),2+sin(pi/10) exp (1*pi/5
vasa3 ((2+sin(pi/10)+1) xexp (—ixpi/5),2*sin(pi/10) *xexp (-ixpi/5)),

vasa7 ((2*sin(pi/10)+1) xexp (2+xixpi/5)-1,2*sin(pi/10) xexp (2+ixpi/5)-1)
On obtient :
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14.10 Les deux hélices

Ce probleme aete donné aux olympiades académiques de 2005.

14.10.1 Le probleme

Un avion modele réduit possede deux hélices de méme longueur qui tournent
dans un méme plan perpendiculaire a leurs axes, et a la méme vitesse. Comment
choisir la distance entre leurs axes a et ’angle de départ b des 2 hélices pour que
les deux hélices puissent tourner sans se heurter ?

14.10.2 La modélisation avec Xcas

On suppose les hélices de centres 01, 02 et de longueur 2. On choisit comme
parametres, la distance a des centres des 2 hélices, et la mesure b de I’angle des 2
hélices. Plus précisemment, on note I’hélicel A1, A2 et I’hélice2 B1, B2 pour que
I'angle 8 = (A1, A%, B1, B%) soit de mesure b € [0; 7[.

On pourra tester différentes valeurs de a et b grace aux commandes :
a:=element (0..2);

b:=element (0..p1);

qui font apparaitre des curseurs permettant de modifier a ou b.

On va utiliser la commande animate qui permet de faire une animation. Il faut
pour cela créer, pour chaque hélice, une séquence (de 40 ou 48 éléments) contenant
les différentes positions qui seront dessinées.

On définit pour la premiere hélice :

hl:=seq(segment (exp (i* (t+pi)),exp(i*t)),t,0,2+pi,pi/20)
et pour la deuxieme hélice :

h2:=

seq (segment (at+exp (i* (t+pi)),atexp(ixt)),t,b, 2 pi+b,pi/20)
Donc on tape pour avoir 40 positions différentes et avoir au départ a=sqrt (2) et
b=pi/4:

hl:=seq(segment (exp (i* (t+pi)),exp(i*t)),t=0..2%pi,pi/20) :;
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animation (hl);

a:=element (0..2,sqgrt (2));

b:=element (0..pi,pi/4);

h2:=seq(segment (at+exp (i*x (t+pi)),atexp (i*t)),
t=b..2+pi+b,pi/20) :;

animation (h2);

ou pour avoir 48 positions différentes et avoir au départ a=sqgrt (3) etb=pi/3:

hl:=seq(segment (exp (ix (t+pi)),exp(i*t)),t=0..2xpi,pi/24) :;

animation (hl);

a:=element (0..2,sqrt (3));

b:=element (0..pi,pi/3);

h2:=seq(segment (atexp (ix (t+pi)),atexp(i*t)),
t=b..2xpit+b,pi/24) :;

animation (h2);

14.10.3 Le raisonnement

Il y a des cas simples :

— lorsque a < 1 on est siir que les 2 hélices se touchent quelquesoit b,

— lorsque a > 2 on est slir que les 2 hélices ne se touchent pas quelquesoit b.

Il reste donc a étudier le cas 1 < a < 2. Supposons qu’a un moment donné les
2 hélices se touchent : par exemple le point A1 touche I’hélice2 en M avec O2M=c :
cela forme un triangle de cotés a, c,1 (0 < ¢ < 1 et d’angle b ou m — b opposé au
coté a).
On a donc la relation :
a?=1+c%—2xcxcos(b) = (1 —c)?>+2xc*(1—cos(b))
ou la relation :
a?=1+c2+2xcxcos(b) = (1 —c)?+2xcx (14 cos(b))
Siil y a collision c’est qu’il existe 0 < ¢ < 1 vérifiant 'une de ces 2 équations du
second degré en ¢ de discriminant A = cos(b)? — 1 + a2.
Puisque @ > 1, on a a > sin(b) donc A > 0 : il y a donc 2 solutions de signe
contraire puisque le produit des racines vaut 1 — a? < 0, donc 0 se trouve a 1’inté-
rieur des racines.
Si il y a collision c’est qu’il existe une racine comprise entre 0 et 1, donc 1 se
trouve a I’extérieur des racines.
Onapourc=0,1+c? —2%cx*cos(b) —a? (resp 1 + c® + 2 x ¢ * cos(b) — a?)
vaut 1 — a? < 0 puisque a > 1 et,
pourc = 1,0onal+c? —2x%cxcos(b) —a® (resp 1 + c® + 2 x ¢ * cos(b) — a?)
vaut 2 — 2 cos(b) — a? (resp2 + 2 cos(b) — a?).
L’une de ces quantités est positive si il y a une solution entre 0 et 1, donc
a®? <2 —2cos(b) — a® = 4 * c® xsin(b/2)? ou
a? <2+ 2cos(b) — a® = 4 * c? x cos(b/2)?
Donc si il y a collision, c’est que a < 2 x sin(b/2) ou a < 2 % cos(b/2).
Réciproquement supposons :

— a < 2xsin(b/2)

Il existe c entre O et 1 et un triangle de cotés a, 1, ¢, d’angle opposé au coté
a égal a b. En effet, I’équation :
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eq(r) = 22 — 2% x % cos(b) + 1 — a® = 0 a une solution ¢ comprise dans
]0; 1] careq(0) = 1 — a® < 0 puisque @ > 1 et
eq(1) = 1—2xcos(b)+1—a? = 4xsin(b/2)?—a? > 0 d’apres I’hypothése.
— a < 2xcos(b/2)
Il existe c entre O et 1 et un triangle de cdtés a, 1, ¢, d’angle opposé au cté
a égal a ™ — b. En effet I’équation :
eq(z) = 2% — 2 %z x cos(m — b) + 1 — a® = 0 a une solution ¢ comprise
dans ]0; 1] puisque eq(0) = 1 — a? < O cara > 1 et
eq(1) = 14+ 2% cos(b) +1 —a® = 4 x cos(b/2)? — a®> > 0 d’apres
I’hypothese.
Sia < 2xsin(b/2) oua < 2 xcos(b/2), la construction d’un tel triangle est pos-
sible ce qui prouve qu’il y a collision entre les 2 hélices.
Doncsionaa > 2#sin(b/2) et a > 2 * cos(b/2), on est stir que la collision n’est
pas possible.
Cela veut dire que si ’on choisit a > 2 % max(sin(b/2), cos(b/2)), il n’y aura pas
de collision possible.
Par exemple :
pour b = 7/2 on doit choisir a > V2,
pour b = 7/3 on doit choisir a > /3.

14.11 La boite des cerfs-volants

14.11.1 La boite carrée des cerfs-volants

On veut mettre dans une boite "carrée” six cerfs-volants de tailles différentes.
Ces cerfs-volants sont des quadrilateres semblables qui sont formés par 2 triangles
rectangles (non isoceles) égaux ayant comme c6té commun leur hypoténuse.

Soit ¢ la valeur inférieure a /4 de I’angle aigu de ces triangles rectangles.
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On veut pouvoir ranger ces six cerfs-volants dans une boite carrée :

Pour quelle(s) valeur(s) de ¢ cela est-il possible ?

Solution J{
M
N[ t
H
Al
D
O Q

La disposition est indépendante de 1’unité choisie i.e. est invariante par homothétie.
Supposons BM = 1 unité.

Ona:

OA = AC = AN donc A est le milieu de ON.

D@ = DE = DG donc D est le milieu de GQ.

GH = HJ = HM donc H est le milieu de GM.

Posons: MH = HG =

=z
tan(t)
On a donc aussi :
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FG=zHG =z MH = 2*

GD = x2FG = 2*

NB=xNA=20A

Puisque OQM N estun carré on a :

20A=2DH =ON et

NB+1=20A

Donc :

2% DH = 2(DG +GH) =2 (23 + 1) = 20A et
z+x0OA+1=20A4A

Donc :

OA=x3+zet(2—1)0A=1

d’ou I’équation : (23 +2)(2 —2) =1

En développant on obtient :

ot 2x23 —22 4252 -1=0

En mettant 22en facteur on obtient : —(:1:2 +1/22) + 2% (x+1/x) —1=0
En posant X = z + l onaX?=2%+2 —|— — donc obtient I’équation :
CX22X41=0.

On tape :

solve (=X"2+2X+1=0, X)

On obtient :

[1-sgrt (2),l+sqgrt (2) ]

donc X =1++v20uX =1—+/2donc:
1 1 1+ tan(t)?) 1 2
X = — ta = =

Tt Tt T = ) T Sl cos() (@)
On en déduit que :
sin(2t) = 2/(1 ++v2) =2v2 -2 ou
sin(2t) = 2/(1 — v/2) = —2/2 — 2 (impossible)

Donc :
in(2v/2 — 2
_ asm({) ~ (0.488146802076 ou

— asin(2v/2 — 2
¢ — T asin( v2-2) 1.08264952472

Puisque ¢ < 7r2/4 ~ ().785398163397 on a t ~ 0.488146802076.

Donc la liere solution est la figure du début de 1’exercice.

Si ¢t > m/4 la solution est obtenue a partir de la liere solution par une symétrie
d’axe parallele a O(Q) passant par A :
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e "

\ H

O

Le carré a alors un coté égal a 2 * (22 + x) = 222X six = 1/tan(t) > 1 (cas
t<m/4)etégal a2/x3 +2/x) = 2X/x?six < 1(cast > mw/4).

On tape :

solve (x+1/x=1+sqgrt (2), x)

On obtient :

[ (1+sgrt (2) - (sqgrt (-l+sgrt (2)x2)))/2,

(1+sgrt (2) +sgrt (—1l+sgrt (2) *2)) /2]

de valeurs approchées : [0.53101005646,1.88320350591] On tape :
1.88320350591"2*2x (1l+sgrt (2)) ou

2% (1l+sgrt(2))/0.53101005646"2

On obtient :

17.123801666

On tape :

longueur (O, Q)

On obtient :

17.123801666

Le c6té du carré a pour longueur 17.123801666+k lorsque BM = k Re-
marque Avec Xcas on vérifie avec, par exemple, un carré de coté 4.

On tape :

carre (0, 8);

A:=point (4x1);

N:=point (8x1);

M:=point (8+8xi, affichage=quadranti4));
supposons (t=[0.5,0,1,0.017]);

P:=point (4xtan(t));
d:=droite (y=tan (2*t) * (x—4xtan(t)));
B:=inter_unique (droite (y=8+8x1i),d);
D:=point (8+ (8-4xtan(t))*tan(t) *1i);
G:=point (8+(8-4xtan(t))*tan(t)*x2x1i);
H:=point (8+(8-4xtan(t))* (2+xtan(t)+tan(t)"3)*i);
J:=projection(d,H);
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On obtient :

Fich Edi‘t Cfg Aide Outils Expression Cmds Prg Graphe Geo Tableur Phys Scolaire Tortue ]
sisi1.xws

?| Sauve| Config sisi1.xws : exact real RAD 12 xcas 73.32M [S10F Kod [ X
Fig Edit Graphe |Repére Mode i%[_Step [ Landscape ¥~

IW carre (0, 8) = ]

[polygone(point(0,0),point(8,0),poin M
. ] 2l H
2 |A:=point (4*i)
point(0,4)
3 |N:=point (8*i)
point(0,8)
(8+8*i, affichage=quadrant4) )
. |
Bloim(s,S)
5 | supposens (t=[0.5,0,1,0.01])
parameter([t,0.0,1.0,0.5,0.01])
6 |P:=point (4*tan (t)) ' /7
point(4*tan(t)) -l 72 0 2 I 5 8 70
solve longueur2

[0.488146802076_] M|

On tape :

solve (longueur?2 (H,D)-16,t=0..pi/4)
On obtient :

[0.488146802076]

14.11.2 L’angle ¢ des cerfs-volants vaut 7 /6

Le fabricant de cerfs-volants veut utiliser comme triangles rectangles des moi-
tiés de triangles équilatéraux i.e. t = 7 /6.
Il veut connaitre les dimensions de la boite servant a ranger les 6 cerfs-volants ci
dessous :

N[

/6

o] P cq

On suppose BM = k.
On a donc :
OA = AC = AN = NB/V/3,
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PQ =3DQ,

GD = ED = DQ = \/3EF,

EF =GF =/3HG

HG=JH=HM =+/3

BM = /3k

donc FD = DQ = 3v/3HM = 3\/3k

Donc ON = 20A = MQ = 2(HM + DQ) = 2(v/3 + 3V3)k = 8kv/3 ~
13.8564064606k

etOQ =NM=NB+k=0AV3+k=4V3V3k+ k= 13k

La boite est donc rectangulaire et ses cotés sont 13xk et 8%+v/3xk ~ 13.8564064606%
lorsque BM = k.



Chapitre 15

Pour s’amuser en géométrie dans
I’espace

15.1 Un patron du cube avec une animation

On peut montrer qu’il y a 35 hexominos non superposoables (figure formee par
6 carrés ayant au moins une arréte en commun) et que parmi ces 35 hexominos il
y en a 11 qui peuvent étre le patron d’un cube.
Ce sont :

Pour faire le dessin ci-dessus on a tapé :

patron (a) :={

367
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local L,L1,L2,L3,L4,L5,L6;
L(a) :=carre (a+k,a+1l+k) $ (k=0..3);
Ll:=L(a),carre(a+2+i,a+3+1i),carre(a+2-i,a+3-1);
a:=a+5;
L2:=L(a),carre(a+3+i,a+4+1i),carre(a+3-1,a+4-1);
a:=a+b5;
L3:=L(a),carre(a+3+i,a+4+1i),carre(a+2-1i,a+3-1);
a:=a—-41i-10;
L4:=L(a),carre(a+3+i,a+4+i),carre(a+tl-i,a+2-1);
a:=a+tb5;
L5:=L(a),carre(a+3+1i,a+4+1i),carre(a—-i,a+1-1);
a:=a+tb5;
L6:=L(a),carre(a+2+i,a+3+1),carre(a+l-i,a+2-1);

retourne 1L1,L2,L3,L4,L5,L6;

b

patron2 (a) :={
local L,1L1,L2,L3,L4,L5;
L (a) :=carre (a+k,a+1+k) $ (k=0..2);
Ll:=L(a-1),L(a+1+1i);
a:=a+6;
L2:=L(a),carre(a+i,a+l+i),carre(a-i,a+l-1),carre(a-1-1i,a-1i);
a:=a+5;
L3:=L(a),carre(a+l+i,a+2+i), carre(a-i,a+l-1i),carre(a-1-1i,a-1i);
a:=a-41i-11;
L4:=L(a),carre(at+2+i,a+3+1i),carre(a-i,a+l-1i),carre(a-1-1i,a-1i);
a:=a+6;
L(a) :=carre (a+k,a+1+k)$ (k=0..1)
L5:=L(a),L(a+l+i),L(a-1-1);
retourne L1,1L2,L3,L4,L5;

b

patron (-6+31i) ;

patron2 (-6-51) ;

On veut faire une animation permettant de faire le patron numéro 1 du cube.

Cette animation permet de voir comment on passe du cube au patron et du patron
au cube.

On tape :

cubeani (t) :={
local A,B,C,D,Al1,B1,Cl1,D1,C2,D2,A3,B3,C3,D3,L;
A:=point ([0,0,01]);

B:=point ([1,0,01);
C:=point ([1,1,0]);Cl:=point([1,1,1]);
D:=point ([0,1,01);

L:=cube(A,B,C);

Al:=point (0, - (sin(t)),cos(t));
Bl:=point ([1l,-sin(t),cos(t)]);
Cl:=point ([1l,cos(2t)-sin(t),sin(2t)+cos(t)]);

4
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Dl:=point ([0, cos (2t)-sin(t),sin(2t)+cos(t)]);
C2:=point ([1,1+sin(t),cos(t)]);
D2:=point ([0, 1+sin(t),cos(t)]);

C3:=point ([1+sin(t),1,cos(t)]);

D3:=point ([-sin(t),1l,cos(t)]);

B3:=point ([1l+sin(t),0,cos(t)]);

A3:=point ([-sin(t),0,cos(t)]);

L:=L,polygone (Al,B1,Cl1,D1l,affichage=128+rempli) :;
L:=L,polygone(Al,Bl,B,A,affichage=129+rempli);
L:=L,polygone(D,C,C2,D2,affichage=130+rempli);
L:=L,polygone (C3,B3,B,C,affichage=131+rempli) ;
L )
L
L

14

:=L,polygone (D3,A3,A,D,affichage=132+rempli

:=L, segment (Al,Bl);

:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=133+rempli);
return [L];

|

On a comme parametres :

A, B, C, D sont les sommets fixes de la base du cube,

Al,B1 C1,D1,C2,D2,A3,B3,C3,D3 sontles sommets de la face parallele a

A, B, C, D du cube qui ont subi des rotations : rotation d’angle ¢t (¢t = 0..7/2) et

d’axe 1ine (A, B) pour A1, B1, donc

[B1,Al] :=rotation(line (A,B),t, [point(1,0,1),point(0,0,1)]),
d’axe line (A, B) puisd’axe 1ine (A1, B1) pour Cl,D1, donc
[Cl,D1l]:=rotation(line (Al,Bl),t, rotation(line(A,B),a, [point(l,1,1),point (0, ]
d’axe 1ine (C, D) pour C2, D2, donc

[C2,D2] :=rotation(line(C,D),t, [point(1l,1,1),point(0,1,1)])
d’axe 1ine (B, C) pour B3, C3, donc

[B3,C3] :=rotation(line (B,C),t, [point(1,0,1),point(1,1,1)])
d’axe 1ine (D, A) pour A3, D3 donc :

[D3,A3] :=rotation(line (D,A),t, [point(0,1,1),point (0,0,1)])
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Puis, on tape : L1 :=seq([cubeani(t)],t=0..1.57,0.1) :;
L2:=seq([cubeani(t)],t=1.57..0,-0.1):;
animation (L1,L2)

15.2 Les pliages pour construire des deltaedres

Selon les delta¢édres a construire, on aura besoin de pieces identiques a la piece
élémentaire et aussi de pieces symétriques a la piece élémentaire.

15.2.1 Le rectangle de base

La piece élémentaire se fait avec un rectangle de dimension a x av/3.
On peut obtenir 2 rectanges de cette dimension par pliage :

— on plie une feuille A4 de largeur AB selon la médiatrice de AB

— on fait un pli partant de B qui améne le point A en un point C situé sur
cette médiatrice pour obtenir un triangle équilatéral ABC'.

— On enleve la bande horizontale au dessus de C.

— On coupe selon la médiatrice pour obtenir 2 rectangles identiques ayant les
bonnes proportions.
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15.2.2 Le pliage du rectangle
Fabrication de la piéce élémentaire

Prendre un rectangle ABCD de dimension a x ay/3.
Voila comment on procede :

On améne A en C pour former le pli G1G2

On améne C en GG1 selon le pli C1G2 et A en
G2 selon le pli G1C2

On obtient :

On plie selon C'1G1 pour cacher le petit tri-
angle vert sous le rabat CC1G2.
On plie selon C2G2 pour cacher le petit tri-
angle vert sous le rabat AC2G1.

On retourne la piece et on effectue les plis :
M1G1, M1M?2, M2G2 et on obtient la piece
élémentaire formées de 4 triangles équilate-
raux.

Les triangles situés a chaque bout seront appelés : languettes et les triangles du
centre seront appelés : pochettes. Pour construire, on met les languettes dans les
pochettes.

Fabrication de la piéce symétrique

Prendre un rectangle ABCD de dimension a x a+/3.
On améne B en D pour former le pli glg2 symétrique de G1G2 par rapport a la
médiatrice de AB, puis on continue comme précédemment...
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Le tétraedre régulier

Réaliser 2 pieces : I'une identique a la piece
élémentaire (en noir) 1’autre la symétrique de
la piece élémentaire (en rouge).

Pour construire le tétracdre régulier il suffit
de glisser les languettes sous la fente centrale
(i.e. dans les pochettes).

Début de la construction :

15.2.3 Les Deltaédres

Pour construire :

— Le tétragdre régulier (4 faces) il faut 1 piece élémentaire + 1 piece symé-
trique.

— D’héxaedre (6 faces) il faut 3 pieces identiques ou
2 pieces identiques + 1 piece symétrique.

— Doctaedre (8 faces) il faut 4 pieces identiques ou
2 pieces identiques + 2 pieces symétriques.

— Le décaedre (10 faces) il faut 5 picces identiques ou
3 pieces identiques + 2 pieces symétriques.

— Licosaedre (20 faces) il faut 5 pieces identiques + 5 pieces symétriques

— Le rhomboedre dont les faces sont des losanges formés par 2 triangles équi-
latéraux, il faut 3 pieces identiques + 3 pieces symétriques.

— L’étoile de Kepler (60 faces constituées par les faces des 20 tétracdres ré-
guliers construits sur les faces de I’icosaedre) il faut 30 pieces identiques.

15.2.4 Activité en classe

Refaire les opérations de pliage et montrer qu’une piece élémentaire est consti-
tuée de 4 triangles équilatéraux (le pli G1G2 est la médiatrice de AC et ABC
étant la moitié d’un triangle équilatéral, G2 est le centre de gravité de ce triangle
équilatéral etc...).

15.3 Le rhomboedre

15.3.1 La définition et la construction avec Xcas

On veut construire le rhomboedre AB, AD, AF' On construit un thomboédre
dont les faces sont des losanges de cotés de longueur [ et ayant un angle égal a a
avec 0 < a < 27/3.

Pour faciliter les calculs, on choisit tout d’abord le point A sur ’axe des z et on
suppose que 3 losanges ABC D, ADEF,AFGB sont issus du sommet A, I’angle
A de ces 3 losanges valant a et que B, D, E sont dans le plan Ozy avec B sur I’axe
des x.

On tape :

rhomboedre0 (1, a) :={
local d,r,h,A,B,C,D,E,F,G;
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d:=2x1l*sin(a/2);
r:=d/sqgrt (3);
h:=sqgrt (l*xl-rxr);
A:=point (0,0, h);

:=point (r/2,-r*sqrt(3)/2,-h);
:=point (-r/2,0,-h);

retourne parallelepipede (A,B,D,F);
b

B:=point (r,0,0);

D:=point (-r/2,r*sqrt (3)/2,0);
F:=point (-r/2,-r*sqrt(3)/2,0);
C:=point (r/2, r+*sqrt (3)/2,-h);
E (

G (

On peut prendre un autre point de vue. pour faire le rhomboedre AB, AC, AD, on
choisit A a I’origine, B sur I’axe des © (AB =), C' dans le plan ABM et I’angle

AB,AC = a,

On tape :

rhomboedrel (A,1,M,a) :={
local B,C,D,E;
B:=point (1,0,0);
losange (A, B, [M,a],C,D);
E:=point (1l*cos (a) *tan(a/2),1lxcos(a), lxtan(a/2));
retourne parallelepipede (A,B,C,E);
b
On fait maintenant un changement de repere, pour que A et B soient quelconques.
changrep (A, B, M) renvoie la matrice de passage du repere (O, i, j, k) au re-
pere A, I, J, K avec :
Al = AB/AB, AR = (Al A AM)/| Al
wedge AM |,
AJ = (AK A
overrightarrowAI) On tape :

changrep (A, B, M) :={
local V,nVvV,W,nW,I,J,K;

V:=B-A4;
nV:=sqrt (V«V) ;
I:=A+V/nV;

W:=cross (B-A,M-A) ;
nW:=sqrt (W*W) ;

K:=A+W/nW;

J:=A+cross (W/nW,V/nV) ;

retourne normal ([coordonnees (I), coordonnees (J),coordonnees (K)]);
}is

On tape :

rhomboedre (A,B, M, a) :={
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local 1,C,D,E,P;

P:=changrep (A, B, M) ;

l:=longueur (A, B) ;

M1 :=A+tran (P) xcoordonnees (M) ;

retourne rhomboedrel (A,1,M1, a);
I

15.3.2 Activité en classe

Construire avec du carton un rhomboedre : chaque groupe de 6 éléves choisit
de faire un rhomboedre a partir d’un losange donné par son angle aigu (le méme
losange peut donner lieu a la construction de 2 rhomboedres).

Faire faire ensuite le dessin dans Xcas en prenant comme parameétre un angle du
losange (on pourra suggérer de choisir la représentation de rhomboedre0).

15.4 Le dodécaedre rhombique

15.4.1 La définition a partir d’un cube

Pour tracer facilement le dodécaedre rhombique en perspective cavaliere, il faut
tout d’abord tracer un cube de centre O, puis tracer les 6 symétriques S0; de O par
rapport au centre O; des faces du cube (j = 1..6).

On joint SO; aux quatre sommets de la face du cube de centre O; (j = 1..6).

Le dodécaedre rhombique est le solide qui a 12 faces en forme de losanges et 14
sommets qui sont les 8 sommets du cube et les 6 symétriques S0; de O par rapport
au centre O; des faces du cube (j = 1..6).

15.4.2 La définition et la construction avec Xcas

Le dodécaedre rhombique est un polyedre ayant 12 faces et 14 sommets. Chaque
face est ¢gale a un méme losange.
Le dodécaedre rhombique a 6 sommets d’ordre 4 (sommet commun 4 4 losanges)
et 8 sommets d’ordre 3 (sommet commun 4 3 losanges).
Pour se faire une idee de sa forme, avec 8 losanges égaux de forme quelconque,
on construit deux "pointes" en accolant 4 losanges. Si .S et SS sont les sommets
(d’ordre 4) de ces deux pointes, on ammene ensuite en coincidence les sommets
opposés a S et §S. On obtient un polyedre ayant § faces pleines et 4 faces vides
qui peuvent étre comblés par 4 losanges qui sont a priori différents des losanges
initiaux. Mais pour le dodécaedre rhombique ces losanges doivent étre égaux aux
losanges initiaux. Il faut donc trouver les dimensions d’une face. Détermination
des dimensions d’une face :
On suppose qu’une face est un losange de coté [ et d’angle aigu a.
Montrons que tan(a) = 2v/2.
Considérons la pointe de sommet S qui accolle 4 losanges.
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Elle est constituée par les 4 losanges SAA — 1B, SBB,C, SCC1D, SDD1A ou
SABCD est une pyramide de hauteur h et de base carrée ABCD ((AC/2)? =
12— h?et AB = AC/+/2) et ot A est le symétrique de S par rapport au milieu
de AB, B By est le symetrlque de S par rapport au milieu de BC etc..

Ona: A1331 ASC On veut avoir : A1331 = 7 — a Dans le trlangle SAB
avec le théoreme d’Al-Kashi on a :

AB? = SA% + SB%? - 2SA % SB cos(ASB) = 212 — 212 cos(a) Dans le triangle
SAC avec le théoreme d’Al-Kashiona:

AC? = SA? 4+ SC? —2S5A+ SC cos(ASC’) = 212 + 212 cos(a) Donc :
AC?+AB? = 2124212 cos(a)+212 —21? cos(a) = 41> Or AC? = AB?>+BC? =
2AB? = 4(1> — h?) Donc :

AC? + AB? = 41? = 41? — 4h* + 21> — 2h?

Soit :

12 =3h2%, AC? = 41> — 4h? = 41*(1 — 1/3) = 812 /3, AB? = AC?/2 = 41%/3
Dot sin(a/2) = AB/(21) = 1/v/3 et cos(a/2) = v/2//3.

Puisque 4/2/3 = AB? = 212 — 212 cos(a), on a:

cos(a) =1— AB?/(21%) =1 —2/3 = 1/3sin(a) = v/22 et donc

tan(a) = 2v/2

Pour avoir une valeur de a en radians, on tape :
evalf (atan (2xsgrt (2))

On obtient: 1.23095941734 radians

Pour avoir une valeur de a en degrés, on tape :
evalf (atan (2+«sqgrt (2))*180/pi)

On obtient : 70.5287793655 degrés.

On tape pour faire le dessin d’une "pointe" :

dodecarhomb () :={
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S:=point (0,0, l/sqrt( Y) ;
A:=point (sqrt(2/3),0,0);
B:=point (0, sqrt(2/3),0)
C:=point (-sqrt (2/3),0,0
D:=point (0, -sgrt (2/3),0
polyedre(S,A,B,C,D);

4

4

Al:=symetrie(milieu(A,B),S);
Bl:=symetrie(milieu(B,C),S);
Cl:=symetrie(milieu(C,D),S);
Dl:=symetrie(milieu(D,A),S);
polygone (A,Al1,B,B1,C,C1,D,D1,A);

|

On tape pour faire le dessin du dodécaedre rhombique :

dodecarhomb () :={
S:=point (0,0,1/sqrt (3))
A:=point (sqgrt (2/3),0,0)
B:=point (0, sgrt (2/3),0);
C:=point (-sqrt (2/3),0,0);
D:=point (0, -sgrt (2/3),0);
polyedre(S,A,B,C,D);
Al:=symetrie(milieu(A,B),S
Bl:=symetrie(milieu(B,C),S
( (C,D),S
S

4

~.

Cl:=symetrie(milieu (C,
Dl:=symetrie(milieu(D,A),
polygone (A,Al1,B,B1,C,C1,D,
SS:=point (0,0, -3/sqgrt (3));
AA:=point (sqrt (2/3),0,-2/sqrt (3
BB:=point (0, sqrt (2/3),-2/sqgrt (3
(
(

~e

)i
)i
)i
)i
D1,A);

r

CC:=point (-sqrt (2/3),0,-2/sqrt
DD:=point (0, -sgrt (2/3),-2/sgrt
polyedre (SS,AA,BB,CC,DD);
polygone (AA,Al,BB,B1,CC,C1,DD,D1,ARA);
bed

)) i
)) i
3));
3));

4
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On obtient en cachant les faces :

15.4.3 Activité en classe

Trouver les dimensions du losange qui sera les faces du dodécaedre rhombique.
Faire la construction d’un tel losange et construire le polyedre avec du carton pui-
savec Xcas.

15.4.4 Le graphe du dodécaédre rhombique

On tape :

L:=[0,5,5+51,51,1+1i,3+1,3+3x1,1+3%1,2+2%1,4+2*1,
A+4%1i,2+4%1,24+3x1,3+2%1]7;

affichage (point (L[k])$(k=0..13), l+point_point+ epaisseur_point_3);

carre (L[0],L[1]

carre (L

carre (L
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On obtient :

Le squelette ou le graphe de ce dodécaedre rhombique n’est pas hamiltonien i.e. il
n’existe pas de chemin qui en empruntant les arétes, passe une fois et une seule par
chaque sommet. En effet chaque sommet d’ordre 4 n’est relié qu’a des sommets
d’ordre 3 et chaque sommet d’ordre 3 n’est relié qu’a des sommets d’ordre 4.
Donc le chemin ne peut passer qu’en alternant sommet d’ordre 3, sommet d’ordre
4, sommet d’ordre 3 etc...Comme il y a 6 sommets d’ordre 4 et 8§ sommets d’ordre
3, un chemin passant une fois et une seule par chaque sommet n’existe pas.

La formule de Descartes dit un polyedre convexe qui a F' faces polygomales, A
arétes, S sommets alors FF + S — A = 2 (ici on a 12 faces 14 sommets et 24
arétes et on a bien 12+14-24=2). En effet on suppose que ce polyedre est inscrit
dans une sphere sinon on le déforme pour que ce soit le cas. En rajoutant 1 sommet
on obtient N — 1 faces supplémentaires, 1 sommet supplémentaires et N arétes
supplémentaires donc F'+ S — A = cste. Pour un tétraedre on a 4 faces, 4 sommet
et 6 arétes donc cste = 2

15.4.5 Le patron du dodécaédre rhombique

losange_dode (A, B) :={
local C,D,1,a;
ar=atan(2*sqgrt (2));
D:=rotation (A, a,B);
C:=D+ (B-A) ;
retourne quadrilatere(A,B,C,D);
bed

patron_dode (A, B) :={

local C,D,E,F,G,L,a,b,los;
a:=atan(2+sqrt (2));
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b:=pi-a;

D:=rotation (A, a,B);

C:=D+ (B-A);
los:=quadrilatere(A,B,C,D);
E:=rotation(C,a,A);
F:=rotation(C, a,B);
G:=rotation(F,pi-3*a,C);

L:=los, rotation (A, —atan (2xsqrt (2)),los), rotation(C,atan(2*«sqgrt(2)),los), losar
retourne G, [L];

bei

patron_dodeca (A, B) :={

local C,D,E,F,G,L,L1,L2,a,lo0s;

a:=atan (2xsqgrt (2));

F,L:=patron_dode (A, B);

G,L1l:= patron_dode(F,F+(B-A));

L2:= patron_dode (G,G+(B-A)) [1];
L:==op(L),op(Ll),op(L2)

retourne L;

|

On tape :
a:=atan (2+xsqrt (2) ) ;patron_dodeca (point (0),point (exp (-i*a/2)))
On obtient :

On peut aussi faire tracer ce patron par la tortue : avec la tortue il faut travailler en
degrés.

On tape :

evalf (atan (2+xsqgrt (2))*180/pi);

On obtient la valeur approchée de a en degrés :

70.5287793655 soit 70°31.72676193', soit 70°31'43.6057158”

On tape :

los (1,a) :={

repete (2,avance (1), tourne_gauche (a),avance (1),
tourne_gauche (180-a));

beg

loss (1l,a) :={

repete( 3,1los(1,180-a),tourne_gauche (180-a));

tourne_droite (180-3%a);avance (1) ;tourne_gauche (180-2x*a);
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los(l,a);avance (1l);tourne_gauche(a);
avance (1) ;tourne_gauche (180-2x*a) ;
saute (1) ; tourne_droite (-3%a);

bis

patron(l) :={

local a;

a:=evalf (atan (2xsqgrt (2))*180/pi);
tourne_droite (180-3%a/2);

repete (3,1loss (1,a));

bed

On tape :

patron (30)

On obtient :
X 296
y 100
t 286

15.5 Le triacontaedre rhombique

15.5.1 La définition et la construction avec Xcas

Le triaconta¢dre rhombique est un polyedre qui a 30 faces. Ses faces sont des
losanges d’or (le rapport des diagonales est égal au nombre d’or) de petit angle
atan(2) radians soit environ 63.4349488229 degrés (~ 63°25’) et de grand angle
7 — atan(2) radians soit environ 116.565051177degrés (~ 116°34").

Etymologie : du grec triaconta "trente" et rhombos "losange" (polyedre a trente
faces en losange).

Il a été étudié par Catalan en 1862.

Il a des 32 sommets (20 sommets de degré 3 i.e. commun a 3 losanges, 12 sommets
de degré 5 i.e. commun a 5 losanges)) et 60 arétes de longueur a. Son angle diedre
vaut 47 /5rad = 144°.

La construction d’une face

Construction d’un losange ABCD tel que 1@, AD = atan(2) et AB = /5 :
On porte sur AB le point M tel que AM = 1 et sur la perpendiculaire en M a

AB, on définit le point N tel que M N = 2 et I’angle m, ﬁ > 0.
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Alors I’angle m, AN = atan(2).

On finit ensuite la construction du losange ABCD.

Le segment AN a pour longueur /5 donc on peut aussi construire le losange
APQN en portant sur AB le point P tel que AP = AN = /5.

On tape dans un niveau de géométrie 2d :

A:=point (0);
B:=point (5);
M:=point (1) ;

N:=point (1+21);

losange (A, B, angle (A,M,N),C,D);
P:=point (sqgrt (5));

losange (A, P,atan(2),0Q);

On obtient : )
y
4
2
B 40
—£
-4 -2 0 2 4 6 8

I’angle diedre du triacontaédre

Soit D un sommet de degré 3 du triacontaedre. Ce sommet est relié a un triangle
équilateral ABC par les 3 arétes DA, DB, DC.
On pose a = atan(2). donc I’angle ADB =17 — atan(2) = 7 — a.
On choisit un repere tel que :
ABC est dans le plan Ozy,
D se projette en O et
A= (1,0,0).
Donc AB = AC = BC =+/3
Sil = AD, on a, en considérant le triangle ABD :
AB? =2 %1% — 2 x1?cos(m — a) donc
2% 12+ 2x1?cos(a) = 3 Donc 2 = 3/2/(1 + cos(a))
On tape :
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cos (atan(2))
On obtient : (sgrt (5)) /5

On tape :
normal (solve (2xx—-2xx*cos (pi—atan(2))-3=0))
On obtient : [\([—3*sqrt (5)+15) /8]
2 _ —=3v5+15
Donc [ = =g

La hauteur h = DO du tétra¢dre D ABC' vaut donc :
R=0P2-1= %ﬁ/g On cherche a évaluer 1’angle des plans ADB et ADC.
On tape dans un niveau de géométrie 3d :

A:=point(1,0,0);

B:=point (-1/2,sqrt (3)/2,0);
C:=point (-1/2,-sqgrt (3)/2,0);
a:=atan (2);
12:=normal (3/2/ (l+cos(a)));
h:=simplify(sqrt (12-1));
//h:=(3-sqrt (5))/4;
D:=point (0,0,h);
P:=plan(A,B,D);
Q:=plan(A,C,D);

angle (P, Q) ;

On obtient :

acos ((-(sgrt (5))-1)/4)

On sait que cos(47/5) = 2 * cos(m/5)? — 1 et que :
cos(2m/5) = % donc

cos(4m/5) = % —-1= #

4
Donc I’angle dieédre du triacontagdre est de %

Le patron du triacontaedre
On tape :

losange_triac (A, B) :={

local C,D,1,a;

a:=atan(2);

D:=rotation (A, a,B);

:=D+ (B-A) ;

retourne quadrilatere(A,B,C,D);

bed
patron_triacl (A,B) :={
local C,D,E,F,a,b,los;

a:=atan (2);

b:=pi-a;

D:=rotation (A, a,B);

C:=D+ (B-A);
los:=quadrilatere(A,B,C,D);
los:=los, losange_triac (A,D);
E:=rotation (A, -2%*a,D);
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los:=los,losange_triac(A,E);
F:=rotation (B, 2+a,A);
retourne F, [los];

bei

patron_triac2 (A,B) :={

local C,D,E,F,a,b,los;

a:=atan (2);

b:=pi-a;

D:=rotation (A, a,B);

C:=D+ (B-A);
los:=quadrilatere(A,B,C,D);
los:=los,losange_triac(A,D);
E:=rotation (A, -2%*a,D);
los:=los,losange_triac(A,E);
F:=rotation(D,b,C);
retourne F, [los];
|
patron_triaconta(A,B) :={
local C,D,E,F,G,1,L1,L2,a,b,]j,1los;

a:=atan(2.);b:=pi-a;

los:=NULL;

1:=B-A;

pour Jj de 1 jusque 5 faire

F,Ll:=patron_triacl (A,B);

G,L2:= patron_triac2(F,F+1);

los:=los,Ll,L2;

A:=G;
B:=A+1;
fpour;

retourne los;

b

On tape :
a:=atan (2.);patron_triaconta (point (0),point (exp (-i*a/2)))
On obtient :




384 CHAPITRE 15. POUR S’AMUSER EN GEOMETRIE DANS L’ESPACE

La construction du triacontaédre avec du carton

Il faut débuter la construction du triacontagédre en accolant 5 losanges pour
former une "pointe" ayant pour base un pentagone régulier : c’est la calotte du
dessus. Puis, on rajoute 5 losanges pour combler les vides (cf dessin). On forme
ainsi le début de 5 nouvelles "pointes". Faire la méme chose pour faire la calotte
du dessous. Il vous reste alors 10 losanges pour relier les 2 calottes et terminer les
amorces des 5 "pointes" du dessus et les 5 "pointes” du dessous.

En tout, le triacontaedre a 12 "pointes". Chaque losange appartient a 2 "pointes”,le
triacontagdre est donc composé de 12*5/2=30 losanges.
On tape dans un niveau de géométrie 2d pour avoir la vue de dessus d’une calotte :

losangetria (A,B) :=losange (A,B,atan(2));
vuedessus (A,B) :={

local C,D,L, 3;

L:=NULL;

pour j:=1 Jjusque 5 faire

L:=L, losange (A, B, 2xpi/5,C,D);
L:=L,losange (D,C,4*pi/5);

B:=D;

fpour;

retourne L;

b

On tape :
vuedessus (0, —2+1)
On obtient :
2
0
8 6 7 | 6 ]

La construction du triacontaédre avec Xcas

On peut faire le dessin dans I’écran de géométrie 3D.
On prend un losange de coté a+/5. Pour faire le dessin avec Xcas, on doit faire
quelques calculs.

On rappelle que :

2, (VB-1) 2.5 (3—/5)
cos(g) =0 cos(?) ===
cos =1 cos e
_om, (546 oy (5-VE)
sm(g) = sm(g) =
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En effet, 1 4 2cos(2) + 2cos(%) = 0 donc cos(2X) est la solution positive de
4X? +2X —1=0.

— Calcul de la diagonale BD? lorsque AB? = 5a2.

BD2 (AB — a)? + (2a)? = a®>(v/5 — 1)? + 4a®) = a?(10 — 2V/5) =
a*(5 — V/5)

— Calcul de la diagonale AC? lorsque AB? = 5a°.
AC? = (AB + a)? + (2a)? = a®(vV5 4+ 1)%2 + 22) = a?(10 + 2V/5) =
2a2(5 + \/5)

— Calculons de la hauteur h = AQO issue de A de la pyramide de sommet A et
de base le pentagone de coté BD. Cette pyramide a pour aréte AB = a/5
et calculons le rayon » = OB du cercle circonscrit a ce pentagone.

Ona:
BD = 2rsin(w/5)
On sait que cos(27/5) = (@%1) donc on tape :

normal (1-((sgrt (5)-1)/4)"2)
On obtient la valeur de sin(27/5)?

(sqrt (5)+5)/8
On sait que cos(7/5) = (‘[H) donc on tape :
normal (1-( (sqgrt (5)+1)/4)"2)

On obtient la valeur de sin(7/5)? :

(5-sgrt (5))/8

BD? = 492 sin(n/5)% = r28=Y5) — g2(10 — 2/5)

Donc 72 = 4a®

h? = AB? — r? = 54 — 4a® = a®

Doncsi AB=avbonah=A0 =aetOB=0C=1r=2a
— Calculons les angles b = M MAO etc = OAC.

Ona:

Donc I’angle MAC =b + c. Dans la suite on appellera cet angle :
"angle au sommet" de la pyramide de sommet A et on dira que AC' est
I’aréte opposée a AM (M etant le milieu de BD).

— Tragons le losange AB A D. Al est aussi le sommet d’une pyramide a base
pentagonale. Cette pyramide a le losange AB A1 D en commun avec la py-
ramide de sommet A. Son "angle au sommet" vaut donc aussi b + c.
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Le plan médiateur de BD contient le segment AA; ainsi que les arétes
opposées AC et A;C ou A;C I'aréte opposée a A; M pour la pyramide
de sommet A;. On va montrer que A;C est parallele a8 AO (O pied de la
fauteur de la pyramide de sommet A).

Calculons@+]\7A\O =b4+c+b=2b+c

Onatan(2b+c) = (2tan(b)/(1—tan(b)?)+tan(c))/(1—tan(2b) tan(c)).
Donc tan(2b +¢) = (2tan(b) + tan(c) — tan(c) tan(b)?) /D Calculons le
numérateur on a tan(b)? = /5 + 3 donc :

(2tan(b) 4 tan(c) — tan(b)?tan(c)) = vV5+1+2—-v/5-3=0
Donc tan(2b+c¢) = 0. Donc si AO est vertical, il en est de méme de A;C].
Ainsi les losanges qui relient 2 calottes de sommets opposés S1.52 ont des
cOtés parralleles a S1.55.

On tape pour voir les 2 calottes et la tranche du milieu :

S1l:=point(0,0,5.5):;S1;

S2:=point (0,0,-5.5) :;382;

Pl:=isopolygone (point ([0,0,4.5]),point ([2.,0,4.5]),point ([0,1.,4.5]),"
Pl:;

P2:=isopolygone (point ([0,0,-4.5]),point ([2*«cos (pi/5.),2*sin(pi/5.), -4
point ([0,1.,-4.5]),-5):;P2:;

LSl:=sommets (P1l):;LSl:=o0p(LS1),LS1[0]:;
LS2:=sommets (P2) :;LS2:=0p (LS2),LS2[0]:;
Ll:=losange(S1,LS1[0],LS1[1],C1l):;

losange (S1,LS1[1],LS1[2],C2):;

LLl:=losange(LS1[1],C1,C2,C3):;

affichage (rotation (droite (S1,S2),2+k*pi/5,L1)$(k=0..4), 1);

affichage (rotation(droite(S1,S52),2+k*pi/5,LL1)$(k=0..4), 1);
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L2:=losange(S2,LS2[0],LS2[1],D1) :;

losange (S2,LS2([1],LsS2[2],D2) :;

LL2:=losange (LS2[1],D1,D2) :;

affichage (rotation (droite (S1,S2),-2+k*xpi/5,L2)$(k=0..4), 4);
affichage (rotation (droite (S1,S82),-2xk*xpi/5,LL2)$(k=0..4), 4);
C4:=translation([0,0,-2.],C3):;
CS5:=translation([0,0,-2.-sqgrt(5.)]1,C3) :;
C6:=translation([0,0,-2.],Cl) :;

losange (LS1[1],C1,C2,C3) :;

C7:=translation([0,0,-2.]1,C2):;

LL4:=losange (C4,C5,C7):; LL3:=losange(C4,C6,C5) :;

affichage (rotation (droite(S1,S2),2+k*xpi/5,LL4)S$(k=0..4),0);
affichage (rotation (droite (S1,S2),2+k*xpi/5,LL3)S$(k=0..4),0);

On obtient les 2 calottes et la tranche du milieu :
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On peut remarquer que si A et B sont des sommets opposés et si P4 et Py sont les
plans perpendiculaires a AB passant respectivement par A et B alors les autres
sommets des losanges sont disposés sur des cercles dont les 6 plans sont per-
pendiculaires & AB et les 8 plans (ces 6 plans + P4 et Pp) sont distants de A
de (0, a,2a,3a,a(v/5 + 2),a(/5 + 3)),a(v/5 + 4),a(v/5 + 5). C’est a dire que
AB = a(5 + V/5) i.e. les sommets opposés sont distants de a(5 + v/5).

Ses différents sommets sont sur des cercles de rayon : 0, 2a, 4a cos(7/5), 4a cos(n/5),
4a cos(m/5), 4a cos(m/5), 2a, 0.
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Pour faire le triacontaedre il reste a rassembler les 2 calottes et la tranche du
milieu. Pour cela il suffit de changer les cotes des objets géométriques afin de
rassambler les 3 images ou bien on taper :

//on est en dimension 2
Pl:=isopolygone (point (0
LS1:=o0p (sommets_abca (P1
P2:=isopolygone (point (0),2+2xexp (i*x2xpi/5),-5) :;
LS2:=0p (sommets_abca (P2)) :;

//on passe en dimension 3

2,-5):;

) :;

)
)
)
)

LS1:=append (evalf (coordonnees (LS1[k])),0)$(k=0..5);
LS2:=append (evalf (coordonnees (LS2[k])),-1)$ (k=0..5) :;
P:=seq(polygone (point (0,0,1),LS1[k],LS2[k],LS1[k+1]) ,k,0,4)

P;

C:=NULL:;LS2:=evalf (LS2[4]),LS2:;

L:=seqg(losange (LS1[k],LS2[k],LS2[k+1],C[k]),%k,0,4):;L;
D:=(translation([0,0,-sgrt (5)1,C[k]))S$(k=0..4):;
F:=(translation([0,0,-sqrt(5)],point (LS2[k])))S$ (k=0..4):;
polygone (LS2[1],C[0],D[O],FI[1]1);

polygone (point (LS2[k+1]),C[k],D[k],point (F[k+1]))$(k=0..3):;
polygone (LS2[1],F[1],D[1],C[1]);

polygone (LS2[0],C[4],D[4]1,F[0]);

polygone (LS2[k],F[k],D[k],C[k])$ (k=0..4);

polygone (LS2[k+1]1,C[k],D[k],F[k+1])$ (k=0..3);

LL4:=losange (F[0],D[4],D[0],G4) :;G:=NULL:;

L4:=(losange (F[k+1],D[k],D[k+1],G[k])S$ (k=0..3)),LL4:;

L4;G:=G4,G:;

L5:=losange (D[k],G[k],G[k+1])$ (k=0..3);
LL5:=losange (D[4],G[4],G[0],AAA) :;
coordonnees (AAA) ; L5:=1L5,LL5[0] :;



15.5. LE TRIACONTAEDRE RHOMBIQUE 391

affichage (L5[k], l+epaisseur_ligne_2) $ (k=0..4);

Les coordonnées de AAA sont (0,0,—4 — +/5). Donc si une pointe a comme
coordonnéees 0, 0, 1 les coordonnées de la pointe opposée est [0, 0, —4 — \/5]

Un triacontaédre de coté v/5 a comme hauteur 5 + sqrt(5) : la bande intermédiaire
a des sommets sur une verticale de coté v/5 mais ces sommets sont alternativement
sur des plans horizontaux distants de 1.

Le graphe du triacontaedre

Le triacontaedre a 30 faces qui sont des losanges d’or, 32 sommets et 30 arétes.
Exercice (niveau 3-iéme)
Le triacontaedre a 30 faces qui sont des losanges d’or et 32 sommets qui sont soit
d’ordre 3 soit d’ordre 5 (i.e. soit communs a 3 faces, soit communs a 5 faces).
Combien y-a-t-il de sommets d’ordre 3 et de sommets d’ordre 5 ?
Soit x le nombre de sommets d’ordre 3 et y le nombre de sommets d’ordre 5.
On a a résoudre le systeme :
x4y =32et3xx+ by = 30 x4 qui est équivalent a
r=32—yet3x324 2y =4 %30 soit
x=32—yety =60 — 48
Doncxz =20ety = 12.
Ou bien avec Xcas, on tape :
linsolve ([x+y=32, 3x+5y=120], [x,y]) Onobtient [20,12]
Le graphe du triacontaedre
On tape :

LA:==[-6,-4,-2,-1,1,2,4,6,-61,—-4i,-21,-1i,1,21i,41,61];
LB:=[34+1i,1+2%1,1+3x1,24+3%1i,-3+1i,-1+2*1i,-1+3*x1,-2+3*1,
-3-1i,-1-2%1,-1-3%1,-2-3%1,3-1,1-2%1,1-3x1,2-3%1i];

affichage (point (LA[k]), 1+ epaisseur_point_3+point_point)$ (k=0..
affichage (point (LB[k]), 1+ epaisseur_point_3+point_point)$ (k=0..
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polygone (LA[O],LA[8],LA[7],LA[15]);

polygone (LA[1],LA[9],LA[6],LA[14]);

polygone (LA[1],LA[8],LA[6],LA[15]);

polygone (LA[4],LA[5],LB[1],LA[12]);

polygone (LA[3],LA[2],LB[5],LA[12]);

polygone (LA[3],LA[2],LB[9],LA[11]);

polygone (LA[4],LA[5],LB[13],LA[11]);

segment (LB[O0],LA[5]) ,segment (LB[12],LA[5]);
segment (LB[4],LA[2]) ,segment (LB[8],LA[2]);
segment (LB[2],LB[3]), segment (LB[2],LB[1]);
segment (LB[2],LA[13]);

segment (LB[6],LB[7]), segment (LB[6],LB[5]);
segment (LB[6],LA[13]);

segment (LB[10],LB[11]), segment(LB[10],LB[9]);
segment (LB[10],LA[10]);

segment (LB[14],LB[15]), segment (LB[14],LB[13]);
segment (LB[14]1,LA[10]);

segment (LA[O],LA[1]), segment (LA[6],LA[7]);
segment (LA[8],LA[9]), segment (LA[14],LA[15]);
segment (LA[10],LA[11]), segment (LA[12],LA[13]);

On obtient :

Le squelette de ce triacontagdre n’est pas hamiltonien i.e. il n’existe pas de
chemin qui en empruntant les arétes, passe une fois et une seule par chaque som-
met. En effet chaque sommet d’ordre 5 n’est relié qu’a des sommets d’ordre 3 et
chaque sommet d’ordre 3 n’est relié qu’a des sommets d’ordre 5. Donc le che-
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min ne peut passer qu’en alternant sommet d’ordre 3, sommet d’ordre 5, sommet
d’ordre 3 etc...Comme il y a 12 sommets d’ordre 5 et 20 sommets d’ordre 3, un
chemin passant une fois et une seule par chaque sommet n’existe pas.

15.5.2 Activité en classe

Faire faire le patron du losange de base de c6té /5 aux &leves pour obtenir 30
losanges (c’est parfait pour une classe de 30 éleves !).
Faire le montage avec du scotch pour obtenir le triacontagdre.
Ou encore faire le patron de 5 losanges accolés pour pouvoir faire facilement une
"pointe". il faut 12 "pointes" : le montage sera plus facile car le triacontaedre final
aura une epaisseur de 2 feuilles.
Choisir un repere orthonormé et faire calculer les coordonnées de chaque sommet
du triacontaedre : ¢’est un bon exercice qui utilise la géométrie analytique (en par-
ticulier, trouver les coordonnées de la somme de 2 vecteurs, 'utilité du produit
scalaire...) et un peu de géométrie pure.
Voici une coupe du triacontaedre par un plan passant par 2 sommets opposés et par
une "pointe".
On tape :

S:=point (i) ;

A:=point (-2);
Al:=point (2xcos (pi/5));
Sl:=symetrie(Al,S);
segment (A, S) ;

segment (S1,S);

d:=parallele (S1,droite (A, S)) :;
Ol:=inter_unique (d,droite (x=0));
segment (S1,01);

longueur (S,01) ;
S2:=S1l-ixsqrt (5);

B:=point (-i-4*cos (pi/5)"2);
Bl:=symetrie (B,A);
B2:=Bl-ixsqgrt (5);
S3:=point (—-ix (sgrt (5)+4));
droite(milieu(B2,S3),2+milieu(B2,S3)));
M:=milieu (B2,S3);
N:=point (2-ix (3+sqgrt (5)));
segment (S1,B2);

segment (S2,B1);

polygone (S,A,B1,B2,S3,N,S2,S1);
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On obtient :
Y 2
3] 0
-2
4
"
6 -4 -2 0 2 4 ]

Un exemple d’exercice :

On a dit : "Il faut débuter la construction du triacontaédre en accolant 5 losanges
dont un angle vaut atan(2) pour former une "pointe" (la calotte du dessus) ayant
pour base un pentagone régulier.

Puis, on rajoute 5 losanges pour combler les vides.

Pmontrons les vides peuvent étre comblés par un losange ayant des co6tés de lon-
gueurs /5 et comme angles o = atan(2) et 7 — o :

On tape :

S:=point (0,0,1) ;A:=ﬂ>)int (2,0,0),B:=point (2«cos (4*xpi/5),2xsin (4xpi/5), |
Alors le produit scalaire de S A.S? vaut :

4cos(4n/5) +1=1—4cos(r/5) =1 — (1+/5) = —/5 = 5 % cos(z).

Donc cos(z) = —+/5/5. Puisque cos(a) = v/5/5 on a cos(z) = — cos(a).

Donc ’autre angle x du losange vautz = 7 — «

Donc le vide peut étre comblé par un losange d’angles @ = atan(2) et 7 — a.

15.6 La forme géométrique d’une molécule dans I’espace

15.6.1 Présentation du probleme

Ce qui suit a été inspiré d’une épreuve a I’oral de 1’agrégation externe de Ma-
thématiques session 2008 dont voila le lien :
http ://agreg.dnsalias.org/Textes/pub2008-C2.pdf
Les différentes configurations possibles de chaque molécule formant un cycle de 6
atomes (comme le cyclohexane et le glucose) sont déterminées par la longueur de
ses liaisons et par les angles que doivent faire entre elles les différentes liaisons.
Nous étudions ici la forme des molécules du cyclohexane et du glucose. Nous al-
lons commencer tout d’abord par un lemme utile pour I’étude de ces 2 cas.
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15.6.2 Un lemme

Pour étudier la forme de la molécule du cyclohexane, on a besoin de résoudre
le systeme en u, v, w de la forme :

R(u,v) =0, R(v,w) = 0, R(u,w) =0

lorsque R(u,v) = au?v? + B(u? + v?) + yuv + §

et

pour étudier la forme de la molécule du glucose, on a besoin de résoudre le systeme
en u, v, w de la forme :

P(u,v) =0,R(v,w) =0, R(u,w) =0

lorsque P(u,v) = aju?v? + B1(u? + v?) + yruv + 07 et

R(u,w) = au?w? + Bu? + yuw + nw? + 6.

On commence par chercher a résoudre le systéme en u, v, w de la forme :
P(u,v) =0,R(v,w) =0, R(u,w) =0

lorsque P(u,v) = ajuv? 4+ B1(u? 4+ v?) + yruv + 67 et
R(u,w) = au?w? + Bu? + yuw + nw? + 6.

Pour cela on cherche u et v en fonction de w pour que :
R(v,w) =0, R(u,w) =0
On a donc a résoudre tout d’abord 1’équation du second degré en w :
R(z,w) = az?w? + B2 + ywz + nw? + § = (aw? + B)2? + ywz + nw? + 6.
En posant :

a=aw?+p
b=~w
c=nw?+9

On a donc a résoudre I’équation du second degré :
R(z,w) = az® + bz + ¢ = 0 ot a, b, c dépendent de w.
Cette équation a 2 solutions x1 et 2 qui dépendent de w.
Donc on peut avoir :
U=V=2100U=V=2200U =21, V=2200U = T2,V =21
— Pour les 2 premiers cas, on a u = v, donc
u est égal a une des solutions u1, ug, us, ug de I’équation bicarrée :
P(z,7) = arx* 4+ (21 + v1)x? + 61 et
les solutions des équations :
R(uj,z) =0pourj =1,2,3,4
donneront les valeurs de w.
Si on cherche seulement des solutions réelles en u, v, w il faudra faire des

vérifications...
— Pour les 2 derniers cas,onau = x1 et v = To ou u = xo et v = x1 donc :
w =129 = c¢/a et u+ v =2x1 + x2 = —b/a donc

2,2 _ 2.2 _ 2/2
u“v® = xjrs = c°/a” et

u? + 02 = (u+v)? - 2uv = (21 + 22)? — 22129 = (b — 2ca)/a’.

On doit donc résoudre 1’équation bicarrée en w Eq = P(x1,x2) = 0 que
I’on écrit en fonction de a, b, ¢ :

Eq = P(z1,12) = a1c® + B1(b* — 2ca) + yica + 610> = 0

Avec Xcas , il faudra taper pour résoudre Fg = 0 :
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a:=alphaxw"2+beta;

b:=gammax*w;

c:=eta*w"2+delta;

Eg:=normal (alphalxc”2+betalx (b"2-2*xcxa)+gammal* c*a+

deltalxa”2);

solve (Eg=0,w) ;
Cas P, () et R sont symétriques et ont les mémes coefficients
Ona:op=ao,pr=0F=nmn=70=9
Il faut résoudre E/'q = 0 qui est une équation bicarrée en w, mais dans ce cas /g se
factorise.
On tape :

a:=alphaxw"2+beta;

b:=gammax*w;

c:=betaxw”2+delta;

Eg:=normal (alpha*xc”2+betax (b"2-2xc*a)tgammaxcxa+
deltaxa”2);

On factorise Eq, on tape : factor (Eq)

On obtient :

(alphaxdelta-beta”2+beta*gamma) *
(alphaxw*4+deltat2xw"2+xbetatw”2+xgamma)

On voit que (alpha*delta-beta”2+betargamma) est un facteur de Eq
donc :

— si (alphaxdelta-beta”2+betargamma) =0 (on verra dans I’étude
qui suit que c’est le cas pour le cyclohexane), alors le polyndme Eq est
identique a O et pour toutes les valeurs de w, si x; et x2 sont les solutions
différentes de R(w,z) = (aw? + B)2? + (yw)x + (Bw? + &) = 0 alors,
R(u,v) =0, R(v,w) = 0, R(w,u) = 0 a une infinité de solutions :

u = 1, v = X2 et w ol x1 et x9 sont les solutions différentes dépendant
de w de I’équation en z, R(x,w) = 0.

Si on cherche seulement des solutions réelles en u, v, w il faudra faire des
vérifications...

——si(alpha*delta—betaA2+beta*gamma)# 0
Il reste a résoudre :
alphaxw”4+ (2xbetatgamma) *w”2+delta=0
ce qui donne en général 4 solutions pour w : wy, Wy, —wWy, —W3.

La aussi si on cherche seulement des solutions réelles en u, v, w il faudra
faire des vérifications...

Cas P est symétrique et () et R ont les mémes coefficients

C’est le cas du glucose.

Il n’y a pas de simplification, il faut résoudre /g = O et taper :

a:=alpha*xw”2+beta;

b:=gammax*w;

c:=etaxw"2+delta;

Eg:=normal (alphalxc”*2+betalx (b"2-2xcxa)+ gammalxcx*a+
deltal*xa”"2);

solve (Eg=0,w) ;
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15.6.3 Molécule du cyclohexane

On choisit ici la molécule du cyclohexane constituée de 6 atomes de carbone
et dans la modélisation ci-dessous, on ne prend en compte que les liaisons entre les
atomes constituant le cycle, et non celles avec les atomes voisins du cycle.

Pour la molécule du cyclohexane la chimie nous impose :

N

Le triangle AC'E est équilatéral et les triangles ABC, CDE, EF A sont isoceles
avec AB = AC = DC = DE = FE = FA =1 umte de longueur et les angles
B, D, F de ces triangles ainsi que les angles FAB BCD et DEF sont égaux a
109 degrés. Donc on a :

l=AC = AE = CFE = 2cos(n/2 — 1097 /360) = 2 cos(717/360).

D’apres les chimistes, il y a 2 conformations appelées "chaise" et "bateau" : les
points B, D, F' sont d’'un méme c6té du plan ACE (c’est le "bateau") ou 2 des
points B, D, F' sont d’un méme c6té du plan ACE et I’autre point est de 1’autre
cOté (c’est la "chaise").

La "chaise' et le "'bateau’’ symétrique en géométrie

L’étude géométrique faite ici est simplifiée car on ne cherche que les solutions
admettant des symétries mais on verra qu’il y beaucoup d’autres solutions.
On peut commencer par faire un modele en carton du probleme (les traits marquent
les pliures).
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e

DD

et on améne en coincidence :
CDD avec CD en pliant selon BC' et EC,
EFF avec E'F en pliant selon ED et F A, et
ABB avec AB en pliant selon FF'A et AC.
Lorsqu’on plie selon AC), le point B se déplace dans le plan médiateur de AC' sur
le cercle de centre le milieu H de AC rayon BH = sin(a;) oh a; = BAC.
Lorsque F'F' est en F' pour pouvoir amener DD en D et BB en B, il faut que
BD = BF donc B se trouve dans le plan médiateur de D F’ sur le cercle de centre
le milieu H; de F'D et de rayon AC+/3/2.
Donc quand la molécule est formée, B est a I’intersection du cercle de centre E et
de rayon AC\/3/2 du plan médiateur de F'D et du cercle de centre H et de rayon
BH = sin(a;) du plan médiateur de AC.
Quand la molécule est formee, cherchons tout d’abord les solutions lorsque F'D est
parallele a AC i.e. lorsque le plan médiateur de AC' et le plan médiateur de F'D
sont confondus. Cela entraine que les angles des plans CDFE, EF A avec le plan
ACFE sont égaux si on suppose que F' et D sont d’un méme c6té du plan ACE.
En effet les points B, F et D sont soit tous les trois d’un méme c6té du plan ACE
(c’est la forme "bateau"), soit deux de ces points sont d’'un mé€me c6té du plan
ACE et le troisieme point est de 1’autre c6té (c’est la forme "chaise").
Dans la suite, on suppose que F' et D sont au dessus du plan AC E lorsque 1’on se
place dans le repere orthonormé directe (A, 7, 7), ?) tel que ¢ dirige AC et j
soit dans le plan AC'E pour que 1’ordonnée de E soit positive.
Du fait des symétries, on ne va considérer que les 2 possibilités :
soit B, F' et D sont soit tous les trois au dessus du plan ACFE,
soit F' et D sont au dessus du plan AC'E et B est en dessous de ce plan.
— B, F et D sont soit tous les trois au dessus du plan ACE
Cherchons les coordonnées de B lorsque les angles des plans ABC, CDE,
EF A avec le plan ACE sont égaux. Dans ce cas le triangle BDF' est un
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triangle équilatéral et du fait de la symétrie du cycle, si on regarde la vue
de dessus, on voit que BDF forme avec AC'E une étoile a 6 branches.
La vue de dessus :

les 2 plans ACE et BDF sont paralleles et distant de zp = h.

Donc si on pose :

b:=109/180%pi; al:=normal (pi/2-b/2);AC=1:=2*cos (al)
les coordonnées de B sont :

l 2 2
xp = cos(a1),yp = — - \/g,ZB = \/sin(a1)2 - = \/sin(a1)2 - M

Les coordonnées de D son? : 2 ;
zp=1,yp = l*gﬁ,h =zp =2 = \/sin(a1)2 — COS(;I)Z

les coordonnées de F’ sont :

zp =0,yp = l*\/g,zF =z = \/sin(al)Q— (x)S(;lP

Vue en 3d du bateau symétrique
Avec Xcas on ouvre un niveau de géométrie 3d et on tape :

al:=71/360xpi;

l:=2+cos (al);

h:=sqgrt (sin(al)*2-cos(al)"2/3);
triangle (point (0,0,0),point (1,0,0),

(

point (1/2,1xsqrt (3)/2,0),affichage=1);
triangle (point (0,0,0),point (1,0,0),

point (cos(al),-1*sqrt(3)/6,h));
triangle (point (1,0,0),point (1/2,1*sqrt(3)/2,0),

point (1, 1xsqrt (3)/3,h));
triangle (point (0,0,0),point (1/2, 1xsgrt (3)/2,0),

point (0, 1xsqgrt (3)/3,h));
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triangle (point (cos(al),-1lxsqrt(3)/6,h),point (1, 1*sgrt(3)/3,h),
point (0, 1xsqrt (3)/3,h),affichage=4);
On obtient (en rouge le triangle AC'E et en bleu le triangle BDF) :

— F et D sont au dessus du plan AC'E et B est en dessous de ce plan.
Cherchons les coordonnées de B lorsque les angles des plans CDE, EF A
avec le plan AC'E sont égaux et lorsque B a une cote négative.

Faisons une coupe selon le plan médiateur de AC' (qui est aussi le plan
médiateur de F'D). NN

Ce plan médiateur est parallele 28 A j k£ et on munit ce plan médiateur du
repere H 7 k (H milieu de AC se projéte en A).

Hj le milieu de F'D a pour coordonnées :

2cos(a1)/+/(3),h = \/sin(a1)? — cos(a1)?/3

Tracons le cercle de centre H et de rayon [ * \ﬂ?)) /6 et le cercle de centre
H; et de rayon cos(aj). Les 2 points d’intersections correspondent a deux
points B qui sont solutions : on retrouve ainsi la solution précédente ainsi
qu’une autre solution.

Avec Xcas, on tape :

al:=71/360*pi;

l:=2xcos (al);

H:=point (0);

Hl:=point (2*cos (al)/sgrt (3),sgrt (sin(al)~2-cos(al)"2/3));
CHl:=cercle (H1, 1*sqgrt (3)/2) :;CHI1;

CH:=cercle (H,sin(al)) :;CH;

S:=inter (CH,CH1) :;

BO:=S[07;

Bl1:=S[17];

Ona:
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evalf (coordonnees (B0) ) renvoie [-0.470029813674,0.341010112795]
evalf (coordonnees (B1l) ) renvoie [-0.142077142237,-0.563054178943]
Ce qui donne comme coordonnees des points B qui sont les solutions :
[0.814115518356,-0.470029813674,0.341010112795] et
[0.814115518356,-0.142077142237,-0.563054178943]

puisque evalf (cos (al)) renvoie 0.814115518356

et on obtient :

-05 0 0.5 1.9 2
Le point SBO : =point (cos (al), lxsqrt (3)/6,h) (h:= \/sim(al)2 — cos(al)?/3)
est le point B trouvé précédemment et correspond a BO du plan médiateur

de AC et la deuxieme solution SB1 est le point B1 du plan médiateur de

AC.

B1 est donc le symétrique de BO(cos(a1)v/3/3, v/sin(a;)? — cos(a;)?/3)

par rapport a la droite H H1 d’équation :

y = hx/(2 % cos(a1)V/3).

On tape :

LBl:=simplify (coordonnees (symetrie (droite (y=hlxx/ (2xkl)),
point (k1,hl))))

On obtient :

[ (5¥h172xk1-4%xk173)/ (hl1"2+4xk1"2),

(h173-8xhl+k172)/ (h1"2+4%xk1"2)]

On tape :

hl:=sqrt(sin(al)"~2-cos(al)”~2/3);

kl:=cos (al) /sqrt (3);

trigsin(tlin (LB1))

On obtient les coordonnées de Bj :

[sgrt (3) x (2+xcos (49%pi/120)—-cos (71xpi/360)) /3,

((=2xsgrt (12xsin(71*pi/360)"2-3))*cos (71*xpi/180) -

(sqrt (12*sin (71%pi/360)°2-3))) /3]
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aprés un evalf on trouve les coordonnées approchées de B; :
[-0.142077142237,-0.563054178943]
La deuxiéme solution S B1 a donc comme coordonnées :
[cos(a),sgrt (3) * (2+cos (49*pi/120)-cos (71xpi/360)) /3,
((=2xsqrt (12+sin(71xpi/360)"2-3))*cos (71*pi/180) -
(sqgrt (12%sin (71xpi/360)"2-3)))/311)
ou encore en fonction de h et [ :
(15 % V3 * h2 1+ (—(V/3)) *13) /(18 x h? + 6 % [?),
(3% h3 —2xh*12)/(3%h?+1?)]
Vue en 3d de la chaise symétrique
Avec Xcas on ouvre un niveau de géométrie 3d et on tape :
b:=109/180%pi;
al:=normal (pi/2-b/2);
l:=2xcos (a);
h:=sqgrt (sin(al)*2-cos (al)"~2/3);
Bl:=point (cos(a), sqrt (3) x (2«cos (49%pi/120)-cos (71*xpi/360))/3,
((=2xsqgrt (12*«sin(71*xpi/360)"2-3))*cos (71 pi/180) -
(sgrt (12+sin (71xpi/360)"2-3)))/3) :;
triangle (point (0,0,0),point (1,0,0),point (1/2, 1xsqrt (3)/2,0),
affichage=1);
triangle (point (0,0,0),point (1,0,0),Bl);
triangle (point (1,0,0),point (1/2,1xsqgrt(3)/2,0),
point (1,1xsqrt (3)/3,h));
triangle (point (0,0,0),point (1/2,1xsgrt(3)/2,0),
point (0, 1xsqgrt (3)/3,h));
segment (point (1, 1*sqrt (3)/3,h),point (0, 1xsqrt (3)/3,h),
affichage=4);
segment (point (1, 1*sqrt (3)/3,h),Bl,affichage=2);
segment (B1l,point (0, 1xsqrt (3)/3,h),affichage=2);
On obtient (en rouge le triangle AC'E, en bleu le segment F'D et en vert
les segments DB et F'B) :
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Solution analytique de la forme du cyclohexane

Voila ce qu suggere le texte de 1’épreuve de modélisation de 1’agrégation pour
trouver les coordonnées de B, D et F'.

On se place dans le repere orthonormé directe (A, 7, j, k

)tel que 7 dirige AC
et ? soit dans le plan AC'E (ordonnée de F est positive).

Comme B se déplace sur le cercle de centre H (milieu de AC) et de rayon BH
dans le plan z = AC//2, on peut paramétrer ce cercle sous la forme :

1—u? 2u

x=AC/2,y = Bﬂm,z = BH1+u2
du plan ABC avec le plan ACE).

On a ABC est isocele de sommet B et I’angle A de ce triangle a comme mesure
en radians : a; = 7/2 — 109 % /360 = 717/360

Si AB =1onaAC/2 = cos(ay) et BH = sin(a;) donc les coordonnées de B

sont :

(u = tan(t/2) lorsque ¢ est I’angle

. 1 — u? . 2u
x = cos('al)/Q, y = s1n(a1)m, z= .sm(al) T '
Pour avoir les coordonnées de F' en fonction de v, il suffit d’écrire les coordonnées

de F en imaginant AC et AF superposés, puis de faire une rotation appropriée.
Ici, F est I'image du point SB symétrique de B par rapport a8 AC' (de parametre

v) par une rotation d’axe A k d’angle a = 7/3.

Pour avoir les coordonnees de D, on dit que D est I'image de SB (de parametre
w) par la rotation de centre C' k et d’angle —m /3.

On évalue sal = sin(ay), cal = cos(ay) et ¢b = cos(m — 2ay ) en fonction de :

t = tan(a;/2) = tan(717/720)

Ona:

ay = 717/360

t = tan(ai/2)
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sal = sin(717/360) = 2t/(1 + t2)

cal = cos(717/360) = (1 — %) /(1 + t2)

cb := cos(1097/180) = cos(m — 2a1) = —(2cal? — 1)
ay = 71m/360.

On tape :

//t:=tan (71lxpi/720);
a:=pi/3;
cal:=(1-t"2)/(1+t"2); sal:=2+t/(1+t"2);
cb:=—(2*cal”2-1);
cA:=coordinates (point (0,0,0));
cC:=coordinates (point (2xcal, 0,0));
cB:=normal (coordinates (point (cal, salx (1-u”2)/ (1+u*2),
sal*=2xu/ (1+u”2))));
cE:=normal (coordinates (point (cal,cal*sqgrt(3),0)));
cF:=normal (coordinates (rotation(line (x=0,y=0),a,
point (cal, -sal* (1-v"2)/ (1+v"2),salx2xv/ (1+v"2)))));
cD:=normal (coordinates (rotation(line (x=2%*cal,y=0),-a,
point (cal, -sal* (1-w"2)/ (1+w"2),salx2+w/ (1+w"2)))));
P:=numer (cBxcF-cb) ;
Q:=numer ( (cD-cE) x (cF—-cE) —cb) ;
R:=numer ( (cB—cC) * (cD—cC) —cb) ;

On tape :
P:=normal (P)
Q:=normal (Q)
R:=normal (R)
On obtient pour R :

3/2+t M4 *xut2+wh2+3/2+t M4 xut243/ 2+t M x w2+
3/2*tM4+24sqrt (3) *t " 3xu”2+xw" 2+ (-2xsgrt (3) ) *t "3
O+t 2+xUN2xW N 2-54L " 24U 2+1 64" 25 UrxW—5*xL "2 W2~
9%t "2+ (=2%sgrt (3) ) »t+u™2+ w 2+2xsqgrt (3) *t+
3/2xu2+«wh24+3/2+xu"24+3/2+xw"24+3/2

On sait qu’en raison des symétries de la configuration les conditions P = 0, Q) =
0, R = 0 peuvent s’exprimer en fonction de R.
Pour le vérifier, on tape :

simplify (R-subst (P, v, w))

On obtient : 0

et on tape :

simplify (R-subst (Q,v,u))

On obtient : 0

On définit les coefficients «, 3, 7, d, pour que :
R = av?w? + B(u? + w?) + yuw + &

On tape :

LC:=coeffs (R, u)
alpha, x,beta:=coeffs (LC[0],w);
gamma, x:=coeffs(LC[1],w);
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beta, x,delta:=coeffs (LC[2],w);
purge (x) ;

Pour avoir une valeur approchée de R, on tape :
al:=71%pi/360.;t:=tan(al/2);
normal (R)

On obtient :

-0.803377348547xu”2xw"2+2.00684135654xu"2+3.278900021 75 u*w+
2.00684135654xw"2+3.17761005070

Application du lemme pour la molécule de cyclohexane

On cherche les solutions approchées telles que u = v.
On tape pour avoir les solutions telles que u = w :
purge(t,al);
Sl:=solve (subst (P,v,u)=0,u)
t:=tan(71*pi/720);
On obtient :

[ (sgrt (=9+t"4+30%t"2-9))/ (3*t"2+ (-2xsqgrt (3)) *t-3),
—(sqrt (=9+t™4+30+t"2-9) )/ (3*t"2+ (-2*sqgrt (3) ) *xt-3),
(sgqrt (-t"4+14%t"2-1))/ (£t 2+2*sqgrt (3) »t-1),

—(sgrt (-t™4+14xt"2-1)) / (£"2+2*sgrt (3) xt—-1) ]

Ontape t:=tan (71xpi/720) evalf (S1)

On obtient :

[-0.645454288199%1,0.645454288199*1,
3.08123639142,-3.08123639142]

On tape pour avoir les solutions u, v, w telles que u = v = 3.08123639142 :
solve (subst (R,u,3.08123639142)=0, w)

On obtient 2 valeurs de w :

[-1.28367770808,3.08123639141]

Donc les solutions qui vérifient © = w sont :

u, v, w = 3.08123639141, 3.08123639141, 3.08123639141

u, v, w = 3.08123639141, 3.08123639141, —1.28367770808

ainsi que les solutions symétriques :

u, v, w = 3.08123639141, —1.28367770808, 3.08123639141

u, v, w = —1.28367770808, 3.08123639141, 3.08123639141

ainsi que les solutions opposées :

u, v, w = —3.08123639141, —3.08123639141, —3.08123639141

u, v, w = —3.08123639141, —3.08123639141, 1.28367770808

u, v, w = —3.08123639141, 1.28367770808, —3.08123639141

u, v, w = 1.28367770808, —3.08123639141, —3.08123639141

On cherche les solutions approchées telles que u # v.

On tape :

normal (beta”2-betaxrgamma—-alphaxdelta)

On obtient : 0

Donc lorsque I’on fixe w les solutions différentes u,us (dépendant de w) de
I’équation en u© R=0 sont solution de : subst (subst (P,u,ul), v, u2)=0.
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On tape :

S2:=normal (evalf (solve (R=0,u)))

On obtient :
[(1.63945001088w—sqgrt(d))/(0.803377348547+w"2-2.00684135654),
(1.63945001088*w+sqgrt (d))/ (0.803377348547«w"2-2.00684135654) ]
avec:d:=1.61225088797xw"4+1.21320404513xw"2-6.37695926481

On cherche le signe de d, on tape :

factor (d)

On obtient :

1.61225088797* (w—1.28367770808)  (w+1.28367770808) *
(wr24+2.40031931071) }

Donc d > 0siw > 1.28367770808 ou si w < —1.28367770808.
On a alors des solutions réelles u, v qui sont z1, x5 les solutions de solve (R=0, u) :
1.63945001088 * w — v/d 1.63945001088  w + /d

0.803377348547 * w2 — 2.00684135654°0.803377348547 * w2 — 2.00684135654
avec d = 1.61225088797 x w* + 1.21320404513 * w? — 6.37695926481 et si

w = 1.28367770808 ou si w = —1.28367770808 on a d = 0 donc u = v et on
retouve une des solutions trouvées précédemment a savoir :

u,v,w = 3.08123639148, 3.08123639148, —1.28367770808 et

u, v, w = —3.08123639148, —3.08123639148, 1.28367770808.

On remarque que si w? > 1.283677708082 = 1.6478284582 alors les solutions de
I’équation en u R=0, seront de méme signe si :

normal (subst (R,u,0))=2.00684135654+w"2+3.17761005075estde
méme signe que :

normal (coeffs (R,u) [0]) =—0.803377348547+xw"2+2.00684135654
c’est a dire si —0.803377348547 * w? + 2.00684135654 > 0

c’est a dire si w? < 2.49800589993. On a 1/2.49800589993 = 1.58050811448
donc :

Les solutions u, v qui dépendent de w sont de méme signe négatif si :
—1.58050811448 < w < —1.28367770808 ou 1.28367770808 < w < 1.58050811448.
et sinon sont de signe opposé.

Des exemples de solutions

On tape :

d(w) :=1.61225088797xw"4+1.21320404513xw"2-6.37695926481
u(w) :=(1.63945001088+w—sqgrt (d(w)))/(0.803377348547+w"2-2.00684135654)
v(w):=(1.63945001088*w+sqgrt (d(w)))/(0.803377348547+w"2-2.00684135654)
u(l.5),v(1.5),1.5

On obtient :

-1.67823888288,-23.0070286629,1.5

On tape :

u(2),v(2),2

On obtient :

-1.36553633921,6.80017108457,2

On tape :

u(3),v(3),3

On obtient :

-1.28387158972,3.16701448356, 3
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On tape :

u(30),v(30),30

On obtient :

-1.51735311476,1.65377825995, 30

Lorsque w tend vers I’infini (ce qui correspond a un angle plat entre le plan ACE
et le plan CDE on tape :

On tape :

purge (w)

limit (u(w),w=inf)

On obtient :

-1.58050811448

On tape :

limit (v(w),w=1inf)

On obtient :

1.58050811448

Remarque si w = 3.08123639148 alors v/d = 12.266363249, on trouve alors
u = —1.28367770808 et v = 3.08123639148 car si w > 1.28367770808 ou si
w < —1.28367770808, u et v seront différents.

Pour retrouver la solution u = v = w et faudrait résoudre les équations en w :
subst (subst (P, u, x1),v,x1)=0etsubst (subst (P, u,x2),v,x2)=0
Mais il est plus simple de résoudre directement 1’équation en w :

subst (P, v, u) =0 qui a 4 solutions u; (j = 1..4) puis de résoudre pour chaque
solution I’équation en w :

subst (R, u,uj)=0.

Avec le résultant

On tape :

purge (t) ;
P:=3/2xtM4xu"2+v"2+3/2+xtM4xut2+3/2+xt M 4xv "2+
3/2+tM4+2+sgrt (3) *t " 3xut2xv" 2+ (-2xsgrt (3) ) xt~3-
I+ N 24U 24V N 2-5xL " 24U 2+1 64" 24 Uuxv-5+xt " 2%V "2~
O+t "2+ (=2xsqgrt (3) ) xtxu2xv"2+2+sqgrt (3) »t+
3/2xu”2xv"24+3/2xun243/2xv"2+3/2;

Q:=3/2*t 4%V 2+xW 2+3/2*t 4%V 2+3/2xt M4 xw" 2+
3/2%tM442xsqrt (3) *t "3V 2+ w2+ (—2xsqgrt (3) ) xt " 3-
(LN 24V 2+ WA 2=5xL " 24V 2+1 6L 24 VaxWw—5+xt " 2xW" 2~
9+t M2+ (=2xsqgrt (3) ) *txv " 2xWw"2+2+sqgrt (3) xt+

3/2+v 2+xWh24+3/2+xv 243/ 2+xw2+3/2;

R:=3/2+tM*u"2+w 2+3/2+t 4 xu”2+3/2+xt "4 +w" 2+
3/2%tM442xsqrt (3) *t"3%u”2+«w" 2+ (—2xsqgrt (3) ) *t " 3-
Ot 24UuN2+WN2-5+xL 724U 2416+t 2% urxW—5xL " 2xW"2—
9%t "2+ (=2xsqgrt (3) ) *txu”2xw"2+2%sqgrt (3) »t+
3/2%u2xwh2+3/2%ur2+3/2xw2+3/2

On tape pour éliminer w des équations () = 0, R =0 :
RQ:=resultant (Q,R, w)
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On factorise R(), on tape :

fRQ:=factor (RQ)

On obtient :

1024+t ™4 (t—(sqrt (3)) ) = (t+ (sgrt (3)) /3) * (t+sgrt (3)) * (3*xt—(sqgrt (3)) ) * (v
On trouve u = v ou fRQ[8] =0

On tape pour éliminer v des équations P = 0, fRQ[8] =0 :
PfRQ:=resultant (P, fRQ[8], V)

On obtient :

0

On tape :

normal (2+xP—-fRQ[8])

On obtient :

0

donc 2P et f RQ[8] sont les mémes polyndmes.

On sait qu’il existe U et V tel que :

UxQ+VxR=RQ(ona:U,V:=abcuv (Q, R, RQ, w)) On a montré que :
RQ=UxQ+V*xR=kFksx(u—wv)= P ouk est une constante.

On fixe w. Si u et v vérifient Q = 0 et R = 0 alors (u — v) x P = 0 c’est a dire :

si u et v vérifient Q = 0 et R = 0 alors soit © = v soit P = 0.

Donc on retrouve les solutions :

(u,v = u, wlorsque u = wu; avec u; solution de solve (subst (P, v, u))=0,u)
et w = wy avec wy, solution de solve (subst (R,u,uj))=0,w) et

u, v # u, w lorsque u et v sont les solutions différentes dépendant de w de solve (R=0, u)
Il reste a regarder quand ces solutions sont réelles.

15.6.4 La molécule de glucose

On choisit ici la molécule de glucose qui est constituée de 6 atomes (un atome
d’oxygene et 5 atomes de carbone) et dans la modélisation ci-dessous, nous ne
prenons en compte que les liaisons entre les atomes constituant le cycle, et non
celles avec les atomes voisins du cycle.

Pour la molécule de glucose la chimie nous impose :

D

Ly = AB = AF = 1.43 Angstrom,
Ly =BC =CD = DFE = EF = 1.54 Angstrom
t1 = BAF = 106 * 7/180 radians
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ty = ABC = BCD = CDE = DEF = EFA = 109 * 7 /180 radians

On calcule :

Iy = AC = AE = \/AB? + BC? — 2AB % BC * cos(1097/180)

1 = \/L% + L% — 21115 COS(tQ)

ly = CE = /2CD? — 2C D2 x cos(1097/180) = \/2L3 — 2L3 cos(t2)

ls = AH = /112 — 122 /4) (ou H est le milieu de CE)

ls = FB = \/ZL% —2L2 cos(t1) (4 est le troisieme coté du triangle isocele
d’angle 106 degrés et de cotés 1.43).

hy =DJ = \/l% — l?l/4 (ou J est le milieu de BF') On pose :

co = @7‘(’/2 —t2/2 = T1 % 7/360.

o1 = ECA

= ACB

a3 = CAB

ccl = cos(ey) = la/(21y)
scl =sin(er) = ls/ly

1)
sc2 = sin(c2) = L1 *sin(t2) /1
cc2 = cos(c2) = (I3 + L3 — L3) /(2% 1y * Lg) = (La — Ly * cos(t2))/11;
sa3 = sin(a3) = L2 *sin(t2)/l
ca3 =cos(a3) = (L3 +13 — L3)/(2* Ly * 11) = (L1 — Lo x cos(t2) /14
On tape pour un calcul approché de AC' et AE :
11l:=sqrt(1.4372+1.54"2-2%1.43%x1.54xcos (109xpi/180))
On obtient : AC=AE==2.4187667063
On tape pour un calcul approché de CE :
12:=sqrt (2+x1.5472-2%1.54"2+cos (109xpi/180));
Onobtient: 2.50747579654
On tape pour un calcul approché de AH :
13:=sqrt (1172-12"2/4);
Onobtient: 2.50747579654
On tape pour un calcul approché de 4 = F'B (lorsque la molécule est formée) :
14:=sqrt (2+1.4372-2%1.43"2%cos (106xpi/180));
On obtient: 2.28409755874

La "chaise' et le ""bateau'’ symétrique du glucose en géométrie

Le modéle en carton
On peut commencer par faire un modéle en carton du probléme : parmi les triangles
qui bordent AC'E il y a 3 triangles isoceles (CBDD, CDE et EDFF) d’angle
109 degrés et de cotés 5 cm, 1 triangle isocele (AF BB) d’angle 106 degrés et de
cOtés 5%1.43/1.54 cm~~ 4.64 cm et 2 triangles (ABC et AF'E) de cotés 5 cm et
4.64 cm et d’angle 109 degrés.
Le modéle :
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BB

Puis, on forme la molécule en amenant en coincidence :
CDD avec C'D en pliant selon BC' et EC, EF'F avec E'F en pliant selon ED et
EA, et ABB avec AB en pliant selon F'A et AC.
Les solutions symétriques en géométrie
Pour privilégier, la sym’etrie par rapport a la médiatrice de C'E, il semble plus ju-
dicieux de se placer dans le repere orthonormé direct :
C, 7, 7), ? tel que 7 dirige C@, 7 dirige ﬂ ou H est le milieu de C'F.

Voici les notations :

L
i fF
L2 3 13 A
o L1 1
ci
C A H12 C BB 4 FF
L2

On tape :

L1:=1.43;L2:=1.54;
t1:=106%pi/180.;
t2:=109%pi/180.;
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c0:=71xpi/360.;

11l:=sqgrt (normal (L1"2+L2"2-2xL1*xL2*cos (t2)));
12:=sgrt (normal (2+«L2"2-2+xL2"2xcos (t2)));
13:=sqgrt (normal (11°2-12"2/4));

l4:=sgrt (normal (2xL1"2-2xL1"2%xcos (tl)));
h4:=sqgrt (normal (12°2-14"2/4));

scl:=sin(cl);

ccl:=cos(cl);

sc2:=sin(c2);
cc2:=cos (c2);
sal3:=sin(a3);
ca3:=cos (a3);

Le but est de calculer zg, yo, 20 les coordonnées de B lorsque la molécule est for-
mée de facon a ce que B et D soient symétriques par rapport au plan médiateur de
C'F et on suppose zg > 0.
Pour cela nous projetons la molécule de glucose 3d symétrique sur le plan AC'E et
sur le plan médiateur de C'E.

Faisons maintenant une projection sur le plan ACFE

[y
- o
1.5
Fp
1
0.5
0 05 1 15 2 25 3

B se projette en N sur AC etona AN = L1 cos(a3)

B se projette en B, sur le plan AC'E et B, N est perpendiculaire a AC (c’est le
théoreme des 3 perpendiculaires)

B,, se projette en M, sur la médiatrice de C'E et on a B, M, = [4/2.

Si K est I'intersection de B,V et de la médiatrice de CE, on a :

AN

i dn sin(cy) et AN = L cos(as) donc AK = L cos(as)/ sin(cq)

By M,

ﬁ = tan(c;) donc KM, = l4/(2tan(c1)) = la * cos(c1)/(2 * sin(c1)) et
P

AM, = AK — KM, = Ll cos(a3)/sin(c1) — lq * cos(c1)/(2 * sin(cq))
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Donc B,, a pour coordonnées :
o = lg/2 — l4/2, yo = I3 — L1 COS(CL3)/ Sin(cl) + l4/(2 tan(cl)).
Avec les notations que I’on a choisies on tape :
Bp:=point (12/2-14/2,13-Llxca3/scl+1l4d*ccl/ (2+xscl))
Cherchons la cote zg de B.
On sait que :
B se projette en N sur AC
AB =11
BN = Ll1sin(as) donc
2= AB? — AB? = L —13/4— AM? =
22 =12 —13/4 — (L1cos(as)/sin(c1) + Ly cos(c1)/(2sin(ey)))?
Avec les notations que I’on a choisies on tape :
z0:=normal (sqgrt (L1*2-1longueur2 (A, Bp)));
Donc B a pour coordonnées x0, y0, 20 soit :
0.111689118901, 1.42546684563, 0.571987598417
et ' a pour coordonnées x0 + 14, y0, 20 :
2.39578667764, 1.42546684563, 0.571987598417
Faisons maintenant une coupe selon le plan médiateur de C
Soit M la projection de B sur le plan médiateur de C'E
Lorsque la molécule symétrique est formée, le point D se trouve dans ce plan
médiateur sur le cercle de centre H et de rayon Lo sin(cy).
Le triangle BDF' est un triangle isocele de cotés Iy, 2, [ et de hauteur :
hg = y/13 — [2/4 donc
D est aussi sur le cercle de centre M et de rayon hy.
On fait la figure dans le plan médiateur avec comme repere Hyz.

by 3




15.6. LA FORME GEOMETRIQUE D’UNE MOLECULE DANS L’ESPACEA413

A:=point (13);
M:=point (y0, z0) ;

hd:=sqrt (1272-14"2/4);
Cl:=cercle (M, hd);
C2:=cercle (H,L2+*sin (c0));
DO,Dl:=inter (CE1l,CE2);
coordonnees (DO) ;
coordonnees (D1) ;

On obtient pour Dy :

[-0.302153034804,-0.84169164544]

On obtient pour D; :

[-0.800148906999,0.399378278168]

Donc dans I’espace le point D a comme abscisse l3/2 = 1.25373789827 et a donc
comme coordonnees 3d :

[1.25373789827, —0.302153034804, —0.84169164544]

ou:

[1.25373789827, —0.800148906999, 0.399378278168|

Il y a donc comme solutions :

B de coordonnées 0.111689118901, 1.42546684563, 0.571987598417

F' de coordonnées 2.39578667764, 1.42546684563, 0.571987598417

D de coordonnées 1.25373789827, —0.302153034804, —0.84169164544
soit

B de coordonnées 0.111689118901, 1.42546684563, 0.571987598417

F' de coordonnées 2.39578667764, 1.42546684563, 0.571987598417

D de coordonnées 1.25373789827, —0.800148906999, 0.399378278168
soit

B de coordonnées 0.111689118901, 1.42546684563, —0.571987598417
F' de coordonnées 2.39578667764, 1.42546684563, —0.571987598417
D de coordonnées 1.25373789827, —0.302153034804, +0.84169164544
soit

B de coordonnées 0.111689118901, 1.42546684563, —0.571987598417
F' de coordonnées 2.39578667764, 1.42546684563, —0.571987598417
D de coordonnées 1.25373789827, —0.800148906999, —0.399378278168

Solution analytique et coordonnées des points en 3d

Comme pour le cyclohexane on va paramétrer les points D, B, F'.
Ona:CD:LgetD/C\E:codonc:
D est le point de coordonnées :
Ly cos(cp), Lasin(cg) * (1 —w?) /(1 +w?), Ly sin(co) * 2 % w/(1 + w?)
B est le transfomé du point de coordonnées :
Ly cos(cp), — Lo sin(ca) * (1 —u?)/(14-u?), 2L sin(cz)u/(1+u?) dans la rotation
d’axe C' k et d’angle c; : F est le transfomé du point de coordonnées :
Lo cos(ca),ly — Lasin(cg) x (1 — v2)/(1 + v?),2Lysin(c2)v/(1 + v?) dans la
rotation d’axe E? et d’angle —c;y.
On cherche a résoudre le systeme constitué des 3 relations :
P:B*ﬁ—L%*COS(tl) =0
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Q:ﬁ*ﬁ—L%*cos(tg) =0

R:C@*C@—Lg*cos(tg) =0

Du fait de la symétrie par rapport a la médiatrice de C'E, les polyndmes @) et R
auront les mémes coefficients et le polyndme P sera symétrique en u et v.

Pour privilégier, la symétrie par rapport a la médiatrice de C'E, on se place dans le
repere orthonormé direct :

C, ?, ?, ? tel que ? dirige C@, 7 dirige ﬁ ol H est le milieu de C'E.

On ne fera pour le glucose que le calcul approché des coefficients de P, @) et R.
On a les mé&mes notations qu’en géométrie :

Ly =1.43; Ly = 1.54;t; = 106 * pi/180.;te = 109 * pi/180.; co = 71 * pi/360.
Cc1 = m

ccl = cos(cr) = l2/(2l1)

scl =sin(ey) = I3/l

E est le point de coordonnées (l2, 0, 0)

A a pour coordonnées : l3/2, 13,0

CD = Ly donc, D est le point de coordonnées :

La  cos(cp), Lo * sin(cg) * (1 — w?)/(1 4+ w?), La * sin(cg) * 2 * w/(1 + w?)
B est I’'image du point de coordonnées :

Lo % cos(cg), — Lo * siri@) # (1 —u?) /(14 u?), Ly *sin(cz) * 2 % u/(1 + u?)]
par la rotation d’axe C' k d’angle ¢;

F' est I'image du point de coordonnées :

[L2 % cos(ca),la — Lo xsin(eg) * (1 —v?) /(14 v2), Lo *sin(ca) * 2 % v/(1 + v?)]
par la rotation d’axe E? d’angle —c;

F est aussi le symétrique par rapport au plan médiateur de C'E du point B de
parametre w.

On tape :

L1:=1.43;L2:=1.54;

t1:=106%pi/180.;

t2:=109%p1/180.;

a2:=71xpi/360.;

11:=sgrt (normal (L1"2+L2"2-2xL1*L2*cos (t2)));

12:=sqgrt (normal (2+«L2"2-2+xL2"2xcos (t2)));

13:=sqgrt (normal (11°2-12"2/4));

l4:=sqgrt (normal (2xL1"2-2xL1"2%xcos (tl)));

scl:=sqgrt (normal (1372/(11"2)));

ccl:==sqgrt (normal (12°2/(4x11"2)));

sc2:=L1/11%sin(t2);

cc2:==(L2-Llxcos (t2))/11;

cC:=coordonnees (point (0,0, 0));

cE:=coordonnees (point (12,0,0));

cA:=coordonnees (point (12/2,13,0));

cD:=normal ([L2+cos (a2),L2*sin(a2) x (1-w"2)/ (1+w"2),

L2xsin (a2) x2xw/ (1+w”2)1);
cB:=normal (coordonnees (rotation (droite (x=0,y=0),cl,
point (L2xcc2, -L2*sc2* (1-u™2)/ (1+u”2),

L2*xsc2*2+u/ (1+u™2)))));

cB:=normal (subst (subst (cB,cos (cl),ccl),sin(cl),scl));
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cF:=normal (subst ([12-cB[0],cB[1],cBI[
P:=numer ( (cB-cA) x (cF-cA) -L1"2xcos (tl
Q:=numer ( (cD-cE) x (cF-cE)-L2"2xcos (t2

)

211,u,v));
)
))

4
4

R:=numer (cB*cD-L2"2*cos (t2));

On obtient les coefficients approchés de P, () et de R.

P := —0.918886458988 * u? * v? + 1.50972814948 * u? + 2.96432403045 * u *
v + 1.50972814948 x v2 + 2.56689196034

Q = —0.696642093056 * v2 * w? 4 2.05453942839 * v? + 3.07941052911 * v *

w +

1.94741717452 % w? + 3.10242421803

R := —0.696642093056 * u? * w? + 2.05453942839 % u? + 3.07941052911 * u *

w +

1.94741717452 % w? + 3.10242421803

Pour faire un calcul exact, on pose :
L1:=143/100;1L2:=154/100;t1:=106xp1/180.;t2:=109xpi/180.
Sicop=m/2—ta/2 =71 %7m/360, on évalue :

cos(t2), cos(cp) et sin(cp) en fonction de ¢ := tan(71x/720) :

cos(ta) = 2cos(ty/2)? — 1 = 2sin(co)? — 1 =

8t* =ttt 6t — 1
L+ (1)
401 — %) At — 488

sin(ta) = 2 cos(t2/2) * sin(t2/2) = 2sin(cy) cos(cp) = =

(1422 (1+41¢2)?

(o) 1—¢t2
cos(cg) =
RN
in(co) 2t
sin(¢g) = ——

T T e
On a donc :

lh=AC=AE=/L12+ 122 —2x L1 % L2« (—t* + 6 x t2 — 1) /(1 + t2)2
ly=CE = /2% L22 — 2% L22x (—t* + 6+ t2 — 1) /(1 + t2)2

I3 = AH = /112 — 122/4)

On tape :

L1:=143/100;L2:=154/100;

£1:=106%pi/180;t2:=109%pi/180;

t:=tan(71xpi/720);

1l:=sqgrt (normal (L1"24+L2"2-2*L1*xL2x (-t™4+6xt"2-1)/ (1+t"2)"2));
12:=sqgrt (normal (2+L2"2-2*L2"2% (-t™4+6xt"2-1) / (1+t"2) "2));
13:=sqgrt (normal (11"°2-12"2/4));

14 :=sgrt (normal (2xL1"2-2xL1"2xcos (tl)));

scl
ccl
sc2
cc2

:=sqrt (normal (137°2/11°2));

:==sqgrt (normal (12"2/ (4x11°2)));

:=normal (L1/11x (4t—-4t"3)/ (1+t"2)"2);

:==normal ((L2-L1x* (-t"~4+6*xt~2-1)/(1+t"2)"2)/11);

cC:=coordonnees (point (0,0,0));
cE:=coordonnees (point (12,0,0));
cA:=coordonnees (point (12/2,13,0));
cD:=normal ([L2* (1-t"2)/ (1+t"2),

L2x2+t/ (L+t72) x (1-w"2) / (1+wr2) , L2x4*t/ (1+t"2) xw/ (1+w"2) 1) ;

cB:=normal (coordonnees (rotation (droite (x=0,y=0),cl,

point (L2xcc2, -L2*sc2* (1-u™2)/ (1+u”*2),
L2xsc2*2xu/ (1+u”2)))));
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cB:=normal (subst (subst (cB,cos(cl),ccl),sin(cl),scl));
//cF:=normal (coordonnees (rotation (droite (x=12,y=0),-cl,

//point (12-L2*cc2, -L2*sc2x (1-v"2) / (1+v"2) ,L2%sc2*2xv/ (1+v"2)))));
cF:=normal (subst ([12-cB[0],cB[1l],cB[2]],u,V));

Pe:=numer ( (cB-cA) * (cF-cA) -L1"2+%cos (tl));

Qe:=numer ( (cD-cE) * (cF—cE) —-L2"2x (-t "4+6*xt"2-1) / (1+t"2)"2);
Re:=numer (cB*cD-L2"2* (-t "4+6xt"2-1) / (1+t"2) "2);

mais cela donne des expressions vraiment compliquées ! ! !

Application du lemme pour le glucose

Ona:
P = a1u?v? + B1(u? 4+ v?) 4+ yruv + 61 = —0.918886458988 * u?v? + 1
1.50972814948xu%42.96432403045xuxv+1.50972814948 %1% +2.56689196034
R = au?w? + Bu? + yuw + +nw?s = (—0.696642093056) * u? * w?+
2.05453942839%12+3.0794105291 1 xusw-+1.94741717452%w?43.10242421803
— siu = v alors u est égal a une des solutions uy, ug, Uz = —u1, Uy = —U2
de I’équation bicarrée :
P(z,2) = arx* + (281 + ~1)x? 4 1 et w est alors solution de :
P(uj,z) =0pourj=1,2,34
On tape :
solve (subst (P, v,u)=0,u)
On obtient :

[-2.1224247841e-72-0.635547690206+1,
-2.1224247841e-72+0.6355476902006*1,
-2.62981213076,2.62981213076]

On tape :

solve (subst (R,u,2.62981213076)=0,w)
On obtient :

[-1.42146544175,4.24267305313]

Donc les solutions [u, v, w] sont :

[2.62981213076,2.62981213076,-1.42146544175]

[2.62981213076,2.62981213076,4.24267305313]
ce qui donne comme coordonnées de B, D, F':
u,v,w:=[2.62981213076,2.62981213076,-1.42146544175]

cB renvoie
[0.111689118901,1.42546684563,0.571987598416]
cF renvoie
[2.39578667764,1.42546684563,0.571987598416]
cD renvoie

[1.25373789827,-0.302153034806,-0.841691645439]
u,v,w:=[2.62981213076,2.62981213076,4.24267305313]

cB renvoie
[0.111689118901,1.42546684563,0.571987598416]
cF renvoie
[2.39578667764,1.42546684563,0.571987598416]
cD renvoie

[1.25373789827,-0.800148906999,0.399378278169]
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purge (u, v, w)

Que I’on compare avec les coordonnées trouvées par la géométrie :

B de coordonnées 0.111689118901, 1.42546684563, 0.571987598417

F' de coordonnées 2.39578667764, 1.42546684563, 0.571987598417

D de coordonnées 1.25373789827, —0.302153034804, —0.84169164544

soit

B de coordonnées 0.111689118901, 1.42546684563, 0.571987598417

F' de coordonnées 2.39578667764, 1.42546684563, 0.571987598417

D de coordonnées 1.25373789827, —0.800148906999, 0.399378278168
— siu # v onawuetwv sont les solutions différentes de :

subst(R,u, ) = (aw?x? + B)z? + ywz + nuw? + 6 = ax® + bz + ¢

Ona:

uv = x1T9 = c/aetu—+v =z + xr9 = —b/a donc

u?v? = 2222 = ?/a? et

u? +0? = (u+v)? — 2uv = 22 + 2% = (b? — 2ca)/a®.

On doit donc résoudre I’équation en w subst (subst (P, u,x1),v,x2)=0:

arc? + B1(b? — 2ca) + yica + 6102 =0

On tape :

a:=alphaxw”*2+tbeta;

b:=gammax*w;

c:=eta*w"2+delta;

On tape :

alphal:=-0.918886458988;

betal:=1.50972814948;

gammal:=2.96432403045;

deltal:=2.56689196034;

alpha:=-0.696642093056;

beta:=2.05453942839;

gamma:=3.07941052911;,

eta:=1.94741717452;

delta:=3.10242421803;

a:=alphaxw”2+beta;

b:=gammaxw;

c:=eta*w"2+delta;

Eg:=normal (alphalxc”2+betalx (b"2-2xcxa)+gammal*c*a+

deltal*xa”2);

On obtient :

-2.16428171835*xw"4-4.2362009215%w"2+1.63945920012

On tape :

solve (Eg=0,w)

On obtient :

[5.72819569555e-13+1.51272986977*1,

5.72819569555e-13-1.51272986977x1,

[-0.575349882482,0.575349882482]

On tape :

solve (subst (R, w,0.575349882482)=0,u)

On obtient des solutions complexes :

[-0.485692101424-1.34851633381~1,
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-0.485692101424+1.34851633381*1]

Il n’y a donc pas d’autres solutions réelles que celles obtenues quand u = v.
Donc les solutions [u, v, w] sont :
[2.62981213076,2.62981213076,-1.42146544175]
[2.62981213076,2.62981213076,4.24267305313]

et leurs opposées :
[-2.62981213076,-2.62981213076,1.42146544175]
[-2.62981213076,-2.62981213076,-4.24267305313]

Avec le résultant

On tape pour éliminer w des équations Q = 0, R =0 :
RQ:=resultant (exact (Q) ,exact (R) ,w)
On tape pour éliminer v des équations P = 0, RQ) = 0:
PRQ:=resultant (exact (P), RQ, v)
On tape pour résoudre 1’équation en v PRQ) =0 :
solve (PRQ=0, u)
On trouve 2 solutions réelles pour u :
[2.62981213079,-2.62981213079]
On tape pour résoudre I’équation en v subst (RQ, u,2.62981213079) =0 :
solve (subst (RQ,u,2.62981213079)=0,v)
On trouve pour v :
[-1.38377770635,2.62981187867,2.62981232198,4.13642081511]
On tape pour résoudre I’équation en w subst (R, u,2.62981213079) =0 :
solve (subst (R,u,2.62981213079)=0,v)
On trouve pour w :
[-1.42146544174,4.24267305306]
Il reste a vérifier parmi ces solutions celles qui vérifient :
P=0,Q=0,R=0.
u,v,w:=2.62981213079,-1.38377770635,-1.42146544174 pasbon
car
P, Q, Rrenvoie :
-7.0571646318,14.3332486634,6.43467501504e-11

u,v,w:=2.62981213079,2.62981187867,-1.42146544174 bon
car
P, Q, Rrenvoie :
4.45846289665e-06,2.45798105425e-07,6.43467501504e-11

u,v,w:=2.62981213079,2.62981232198,-1.42146544174 bon
car
P, Q, Rrenvoie :
-3.38296679558e-06,-1.86282647974e-07,6.43467501504e-11

u,v,w:=2.62981213079,4.13642081511,-1.42146544174 pasbon
car
P, Q, Rrenvoie :
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-37.6474413798,1.72803993337e-10,6.43467501504e-11

u,v,w:=2.62981213079,-1.38377770635,4.24267305306 pas bon
car
P, Q, Rrenvoie :
-32.1653712253,-83435.2258003-144.016035042%1,-9.13125437063e+14

u,v,w:=2.62981213079,2.62981187867,4.24267305306 bon car
P, Q, Rrenvoie :
4.45846289665e-06,1.06109131082e-05,8.6524210019%9e-10

u,v,w:=2.62981213079,2.62981232198,4.24267305306 bon car
P, Q, Rrenvoie :
-3.38296679558e-06,-8.04602305493e-06,-1.10418341137e-10

u,v,w:=2.62981213079,4.13642081511,4.24267305306 pasbon
car
P, Q, Rrenvoie :
—-37.6474413798,-87.2031710848,-1.10418341137e-10
Donc les solutions approchées sont u, v, w :
2.62981213079,2.62981187867,-1.42146544174
2.62981213079,2.62981187867,4.24267305306
On retrouve les valeurs précédentes qui étaient meilleures :
[2.62981213076,2.62981213076,-1.42146544175] pour lesquelles
P,Q, R=-6.62367938276e-11,-6.89368562234¢-11,-6.89368562234¢-11
[2.62981213076,2.62981213076,4.24267305313] pour lesquelles
P,Q, R=-6.62367938276¢-11,1.35003119794e-11,1.35003119794e-11

15.6.5 Les commandes des figures

Pour le cyclohexane le modéle en carton
Pour avoir le modéle on tape dans un niveau de géométrie 2d :

al:=71xpi/360;

l:=2xcos (al);

A:=point (0);C:=point (1) ;
triangle_equilateral (A,C,E);

B:=point (1/2-i*sin(al));
triangle_isocele(B,A,-109xpi/180);
F:=rotation (A, pi/3,point (1/2+ixsin(al)));
triangle (A,E,F);
D:=rotation(C, -pi/3,point (1/2+ixsin(al)));
triangle(C,E,D);

DD:=translation (C-A,B));

triangle (B,C,DD);

FF:=translation (E-C,D);

triangle (E,D,FF);

BB:=translation (A-E,F);

triangle (F,A,BB);
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H:=milieu(A,C);
segment (F,D,affichage=2) ;Hl:=milieu(F,D);
angle (A,B,C,"al");angle(A,C,E, "a");

Pour le glucose le modéle en carton
Pour avoir le modéle on tape :

L1:=1.43;L2:=1.54;

t1:=106%pi/180.;

£t2:=109%p1i/180.;

c0:=71%pi/360.;

11l:=sqgrt (normal (L1"2+L2"2-2%L1xL2%xcos (t2)));
12:=sqgrt (normal (2xL2"2-2xL2"2*cos (t2)));
13:=sqgrt (normal (11"°2-1272/4));

1l4:=sqgrt (normal (2xL1"2-2xL1"2%cos (tl)));
A:=point (12/2,13);

C:=point (0);

E:=point (12);

H:=point (12/2);

D:=point (L2xcos (c0),-L2xsin(c0));
triangle (A,C,E);

triangle (D,C,E);

B:=inter_unique (cercle(C,L2),cercle(A,Ll));
F:=inter_unique (cercle(E,L2),cercle(A,Ll));
triangle (A, C,B);

triangle (A,E,F);

FF:=D+12;

triangle(D,E,FF);

BB:=similitude (F,14/L1,-37xpi/180,R);
triangle (A,BB,F);
DD:=similitude (B, 12/L2,-71xpi/360,C);
triangle(C,B,DD);

les notations
Pour avoir la figure avec les notations, on tape :

A:=point (12/2,13);

C:=point (0);

E:=point (12);

H:=point (12/2);

D:=point (L2xcos (c0),-L2xsin(c0));
triangle (A,C,E);

triangle (D,C,E);
angle (C,D,E,"cO")
angle(E,C,D, "c0");
angle(C,E,A,"cl")
angle(E,A,C,"cl")
B:=inter_unique (cercle(C,L2),cercle(A,Ll));
F:=inter_unique(cercle(E,L2),cercle(A,Ll));
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triangle (A, C,
triangle (A, E,
angle (C,A, B,

angle(E,F,A,
legende (milieu(A,B
legende (milieu (C,B),
legende (milieu(C,D),
segment (A, H) ;
legende(mllleu(A H),
legende (milieu (A, C),
legende (milieu (E,C),
BB:=point (3.3);
FF:=point (3.3+14);

"L1",quadrant?2);
"L2",quadrant?2);
"L2",quadrant3);

"13",quadrant3);
"11",quadrant?2);
"12",quadrantid);

AA:=point (3.3+14/2,L1*sin(37*pi/180)

triangle (AA,BB,FF);
angle (AA, BB, FF,

"tl") ;
legende (milieu (AA,BB),"L1",

legende (milieu (AA,FF),"L1");

,affichage=quadrantl);

quadrant?2) ;
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Chapitre 16

Les fractions continues

Définition Une fraction continue est une expression de la forme :

b
a; + 1b2
az

%
a3+m
avec pour k > 1 ap > O etpour kK > 1 b > 0 Une fraction continue simple est

une fraction continue ol les by = 1, c’est donc une expression de la forme :

1
a N —
T
a3+ﬁ
Ici on ne s’intéressera qu’aux fractions continues simples car sinon 1’écriture n’est
pas unique, par exemple : /13 = 3 + ﬁ =
stef o
9 -
2+ 47 7 — =
4+ 4+m1
T ——
++—1
e
Notation Sin=a; + ﬁ
2 a3+ﬁ
on notera :
n = ([a1,ag, ...an, ..], []) si le développement n’est pas périodique et

n = ([a1,as,...as), [b1,ba,...by]) si le développement est périodique de période
[c1, ca, ...c¢] ie lorsque n = [ay, ag, ...as, €1, C2, ...C1, €1, C2y ...Cty C ...
Par exemple :
V13 = ([3,1,1,1,1,6],[1,1,1,1,6])
Propriétés
Un nombre rationnel a un développement en fraction continue fini.
Les réels qui ont un développement en fraction continue périodique sont solution
d’une équation du second degré a coefficients dans N.
Le programme :

f2dfc (x,n) :={

local r,q,1q,1r,p, J;
g:=floor (x);

r:=normal (x—-q) ;

lg:=1[1;

lr:=[1;

for (j:=1;Jj<=n;j:=3j+1) {
lg:=concat (1q,q) ;

if (x==q) {return (lq, [1);}

423
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p:=member (r, 1lr);

if (p) {return (lg,mid(lg,p))};
lr:=concat (lr,r);

x:=normal (1/r);

g:=floor (x);

r:=normal (x—q) ;

}

return (concat(lqg,x),[]);

bi

dfc2fl (d,t) :={
local s,st,x,1,xt,k;
s:=size(d);

x:=d[s-1];

for (k:=s5-2;k>=0;k:=k-1) {x:=normal (d[k]+1/x);}
if (t==[]) {return normal (x);}

st:=size(t);

purge (y) ;

xt:=t[st-1]+y;

for (k:=st-2;k>=0;k:=k-1) {xt:=normal (t[k]+1/xt);}
l:=solve (y=1/xt,vy);

if (1[0]1>0){y:=normal (1[0]); }else{y:=normal (1[1]1);};
x:=d[s-1]+y;

for (k:=s5-2;k>=0;k:=k-1) {x:=normal (d[k]+1/x);}
return (normal (x));

i

dfc2f2(d,t) :={

local s, st,x,xt;

s:=size(d);

x:=d[s-1];
for (k:=s-2;s>=0;s:=s5-1) {x:=d[k]+1/x;}
if (t==[]) {return x;}

st:=size(t);

xt:i=t[st-1];

for (k:=st-2;st>=0;st:=st-1) {xt:=st[k]+1/xt;}
return (x+1/2+ (sqgrt (xt"2+4) -xt));

bi



Chapitre 17

Pour s’amuser avec des dessins
récursif’s

17.1 Les sapins

sapin(x,y) :={

DispG();

if (abs(x-y)<0.5) {segment (x,y); return 0;}
sapin (x, x+ (y—-x)*0.5xexp (1)) ;
sapin(x, x+ (y—-x) *0.5xexp (-1) ) ;
segment (x, (3xx+y) /4);

sapin ((3*x+y)/4,vy);

}

je voulais utiliser similitude mais je n’arrive pas a me debarasser des petites croix
qui marque le point..meme en faisant nodisp(similitude....))

sapinp (x,y) :={

DispG();

if (abs(x-y)<0.2) {segment(x,y); return 0;}
sapin(x,affixe(similitude(x,0.5,1.0,vy)));
sapin(x,affixe(similitude(x,0.5,-1.0,v)));
segment (x, (3xx+y) /4);

sapin ((3*x+y)/4,vy);

bei

Sans utiliser ’écran D1 spG on met toutes les instructions dans une séquence.
On tape :

sapin(z0, zl) :={
local L,v;
L:=NULL;
v:i=z1-z0;

si abs(v)<0.5 alors L:=L, segment (z0,zl);retourne L;

L:=L,sapin(z0+v/4,z1);
L:=L, segment (z0, z0+v*x0.25) ;
L:=L,sapin (z0, z0+vxexp (i*pi/6.)*0.5);

425

fsi;
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L:=L,sapin (z0, z0+vxexp (-1*pi/6.) *0.5);
bis

ou

sapinl (z0,z1,t) :={
local L,v;

L:=NULL;

v:i=z1-2z0;

si abs(v)<0.5 alors L:=L, segment (z0,zl);retourne L; fsi;

L:=L,sapinl (z0+v/4,z1,t);
:=L,segment (z0,z0+vx0.25);
:=L,sapinl (z0, z0+vxexp (i*xt)*0.5,t);
:=L,sapinl (z0, z0+vxexp (-ixt) *x0.5,t);

~ BB

A4

17.2 Les fleurs

fleur (x,y) :={

DispG () ;

if (abs(x-y)<0.5) {segment (x,y);cercle(y, (y—x)x0.3); return 0;}
segment (x,y) ;cercle(y, (y—x)*0.3);cercle(y, (y—x)*0.2);

fleur (x,x+(y—x)*0.5%exp (1x0.5));

fleur (x,x+(y—x)*0.5%exp (-1%0.5) ) ;

On tape :
fleur (0, 5+1)
On obtient le dessin dans Di spG.

17.3 L’anémone

anemone (a,n, c) :={

local L;

L:=NULL;

L:=L,cercle(a+i*n,n);

L:=L,cercle(a—-i*n,n);

L:=L,cercle(atn,n);

L:=L,cercle(a-n,n);

retourne affichage (L, c+rempli),cercle(a,n/2,affichage=rempli+0);

b

On tape :
anemone (0,5, 1)
On obtient
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17.4 La tulipe

tulipe(a,n,c) :={

local L;

L:=NULL;
L:=L,cercle(a+i*n,n,3.15,6.4);
L:=L,cercle(a+i*n-n,n,-0.1,1.58);
L:=L,cercle(a+i*n+n,n,1.58,3.15);
retourne affichage (L, c+rempli);

|

On tape :
tulipe (0,5, 3)
On obtient

17.5 Les bouquets de fleurs

Ici on veut avoir le dessin comme réponse, on met donc toute la suite des ins-
tructions graphiques dans une liste L qui sera retournée comme réponse.
On tape pour avoir un bouquet d’anémones :

fleursl (x,y) :={
local L,c;

L:=NULL;

c:=alea(10)+85;
if (abs(x-y)<0.5) {return L,arc(x,y,-5*xpi/12,

affichage=epaisseur_ligne_3),anemone (y, (y—-x)*0.3,c); }

L:=arc(x,y,-5*pi/12,affichage=epaisseur_ligne_3),anemone (y, (y-x)*0.2,c);
L:=L,fleursl (x,x+(y—-x)*0.5xexp (ix0.5));
L:=L, fleursl (x,x+(y—x)*0.5xexp (-1%x0.5));
retourne 1L;

|

On tape :
fleursl (0, 5%1)
On tape pour une carte de "bonne annee" :
fleursl (0,5%1), fleursl (0,4+4x1i),legende (10+5i, "BONNE "),
legende (10+31i, "ANNEE") , legende (10.2+1i, "2011")
On tape pour avoir un bouquet de tulipes :

fleurs3 (x,y) :={
local L,c;
L:=NULL;
c:=alea(10)+85;
if (abs(x-y)<0.5) {return L,arc(x,y,-5*xpi/12,
affichage=epaisseur_ligne_3),
tulipe (y, (=1) * (y=x) * (0.5) xexp (-i+x5xpi/24),c);}
L:=arc(x,y,-5*pi/12,affichage=epaisseur_ligne_3)
tulipe (y, —1* (y=x) * (0.4) xexp (-1x5*xpi/24),c

)i



428  CHAPITRE 17. POUR S’AMUSER AVEC DES DESSINS RECURSIFS

L:=L, fleurs3(x,x+(y-x)*0.6xexp(i%x0.5));
L:=L,fleurs3(x,x+(y—-x)*0.6xexp(-1x0.5));
retourne L;

b

On tape :

fleurs3 (0, 5%1)

On tape pour une carte de "bonne annee" :

fleurs3(0,5+1i), fleurs3(0,3+4*1i), fleurs3 (0, -3+4%1i),
legende (10+71i, "BONNE "), legende (10+5i, "ANNEE"),
legende (10.2+31i,"2011")

On tape :

fleurs3(0,5%1i), fleurs3(0,3+4x1), fleursl (14,14+6+1i),
fleursl(14,19+6%1), legende (8.2+7i, "BONNE "),
legende (8.2+5i, "ANNEE") , legende (8.4+31,"2011")

17.6 La fougere

Ce n’est pas un dessin récursif, mais c’est une une suite d’itérées. Pour obtenir
cette fougere, on va itérer un systeme de fonctions avec poids aléatoires. On consi-
deére:A:=[10,0,0.5],[0,0.16,01, 0,0, 117 de poids 0.01,
[[0.2,-0.26,0.4]1,[0.23,0.22,0.005]1,[0,0,1]1] depoids 0.07,
[[-0.15,0.28,0.57],[0.26,0.24,-0.121,10,0,11]1] depoids0.07,
[[0.85,0.04,0.08],[-0.04,0.85,0.18]1,10,0,11] depoids0.85,
On définit F : =A, B, C, D et on itere en partant du vecteur wO:=[0, 5, 1]. Pour
définir w1, on applique a w0, soit A, soit B, soit C ou D de fagon aléatoire selon leur
poids et on définit w2 etc...On dessine les points définit par les 2 premiéres coor-
données des w, mais, pour la beauté du dessin, on ne dessine pas les nl premiers
points. Donc dans fougere on a n1 points invisibles et n2 itérations .

On tape :

B:
C:
D:

choisirk () :={
local r,p,k;
p:=[0.01,0.07,0.07,0.85];
r:=rand(0,1);
k:=0;
tantque r>plk] faire

r:=r-p[k];

k:=k+1;
ftantque;
return k;
b
fougerel (nl,n2) :={
local A,B,C,D,F,J,k,w,P;
A:=[[0,0,0.5],[0,0.16,0],100,0,111;
B:=[[0.2,-0.26,0.4]1,10.23,0.22,0.005],10,0,111;
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c:=[[-0.15,0.28,0.57],[0.26,0.24,-0.1271,10,0,111;
D:=[[0.85,0.04,0.08],[-0.04,0.85,0.18],1[0,0,111;
F:=A,B,C,D;
w:=[0,5,1];
P:=NULL;
pour Jj de 1 jusque nl faire
w:=F[choisirk () ]*w;
fpour;

pour J de nl+l jusque n2 faire
w:=F[choisirk () ]*w;
P:=P,point (w[0],w[1]);

fpour;

return P;

|

On tape : affichage (2+point_point); fougerel (10,10000)
On obtient :

17.7 Une autre fougere

Une application affine f de R? dans R? est définie par une matrice carrée A de
dimension 2 et par un vecteur colonne U de de R?, on a :
f(X) = Ax X + U pour tout vecteur colonne X de R?.
Pour faire cette nouvelle fougere, on fera comme précédemment les itérées d’un
point (ici I’origine) en utilisant 1’une des 4 applications affines de R? dans R? avec
une probabilité donnée :
— f1 sera utilisée avec la probabilité p1 = 0.01 et est définie par :
Al:=[[0,0],[0,0.16]] et
Ul:=[0,0]
— fo sera utilisée avec la probabilité p2 = 0.07 et est définie par :
A2:=[[-0.15,0.28],10.26,0.24]] et
U2:=[0,0.44]
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— f3 sera utilisée avec la probabilité p3 = 0.07 et est définie par :
A3:=[[0.2,-0.26],10.23,0.22]] et
U3:=[0,1.6]

— f4 sera utilisée avec la probabilité p4 = 0.85 et est définie par :
A4:=[[0.85,0.04]1,[-0.04,0.85]] et

U4:=[0,1.6]
On tape :
choisirk () :={

local r,p,k;
=[0.01,0.07,0.07,0.851;

r:=rand(0,1);

k:=0;

tantque r>plk] faire
r:=r-plk];
k:=k+1;

ftantque;

return k;

b

fougere2 (n) :={

local A,Al,A2,A3,A4,U,U1,U2,U03,U4,3,k,P,w;

Al:=[[0,0],[0,0.16]1;
Ul:=[0, ]
A2:=[[-0.15,0.28],[0.26,0.24]1;
U2:=[0,0.44];

A3: =[[o 2,-0.261,10.23,0.2211;
U3:=[0,1.6];

Ad:=[[0. 85 0.041,[-0.04,0.85]1;

U4:=[0,1.6];

A:=Al,A2,A3,A4;

U:=U1,U02,03,U4;

w:=[0,0];

P:=NULL;

pour j de 1 jusque n faire
k:=choisirk();
w:=A[k]*w+U[k];
P:=P,point (w[0],w[1]);

fpour;

return P;

b

On tape : affichage (2+point_point) ; fougere2 (3000)
On obtient :
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Remarque Ces 2 fougeres sont sensiblement les mémes : la premiere est décrite
en coordonnees homogenes. Voici le programme fougere3 de la fougere2 en
coordonnees homogenes. Ce programme est un peu plus lent

choisirk () :={

local r,p,k;

p:=[0.01,0.07,0.07,0.85];

r:=rand(0,1);

k:=0;

tantque r>plk] faire
r:=r-p[k];
k:=k+1;

ftantque;

return k;

bes

fougere3 (n) :={

local A,Al1,A2,A3,A4,73,k,P,w;

Al:=[[0,0,0],[0,0.16,0],10,0,111;
A2:=[[-0.15,0.28,0],[0.26,0.24,0.441,1[0,0,11171;
A3:=[[0.2,-0.26,01,[0.23,0.22,1.6]1,100,0,111;
A4:=[[0.85,0.04,01,[-0.04,0.85,1.6]1,10,0,111;
A:=A1,A2,A3,A4;

w:=[0,0,11;

P:=NULL;

pour Jj de 1 jusque n faire
k:=choisirk();
w:=A[k]*w;
P:=P,point (w[0],w[1]);

fpour;

return P;

}
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17.8 Le choux-fleur
17.8.1 L’énoncé

Soit la suite de fonctions f,, de [0;1] dans R définie par :

pourn =1:
r sizx <
fl(m)_{l—:n sixz >

DN | =0 =

etpourn > 2:
tfac1(2z) siz <
falz —3) siz>

fote) = {

N[ =N | =

La fonction f,, est périodique de période 2,1%1 et tracer son graphe sur [0; Qn—l,l]
1. Définir dans Xcas une fonction calculant f, ().

2. Définir dans Xcas une fonction calculant la somme :
Sn(x) = fi(z) + fa(z) + ... fn(2)
3. Tracer le graphe de S

4. On définit le dessin suivant :
Soient deux points A(xg, yq) et B(xp, yp) & partir du vecteur A B, on construit
les vecteurs AC et C'B ot C' a comme coordonnées x. = (x4 + ) /2 et
Ye = (Yo +u)/2 + (xp — 24)/2. On recommence la méme construction a
partir de chacun des 2 vecteurs obtenus etc....
Ecrire un programme qui dessine les segments obtenus au bout de n fois
(mais pas les dessins intermédiaires). On remarquera que 1’on obtient ainsi
le graphe de S,,.

17.8.2 La correction

1. On définit la fonction £ (n, x) :

f(n,x):={
si x<=1/2 alors
si n==1 alors return x;sinon return f(n-1,2x)/2; fsi;
fsi
si n==1 alors return 1-x;sinon return f(n,x-1/2); £fsi;
beg
2. Ontape :plotfunc(f (4,x),x=0..1,affichage=1)
On obtient :

0,06

.05

0. 04

.03

.02

S S B

[o.C1

[
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3. On définit la fonction S (n, x) :

S(n,x) :={
local j,s;
pour j de 1 jusque n faire
s:=s+f(j,x);
fpour;
return s;
bed
4. On définit la fonction récursive chouxfleur (A, B, n) :

chouxfleur (A,B,n) :={
local xa,yvya,xb,yb,xc,yc,C;
si n==0 alors return segment (A,B); fsi;
xa,ya:=coordonnees (A) ;
xb, yb:=coordonnees (B) ;
xc:=(xa+xb) /2;
yc:=(ya+yb) /2+ (xb-xa) /2;
C:=point (xc,yc);
return chouxfleur (A,C,n-1),chouxfleur(C,B,n-1);
bed
On tape : chouxfleur (point (0),point (1), 10)
On obtient :

AL B B B s S = =

17.9 Les arbres

17.9.1 Un arbre

arbre(x,y) :={
DispG () ;
if (abs(x-y)<0.2) {segment(x,y); return 0;}
segment (x, (x+y)/2)
arbre ( (x+y) /2, (x+

X (y—x)*0.5%exp (1%x0.5))
arbre ((x+y) /2, (x+

)/ 2+ ;
) /2+ (y—x) *0.5%exp (-1i%0.5));

y
y

17.9.2 Un arbre moins déplumé

arbre2 (x,y) :={
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DispG () ;

if (abs(x-y)<0.2) {segment (x,y); return 0;}
segment (x, (x+y) /2);

arbre2 ((x+y) /2, (x+y) /2+ (y—x) 5xexp (1ix0.5));
arbre2 ((x+y) /2, (x+y) /2+ (y—x) S5«exp (-1i%x0.5));
arbre2 ((x+y) /2, (x+y) /2+ (y—-x) x0.5xexp (1)) ;
arbre2 ((x+y) /2, (x+y) /2+ (y—x) 5xexp (—1));

17.9.3 Un arbre epineux

arbre3 (x,y) :={
DispG();
if (abs(x-y)<0.2) {segment (x,y); return 0;}
segment (x, (x+y)*0.5);
arbreB((B*x+y)/4 (3xx+y) /4+ (y—x) *0.25%xexp (1ix0.5));
arbre3 ((3*x+y) /4, (3xx+y) /4+ (y—x) *0.25*xexp (-1ix0.5));
arbre3 ((x+y) /2, (x+y) /2+ (y-x) *0.5*xexp (1)) ;
arbre3 ((x+y) /2, (x+y) /24 (y—x) *0.5*exp (-1)) ;

17.9.4 Le bouquet final

bouquet (x,v) :={

DispG () ;

if (abs(x-y)<0.2) {segment(x,y); return 0;}
segment (x, (x+y)*0.5);

bouquet((B*x+y)/4 (3*x+y) /4+ (y—x) x0.25%exp (1ix0.5) ) ;
bouquet ( (3xx+y) /4, (3*x+y) /4+ (y—x) +x0.25xexp (-1%0.5));
bouquet ( (x+y) /2, (x+y) /24 (y—x) *0.5*exp (1)) ;

bouquet ( (x+y) /2, (x+y) /2+ (y—x) *0.5xexp (-1)) ;

bouquet ( (x+y) /2, (x+y) /2+ (y—-x) *x0.5) ;

17.10 Un exercice tiré des olympiades

17.10.1 L’énoncé

On modélise la croissance d’un arbre de la maniere suivante : au départ il est
composé d’un tronc vertical AB de longueur 1, au bout d’un an ce tronc donne
naissance a 2 branches BC' et BD vérifiant : BC = 0.5 AB, BD = 0.75 x AB,

et
(BC, BA) = (BA, BD) = 51 /6.
Chaque année, chaque branche donne naissance a 2 branches selon le méme pro-
cessus. Faire le dessin de I’arbre au bout de 3 ans
Si on ne tient pas compte de la durée de vie de I’arbre, quelle est la limite de sa
taille ?

Avec Xcas on pourra exécuter arbre . xws pour avoir la correction.
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17.10.2 Le dessin

Pour faire le dessin on écrit une procédure récursive arbre qui renvoie 0
quand elle se termine et qui a comme parametres : A le point de plantation, 1
la longueur du tronc AB, t I’angle que fait AB avec le sol, n le nombre d’années.
Ainsi le point B a comme affixe A+1xexp (ixt).

On verra le dessin dans I’écran DispG (session->montrer—>DispG).

arbre(A,1,t,n) :={

local B;

B:=A+lxexp (ixt);

segment (A, B) ;

if (n>0) {
arbre (B,1%0.5,t+pi/6,n-1);
arbre (B, 1x0.75,t-pi/6,n-1);

}

return O;

b

17.10.3 La taille

Pour connaitre la taille de I’arbre au bout de n années, on écrit une procédure
récursive harbre qui a les mémes parametres que la procédure récursive arbre
et qui renvoie 1’ordonnée exacte du point le plus haut de 1’arbre.

harbre(A,1,t,n) :={

local B, res;

B:=A+1lxexp (i*t);

res:=max (ordonnee (A) , ordonnee (B) ) ;

if (n>0) {
res:=normal (max (res, harbre(B,1/2,t+pi/6,n-1),
harbre (B, 1*3/4,t-pi/6,n-1)));

}

return res;

b

ou plutdt pour éviter des calculs trop longs on écrit harbra qui renvoie la valeur
approchée de I’ordonnée du point de I’arbre le plus haut. On peut aussi utiliser
harbre en mettant comme valeur de 1 une valeur décimale : par exemple 1. 0.

harbra(A,1,t,n) :={

local B, res;

B:=evalf (A+lxexp(ixt));

res:=max (ordonnee (A) , ordonnee (B) ) ;

if (n>0) {

res:=max (res, harbre (B, 1x0.5,evalf (t+pi/6),n-1),
harbre (B, 1%x0.75,evalf (t-pi/6),n-1));

}

return res;

|
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Pour avoir la hauteur de I’arbre, il faut soit planter I’arbre en un point A d’ordonée
0, soit utiliser la procédure hauteur_arbre ci-dessous qui suppose que le tronc
de I’arbre est vertical :

hauteur_arbre (A, 1,n) :=harbre(A,1,pi/2,n)-ordonnee (A) :; On
tape : harbre (0,1,p1i/2,10) On obtient au bout de 30s :

(19515+sgrt (3)+52283) /32768

On tape : harbre (0,1.0,pi/2,1) On obtient au bout de 5s :
2.62707432586

On tape : hauteur_arbre (i,1.0,pi/2,1) On obtient au bout de 5s :
2.62707432586

17.10.4 La limite de la taille

Seulement, cela ne nous donne qu’une valeur approchée de la limite de cette
hauteur.
Pour connaitre la taille maximum h de I’arbre, il faut remarquer que :
- si ’arbre poussait verticalement sa hauteur serait une série géométrique de raison
3/4 de somme 4
- la hauteur d’un arbre est proportionnelle a la longueur du tronc initial,
- qu’au bout de 2 ans la branche gauche de la branche droite est verticale et est de
longueur [« 3/4 % /2 = 31 /8 c’est a dire que cette branche est de hauteur les 3h/8.
On calcule & la main la hauteur de 1’arbre au bout d’1 an : [ 4 (v/3%1/2) % (3/4) =
1(1 4 3+/3/8) ou on tape :
harbre(0,1,pi/2,1);harbre(0,1.0,pi/2,1);
On obtient :
(3xsgrt (3)+8)/8,1.64951905284
On a donc I’équation :
h=14(v3/2)(3/4)+3*h/8
On tape :
solve (h=3/8+h+ (1+3*sgrt (3)/8) ,h)
On obtient :
[1/5% (3xsgrt (3)+8)]
On tape :
evalf (1/5* (3*sgrt (3)+8))
On obtient :
2.63923048454
La taille maximum de I’arbre de tronc [ est :
[ % (3% sqrt(3) 4+ 8)/5 ~ 2.63923048454 x [



Chapitre 18

Les carrés magiques

18.1 Les matrices magiques d’odre 3

18.1.1 Résultat préliminaire

Soit A la matrice :
A= [[aoo, aoi, aog], [alo, ai, alg], [ago, asi, QQQH Montrer que :
B =1/2 % (A + tran(A)) est une matrice symértrique et
C =1/2x% (A — tran(A)) est une matrice antisymértrique.
En déduire que toute matrice se décompose de facon unique en la somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
On tape :
A:=[[a00,a01,a02], [al0,all,al2], [a20,a21,a22]]
B:=1/2* (A+tran(A));C:=1/2x (A—tran (A))
normal (B-tran (B)),normal (C+tran(C))
On obtient :
(ro,o0,01,110,0,01,10,0,011,110,0,01,10,0,01,10,0,011
Si A= M + N avec tran(M)=M et tran(/N)=—N alors tran(A)=M — N donc
M =1/2%(A+tran(A)) = Bet N = 1/2 % (A — tran(A)) = C d’ot I"unicité.

18.1.2 Les matrices magiques d’ordre 3

Une matrice A = (a; ;) d’ordre 3 est une matrice magique de somme s lorsque
les 8 sommes :
Z?:o aj = spour k = 0,1,2 (somme de chaque colonne)
Z;ZO ajr = spour j = 0,1,2 (somme de chaque ligne).
ijo ajj = a3+ az2 + az1 = s (somme de chaque diagonale).
Déterminer les matrices magiques d’ordre 3 qui sont antisymétriques.
Déterminer les matrices magiques d’ordre 3 qui sont symétriques de somme s = 0.
Déterminer une matrice magique d’ordre 3, symétrique, de somme s et la plus
simple possible.
Montrer que la différence de 2 matrices symétriques magiques de somme s est une
matrices symétriques magiques de somme s = 0.
En déduire toutes les matrices magiques d’ordre 3, symétriques de somme s.
Trouver toutes les matrices magiques d’ordre 3 de somme s = 3.
Trouver toutes les matrices magiques d’ordre 3 de somme s = 9.

437
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Les matrices magiques d’ordre 3 qui sont antisymétriques sont de somme s = 0
car la diagonale principale ne contient que des 0.

Soit A une matrice antisymétrique d’ordre 3 et magique de somme s = 0.

On tape :

A:=[[0,a,b],[-a,0,c], [-b,—c,0]]

linsolve ([a+b=0,-a+c=0,b+c=0], [a,b,c])

On obtient :

[c,—c,c]

Donc les matrices magiques A d’ordre 3 qui sont antisymétriques sont :
0 ¢ —c 0 1 -1

A= —¢ 0 ¢ =c| -1 0 1
c —c 0 1 -1 0

On tape :

A:=c«[[0,1,-1],[-1,0,1],10[1,-1,01]

Soit S une matrice symétrique d’ordre 3 et magique de somme s = 0.

On tape :

S:=[[a,b,c], [b,d,e], [c,e, f]]

linsolve ([a+b+c, a+d+f, b+d+e, ct+e+f, 2¢c+d], [a,b,c,d,e, £])
On obtient :

[-£,£,0,0,-£,f]

Donc les matrices magiques S d’ordre 3 qui sont symétriques de somme s = 0
sont :

-f f 0 -1 1 0
S = f o0 —f|l=f 1 0 -1
0o —f f 0o -1 1
Soit Sy une matrice symétrique d’ordre 3 et magique de somme s la plus simple
possible.
On tape :

SO:=s/3%[[1,1,11,([(1,1,11,11,1,11]]1

Donc les matrices magiques S d’ordre 3 qui sont symétriques de somme s sont
B:=5+ So .

On tape :
f«[([-1,1,01,([1,0,-1],1[0,-1,1])+s/3[[1,1,1],(1,1,1],1[1,1,1]1]

Donc les matrices magiques M d’ordre 3 qui sont de somme s = 3 (resp
s=12)sont M := A+ S + Sy et elles dépendent de 2 parametres c et f.
On tape :
M:=c«[[0O,1,-171,[-1,0,1],[1,-1,0]1]1+
f«[([(-1,1,0],(,0,-1],(10,-1,111+((2,2,20,02,2,11,12,1,11]
On obtient :
[[-f+1,c+f+1,—-c+1], [-c+f+1,1,c—£+1], [c+]l,—c—£+1,£+1]]
Par exemple f = 1,¢ =0, on obtient [ [0,2,1],[2,1,0],[1,0,2]].
On tape :
M:=c+[[0,1,-1
£x[[-1,1,07,
On obtient :
[[-f+4,c+f+4, —c+4], [-c+f+4,4,c—f+4], [c+4, —c—f+4, f+4] ]
Par exemple f = 1,c = 3, on obtient un carré magique eulérien (les entiers 0..8
apparaissent dans les 9 cases du carré) : [ [3,8,11,[2,4,6]1,[7,0,5]11.

]r [_1101 l]l [11_110]]+
1101_1] [O,—l,l]]+4*[[1,1,1], [11111]1 [11111]]

4
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18.2 Les carrés magiques eulériens et latins pandiagonaux

Ce qui suit a eté inspiré par une épreuve a l’oral de 1’agrégation externe de
Mathématiques session 2005 dont voila le lien :
http ://agreg.dnsalias.org/Textes/561.pdf
et par le livre Problemes plaisants et délectables par Claude-Gaspar Bachet sieur
de Mérignac.

18.2.1 Définitions

carré magique d’ordre n veut dire que 1’on a une matrice carrée de dimension
n, a coefficients dans N et telle que les sommes des éléments de chaque ligne, de
chaque colonne et de chacune des 2 diagonales sont égales :
siA=ajrpourj=0.n—1,k=0..n—1ona:
Zz;é ajr=spourj=0.n—1
> iz ajk=spourk =0.n—1

n—1

2 j—0 Gjj =S
> Qi1 =5
carré latin d’ordre n veut dire que les entiers 0..n — 1 apparaissent dans chaque
ligne, dans chaque colonne et dans les 2 diagonales du carré. La somme s est alors
égalean(n—1)/2
carré latin pandiagonal d’ordre n veut dire que I’on a un carré magique latin qui
possede en plus la propriété : les entiers 0..n — 1 apparaissent aussi dans les n dia-
gonales brisées du carré (lorsqu’on considere le carré comme un tore). La somme
sestégalean(n—1)/2
carré eulérien d’ordre n veut dire que chacun des entiers 0..n% — 1 apparaissent
dans les n? cases du carré. La somme s est alors égale a n(n? —1)/2
carré eulérien pandiagonal d’ordre n veut dire que 1’on a un carré magique
eulérien d’odre n qui possede en plus la propriété : la somme de chacune des
2n — 2 diagonales brisées (lorsqu’on considere le carré comme un tore) vaut aussi
n(n? —1)/2.

18.2.2 Les carrés magiques latins pandiagonaux

Ecrire un programme Xcas qui teste si une matrice est un carré magique latin
pandiagonal.
On tape dans un éditeur de programme :

estlatinp (A) :={

local s,n,j,k,L;

n:=size (A);

pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire

L:=A[]];

si is_permu(L)==0 alors retourne faux; fsi;
fpour;

pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire

L:=col(A,7J);

si is_permu(L)==0 alors retourne faux; fsi;
fpour;
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pour j de 0 jusque n-1 faire
L:=A[k,irem(j+k,n)]$(k=0..n-1);

si is_permu(L)==0 alors retourne faux; fsi;
fpour;

pour j de 0 jusque n-1 faire
L:=A[k,irem(j-k,n)1$(k=0..n-1);

si is_permu(L)==0 alors retourne faux; fsi;
fpour;

retourne vraij;

}

18.2.3 Les carrés magiques eulériens pandiagonaux

Ecrire un programme Xcas qui teste si une matrice est un carré magique eulé-
rien pandiagonal.
On tape dans un éditeur de programme :

esteulerp (A) :={
local n,s,j,k,rep,L,C,D,M;
L:=mat2list (A);
si is_permu(L)==0 alors retourne faux fsi;
rep:=true;
:=size (A);
:=n* (n"2-1)/2;

n

S

L:=unapply (sum(A[j,k],k=0..n-1),73);
C:=unapply (sum(A[j, k], Jj=0..n-1),k);
D:=unapply (sum(A[j,irem(j+k,n)], 3=0..n-1),k);
M:=unapply (sum(A[]j,irem(k-3j,n)], 3=0..n-1),k);

pour j de 0 jusque n faire
si L(j)!=s ou C(j)!=s ou D(3j)!=s ou M(3j)!=s alors
rep:=faux; break;
fsi;
fpour;
retourne rep;

}

4

On remarque que si les n lignes et n — 1 colonnes (resp n lignes et n — 1 diago-
males montantes, n lignes et n — 1 diagomales descendantes) sont de méme somme
s alors les n colonnes (resp les n diagomales montantes, les n diagomales descen-
dantes) sont de méme somme s. On tape plus simplement pour savoir si A est un
carré eulérien pandiagonal :

estpandiage (A) :={

local j,k,n,s,L;

L:=mat2list (A);

si is_permu(L)==0 alors retourne faux fsi;
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n:=size (A);
s:=nx*(n"2-1)/2;

si [sum(A[]J,k],3,0,n-1)$(k=0..n-1)]'!=[s $(k=0..n-1)] alors
retourne faux;

fsij;

si [sum(A[lk,3]1,3,0,n-1)S$(k=0..n-2)]!=[s $(k=0..n-2)] alors
retourne faux;

fsi;

si [sum(A[j,irem(j+k,n)],3,0,n-1)S$(k=0..n-2)]!=[s $(k=0..n-2)] alors
retourne faux;

fsi;

si [sum(A[j,irem(-j+k,n)]1,3,0,n-1)S$(k=0..n-2)]!=[s $(k=0..n-2)] alors
retourne faux;

fsij;

retourne vrai;

}

18.2.4 La regle de Manuel Moscopule (14ieme siécle) ou regle du ca-
valier

Cette regle permet d’écrire des carrés magiques eulériens pandiagonaux d’ordre
n lorsque n est impair et non divisible par 3.
On considere le carré comme un tore et on applique la regle :
— Placez 0 dans la case de votre choix (case [, ¢ du programme),
— puis, avancez horizontalement de 2 cases et descendez verticalement d’une
case et placez le 1 (mouvement du cavalier aux echecs),
— faites de méme pour les nombres suivants jusqu’au placement de n — 1,
— reculez horizontalement de 1 case et placez alors le nombre n,
— refaites le méme processus jusque 2n — 1, puis reculez horizontalement de
1 case et placez alors le nombre 2n etc...
Ecrire un programme Xcas qui renvoie un carré magique eulérien construit selon
cette regle.
On tape dans un éditeur de programme :

cavalier(n,1l,c) :={

local j,k,A;

si irem(n,2)==0 ou irem(n,3)==
alors retourne "n !=2k et n !=3k";

fsi

l:=irem(l,n);c:=irem(c,n);
A:=idn (n);
pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-2 faire
A[l,c]:=k+nx*7j;
l:=irem(l+1,n);
c:=irem(c+2,n);
fpour;
A[l,c]:=k+n=*7j;
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c:=irem(c-1,n);
fpour;
return A;

}

i

Ontape: C:=cavalier (5,0,0)

On obtient :
[to,24,18,12,61,113,7,1,20,191,[21,15,14,8,2]7,
[9,3,22,16,101,[17,11,5,4,23]]

c’est a dire :

0124|1812 6
13712019
2115114 | 8 | 2
913 22]16] 10
171115 | 4|23

On peut traduire cela avec des couleurs.
On tape :

lignec(n, k,C) :={

local j,L;

L:=NULL;

pour j de 0 Jjusque n-1 faire
L:=L,affichage (carre (j+i*k, j+1+i*k),C[j]+rempli);
fpour;

return L;

b

carrec (n,C) :={

local j,L,R;

R:=NULL;

pour j de 0 Jjusque n-1 faire
L:=lignec(n,n-3,C[]J])
R:=R, L;

fpour;

return R;

}es

Puis, carrec (5, C) renvoie :
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Remarque

Si on affiche les nombres £ modulo n (i.e. irem (k, n) ), on obtient un carré ma-
gique latin (latin veut dire que chacun des entiers 0..n — 1 apparaissent dans chaque
horizontale et verticale du carré et magique veut dire que la somme des éléments
de chaque ligne, de chaque colonne et des 2 diagonales sont identiques et égales a
n(n? — 1)/2). Pour I’exemple précédent, on tape :
CR:=irem(cavalier(5,0,0),5) etcarrec (5, CR) on obtient :

0]4[3[2]1 B
3[2]1[0]4
1[0[4]3]2
4132170
21043

On peut visualiser le déplacement du cavalier en mettant dans chaque case
iquo (k, n) ce qui donne encore un carré latin. Pour I’exemple précédent, on
tape :

CQ:=(C-CQ)/5) etcarrec (5, CQ), on obtient :
Pour I’exemple précédent, on obtient :

W= RN
N O W —=|
— RO W
O W= Ko
BN O W=

18.2.5 Produit de 2 carrés magiques

Pour construire des carrés eulériens pandiagonaux, il est souvent plus agéable
d’écrire les coefficients du carré d’ordre n en base n. Tout entier compris entre O et
n? — 1 s’écrit de maniére unique sous la forme n * a + b o1 a et b sont des entiers
compris entre 0 et n — 1.

Définition
On appelle produit AXB de 2 carrés magiques A = a;, et B = b;;, de taille n
vérifiant a;;, € [0.n — 1] et b;;, € [0..n — 1], le carré C' = c; j, de taille n tel que :
cjk = naj +bj (1.e ajg, b; i est1’écriture en base n de c¢; ).
Donc, C:=cavalier (5,0, 0) se décompose en le produit de 2 carrés latins
pandiagonaux :
0 |24]|18]12]| 6
13711 20]19
2115114 | 8 | 2 |=
9 13 ]22]16] 10
17115 |4 123 312
On peut traduire cela avec des couleurs.
On tape :

—_— AN O
S| W=

—| RO W
S| W =B~
AN O W -
>
N A=W O
—| WO N
O A=W
Bl—= WO
WO | —

lignecc(n,k,C1,C2) :={
local j,L;
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L:=NULL;

pour j de 0 jusgue n-1 faire

L:=L,affichage (rectangle (Jj+ixk, j+1/2+i%k,2),Cl[Jj]l+rempli),
affichage (rectangle (J+1/2+1i*k, j+1+ixk,2),C2[Jj]l+rempli);

fpour;

return L;

b

carrecc(n,Cl,C2) :={

local 3j,L,R;

R:=NULL;

pour j de 0 jusque n-1 faire

L:=lignecc(n,n-3,C1[j]1,C2[]])

R:=R, L;

fpour;

return R;

}

4

Puis :
C:=cavalier(5,0,0);CR1l:=iquo(C,5);CR2:=irem(C, 5)
carrecc (5,CR1,CR2)

renvoie :
6
5
4
3
2
1
= 2 0 2 4 6 8

18.2.6 Démonstration de I’algorithme du cavalier

Pour cela on va déterminer une expression générale de A[j, k] en fonction de j
et k lorsque I’on met A[0, 0] = 0 et que I’on applique I’algorithme du cavalier.
Pour cela on écrit A[j, k] en base n :

Alj, k] = naj + bjr avec ajy € [0.n — 1] et b; 1, € [0..n — 1].

On a d’apres I’algorithme du cavalier :

ap,0 = Oet 5070 =0 Qj4+1,k+2 = Qjk €t bj+1,k+2 = ijg +1s10< ijg <n-—1let
Ajk—1 = Gk + 1et bj,k:—l = bj,k 4+ 1 =0mod n si bj,k =n-—1

Le nombre A[j,k] = na;j + b;i a donc comme indice de ligne j = b;; —
a;j ) mod n.

En effet, quand a;, = O ona j = b, puis quand a;, = letbjr, = Oona
j=mn—1=0bj}— ajr modn etc...

Le nombre A[j, k] = na;j + b;;, a donc comme indice de colonne k = 2b; , —



18.2. LES CARRES MAGIQUES EULERIENS ET LATINS PANDIAGONAUX445

3a;  mod n.
En effet, quand a;, = 0 on a k = 2b;; mod n, donc on a bien k = 2b;; —
3aj, mod n
puisquand a; = letbjp =0onabjri1 =bjr—1modnetajrir =ajr—1
donc :
bjk =bjre1 +1=0mod n et
k+1= 2bj,k+1 — 3CL]‘7]€+1 = ijJg —2— 3aj7k +3= 2bj,k — 3aj7k + 1 mod n (car
ajr+1 = 0 et d’apres ce qui précéde si a1 =0onak +1 = 2b; ;1 mod n et
bj k-1 +1=0mod n)donc k = 2b; ;, — 3a;; mod n etc...
Onadonc:
J=0bjr —ajr modnetk=2bj; — 3a; mod n donc
2j —k =a;, modnet3j —k = bj, mod n donc
ajr =2j —kmodnetb; =3j — k mod n.

A est un carré eulérien pandiagonal.
En effet, les nombres A[j, k] sont tous différents, car si na;, x, +b;, &, = naj, i, +
bj, k., alors
Ajy ky = Qs ks €L bjl,kl = Uja,k2 donc
271 — k1 = 2j2 — ko mod net 3j; — k1 = 3j2 — ko mod n donc
ko — k1 = 2j2 — 2j1 = 3j2 — 3j1 donc j1 = jo et ky = ko.
Surles a;  etles b; x, forment un carré latin pandiagonal d’odre 7 car sur une méme
ligne les a; ;. (respectivement les b, ;) sont tous différents en effet :
Sl aj, g, = Qj ko (T€SP bj; k; = by, k) alors
2j1 — k1 = 2j1 — ko mod n et 351 — k1 = 351 — ko mod n donc k1 = ks.
Si n n’est pas un multiple de 2, ni un multiple de 3, sur une méme colonne les a; j,
(respectivement les b; ;) sont tous différents en effet :
Siaj, ky = Qjyk, (r€Sp bj, k; = bj, i, ) alors
2j1 - kl = 2j2 - kl mod n (resp 3j1 - k1 = 3j2 - kl mod n)
donc 2(j1 — j2) = 0 mod n (resp 3(j1 — j2) = 0 mod n).
comme 2 et 3 ne divisent pas n on en déduit que j; = jo.
Sur les diagonales descendantes les a; ;. (respectivement les b; 1) sont tous diffé-
rents en effet si :
Qjy krj1 = Qg ky+ja (T€SP bjy oy 4y = bjy ky45,) alors
21 — k1 —j1=2j2 — k1 — jomod net3j1 — k1 — j1 = 3j2 — k1 — jo mod n
donc j; = j2 (resp j1 = j2 car 2 ne divise pas n) Sur les diagonales montantes les
a; . (respectivement les b; ;) sont tous différents en effet si :
Qjy ky—j1 = @y ky—jp (T€SP by oy —jy = bjy g, —j,) alors
241 —k1+j1 = 2jo — k1 + jo mod net 351 — k1 + j1 = 3j2 — k1 + j2 mod n donc
Jj1 = jo car 3 et 4 ne divisent pas n. Donc les carrés a; et b; ;. sont des carrés
latins pandiagonaux. Comme les nombres A[j, k] sont tous différents, on en déduit
que A est un carré eulérien pandiagonal.

18.2.7 Généralistion de I’algorithme du cavalier : n # 2p et n # 3p

Lorsque n = 5 I’algorithme du cavalier a produit un carré eulérien pandiagonal
qui était le produit de 2 carrés latins pandiagonaux. On va donc essayer de produire
des carrés eulériens pandiagonaux comme produit de 2 carrés latins pandiagonaux.
Définition
On dit que p est un générateur interne de Z/nZ si p, p — 1 et p + 1 sont des
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générateurs de Z/nZ (i.e p, p — 1 et p + 1 doivent étre premier avec n).
Remarque si n est pair ou si n est un multiple de 3, Z/nZ ne posséde pas de
générateur interne.

Revenons a I’exemple obtenu avec la régle du cavalier pour n = 5, on a:
C=AxB=

0241812 6 0143|211 0141321
13171 11]20]19 211101413 312111014
21115114 8 | 2 |={4|3]2|1|0|x|1]0[|4(3]2
913 |22]16]10 11014]3|2 413(2(110
171115 | 4 |23 3121104 21110143

On remarque que :
le carré A est obtenu en mettant sur la premiére ligne, une permutation o de 0..4 (ici
c([0,1,2,3,4]) = [0,4,3,2,1]), puis la deuxieme ligne est obtenue en décalant la
premiere ligne vers la droite de 2 cases (i.e. A[l,k) = A0,k + 2] pour k = 0..4)
ce qui donne [2,1,0,4,3] etc...
le carré B est obtenu en mettant sur la premiere ligne la méme permutation de 0..4
[0,4,3,2,1], puis la deuxieme ligne est obtenue en décalant la premiére ligne vers la
droite de 3 cases (i.e. B[1, k) = A0, k+ 3] pour k = 0..4) ce qui donne [3,2,1,0,4]
etc...

On établit les résultats suivants :
Théorémel La donnée de toute permutation o de 0..n — 1 et de tout générateur p
interne de Z/nZ définit un carré latin de taille n.
Définition le carré latin ainsi construit est dit de type (o, p).
Si A est un carré latin de taille n et de type (o,p) ona:
Al0,k) = o([0,..n — 1]) pour k = 0..n — 1
Alj+1,k) = Alj,k +pmod n| pour j =0..n — letpour k = 0..n — 1
pengendre Z/nZ donc p mod n, p+1 mod n, p+n—1 mod n est une permutation
de [0,..n — 1].
Donc les lignes de A sont des permutations de [0, ..n — 1]
Les colonnes de A sont telles que :
Alj,0l = A[j — 1,p] = A[j — 2,2p mod n] = ..A|0, j * p mod n] et
pour pour j fixé etk =0..n — 1,ona:
Alj, k] =Alj— Lp+ kmodn] = A[j —2,2p+ kmod n| = .. =
A0, j * p+ k mod n]
Donc les colonnes de A sont des permutations de [0, 1..n — 1]
Les diagonales descendantes de A sont telles que pour k fixé et j = 0..n —lona:
Alj, 7+ kmodn] = A[0,7 * (p+ 1) + k mod n]
p+1 engendre Z/nZ donc les diagonales descendantes de A sont des permutations
de [0,..n — 1]
Les diagonales montantes de A sont telles que pour k fixéet j =0..n — lona:
Alj,—j + k mod n] = A[0,j * (p — 1) + k mod n)]
p — 1 engendre Z/nZ donc les diagonales montantes de A sont des permutations
de [0,..n — 1].
Théoreme2 Le produit de 2 carrés latins de taille n et de types (o, p) et (o, q) est
un carré eulérien pandiagonal si p — ¢ mod n est un générateur de Z/nZ.
En effet, soient A et B deux carrés d’ordre n ou A est de type (o,p) et B est de
type (o, q). (ou o est une bijection de [0, 1..n — 1] dans [0, 1..n — 1] et
p—1modn,p,p+1modn,qg—1modn,q, ¢—1modn, p— ¢gmodn sont
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des générateurs de Z/nZ).

On a par construction de A et B :

o(k) = Al0, k] = B[0, k]

A[l, k] = A[0,k — p mod n] = o(k — p mod n) et

Alj, k] = Alj,k —p=jmod n] = o(k — p*j mod n)

B[1,k] = B[0,k — g mod n] = o(k — ¢ mod n) et

Blj, k] = Blj,k — ¢*jmod n] = o(k — ¢ *j mod n)

On pose C[j,k] = n * A[j, k] + BJ[j, k] et montrons que C est un carré eulérien
pandiagonal.

Chacun des entiers compris entre 0 et n2 — 1 sont les coefficients de C. En effet les
coefficients de C' sont dans [0, 1..n — 1] et ils sont tous différents car si :

Clj1 k1] = nx A[j1, k1] + Bljr, k1] = Cljz, ko] = nx Alj2, k] 4 Blj2, k2], on
a:

Alj1, k1] = Alja, k2] et B[j1, k1] = Blj2, k2] (unicité de I’écriture en base n) c’est
adire:

o(k1 —p=*ji mod n) = o(ka — p * jo mod n) et

o(k1 —g*ji mod n) = o(ka — ¢ * jo mod n) = et comme o est une bijection on
a:

k1 —ko = px(j1—j2) = q(j1 — j2) mod n donc (p—q)(j1 — j2) = 0 mod n donc
J1 = j2 (puisque p — ¢ mod n est un générateur de Z/nZ) et k; = ko. Le carré C'
est pandiagonal car les 4n sommes des lignes, des colonnes, des diagonales de A
et de B sont égales a n(n — 1)/2 (d’apres le th 1) donc les sommes des lignes, des
colonnes, des diagonales de C sont égales & (n + 1)n(n — 1)/2 = n(n? — 1)/2

18.2.8 Les programmes
Le produit de 2 carrés de Z /nZ

Voici le programme du produit de 2 carrés A = a; et B = b, de taille n
vérifiant a; 1, € [0, 1..n — 1]. On écrit le programme estdansnz (A) qui vérifie
que les A[j, k] sontdans 0, 1, ..n— 1 lorsque A est une matrice carrée de dimension
n.

Puis, on écrit le programme produitcar (A, B) qui renvoie le produit de 2 car-
rés de dimension n dont les éléments sont dans 0, 1,..n — 1.
On tape :

estdansnz (A) :={
local L, j,nl, rep;
L:=mat2list (A);
nl:=dim(L)-1;
rep:=vraij;
pour j de 0 jusque nl faire
si L[Jj]1<0 ou L[j]l>nl alors
retourne faux;
fsij;
fpour;
retourne vrai;
b
produitcar (A, B) :={
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local j,k,C,sa,sb,n;
n:=size (A);
sa:=dim(A) ;
sb:=dim(B) ;

si sal!=[n,n] ou sb!=[n,n] ou estdansnz (A)==faux
ou estdansnz (B)==faux alors
retourne "erreur";
fsi;
C:=idn(n);

pour j de 0 jusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-1 faire
Clj,k]:=nxA[],k]1+B[],k];
fpour;

fpour;

retourne C;

b

On tape :
A:=[[0,4,3,2,11,12,1,0,4,31,1[4,3,2,1,01, 11,
B:=[[0,4,3,2,11,13,2,1,0,41,11,0,4,3,2]1, [4,
C:=produitcar (A, B)

On obtient :
[(0,24,18,12,6]1,113,7,1,20,191,(21,15,14,8,2],19,3,22,16,107,
[17,11,5,4,23]]

On tape :

estpandiage (C)

On obtient :

vrai

w O
~
N
~

Les permutations de 0..n

Nous allons écrire un algorithme qui va renvoyer toutes les permutations de
[ = [0..n — 1] Les fonctions que I’on va écrire vont utiliser la fonction echange.

//echange ds 1 les elements d’indices J et k
echange (1, j, k) :={

local a;

a:=1[31;

1031 :=1[k];

1[k]:=a;

return 1;

b

On peut décrire I’arbre des permutations de la liste /[0..n — 1] :

a partir de la racine on a n=size (1) branches. Chaque branche commence res-
pectivement par chacun des éléments de la liste /.

On va donc parcourir cet arbre de la racine (nceud de niveau 0) aux différentes
extrémités, en renvoyant la liste des branches parcourues pour arriver a cette extré-
mité.

On va parcourir cet arbre en parcourant les n branches. On numérote ces n branches
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par p = 0..n — 1 et le niveau des nceuds ¢ = 0..n — 1.

On aura donc n appels récursifs.

Chaque branche p (p = 0..n — 1) peut étre considérée a leur tour comme un arbre
ayant n — 1 branches. La branche p aboutit aux permutations qui laissent invariant
le p-ieme élément de [ (I/[p — 1]). C’est cet élément que I’on va échanger avec {[0]
pour que chaque branche p laisse invariant I’ élément {[0].

On sait que 1’on est arrivé au bout de la branche, quand on se trouve au nceud de
niveau n — 1, dans ce cas la permutation chechée est [ (c’est la permutation obtenue
a partir de [ en laissant ces n — 1 premiers éléments invariants).

On utilise une variable locale 1 r, égale a la liste a renvoyer et un parametre k, pour
que permuts (1, k) renvoie toutes les permutations de 1 qui laissent invariant les
k premiers éléments de 1. On tape :

//permuts ([1,2,3,4],0) utilise echange
permuts (1, k) :={

local 1r, j;

if (k==size(l)-1) return [1l];

lr:=[1];

for (j:=k;j<size(l);j++){
l:=echange(1l,k, J);
lr:=[op(lr),op(permuts (1,k+1))];

}

return lr;

b

Remarque On n’est pas obligé de remettre la suite [ a sa valeur de départ pour re-
commencer I’itération puisque le premier échange dans I’itération revient a trans-
former [ en la liste ol on a mis son j-iéme élément en téte (j = 0..n — 1).
Comme il faut 2 parametres pour écrire la fonction récursive permut s, on écrit la
fonction permutation qui utilise permuts :

//1:=[0,1,2,3];permutation (1) ;
//renvoie toutes les permutations de 1
//utilise permuts

permutation (1) :={

return permuts (1,0);

}i

On tape :

permutation([0,1,2])

On obtient :
(fo,1,21,10,2,11,12,0,21,101,2,01,12,0,11,102,1,0]1

Les générateurs internes de Z /nZ

Définition
On dit que £%n est un générateur interne de Z/nZ si k%n, (k—1)%n, (k+1)%n
sont des gérnérateurs de Z/nZ. Donc k%n est un générateur interne de Z/nZ si

k,k — 1,k + 1 sont premiers avec n.
Si n est un multiple de 2 ou 3 il n’y a donc pas de générateurs de Z/nZ.
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Si n est premier les générateurs de Z/nZ sont tous les entiers entre 2 et n —
2:2,3.n—2.

Pour faire le programme, on parcourt tous les entiers entre 1 et n — 1. On compte
combien d’entiers consécutifs sont premiers avec n. Ici c’est j0,..57 — 1 le j étant
celui qui a fait sortir du tantque :

tantque j<=n-1 and d==1 (i.e. J==noud=gcd(j,n) !'=1)

si ce nombre (qui est égal a j — j0) est supérieur ou égal a 3 on rajoute comme
générateur JO+1..35-2

puis on fait progresser j jusqu’a avoir d=gcd (j, n)==1 ou j==n a la sortie du
tantque :

tantque j<=n-1 and d!=1.

Puis on recommence...jusqu’a j ==n

latin(P,p) :={

local A, 3, k;

n:=size (P);

A:=idn (n);

A[Q0] :=P;

pour j de 1 jusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-1 faire
Alj,k]:=P[irem(k-J*p,n)];
fpour;

fpour;

return A;

b

generateur (n) :={

local L,d, j,J0;

L:=NULL;

si irem(n,2)==0 or irem(n,3)==0 then return L; fsi;
si isprime(n) alors return j$(Jj=2..n-2);fsi;
j:=1;

tantque j<=n-1 faire

j0:=3;

d:=gcd(j,n);

tantque j<=n-1 and d==1 faire
Jj:=3+1;

d:=gcd(j,n);

ftantque;

si j—-j0>=3 alors
L:=L,3$(3=30+1..3-2);

fsi;

Jj:=3+1;

d:=gcd(j,n);

tantque j<=n-1 and d!=1 faire
Jj:=3+1;

d:ngd(jln);

ftantque;

ftantque;

return L;
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Fabrication d’un carré eulérien pandiagonal
On tape :

estgenerateur (p,n) :={

local G;

p:=irem(p,n);

G:=generateur (n) ;

si member (p,G)==0 alors return faux; fsi
return vrai;

|

carrep (n) :={
local G,P,L,Jj,k,A,B,p,q9,S;
si irem(n,3)==0 ou irem(n,2)==0 alors renvoie "erreur2" fsi;

G:=generateur (n)

L:=[3$(J=0..n-1)1;
P:=permutation (L) ;
s:=size (G);
k:=alea(s);
p:=G[k];
k:=alea(s);
q:=G[k];

tantque estgenerateur (p—-g,n)==0 faire
k:=alea(s);
q:=G[k];

ftantque;

s:=size (P);

k:=alea(s);

P:=P[k];

A:=latin(P,p);
B:=latin (P, q);

retourne produitcar (A,B);
}

i

Voici le regroupemenr de tous les programmes utilisés :

estpandiage (A) :={

local j,k,n,s,L;

L:=mat2list (A);

si is_permu(L)==0 alors retourne faux fsi;

n:=size (A);

s:=nx*(n"2-1)/2;

si [sum(A[j,k],J,0,n-1)S$(k=0..n-1)]!=[s $(k=0..n-1)] alors
retourne faux;

fsij;

si [sum(A[lk,3],3,0,n-1)$(k=0..n-2)]!=[s $(k=0..n-2)] alors
retourne faux;
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fsij;

si [sum(A[j,irem(j+k,n)]1,3,0,n-1)S$(k=0..n-2)]!

retourne faux;

fsi;

si [sum(A[j,irem(-J+k,n)],3,0,n-1)$(k=0..
retourne faux;

fsij;

retourne vrai;

}

tr

estdansnz (A) :={

local L, j,nl, rep;
L:=mat2list (A);
nl:=dim(L)-1;

rep:=vrai;

pour j de 0 jusque nl faire

si L[J]1<0 ou L[jl>nl alors retourne faux; fsi;

fpour;

retourne vrai;

b

produitcar (A, B) :={

local j,k,C,sa,sb,n;

n:=size (A);

sa:=dim(A) ;

sb:=dim(B) ;

si sa!=[n,n] ou sb!=[n,n] ou estdansnz (A)==faux
ou estdansnz (B)==faux alors
retourne "erreurl";

fsij;

C:=idn(n);

pour j de 0 Jjusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-1 faire
Cli,k]l:=n*A[]J,k]+B[J, k];
fpour;

fpour;

retourne C;

bed

echange (1, j, k) :={

local a;
a:=1[31;
1[31:=1[k];
1[k]:=a;

return 1;

b

permuts (1, k) :={

local 1r, Jj;

if (k==size(l)-1) return [1];
lr:=[1;
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for (j:=k;j<size(l); j++){
l:=echange (1,k, j);
lr:=[op(lr),op(permuts (1,k+1))];
}

return lr;

beg

permutation (1) :={

return permuts(1,0);

b

latin (P, p) :={

local A, 3J,k;

n:=size (P);

A:=idn (n);

A[Q0] :=P;

pour Jj de 1 Jjusque n-1 faire
pour k de 0 jusque n-1 faire
Alj,k]:=P[irem(k-J*p,n)];
fpour;

fpour;

return Aj;

b

generateur (n) :={

local L,d, 3j, J0;

L:=NULL;

si irem(n,2)==0 or irem(n,3)==0 then return L;fsi;
si isprime(n) alors return j$(j=2..n-2);fsi;
j:=1;

tantque Jj<=n-1 faire

JjO:=3;

d:=gcd(j,n);

tantque j<=n-1 and d==1 faire
Ji=3+1;

d:ngd(j,l’l);

ftantque;

si j—Jj0>=3 alors

L:=L, 3$ (J=30+1..3-2);

fsi;

Jj:=3+1;

d:=gcd(Jj,n);

tantque Jj<=n-1 and d!=1 faire
Jj:=3+1;

d:=gcd(j,n);

ftantque;

ftantque;

return L;

beg

estgenerateur (p, n) :={

local G;
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p:=irem(p,n);

G:=generateur (n);

si member (p,G)==0 alors return faux;fsi

return vrai;

bed

carrep (n) :={

local G,P,L, J,k,A,B,p,q9,s;

si irem(n,3)==0 ou irem(n,2)==0 alors renvoie "erreur2" fsi;

G:=generateur (n)
:=[JS$(3J=0..n-1)
:=permutation (L

’
L 1i
P )i
s:=size (G);
k:=alea(s);
p:=GI[k];
k:=alea(s);
q:=G[k];
tantque estgenerateur (p—-q,n)==0 faire
k:=alea(s);
q:=G[k];
ftantque;
s:=size(P);
k:=alea(s);
P:=P[k];
A:=latin (P, p);
B:=latin (P, q);
retourne produitcar (A, B);

}

.7

On tape :

C:=carrep (7)

On obtient :
[[1l6,48,24,8,0,40,321,(26,11,2,41,31,15,42],1[1,35,33,18,44,27,10],
[34,17,43,21,12,4,371,[46,23,13,3,36,28,191,17,5,39,30,20,45,227,
[38,29,14,47,25,9,6]]

On tape :

estpandiage (C)

On obtient vrai

18.2.9 Les carrés eulériens pandiagonaux d’ordre 2,3 et 4

Y-a-t-il des carres eulériens pandiagonaux d’ordre 2, d’ordre 3, d’ordre 4 ?
Rappel
Dans Xcas il y a I’instruction 1 s_permu qui teste si une liste de dimension 7 est
une permutation de 0..n — 1. Dans Xcas il y a I'instruction mat 21ist qui trans-
forme une matrice en une liste. Ainsi is_permu (mat21ist (A)) nous dira si
la matrice carrée A de dimension n est un carré eulérien d’ordre n i.e. chacun des
nombres 0..n? — 1 apparait dans les n? cases du carré.
Remarque
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Si un carré d’ordre n est eulérien, pour qu’il soit pandiagonal il doit satisfaire a 4n
équations. Mais comme la somme :

22:_01 = n?(n? — 1)/2, la somme des éléments de chacune des 4n rangées
(i.e lignes ou colonnes ou diagonales montantes ou descendantes) vaut donc s =
n(n?—1)/2. 11 suffit donc de satisfaire a 4n — 3 équations (par exemple n équations
pour les lignes, n — 1 pour les colonnes, n — 1 pour les diagonales montantes et

n — 1 pour les diagonales descendantes).

Cherchons si il y a des carrés magiques pandiagonaux d’ordre 2. Il y a 5 équa-
tions a satisfaire pour 4 inconnues.
Ontape :A2:=[[x0,x1], [y0,y1]1]; V2:=mat2list (A2)
VS2:=linsolve ([x0+x1-3,y0+y1-3,x0+y0-3,x1+y1-3,
x0+y1-3,x1+y0-3],V)
Onobtient: [3/2,3/2,3/2,3/2]
Les 5 équations ne sont donc pas indépendantes.
Il n’y a donc pas de carrés magiques eulériens pandiagonaux d’ordre 2.
Cela était prévisible car la somme serait égale a 3 et donc on doit mettre 3 dans la
ligne qui contient O et aussi 3 dans la colonne qui contient 0.

Cherchons si il y a des carrés magiques pandiagonaux d’ordre 3. Il y a 9 équa-
tions a satisfaire pour 9 inconnues.
On tape :
A3:=[[x0,x1,x2],[y0,v1l,v2],[z0,z1,2z2]];V3:=mat2list (A3);
VS3:=linsolve ([x0+x1+x2+-12,y0+yl+y2-12,z0+z1+z2-12,
x0+y0+z0-12, x1+yl+z1-12,x2+y2+2z2-12,x0+y1+z2-12,x1+y2+z0-12,
x2+y0+z1-12,x2+y1+2z0-12,x0+y2+2z1-12,x1+y0+z2-12],V3)
Onobtient: [4,4,4,4,4,4,4,4,4]
Il n’y a donc pas de carrés magiques pandiagonaux d’ordre 3.
Cela était encore prévisible car la somme serait égale a 12. On a :
8+3+1=8+4+0=12 donc on ne peut pas mettre des nombres différents, dans la co-
lonne du 8, dans la ligne du 8 et dans les diagonales contenant 8.

Cherchons si il y a des carrés magiques pandiagonaux d’ordre 4. On tape :
Ad:=[[x0,x1,x2,x3],I[y0,v1l,y2,v3]1,(20,21,2z2,2z3], [t0,tl,t2,t311]1;
V4 :=mat2list (A4)

Iy a 13 équations a satisfaire pour 16 inconnues (s = 30). On a donc nos chances !
linsolve ([x0+x1+x2+x3-30,y0+yl+y2+y3-30,z0+z1+z2+23-30,
t0+t1+t2+t3-30,x0+y0+z0+t0-30, x1+yl+z1+t1-30,x2+y2+z2+t2-30,
x3+y3+z3+t3-30, x0+y1+z2+t3-30, x1+y2+z3+t0-30, x2+y3+z0+t1-30,
x3+y0+z1+t2-30,x0+y3+z2+t1-30,x1+y0+z3+t2-30, x2+y1l+z0+t3-30,
x3+y2+z1+t0-30],V4)

Onobtient: [t2+t3+2z3-15,-z3+15, -t 1-t2+2z3+15,t1-t3-2z3+15,-t2+15,
-t3+15,t1+t2+t3-15,-t1+15,t1+t2-2z3,-t1+t3+2z3,-t2-t3-23+30,
z3,-t1-t2-t3+30,t1,t2,t3] On en déduit que les 13 équations ne sont

pas indépendantes : On remarque que si on fait la sommes des 6 rangées ci-dessous

la sommes des cases notées par des points rouges est comptés 3 fois donc ces 4

cases ont aussi comme somme s ce qui entraine que la somme des 4 cases situées

aux sommets vaut aussi s.
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x x /A G
N . vl

. , ‘.

On en déduit que la somme des cases A, B,C, D, E, F,G, H vaut 2s, c’est a
dire que si la somme des cases A, B, C, D vaut s cela entraine que la somme des
cases I/, F, G, H vaut aussi s.
On tape :
L4(z3,tl,t2,t3) :=[t2+t3+2z3-15,-2z3+15,-t1-t2+2z3+15,t1-t3-z3+15,
-t2+415,-t3+15,t1+t2+t3-15,-tl1+15,t1+t2-2z3,-t1+t3+2z3, -t2-t3-z3+30,
z3,-tl1-t2-t3+30,tl,t2,t3]
puis on va chercher avec un programme les valeurs de z3,t1,¢2, ¢t3 pour lesquelles
on a des carrés eulériens. Pour cela on va faire varier les 4 variables 23, t1, t2,t3
entre O et 15.
On tape :

carremp4 (L) :={
local R,z3,tl,t2,t3;
R:=[];
pour z3 de 0 Jjusque 15 faire
pour tl de 0 jusque 15 faire
pour t2 de 0 jusque 15 faire
pour t3 de 0 jusque 15 faire
//si listeab(L(z3,tl1,t2,t3),0,15) alors
si is_permu(L(z3,tl,t2,t3)) alors
R:=append (R, [2z3,tl,t2,t3]);
fsi
fpour;
fpour;
fpour;
fpour;
return R;

IR

On tape :

LS4 :=carremp4 (L4) :;

Apres "Evaluation time : 15.58", on obtient "Done"

On tape : size (LS4) et on obtient 384

Ontape : 1ist2mat (L4 (op (LS4[01)),4)

On obtient [ [2,15,8,5],1(9,4,3,141,1(7,10,13,01,[12,1,6,111]
Si on échange 2 lignes (ou 2 colonnes) dans un carré pandiagonal, on obtient encore
un carré pandiagonal : il y a donc 384/16=24 carrés pandiagonaux vraiement diffé-
rents. On peut donc améliorer le programme précédent en supposant que ¢t3 = 15.
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On tape :
L41(z3,tl,t2):=L4(z3,tl,t2,15)

carremp4l (L) :={

local R,z3,tl,t2;

R:=[];

pour z3 de 0 jusque 14 faire

pour tl de 0 jusque 14 faire

pour t2 de 0 jusque 14 faire

si is_permu(L(z3,tl,t2)) alors R:=append(R, [z3,tl,t2]);fsi;
//si listeab(L(z3,tl1l,t2),0,15) alors R:=append (R, [z3,tl,t2]);fsi;
fpour;

fpour;

fpour;

return R;

|

On tape :

LS41l:=carremp4l (L41) :;

Apres "Evaluation time : 1.23" on obtient "Done"

size (LS41) renvoie 24 et

list2mat (L41 (op (LS411[0])), 4) renvoie
((5,14,9,21,111,0,7,121,1[6,13,10,11,(8,3,4,15]]

Soit :
c:=[[5,14,9,2],1(11,0,7,12],[6,13,10,11,1(8,3,4,15]]

On écrit C en base 4 on obtient :
(r{11,32,21,2],1[23,0,13,30],[12,31,22,1],[20,3,10,33]]

c’est a dire :

51149 |2 11320 1212
110|712 210113 310(3/0
C_AXB_6 13 | 10 1_1320X2121
8 | 31| 4|15 2101113 03|03
)=
On tape :
A:=[[1,3,2,0],[2,0,1,31,11,3,2,0],1[2,0,1,31]
B:=([1,2,1,2],13,0,3,01,12,1,2,11,10,3,0,3]11
C:=produitcar (A, B)
On obtient :
(rs,14,9,21,111,0,7,121,(6,13,10,11, [8,3,4,15]]
On tape :
estpandiage (C)
On obtient :
vrai

Remarque Pour cet exemple (n = 4), dans la décomposition de C' en produit
AXB les carrés A et B ne sont pas latins.

Cherchons les 24 carrés d’ordre 4 se terminant par 0

On tape :

LL41 (z3,tl,t2):=L4(z3,t1,t2,0)
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LLS41:=carremp4l (L41) :;
size (LLS41)

On obtient :

24

On tape :

list2mat (LL41 (op (LLS41[11)),4)$(k=0..23)

On obtient :
[(5,8,6,111,1[2,15,1,121,19,4,10,7],(14,3,13,011,
(re,s8,5,111,11,15,2,121,110,4,9,7]1,113,3,14,011,
[(3,8,6,131,14,15,1,101,19,2,12,7],114,5,11,011],
(r¢,8,3,131,I11,15,4,101,112,2,9,7]1,111,5,14,0]1,
[r(3,8,5,1431,14,15,2,91,110,1,12,7]1,1[13,6,11,011,
[cs5,s8,3,141,12,15,4,91,112,1,10,7],[11,6,13,011,
rre,4,10,71,12,15,1,121, 1(5,8,6,11]1,114,3,13,011,
(r10,4,9,71,11,15,2,121,16,8,5,11]1,[13,3,14,011],
[r3,4,10,131,18,15,1,61,1[5,2,12,111,114,9,7,011,
(r10,4,3,131,11,15,8,61,112,2,5,111,17,9,14,01],
[r(3,4,9,141,18,15,2,51,16,1,12,11]1,1[13,10,7,011,
[re,4,3,141,12,15,8,51,112,1,06,111,1(7,10,13,011,
rre,2,12,71,14,15,1,101, (3,8,6,13]1,1[14,5,11,011,
[r12,2,9,71,11,15,4,101, [(6,8,3,13],1[11,5,14,011],
res5,2,12,111,18,15,1,61,13,4,10,131,1[14,9,7,011,
rr12,2,5,111,11,15,8,61,110,4,3,131,17,9,14,0171,
[(5,2,9,141,18,15,4,31,16,1,10,13],[11,12,7,011,
[r9,2,5,141,14,15,8,31,110,1,6,131,17,12,11,011,
[rio,1,12,71,14,15,2,91,(3,8,5,141,[13,6,11,011,
rri12,1,10,71,12,15,4,91,15,8,3,14]1,1[11,6,13,011,
(re,1,12,111,18,15,2,51,13,4,9,14],1[13,10,7,01],
rri12,1,6,111,12,15,8,51,19,4,3,141,17,10,13,011,
[r6,1,10,131,18,15,4,31,15,2,9,14],[(11,12,7,01]1,
(r10,1,6,131,14,15,8,31,19,2,5,141,17,12,11,01]

Dans la gravure Melancolia I d’ Albrecht Diirer il y a un carré magique en haut
et a droite qui est eulérien (écrit avec les nombres de 1 a 16) mais il n’est pas pan-
diagonal. Il peut étre représenté (avec les nombres de 0 a 15) par :
[[15,2,1,12],[4,9,10,7],[8,5,6,11],[3, 14, 13, 0]]

Ce carré a sur ces lignes les mémes nombres que sur les lignes de ces 3 carrés
pandiagonaux :

(cs,8,6,111,12,15,1,121,(9,4,10,71, (14,3,13,0]1],
(ce,4,10,7],12,15,1,12],[5,8,6,111, (14,3,13,0]],
(r1o,4,9,71,11,15,2,121, [6,8,5,111, [13,3,14,0]]

18.2.10 Existence de carrés eulériens pandiagonaux d’ordre 6

Y-a-t-il des carres eulériens pandiagonaux d’ordre 6 ? On tape :
vV6:=[x0,x1,x2,x3,x4,x5,vy0,v1,vy2,vy3,v4,v5,20,21,22,23,z4,z25,
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t0,tl,t2,t3,t4,t5,u0,ul,u2,u3,ud,ud,v0,vl,v2,v3,v4,v5]

M:=1list2mat (V6, 6)

L(J) :=sum(M[] ] k=0..5)
C(k):=sum(M[]j, k], 3=0..5)
D (k) : —sum(M[j,lrem( jtk,6)]1,3=0..5)
T(k) =sum (M[]j,irem(k+3j,6)], J=0..5)

(L(J)-105)$(3=0..5)

(C(k)—-105)$ (k=0..4)
(D(k)-105)$ (k=0..4)

TT.=( (k)-105)$ (k=0..4)

linsolve ([LL,CC,DD,TT],V6) [0]

On obtient la valeur de %0 :

t4+t5+u3+ud+ub+v2+v3+va4+v5+z5+ (-315) /2

Donc x0 n’est jamais un nombre entier.

Il n’y a donc pas de carrés eulériens pandiagonaux d’ordre 6.

18.3 Les hexagones magiques

18.3.1 Le dessin

Peut-on placer les entiers de 1 & n dans une structure hexagonale ayant n hexa-
gones, de fagon a ce que la somme des nombres alignés soit constante ?

Pour une structure hexagonale ayant 7 hexagones :

On voit facilement que cela est impossible puisque si z1 + 3 = 3 + x6 alors
zl =26

Pour une structure hexagonale ayant 19 hexagones, il faut que les nombres
1,2..19 remplissent les 19 cases afin que la somme de toutes les cases alignees
soit égale a 38 (en tout 5*3 équations a satisfaire). Si il y a yne solution, puisque
142+...19=190 et qu’il y a en tout 5 rangées disjointes de méme somme, la somme
de chaque rangee vaut 190/5=38.
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On choisit le nom des variables :

On tape :

linsolve ([x1+x2+x3=38, x4+x5+x6+x7=38, x8+x9+x10+x11+x12=38,
x13+x14+x15+x16=38,x17+x18+x19=38, x1+x4+x8=38, x2+x5+x9+x13=38,
X3+x6+x10+x14+x17=38, x7+x11+x15+x18=38,x12+x16+x19=38,
xX3+x7+x12=38, x2+x6+x11+x16=38, x1+x5+x10+x15+x19=38,
xX4+x9+x14+x18=38, x8+x13+x17=38],
[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,
x11,x12,x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19])

On obtient :

[-x10-%x11-%x14-2xx15-x16-x18-x19+76,x10+x14+x15,
x11+x15+x16+x184+x19-38,x10+x11+x15,x11+x14+x15+x16+x18-38,
-x10-x11-x14-x15-x16+38, -x11-x15-x18+38, x14+x15+x16+x18+x19-38,
-x10-%x11-x14-x15-x18+38,x10,x11,-x16-x19+38,
-x14-x15-x16+38,x14,x15,x16, -x18-x19+38,x18,x19]

On voit que les solutions réelles dépendent des 7 variables :
x10, 211, 214, x15, 216, 18, x19.

18.3.2 Le programme

On va donc écrire un programme pour chercher les solutions qui sont des per-
mutations de [1,2,...19].
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Pour éviter de faire 19”7 = 893871739 itérations on remarque que :

les variables 2 et x4 sont indépendantes de 16, 18, 19 :

les variables 6 et 13 sont indépendantes de 18, x19 :

les variables x5, 7 et 9,22 et 4 sont indépendantes de 19

On peut remarquer de plus que : x1 (resp =3, z8, 12, x17, x19) ne peut pas étre
égalalouvalcarzl + 22+ 23 =21+ 24+ 28 =38:

si z1 = 1 cela entraine 22 + 23 = 24 4 28 = 37. Mais I’équation z +y = 37 a
comme solution dans 1...19 que les couples (19,18) et (18,19) ce qui ne donne pas
4 solutions distinctes pour x2, x3, x4, z8.

si x1 = 2 cela entraine 22 + 23 = x4 4 28 = 36. Mais I’équation z + y = 36 a
comme solution dans 1...19 les couples (19,17), (18,18) et (17,19) ce qui ne donne
pas 4 solutions distinctes pour z2, 3, x4, x8.

On écrit sans trop chercher a optimiser :

hexamagique () :={
local x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,
x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19,L,nsol,nsol2;
L:=NULL;
nsol:=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19];
nsol2:=(3,4,5,¢6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19];
pour x10 de 1 jusque 19 faire
pour x11 de 1 jusque 19 faire
pour x14 de 1 jusque 19 faire
pour x15 de 1 jusque 19 faire
x2:=x10+x14+x15; x4:=x10+x11+x15;
si member (x2,nsol) and member (x4,nsol) and x2!=x4 alors
pour x16 de 1 jusque 19 faire
x13:=—x14-x15-x16+38;
x6:=-x10-x11+x13;//x6:=—x10-x11-x14-x15-x16+38
si member (x13,nsol) and member (x6,nsol) and x13!=x6 alors
pour x18 de 1 jusque 19 faire
X7:=-x11-x15-x18+38;
xX5:==x7+x14+x16; //x5:=x11+x14+x15+x16+x18-38;
x9:=-x10+x7-x14;//x9:=—x10-x11-x14-x15-x18+38;
si member (x5,nsol) and member (x7,nsol) and member (x9,nsol)
and x5!=x7 and x5!=x9 and x9!=x7 alors
pour x19 de 3 jusque 19 faire
x17:=-x18-x19+38; x12:=-x16-x19+38;
si member (x17,ns0l2) and member (x12,nso0l2) and
x12!=x17 alors
//x1:=—x10-x11-x14-2%x15-x16-x18-x19+76;
x1:=-x10-%x11-x14-2xx15-x16+x17+38;
x8:=x14+x15+x16-x17;//%x8:=x14+x15+x16+x18+x19-38;
x3:=x114+x15+x16-x17;//x3:=x11+x15+x16+x18+x19-38;
si is_permu([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,
x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19]-[1%$19]) alors
L:=L, [x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,
x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19];
fsij;
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fsij;
fpour;
fsij;
fpour;
fsij;
fpour;
fsij;
fpour;
fpour;
fpour;
fpour;
return L

IR

On tape :
Rep:=hexamagique ()
On obtient (Evaluation time : 1011.94 c’est long ! mais I’employé de chemin de
fer, Clifford W. Adams a mis 47 ans de 1910 a 1957 pour trouver une solution avec
des hexagones en céramique numérotés de 1 2 19...) :

[15,14,9,13,8,6,11,10,4,5,1,18,12,2,7,17,16,19, 3]
[16,19,3,12,2,7,17,10,4,5,1,18,13,8,6,11,15,14, 9]
[15,13,10,14,8,4,12,9,6,5,2,16,11,1,7,19,18,17, 3]
(s,17,3,11,1,7,19,9,6,5,2,16,14,8,4,12,15,13,10]
(3,19,16,17,7,2,12,18,1,5,4,10,11,6,8,13,9,14,15],
(9,14,15,11,6,8,13,18,1,5,4,10,17,7,2,12,3,19,16],
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

4
’
4

4

3,17,18,19,7,1,11,16,2,5,6,9,12,4,8,14,10,13,15
10,13,15,12,4,8,14,16,2,5,6,9,19,7,1,11,3,17,18
9,11,18,14,6,1,17,15,8,5,7,3,13,4,2,19,10,12,16
10,12,16,13,4,2,19,15,8,5,7,3,14,6,1,17,9,11,18
16,12,10,19,2,4,13,3,7,5,8,15,17,1,6,14,18,11, 9
18,11,9,17,1,6,14,3,7,5,8,15,19,2,4,13,16,12,10

4
4
’
4

’

Ces 12 solutions représentent en faite la méme solution puisque une solution
donne 5 solutions par rotation de k % /3 pour (k = 1..5) et donne 6 solutions
par symétrie par rapport aux droites passant par le centre de d’angle k * /3 pour
(k=0.5).

Voici la premiére solution :
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On peut remarquer que 1’on peut éliminer les solutions obtenues par rotation
en faisant un programme qui impose successivement, par exemple, x11 = 1, puis
216 = 1. Mais si 216 = 1 alors 12 + 216 + 19 = 38 entraine z12 + 19 = 37
donc seuls le couples (18,19) et (19,18) sont solutions. Ces 2 solutions donneront
des résultas symétriques, donc on va imposer successivement z11 = 1, puis 16 =
1, 212 = 18, 19 = 19. On aura ainsi les solutions symétriques pour z11 = 1
mais pas pour 16 =1
On va aussi, pour réduire le temps d’exécution, faire un test, a chaque étape, qui
vérifie que les valeurs obtenues sont différentes et comprises entre 1 et 19.

Pour cela, on tape tousdiff (L, LR) qui teste si les éléments de L sont tous
différents et sont dans la liste LR :

tousdiff (L, LR) :={

local s, a;

s:=size(L);

tantque s!=0 faire

a:=L[0];

si member (a,LR) alors
L:=remove (a,L);
si s!=size(L)+1 alors return 0; fsi;
s:=s-1;

sinon return 0;

fsi

ftantque;

return 1;

b
puis on utilise ce test dans hexamagique?2 () :

hexamagique?2 () :={
local x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,LR,
x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19,L,nsol,nsol2;

LR:=NULL;
nsol:=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19];
x11:=1;

pour x10 de 2 jusque 19 faire
pour x14 de 2 jusque 19 faire
pour x15 de 2 jusque 19 faire
x2:=x10+x14+x15; x4:=x10+x11+x15;
L:=[x2,x4,x10,1,x14,x15];
si tousdiff (L,nsol) alors
pour x16 de 2 jusque 19 faire
x13:=-x14-x15-x16+38; x6:=—x10-x11+x13;
L:=[x2,x4,x6,x10,x11,x13,x14,x15,x16];
si tousdiff(L,nsol) alors
pour x18 de 2 jusque 19 faire
xX7:=-x11-x15-x18+38; x5:=—x7+x14+x16; x9:=—x10+x7-x14;
L:=[x2,x4,x5,x6,x7,x9,x10,1,x13,x14,x15,x16,x18];
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si tousdiff(L,nsol) alors
pour x19 de 3 Jjusque 19 faire
x17:=-x18-x19+38; x12:=-x16-x19+38;
xX1:=-x10-x11-x14-2%x15-x16+x17+38;
x8:=x14+x15+x16-x17; x3:=x11+x15+x16-x17;
L:=[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,1,x12,
x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19];
si tousdiff (L,nsol) alors
LR:=LR, L;
fsij;
fpour;
fsij;
fpour;
fsij;
fpour;
fsij;
fpour;
fpour;
fpour;
x16:=1;x12:=18;x19:=19;
pour x10 de 2 jusque 17 faire
pour x11 de 2 jusque 17 faire
pour x14 de 2 jusque 17 faire
pour x15 de 2 jusque 17 faire
x2:=x10+x14+x15; x4:=x10+x11+x15;
x13:=—x14-x15+37;
x6:=-x10-x11+x13;
L:=[x2,x4,x6,x10,x11,18,x14,x15,1,x18,19];
si tousdiff (L,nsol) alors
pour x18 de 2 jusque 17 faire
x7:=-x11-x15-x18+38;
x5:=—xT7+x14+x16;
x9:=-x10+x7-x14;
x17:=—x18-x19+38;
x1:=—-x10-x11-x14-2%x15-x16+x17+38;
x8:=x14+x15+x16-x17;
x3:=x11+x15+x16-x17;
L:=[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,18,
x13,x14,x15,1,x17,x18,19];
si tousdiff(L,nsol) alors
LR:=LR, L;
fsi;
fpour;
fsi;
fpour;
fpour;
fpour;
fpour;
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return LR;
}

4

On tape :

Rep:=hexamagique? ()

On obtient la premiere solution trouvée tout a I’heure et sa symétrique (Evaluation
time : 25.39 on a divisé le temps du premier programme presque par 40 mais on
peut certainement faire encore mieux !!!!):
[15,14,9,13,8,6,11,10,4,5,1,18,12,2,7,17,16,19, 3],
(16,19,3,12,2,7,17,10,4,5,1,18,13,8,6,11,15,14, 9]

18.3.3 Les programmes des figures

Pour faire le dessin on tape :

hexag?2 () :={
local L, 3;
L:=hexagone (-1/2-i*sqrt (3)/2,1/2-1i*sqrt (3)/2);
pour J de 0 Jjusque 5 faire
L:=L,hexagone ((1/2+ixsqrt (3) /2) xexp (1i*J*pi/3),exp (ixJjxpi/3));
fpour;
L:=L,legende (i*x1.73,"x3", red);
L:=L,legende (-1.5+1%x0.86,"x1", red);
L:=L,legende (1.5+1x0.86,"x6", red);
retourne 1L;

}
N
hexag () :={
local L, 3;

L:=hexagone (-1/2-i*sqrt (3)/2,1/2-1i*sqrt (3)/2);
pour J de 0 jusque 5 faire
L:=L,hexagone ( (1/2+ixsqrt (3) /2) xexp (1*j*pi/3),exp (ixJjxpi/3)),
hexagone ( (5/2+1i*sqrt (3)/2) xexp (1ixJ*pi/3),2«exp (i*xj*xpi/3)),
hexagone ( (2+1*sqgrt (3)) xexp (ixJxpi/3), (5/2+i*sqrt (3)/2)xexp (1i*j*pi/3));
fpour;
retourne L;
}
sy
hexag?2 () :={
local L, 3;
L:=hexagone (-1/2-i*sqrt (3)/2,1/2-1i*sqrt (3)/2);
pour J de 0 jusque 5 faire
L:=L,hexagone ( (1/2+ixsqrt (3) /2) xexp (1*j*pi/3),exp (ixJjxpi/3)),
fpour;
L:=legende (-3.3+1i%x1.73,"x1", red);
L:=legende (-3.3+i%1.73,"x1", red);
L:=legende (-3.3+1i%x1.73,"x1", red);
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r

}

etourne L;

4

1
1

o e Y e Y e o e o e e e o o o e o o o o e

eg () :={
ocal L;

:=legende (-3.3+i%x1.73,"

:=L, legende (-
:=L, legende (—
:=L, legende (-
:=L, legende (—
:=L, legende (-
:=L, legende (—
:=L, legende (
:=L, legende (
:=L, legende (
:=L, legende (-
:=L, legende (-
:=L, legende (-
:=L, legende (—
:=L, legende (-
:=L, legende (
:=L, legende (
:=L, legende (
:=L, legende (
i}

4

v
1

alleg(Rep) :=

ocal L,x1;

2.
2.
2.

1
1
1
1

{

3.
3.
1.
1.
1.
1.

0
0
0.
0
0

3,

"XZ " ,
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x1", red);
red) ;

3-i%1.73,"x3", red);
8+2.5%1,"x4", red);
8+0.86+1, "x5", red);
8-0.86xi,"x6", red);
8-2.5%1i,"x7", red);

T+1i

x1.73,

"X18"

7-1

14

w w

*x1.73,

.3+1%3.5,
L3+1i%1.73,"x9", red) ;
"x10",
-ix1.73,"x11", red);
.3-1%3.5,
242,
.240.
.2-0.
.2=2.

5«1,

5«1,

86«1,
86«1,

"x17", red);
red) ;
"x19", red);
"x8", red);

red) ;

"x12", red);
"x13", red);
"x14", red);
"x15", red);
"x16", red);

[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,x13,x14,

L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L:
L
L

x15,x16,x17,x18,x19]

:=Rep[0];

:=legende (-3.3+1ix1.73,string(x1));

:=L, legende (—

:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
:=L, legende
=L, legende (1
:=L, legende
:=L, legende

o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~ o~~~

2
2
2

3
-3
-1.
-1
-1
-1

.3,string (x2));

.3-1%x1.73,string (x3
8+2.5+1i,string (x4)
.8+0.86*1i,string (x5
.8-0.86*1i,string (x6
.8-2.5%1,string(x7)
.7+ix1.73,string (x17

)i
)i
)i

)
)i
)
)
)i
)

)i

.7,string (x18));
.7-1%x1.73,string(x19));

w W

-0.3+1i%3.5,string(x8));
-0.3+1i%x1.73,string(x9));
-0.3,string(x10));
-0.3-i%1.73,string(x11));
-0.3-1%3.5,string(x12
.2+2.5%1,string (x13)
1.240.86+%1i,string(x14

1.2-0.86%1i,string(x15

)) i
)i
)) i
)) i

r
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L:=L,legende (1.2-2.5%1,string(x16));
L;tes
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Chapitre 19

Les jeux

19.1 Un jeu

On considere le jeu suivant :

— Le joueur tire au hasard un nombre entre 1 et 10. Ce nombre est son gain,
il peut le garder et la partie est finie.

— Le joueur peut choisir d’abandonner ce gain et de recommencer. Il lui est
permis de tirer ainsi au plus 5 fois et son gain est le résultat du dernier tirage
lorsqu’il a abandonné les gains des 4 tirages précédents.

1. Ecrire un programme qui réalise ce jeu,

2. Le joueur choisit 4 nombres ni, n2, n3, ng compris entre 1 et 10 et choisit
comme stratégie de garder son gain du jiéme essai si celui-ci est supérieur
ou é€gal a n; sinon il recommence (si n1=9, n2=8, n3=6, n4=>5 avec le tirage
2,7,8, le gain est 8 mais avec le tirage 8,7,5,4,2 le gain est 2).

I1 joue 100 parties selon cette stratégie avec les mémes n;. Ecrire un pro-
gramme donnant la moyenne des gains obtenus. A vous de jouer !.

jeul () :={

//repondre o pour dire oui

local j,g,rep;

pour j de 1 jusque 4 faire
g:=alea(10)+1l;afficher(qg);
lis_phrase (rep);
si rep=="o" alors retourne g; fsi;

fpour;

retourne alea(10)+1;

|

jeu2 a comme parametre L qui est la séquence n1, no, ng, ng puis LL est la suite
ni,n2,n3,nq, 0 de facon a ce que LL][j] soit définie pour j = 0..4 (LL[0] = ny).
jeulO02 est la moyenne des gains de 100 parties faites avec jeu?2.

jeu2 (L) :={

local j,g,LL;

LL:=L,0;

pour j de 0 jusque 4 faire

469
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g:=alea(l0)+1l;afficher(qg);
si g>=LL[]J] alors break fsij;

fpour;

retourne g;

beg

Jeul02 (L) :={

local g, Jj;

g:=0;

pour J de 1 Jjusque 100 faire
g:=g+jeuz (L) ;

fpour;

retourne evalf (g/100);

bis

A vous de trouver la meilleure stratégie !

19.2 Le Master-Mind

19.2.1 Lareégle du jeu

L’ordinateur sera ici le codificateur : il choisit une combinaison de 4 couleurs,
différentes ou non, parmi les 6 disponibles numérotées de 0 a 5 (noir, rouge, vert,
jaune, bleu, magenta). Par exemple (0,5,2,5)

Le joueur doit essayer de deviner la combinaison choisit en donnant une proposi-
tion. Par exemple (5,4,2,1).

Le codificateur donne alors son verdict en donnant 1 marqueur noir par couleur
se trouvant a la bonne place et un marqueur blanc par couleur trouvée mais ne se
trouvant pas a la bonne place. Avec I’exemple il répond 1N et 1B.

Le joueur peut faire au plus nc propositions (en général nc = 10).

Variante On peut permettre une septieme couleur de numéro 6 (cyan) mais le co-
dificateur ne peut pas choisir la combinaison (6,6,6,6).

19.2.2 Le programme du Master-Mind

masterm(nc) :={

local L,R,RO,n,3,N,B,a;

L:=[alea(6)$(j=1..4)1;

n:=0;

while (n<nc) {

saisir (R);

R:=[R];n:=n+1;R0O:=R;

N:=0;B:=0; j:=0;

pour j de 0 jusque 3 faire

a:=R[]j];si a==L[]j] alors N:=N+1; fsi;

fpour;

if (N==4) alors return "gagne en "+n+" coups"; fsi;
while (O<=size(R)-1) {

a:=R[0];B:=B+min (count_eqg(a,R),count_eq(a,L));
R:=remove (a,R); j:=3+1;
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bi
afficher (RO+", "+N+" N, "+(B-N)+" B");
}

return ("perdu " , L);

|

19.2.3 Le programme de la variante du Master-Mind

11 faut vérifier que la liste choisie n’est pas (6,6,6,6) avec la fonction :
nonconst (L, 6) cidessous :

nonconst (L, a) :={

local j,n:=size(L);

pour Jj de 0 Jjusque n-1 faire

si L[j]l'!=a alors return 1 fsi;

fpour;

return 0;

}

S

mastervariante (nc) :={

local L,R,RO,n,j,N,B,a;

repeter L:=[alea(7)$(j=1..4)]; Jjusqua nonconst (L, 6);
n:=0;

while (n<nc) {

saisir (R);

R:=[R];n:=n+1;R0:=R;

N:=0;B:=0; j:=0;

pour Jj de 0 jusque 3 faire

a:=R[]j]l;si a==L[]j] alors N:=N+1; fsi;

fpour;

if (N==4) alors return "gagne en "+n+" coups"; fsi;
while (O<=size(R)-1) {

a:=R[0];B:=B+min (count_eqg(a,R),count_eqg(a,L));
R:=remove (a,R); j:=3+1;

bi

afficher (RO+", "+N+" N, "+ (B-N)+" B");

}

return ("perdu " , L);

}

19.2.4 Le mastermind avec les couleurs

Le joueur devra maintenant taper les couleurs (ou juste sa premiere lettre) qu’il
choisit (entourée de ‘"). On tape pour transformer la liste des couleurs en la liste
de leur code.

conv (L) :={
local d, j,R;
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d:=size (L) ;
R:=makelist (0,1,d);
pour Jj de 0 jusque d-1 faire

if L[J1[0]=="n" or L[j][0]=="N" alors R[]J]:=0;elif
L[31[0]=="r" or L[3][0]=="R" alors R[]J]:=1;elif
L3110 ]——"V" or L[Jj][0]=="V" alors R[]j]:=2;elif
L[J1[0]=="9" or L[J]1[0]=="J" alors R[]]:=3;elif
L[3][0]= b" or L[J][0]=="B" alors R[]j]:=4;elif
L[31[0]=="m" or L[J][0]=="M" alors R[]]:=5;end;

fpour;
return R;

|

On tape pour transformer une liste de code couleur en des carrés de couleur, suivi
de disques noir ou blanc qui donnent le résultat de I’essai.

L2C(1,n,N,B) :={

local d,3,C;

C:=NULL;

d:=size(1l);

pour j de 0 jusque d-1 faire

C:=C,affichage (carre (-5+3/4+(5-n/4) 1, -5+ (j+1) /4+(5-n/4) i),
1[jl+rempli);

fpour;

pour 7 de 1 jusque N faire

C:=C,affichage (cercle (-5+(d)/4+3/4+(5-n/4+1/8)*1,0.1), rempli);

fpour;

pour j de 1 jusque B faire

C:=C,cercle (-5+ (d+N+7) /4+ (5-n/4+1/8) «1,0.08) ;

fpour;

return C;

}

L4

Dans le programme mastermind (nc), le joueur devra taper une chaine de 4

lettres sans les guillemets (") qui sont les initiales des noms des couleurs par

exemple rvnn si vous péférez taper une liste de caracteres par exemple "r", "v", "n", "n"
il faut décommenter saisir (R); R:=conv ([R]); et commenter la ligne

suivante. Le programme remplacera une lettre non valide par "n". On tape si Le

joueur peut faire au plus nc propositions :

mastermind (nc) :={

local L,R,RO,n,3,N,B,a;

print ("jeu du mastermind");

print ("taper 4 couleurs parmi NRVJBM par ex RVNB");
gl_x=-5.3.2;

gl_y=-2..5.3;
ClrGraph () ;DispG () ;
L:=[alea(6)S$(j=1..4)1;

n:=0;
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while (n<nc) {

//saisir (R); R:=conv ([R]);

repeter saisir_chaine ("4 couleurs parmi NRJVBM, ex.

R:=conv (R);

n:=n+1;R0:=R;

N:=0;B:=0; j:=0;

pour J de 0 jusque 3 faire

a:=R[]J];si a==L[]j] alors N:=N+1; fsi;
fpour;
si (N==4) alors

L2C(RO,n,4,0),L2C(L,n+2,0,0);DispG();

return afficher ("gagne en "+n+" coups");
fsi;
while (O<=size(R)-1) {

a:=R[0];B:=B+min (count_eqg(a,R),count_eqg(a,L));
R:=remove (a,R); j:=j+1;

bi

B:=B-N;
L2C(RO,n,N,B);DispG() ;

}

L2C(L,n+2,0,0);

return afficher (("perdu " ,
bei

L))
A vous de programmer la variante avec les couleurs !

19.3 Les 4 dés du jeu de Win

On considere les 4 dés suivants :

— les faces du dé A ont comme points :

— les faces du dé B ont comme points :

— les faces du dé C ont comme points :

— les faces du dé D ont comme points :
La partie se compose de 12 lancers.

~
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RRBJ", R) ;

Pour une partie, chacun des joueurs choisit un dé. A chaque lancer, celui qui a le

meilleur score marque 1 point. La partie se compose de 12 lancers.

On veut simuler ce jeu pour que 1’on puisse jouer contre I’ordinateur. L’ ordinateur
tire au hasard un dé, vous donne son choix, puis vous choisisez un dé parmi les 3

dés qui restent. Puis vous jouez....
Quel dé faut-il choisir pour gagner contre I’ordinateur ?

On se reportera a la section 12.3 pour voir I’analyse du jeu.

On utilise les listes A,B,C,D pour representer chaque dé, et pour jouer, on tape :

Jeuwin () :={
local deo,dem,po,pm, scoro, j,A,B,C,D;
deo:=char (rand (4)+65);

print ("j’ai choisi le de "+ deo);

jusqua size (R)-=
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4

4 r 4 r 4

]
+1,1,5,5,5];
]
]

4
5
P , 6
3,3,3,3,3,3
deo:=expr (deo) ;

repeter saisir ("votre choix",dem);
jusqua dem!=deo;

scoro:=0;

for (3:=0;73<12; j++) {
po:=deo[rand(6)];
pm:=dem[rand(6) ];

print (po,pm) ;

if (po>pm) scoro:=scoro+l;

}

return [scoro,l2-scoro];

}

4

4

Il

N O
N = O
N
N O
o U1

r 4 14

A:=][
B:=][
C:=1[
D:=][

4

Ma stratégie :

Si I’ordinateur choisit le dé A, je choisis le dé B,
Si I’ordinateur choisit le dé B, je choisis le dé C,
Si I’ordinateur choisit le dé C, je choisis le dé D,
Si I’ordinateur choisit le dé D, je choisis le dé A,
on tape jeuwins () qui joue selon cette stratégie.

CHAPITRE 19
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Pour connaitre le score de n parties selon cette stratégie, on tape jeuxwin (n) :

Jeuwins () :={

local deo,dem,po,pm, scoro, j,A,B,C,D;

A:=[0,0,4,4,4,4];
[1,1,1,5,5,5];
(2,2,2,2,6,6];
[3,3,3,3,3,3]
deo:=rand (4) ;
dem:=irem (deo+1,4);
scoro:=0;
deo:=expr (char (deo+65));
dem:=expr (char (dem+65)) ;
for (J:=0;3<12; j++) {
po:=deo[rand(6)];
pm:=dem|[rand (6)];
if (po>pm) scoro:=scoro+l;
}
return [scoro,l2-scoro];
}

Jeuxwin (n) :={

B:
C:
D:

.

4

local scoro, j;
scoro:=0;
pour j de 1 jusque n faire
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scoro:=scoro+jeuwins () [0];
fpour;
return [scoro,l2*n-scoro];

|

On tape :

Jeuxwin (200)

On obtient :

[836,1564]

On a 836/2400.,1564/2400. ~ 0.348333333333,0.651666666667 soit environ
1/3,2/3.

19.4 Un jeu de cartes

Un joueur regoit 4 cartes d’un jeu de 32 cartes.
— si il a un carré il recoit 5082 euros
— siil a un brelan (3 cartes de méme hauteur) il recoit 50 euros
— si il a deux paires il regoit 45 euros
— si il a une paire il recoit 5082 euros
— sinon il doit payer 10 euros
Ce jeu est-il équitable ?
Faire un programme qui permet de faire n parties de ce jeu.
Ilyacomb (32,4)=35960 mains possibles.

— ILyacomb (8, 1) =8 possibilités d’avoir un carré.
La probabilité d’avoir un carré est donc : 8/35960=1/4495
— ILyacomb (8, 1) xcomb (4, 3) xcomb (28, 1) =896 possibilités d’avoir
un brelan.
La probabilité d’avoir un brelan est donc : 896/35960=112/4495
— ILyacomb (8, 1) xcomb (4,2)+xcomb (7,1)*xcomb (4,2)/2=1008
possibilités d’avoir deux paires.
La probabilité d’avoir deux paires est donc :1008/35960=126/4495
— ILyacomb (8, 1) xcomb (4, 2) xcomb (28, 1) xcomb (24,1) /2=16128
(ouencore comb (8, 1) xcomb (4, 2) * (comb (28, 2) —comb (7, 1) xcomb (4, 2) )=16128)
possibilités d’avoir une paire.
La probabilité d’avoir une paire est donc :16128/35960=2016/4495
— On utilise la probabilité complémentaire de ne pas avoir ni carré, ni brelan,
nipaires: 1-(1+112+126+2016) /4495=448/899
Le jeu est équitable si I’espérance de gain est nulle.
On tape :
(5082+112+x50+126+45+3%2016) /4495-10+x448/899
On obtient 0
Le jeu est donc équitable.
On tape le programme en representant une carte par un nombre de 0 a 31 0..7 pour
les trefles, 8..15 pour les carreaux, 16..23 pour les cceurs et 24..31 pour les piques.
On tire au hasard 4 nombres a, b, ¢, d différents parmi 0..31 (hasard (4, 0..31)),
on aura un carré si :
irem(a, 8)==irem (b, 8)==irem(c, 8)==irem(d, 8)
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cartes (n) :={
local j,s,a,b,c,d,na,nb,nc,L;
s:=0;
pour j de 1 jusque n faire
a,b,c,d:= irem(hasard(4,0,31),8);
L:=[a,b,c,d];
//print (L) ;
na:=count (x->x==a, L) ;
nb:=count (x->x==b, L) ;
nc:=count (x->x==c, L) ;
if na==4 alors s:=s+5082; elif
na==3 or nb==3 alors s:=s+50; elif
na==2 and nb==2 and nc==2 alors s:=s+45; elif
na==1 and nb==1 and nc==1 alors s:=s5-10;
else
s:=s+3;
end;
fpour;
return s;}

A4

On fait le graphe des gains pour p parties de n tirages.

gain(p,n) :={
local G,k,s,c;
G:=NULL;

s:=0

pour k de 1 jusque p faire
c:=cartes (n);

//print (c);

G:=G,point (k,c);

s:=s+c;

fpour;

print (evalf (s/(p*n)));
return G;

b



Chapitre 20

Illusions d’optique

20.1 Illusion sur les longueurs

On tape dans un éditeur de programmes :

illusionll () :={

local L;

L:=NULL;

L:=L, segment (-2, -2+4%1);

L:=L, segment (0,4x1);

L:=L, segment (-2, -2-sqgrt (3) /2-1/2);

L:=L, segment (-2, -2+sqrt (3) /2-1/2);

L:=L, segment (—2+4x1i,-2-sqrt (3) /2+4*1+1/2);
L:=L, segment (-2+4x1i,-2+sqrt (3) /2+4*1i+1/2);
L:=L, segment (0, —sqgrt (3) /2+i/2);

L:=L, segment (0, sqrt (3) /2+1/2);

retourne L;

bei

illusionl2 () :={

local L;

L:=NULL;

L:=L, segment (4*1i, —-sqrt (3) /2+4%x1i-1/2);
L:=L, segment (4*1i,sqrt (3)/2+4x1i-1/2);
L:=L, segment (2, 3+4*1i);

L:=L,segment (2.5+1,4.5+1i);

L (2.542%1,4.5+2%1);

L (5, 4+4%1) ;

:=L, segment
:=L, segment
retourne 1L;

|

Puis on compile avec OK ou avec F'9.
On tape dans un niveau de géométrie :
illusionll () ;
illusionl2();
On obtient (les longueurs des segments paralléles ne semblent pas égales) :

477
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20.2 Illusion sur les formes

On tape dans un éditeur de programmes :

illusion2 () :={

local j,L;

L:=NULL;

pour j de 1 Jjusque 13 faire
L:=L,cercle(0,2x7);

fpour;
L:=L,carre (=13 (1+1i),13%x(1-1));
retourne L;

}es

Puis on compile avec OK ou avec F'9.

On tape dans un niveau de géométrie :
illusion2();

On obtient un carré dont les c6tés sembles incurvés :
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20.3 Illusion de cordes torsadées
On tape dans un éditeur de programmes :

raies () :={

local L, 3j,A,B,xa,vya;

L:=NULL;

Xa:=-22;

pour J de 1 jusque 6 faire

A:=point (xa+ix22);

B:=point (xa+4+ix*22);
L:=L,triangle(0,A,B,affichage=rempli) ;
L:=L,triangle(0,-A,-B,affichage=rempli);
Xa:=xa+8;

fpour;

ya:=-18;

pour Jj de 1 jusque 5 faire

A:=point (=22+ixvya);

B:=point (-22+ix (yat4d));
L:=L,triangle(0,A,B,affichage=rempli);
L:=L,triangle (0, -A,-B,affichage=rempli);
ya:=ya+8;

fpour;
L:=L,affichage(carre (2% (1+1i),2%(1-1)), rempli);
retourne L;

b

bande () :={

local L,3j,xa,A,B,C,D;
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L:=NULL;

xa:=-13;

A:=point (xa+ix11l);

:=point (xa+2+ix11);

:=point ((xa+6)*«12/11.+ix12);

:=point ((xa+4)*12/11.+ix12);

:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=7+rempli);
:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli);

H 0 OQw

xa:=xa+2;

pour j de 1 jusque 2 faire

A:=point (xa+ix11);

B:=point (xat+2+ix11);

C:=point ((xa+6)*12/11.+ix12);

D:=point ((xa+4)*12/11.+ix12);

L:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);

L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli);

xXa:=xa+2;

A:=point (xa+ix11l);

B:=point (xa+2+ix11);

C:=point ((xa+6)*12/11.+1%12);

D:=point ((xa+4)*12/11.+ix12);

L:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=7+rempli) ;

L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli);

xa:=xa+2;

fpour;

A:=point (xa+ix11);

B:=point (xat+2+ix11);

C:=point ((xa+4)+ix11);

D:=point ((xat6)+ix11l);
L:=L,polygone(A,B,i%x11.25,C,D,i*x11.75,affichage=rempli),
polygone (-A,-B,-ix11.25,-C,-D,—-1i%11.75,affichage=rempli) ;
xa:=3;

pour j de 1 jusque 2 faire

A:=point (xa+ix11l);

B:=point (xa+2+ix11);

C:=point ((xa-2)*12/11.+1ix12);

D:=point ((xa—-4)*12/11.+ix12);

L:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=7+rempli);

L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli) ;

xa:=xa+2;

A:=point (xa+ix11);

:=point (xa+2+ix11);

C:=point ((xa—-2)*12/11.+ix12);

D:=point ((xa—-4)*12/11.+i%12);
L
L

w

:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);
:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli) ;
xa:=xa+2;
fpour;
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A:=point (xa+ix11);

B:=point (xa+2+ix11);

C:=point ((xa-2)*12/11.+1i%12);

D:=point ((xa—-4)*12/11.+1ix12);
L:=L,polygone(A,B,C,D,affichage=7+rempli);
L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli);
retourne L;

|

bandel () :={

local L, j,ya,A,B,C,D;
L:=NULL;

ya:=-9

pour J de 1 jusque 2 faire
A:=point (yaxi-11);
B:=point ((ya+2)xi-11);

C:=point ((ya-2)*i*12/11.-12);

D:=point ((ya—-4)*12/11.xi-12);
L:=L,polygone(A,B,C,D,affichage=rempli);
L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli);
ya:=ya+2;

A:=point (yaxi-11);

B:=point ((ya+2)+i-11);

C:=point ((ya-2)*12/11.xi-12);

D:=point ((ya—-4)*12/11.xi-12);
L:=L,polygone(A,B,C,D,affichage=7+rempli);
L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli) ;
ya:=ya+2;

fpour;

A:=point (yaxi-11);
B:=point ((ya+2)*xi-11);
:=point ((ya—-2)*1+x12/11.-12);
:=point ((ya-4)*12/11.xi+-12);
:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);
:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli);
a:=yat2;
:=point ((ya+2) *i*12/11.-12);
:=point ((ya)*ix12/11.-12);
:=point ((ya-2)*i*12/11.-12);
:=point ((ya—-4)*«ix12/11.-12);
:=L,polygone(A,B,-11.75,C,D,-11.25,affichage=7+rempli),
polygone (-A,-B,11.75,-C,-D,11.25,affichage=7+rempli);
ya:=1;
pour J de 1 jusque 2 faire
A:=point ((ya-2)*i-11);
B:=point ((ya)*xi-11);
C:=point ((ya+4)*12/11.%i-12);
D:=point ((ya+2)*12/11.%xi-12);
L:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);
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L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli);
ya:=ya+2;

A:=point ((ya-2)xi-11);

B:=point ((ya) *i-11);

C:=point ((ya+4)*12/11.x1-12);

D:=point ((ya+2)*x12/11.x1i-12);

L:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=7+rempli);
L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli);
ya:=ya+2;

fpour;

A:=point ((ya—-2)*i-11);

B:=point (yaxi-11);

C:=point ((ya+4)*12/11.xi-12);

D:=point ((ya+2)*12/11.x1i-12);

L:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);
L:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli);
retourne L;

b

bande?2 () :={
local L, j,va,A,B,C,D;
L:=NULL;
ya:=-13;
A:=point ((ya+l) *i+11.6);
:=point ((ya+2) «i+11);
((

:=point ((ya+6)*«12/11.xi+12);

B
c
D:=point ((ya+4)*12/11.%1i+12);
L
L

—_— — ~— ~—

:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);
:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli) ;
ya:=ya+2;
pour j de 1 jusque 2 faire
A:=point (yaxi+l1ll);
:=point ((ya+2) *i+11);
:=point ((ya+6) *ix12/11.+12);
:=point ((ya+4)*«12/11.%xi+12);
:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=7+rempli);
:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=7+rempli);
a:=yat2;
:=point (yaxi+ll);
:=point ((ya+2)*«i+11);
:=point ((ya+6)*12/11.%i+12);
:=point ((ya+4) *«12/11.%xi+12);
:=L,polygone (A,B,C,D,affichage=rempli);
:=L,polygone (-A,-B,-C,-D,affichage=rempli) ;
ya:=ya+2;
fpour;
A:=point ((ya)*i+11) :;
B:=point ((ya+2) xi+11) :;
C:=point ((ya+3)*i+11.75) :;
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D:=point ((ya+3) *i+11.25) :;

L:=L,polygone (B,A,C,D,affichage=7+rempli) ;
L:=L,polygone (-B,-A,-C,-D,affichage=7+rempli);
L:=L,polygone (D, 11,B,affichage=rempli);
L:=L,polygone (-D,-11,-B,affichage=rempli);
retourne L,conj(L);

b
illusion31():
retourne raies
b
illusion32() :
retourne raies

|

{
() ,bande () ,bandel () ;

{
() ,bande () ,bande2 () ;

Puis on compile avec OK ou avec F'9.

On tape dans un niveau de géométrie :
illusion31();

On obtient un carré dont les c6tés sembles incurvés :

483

On tape dans un niveau de géométrie :
illusion32();
On obtient un carré dont les cOtés sembles incurvés :
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20.4 Illustration

1x(z0,r) :={
return (segment (zO0+r* (-1-1), z0+rx (1+1)),
segment (z0+r* (1-1), z0+r* (=1+i)));
bed
1lc(z0,r) :={
return (cercle(z0,r,pi/4,7*pi/4));
b
la(z0,r) :={
return (segment (z0+r* (-1-1),z0+r=x1i),
segment (zO0+r* (1-1),z0+r*1i),
segment (z0+r*-0.5,z0+r%x0.5));
b
1s(z0,r) :={
return (segment (zO+r*(-1/2-1),z0-r«*i),
segment (z0+rx (1/2+1),z0+r=*1),
cercle (z0+rxi/2,r/2,pi/2,3*pi/2),
cercle(z0-rxi/2,r/2,-pi/2,p1/2));
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bed

illusion32();

affichage (1x(0,1),4+1line_width_5);
affichage (1c(3.4+0.6%x1,0.5),4+1line_width_5);
affichage(la(6+1.1%1,0.9),4+1line_width_5);

affichage (1ls(10+1.7xi,1.3),4+1line_width_5);

affichage (symetrie (droite (x=0),1c(3.440.6%1i,0.5)),4+1line_width_5);
affichage(la(-6+1.1%x1,0.9),4+1line_width_5);
affichage(conj(ls(-10-1.7%1i,1.3)),4+1line_width_5);

On obtient :
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