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RESUME. L’objet du mémoire est de développer une nouvelle théorie cohomologique qui géné-
ralise a la fois celles de De Rham et de Dolbeault, ainsi que la cohomologie de Deligne, ceci
dans le contexte général des variétés analytiques complexes. Le cas particulier de la variété
d’Iwasawa est un exemple typique de ce qui se produit dans le cas non kahlerien. Le texte se
termine par des applications élémentaires a la théorie des déformations de Kodaira-Spencer et
au calcul des classes de Chern.
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De Rham and Dolbeault cohomology as well as Deligne cohomology, in the context of general
complex analytic manifolds. The special case of the Iwasawa manifold is investigated as a typical
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Premiere partie : Groupes de cohomologie de Bott-Chern comme espaces de
formes

1. DEFINITION DES GROUPES DE BOTT-CHERN

On commence par rappeler la définition des groupes de cohomologie de Bott-Chern usuelle
sur une variété complexe lisse, définis comme espaces de formes ([Dem93]).

1.a. Invariants cohomologiques d’une variété complexe.

Soit X une variété analytique complexe. On considere, pour k& € {0,...,2n = dimg X},
'espace £F(X) des formes différentielles de degré k a valeurs complexes sur X. Celui-ci admet
la décomposition

EX)= @ erx)

0<p,gsn
pt+q=k

ou EPY(X) désigne l'espace des formes de type (p,q) sur X.
La différentielle d : £¥(X) — £¥1(X) se décompose sous la forme d = 9 + 0 avec
Q: EPI(X) — EPTHI(X), 0: EPI(X) — EPITH(X).

Les invariants cohomologiques traditionnels sur X sont les groupes de cohomologie de De
Rham et de Dolbeault, définis par

i  ker(d: EMX) — EM(X))
Hpp(X,C) = im(d : E1(X) — EF(X))
HPI(X,C) = ker(0 : EPI(X) — 5p’q+1(X)).

im(0 : Era-1(X) — EPe(X))

Définition. Le groupe de cohomologie de Bott-Chern de bidegré (p, ¢) sur une variété complexe
X est P'espace des (p, q)-formes d-fermées quotienté par 1'espace des formes d0-exactes :

_ker(0:&P9(X) — EPTHA(X)) Nker (0 : EPI(X) — EPITL(X))

HZ4(X,C —
56(X;C) im (38 DEpmla (X)) — gp’q<X))

Il est facile de voir que @n H BL(X, C) est muni d’une structure d’algebre bigraduée induite
par le produit extérieur des formes.

La définition méme de ces différents espaces fournit des applications canoniques
H%4(X,C) — HYH(X,C), Hp¢(X,C) — HY(X,C).

1.b. Cas d’une variété kahlerienne compacte.
Si X est une variété kahlerienne compacte, la théorie de Hodge fournit le résultat tres utile
suivant :

Lemme 1.1 (du 09). Soit X une variété kihlerienne compacte et o une forme de type (p,q)
d-fermée. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) La forme « est d-fermée.

i1) La forme a est O-fermée.

i1) La forme o est O-fermée.

iii) La forme o est 00 fermée.
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On déduit de ce résultat que les applications suivantes sont des isomorphismes :

HEE(X,C) = Hp'(X,C), (D HE(X.C) = Hpy(X.C).
p+q=Fk
En particulier, la décomposition de Hodge est naturelle au sens ou elle ne dépend pas du choix

d’une métrique kahlerienne sur X, de méme que la symétrie de Hodge, puisque par définition
on a bien stur HEL(X,C) = HYL(X, C).

1.c. Exemple dans le cas non kahlerien.
La situation est différente dans le cas non kéhlerien, comme le montre ’exemple de la variété
d’Iwasawa. Soit G le groupe de Heisenberg, constitué des matrices de la forme

1 =z =z
M(z,y,z)=|( 0 1 vy |, =9,2€C,
0 0 1

et soit I' le sous-groupe discret des matrices de la méme forme dont les entrées sont des entiers
de Gauss. On définit la variété d’Iwasawa X comme le quotient G/I'. Les formes holomorphes
dx, dy et dz — xdy sur G, obtenues comme composantes de M~'dM, sont invariantes sous
I’action a gauche de I'. Elles induisent donc des formes holomorphes «, 5, sur X. Le fait que
la forme v n’est pas d-fermée (on a Jy = —a A [3) entraine que X n’est pas kéhlerienne. On
peut facilement calculer les groupes de Dolbeault, De Rham et Bott-Chern a I’aide des formes
a, 3,7 (voir aussi dans [FG86] pour les deux premiers).

Proposition 1.2. Le diamant de Hodge, les nombres de Betti et le diamant de Bott-Chern de
la variété d’Iwasawa sont :

1 1 1
2 3 4 3 3
2 6 3 8 2 8 2
1 6 6 1 10 1 6 6 1
3 6 2 8 3 4 3
3 2 4 2 2
1 1 1

Démonstration. Les formes «, 3,7 et leurs conjugués engendrent la C*°(X)-algebre des formes
différentielles sur X. Pour M € G on note 1), 'opérateur de multiplication par M, bien défini
sur X et tel que 73,0 = o, de méme que pour [ et 7. Soit dp une mesure invariante sur X de
volume 1, alors pour une forme w sur X la forme

W= / Thw dp(M)
M

est & coefficients constants en «, 3,7 et leurs conjugués. De plus si w est d-fermée (resp. O-
fermée) alors par homotopie @ lui est d-cohomologue (resp. d-cohomologue). En conséquence,
les groupes de De Rham et Dolbeault se calculent en testant la fermeture et 'exactitude des
formes composées a partir de «, 3,7. En particulier, on a une décomposition (qui n’est pas de
Hodge) des groupes HY (X, C) selon le bidegré de ces générateurs. Par exemple,

Hpr(X,C) = {{an v} {BAY})e B
& ({ana} {a ABY{BATH{BABY),
S(({a A7 {B AT}
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Pour calculer les groupes de Bott-Chern, il faut tenir compte d’une part des formes d-fermées
non d-exactes, données par les groupes de De Rham, et d’autre part des formes d-exactes mais
non do-exactes (telles que o A ). Pour I'exemple, détaillons le calcul de Hé’é(X ,C) -

D’apres le calcul de Hpp(X, C), une (2,2)-forme d-fermée est d-cohomologue & une combi-
naison linéaire des formes suivantes :

AANYATAT, aANYABAT, BAYAGAT, BAYABAT

Il suffit donc de traiter le cas d'une forme d-exacte, que 'on notera w = dn. En décomposant n
selon son bidegré on obtient les équations :

577073 — 0, 87)0’3 i 577172 — 0, 8771’2 +5772,1 — W, 6712’1 i 5773’0 —0, 8773’0 -0

Si %3 est 0-exact, disons n°® = 9¢, alors w = d(n — d¢) ot n — d¢ n’a pas de composante
de type (0,3), donc on peut supposer n%? = 0. On peut ainsi se ramener au cas ot 7% est
une forme a coefficients constants en «, 3, v, dont la classe est un générateur de Hg’g(X ,C). En
'occurence, ce groupe est de dimension 1, engendré par la classe de @A B A7 qui est une forme
O-fermée. On déduit alors de la seconde équation que On™? = 0. Si n™? est D-exact, le terme
On™? dans w est d0-exact et ne donne donc pas de contribution au groupe de Bott-Chern. On
peut ainsi supposer que n*? est une des formes & coefficients constants en «, 3, générateur de
H%’Q(X ,C), c’est-a-dire 'une des six formes suivantes :

aNTAT, aABAY, BATGAT, BABAT, YATAT, YABAT
Parmi celles-ci, les quatre premieres sont J-fermées mais pas les deux dernieres; on a en effet

IYANAAT)=—aABAAAT et AYABATF)=—aABABAT

) 2,2 Lo A
Ces deux éléments vont donner deux nouvelles classes dans Hy. Par symétrie, la méme étude

concernant On>! fournit les deux classes conjuguées, et on obtient finalement

Hp2(X,C) = ( {aAyATATFY {aAYABATEH {BAYATATY, {BAYAB AT
fansAanTt, {aABABATE {laAyATABY {BAYATABY e,
qui est de dimension 8. O

Dans les tableaux suivants, on récapitule les générateurs des différents groupes de cohomologie
considérés. On constate que pour cette variété 'application Hg/(X,C) — HZ“(X,C) est non
surjective pour p = 1 (par exemple, 7 n’a pas d’antécédent) et non injective pour ¢ = 2 (par
exemple @ A B = O(—7) n'est pas 90 exacte).

2. THEORIE DE HODGE DE LA COHOMOLOGIE DE BOTT-CHERN

2.a. Isomorphismes de Hodge classiques.
Soit X une variété complexe compacte munie d’une métrique hermitienne w. Celle-ci permet
de définir les adjoints des opérateurs d, 0, 0 et les laplaciens associés :

A =dd* +d*d : E¥(X) — EF(X),

A =004 00: EPYX) — EPUX), A"=00 +09 0:EP(X) — EPI(X).

On note HX (X) I'espace des formes harmoniques globales pour le laplacien A agissant sur les
formes de degré k, etc. La théorie de Hodge fournit alors des isomorphismes



6/ Cohomologie de BC comme espaces de formes

Autour de la cohomologie de Bott-Chern

aNaTAPBAT aAYATABAT
g=3anpA7F BATABANT BAYAGABATF aANBAYATABAT
YATGABATF aANBATABAT
ANy | aATAT aABAT| aAYAGAT aAYABAT| aABAYATAT
g=2| BAT |BATAT BABAT|BAYATAT BAYABAT| aABAyABAT
YAGAT YABAF|aABAGAT aABABAT
@ aANa aAf aAYAT aAYASB aANBAYAT
q=1 B BAT BAB BAyNa BAyAB aNBAYAB
YAT YAPB aANBAT aABAS
a Ay
qg=0 1 BN~y alNB ANy
alAp
p=0 p=1 p=2 p=3
TABLE 1. Cohomologie de Dolbeault de la variété d’Iwasawa
g=3(anpA7F aNaABAT aAYATABATY aANBAYAGABAT
aNAABAT BAYANGABATF
¢g=2| any |aAGAT aABAT|aAYAGAT aAYABAT| aABAYAGAT
BAT | BATAT BABAT|[BAYATAT BAYABAT| aABAYABAT
g=1 @ aANa aAf aAYAT aAYAP aANBAYAQ
B BATG _BAB BAyAa BAyAB aANBAYAB
q=20 1 Q@ a Ay alNB Ay
p BNy
p=0 p=1 p=2 p=3
TABLE 2. Cohomologie de De Rham de la variété d’Iwasawa
aNTABANT aAYATABATY
g=3anpA7F BAGABAT BAYANGABAT aANBAYAGABAT
aABATABAT
ANy |aAaAy aABAF | aAYAGAT aAYABAT| aABAYAGAT
q=2| BAY |BAQAT BABAT|BAYATAT BAYABAT| aABAYABAY
anB |aAaAf BAGAB|aABAGAT aABABAF| aABAYATAB
aAYATAB BAYATAB
a ahNa aAfp aAYAT aAYAB aANBAYAT
g=1 B BAG BAB BAYANT BAYAPB aNBANYAS
aANBAT aABAB
a Ny
qg=0 1 BNy alB ANy
aNp
p=20 p=1 p=2 p=3

TABLE 3. Cohomologie de Bott-Chern de la variété d’Iwasawa
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Rappelons brievement la démonstration du premier isomorphisme (celle du second est iden-
tique) : le laplacien A est un opérateur différentiel auto-adjoint, dont le symbole principal est
donné, pour x € X et { € T, par :

oalw,§) = =[5 Idanary , -

C’est donc un opérateur elliptique, ce qui garantit alors une décomposition orthogonale
EFX) =HA(X) D imA =HA(X) ®imd @ imd".

Etant donnée une k-forme wu, elle s’écrit dans cette décomposition u = h + dv + d*w. Sous
cette écriture on a du = 0 si et seulement si dd*w = 0, ce qui équivaut a d*w = 0. Finalement
ker d = H5 (X) @ im d, d’ou I'isomorphisme de Hodge.

2.b. Isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott-Chern.
Nous souhaitons obtenir un résultat analogue pour la cohomologie de Bott-Chern

ker 9P N ker 97
GoAr a1

Il semble donc naturel de considérer le “laplacien de Bott-Chern” suivant :

APL — (99)(DD)" + "0+ 8 D

Hpé (X, C) =

En effet, c’est un opérateur auto-adjoint vérifiant, pour une forme ¢ de bidegré (p, q),

((A%Ee, o)) = (00)"ell* + 0p]” + [[02|*.

Si la théorie précédente s’appliquait, on obtiendrait une décomposition orthogonale

EPUX) =HR! (X)®imdd @ (imd* +imd")

Apc
Pour une forme u = h + 90v + 0*w, + 5*102, on aurait
du=0etdu=0 < 9w +0 wy) =0 et & w + 0 wsy) =0
& <<8*w1 + E*wQ, 0wy + 5*w2>>
= 8*’11]1 + 5*102 =0

d’ott 'on déduirait ker 979 Nker 8" = HR! (X) Dim 90 et I'isomorphisme de Hodge souhaité.

Malheureusement :
Proposition 2.1. L’opérateur Al défini ci-dessus n’est pas elliptique.

Démonstration. L’'unique contribution au symbole principal est donné par le terme D08 .
Pour z € X et £ € Tk, exprimons les symboles principaux des différents opérateurs dans une
base (dz; A dZj)|1=p,|7|=q associée a des coordonnées (z;) au voisinage de .

Notation. Soit I un multi-indice. Pour ¢ € [ on note «; la position de ¢ dans I et I i le
multi-indice I privé de i. pour k ¢ I on note Ik le multi-indice [ Uk réordonné et 7, la position
de k dans ce nouveau multi-indice.

Pour des entiers ¢ # k on note g, le signe de k — 1.
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Les coefficients non nuls des matrices des symboles principaux considérés sont :

(00(2, &) 17107 = (_1)%715’9_ (0o (2, E)) 170wy = (—1)%&,
(a0t = (DG (02, ) e = (~1) g,
On en déduit

(0995 0 (%, €)) 1,01, = (Z |€i|2> (Z |§j|2> ,

iel jed

(o557 0 (4, ) 1 sitkeig = (=1 % ey iy (Z |§j|2> ;

JjeJ
(g5 - (2, €))1.0.15 = (1) eug;& (Z \§¢|2> ,
icl
(0999 0+ (T, ) 1 sitkeiginy = (= 1) X0 00666k
Ce symbole n’est pas injectif des que |I| # n ou |J| # n. S'il existe par exemple k ¢ I alors
To99 5+ (T, dz,) = 0. O

On va donc modifier 'opérateur A%, en ajoutant d’autres termes d’ordre 4 pour le rendre
elliptique. Concretement, nous posons

AP — 9D 0+ 8 0°00 + 0 000+ 00D 0+ 0 0+ 0
Dans le calcul de la matrice du symbole principal associé, tous les termes non diagonaux se
compensent. Quant aux termes diagonaux, on a :

(05 9+05(%, &) 1,051,0 = <Z|€k|2> (Z|§l|2>

T, 1¢7
(05700+3(@, &) 1,051,0 = <Z\§z’|2> <Z |€z|2>
el l¢J
(0p3570(%, E))1,051,0 = <Z|§k|2> <Z |§j|2>
kT jed

Ainsi,
0ana (2,€) = €] Tdarary
L’opérateur A%C est donc bien elliptique, et par ailleurs a le méme noyau que A%Z -
ALy =0 & Ju=0u=03 du=0a0u=099u=03 du=0
& Ou=0du=0 0*u=0.
On a donc démontré :
Théoréme 2.2 (Décomposition et isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott-Ch-
ern). On a une décomposition orthogonale
EPIX) =HR! (X)®imdd & (im 9" +im )
et un 1somorphisme
HEd (X, C) = HLT, (X).
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Corollaire 2.3. 57 X est une variété complexe compacte alors ses groupes de cohomologie de
Bott-Chern sont de dimension finie.

Démonstration. Le noyau d’un opérateur différentiel elliptique sur une variété compacte est de
dimension finie. U

Terminons par le cas kihlerien : I'utilisation d’identités de commutations telles que [0, wA-] =
10 donne le résultat classique suivant, et son analogue de Bott-Chern :

Proposition 2.4. Si (X,w) est kdhlerienne compacte, on a les identités
1 - L
A =A"= §A’ Apc =A"AN"+90+0 0

et les espaces de formes harmoniques Hzfq NEPIX), HIT et ng coincident.
BC

De plus, la forme de Kdihler w € EYY(X) est harmonique pour tous les laplaciens considérés.

2.c. Cohomologie d’Aeppli.

L’exemple déja considéré de la variété d’Iwasawa montre qu’il n'y a pas d’analogue a la
dualité de Serre pour la cohomologie de Bott-Chern (cette dualité correspond a une symétrie
centrale du diamant). Cela provient de la dissymétrie des opérateurs utilisés dans la définition
des groupes de Bott-Chern.

Pour une variété compacte X, le dual de HR (X, C) est le groupe de cohomologie d’Aeppli
H, 7" (X, C) ou

ker 90 : EP9(X) — EPTLaTL(X)
(im0 : EP~14(X) — EP4(X)) + (Im 9 : EPa—1(X) — EPa(X))
Lemme 2.5. Le produit extérieur induit une application bilinéaire

A HRL(X,C) x HY*(X,C) — HE1(X, C).

HE(X,C) =

Démonstration. Le produit d’'une forme d-fermée et d’'une forme 90-fermée est une forme 90-
fermée. Par ailleurs, le produit d’une forme d-fermée par une forme d-exacte est d-exact, et le
produit d’une forme dd-exacte par une forme 00-fermée est lui aussi d-exact. Pour montrer ce
dernier point, on utilise la formule suivante : si v est une (p—1, ¢—1)-forme et 5 une (r, s)-forme
00-fermée alors

00a N 3 = %d (O — Ba) A B+ (—1)PF9a A (08 — 0B)] .

En particulier on a un appariement
HYL(X,C) x Hy 7" 1(X,C) - HY"(X,C) = Hyp(X,C) = C,

la derniere fleche étant donnée par I'intégration sur X.

De la méme maniere que les groupes de Bott-Chern, les groupes de cohomologie d’Aep-
pli d’une variété compacte s’identifient aux formes harmoniques pour un laplacien d’ordre 4.
L’opérateur a priori naturel

AR = 99" + 90 + (89)*(90)
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n’étant pas elliptique, on le remplace par 'opérateur elliptique de méme noyau
APT = 99" 400 + 0 0°00 + 000 0" + 99 00* + 0090 .
La théorie des opérateurs elliptiques fournit une décomposition orthogonale

£79(X) = HE" (X) @ (imd + im D) & im(90)"

d’ott 'on déduit I'isomorphisme de Hodge HY?(X,C) = ’Hgi (X) de la méme maniére que nous

I’avons fait pour les groupes de Bott-Chern.

Les isomorphismes de Hodge ainsi construits, outre qu’ils prouvent la finitude des groupes
de Bott-Chern et d’Aeppli, permettent également de démontrer la dualité entre ces espaces. En
effet, en notant x : EP4(X) — E"P"4(X) 'opérateur de Hodge défini par u A xv = (u,v) dV,
on a

O =+ x0x, 0 =+ x*0x,
d’ou 'on déduit que
D, _ D — )%, —
uEHZB (X) & 0u=0,0u=0, (00)'u=0

c s _
& T(xu) =0, & (su) = 0, d(+u) = 0
& e HY PUX)

L’opérateur de Hodge réalise donc un isomorphisme entre Hpd (X, C) et H, 7" (X, C).

Remarque. En particulier, dans le cas compact, HS{O(X , C) est I'espace des fonctions d0-fermées,
donc constantes, ce qui prouve que 'on a toujours Hy (X, C) = C pour une variété compacte.

3. APPLICATIONS A LA THEORIE DES DEFORMATIONS

3.a. Le théoreme de Kodaira et Spencer.

Nous nous intéressons ici au célebre théoreme affirmant qu'une petite déformation d’une
variété kahlerienne est kahlerienne. La preuve de ce théoreme par Kodaira et Spencer, telle
qu'on peut la trouver dans [MK], repose sur I’étude d’un opérateur elliptique d’ordre 4 qui
n’est autre que l'opérateur “laplacien de Bott-Chern” précédemment défini. Ceci permet un
éclairage de la preuve en termes de cohomologie de Bott-Chern.

Commencons par 1’énoncé précis du théoreme. Celui-ci s’applique a une petite déforma-
tion différentiable de variétés complexes compactes. On entend par la une submersion C*° :
m: X — S ou S est une boule dans R™ et X’ une variété différentiable, telle que chaque fibre
de 7 soit une variété complexe compacte. Plus précisément, X est recouvert par des ouverts de
carte de coordonnées (z1, ...,z t1,. .., ty,) € U C C* xR™ telles que pour t = (t1,...,t,,) fixé,
(21,...,2,) soient des coordonnées holomorphes sur X; = 7~1(¢). Sous ces conditions, toutes
les variétés X; sont C'*°-difféomorphes entre elles.

Théoréme 3.1 (Kodaira, Spencer). Soit m : X — S une déformation différentiable de variétés
complexes compactes. On suppose que la fibre centrale X est kdhlerienne. Alors il existe € > 0
tel que pour ||t]| < e, la variété X, est kdhlerienne.
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Démonstration. Soit wy une métrique de Kéahler sur X,. A 'aide d’une partition de I'unité, on
I’étend en une 2-forme différentielle Q sur X telle que w; := Q| x, soit une métrique hermitienne
sur X;.

Cette métrique hermitienne permet de construire des adjoints et par suite des opérateurs AY
et A Bc,+ agissant sur les formes sur X;. De plus, la métrique w; variant de maniere différentiable,
ces opérateurs varient de maniere différentiable avec t.

Par des résultats classiques de théorie spectrale, on en déduit que les valeurs propres de
ces opérateurs, ordonnées en tenant compte des multiplicités, varient continument avec t. En
particulier, pour ¢ suffisamment proche d'un t, fixé, le noyau de A} (resp. A BC,t) e peut avoir
une dimension supérieure a celle du noyau de A} (resp. A BCt, ). Autrement dit, la dimension
des espaces de formes harmoniques est une fonction semi-continue supérieurement de ¢. En
combinant ce résultat avec les isomorphismes de Hodge, on obtient le premier ingrédient de la
preuve :

Lemme 3.2. Les nombres de Hodge h*(X,) et de Bott-Chern hiz¢.(X,) sont des fonctions
semi-continues supérieurement de t.

Remarquons que les nombres de Betti 0*(X), eux, sont constants puisqu’il ne dépendent que
de la structure différentielle de la variété.

Le deuxieme ingrédient est une inégalité liant certains nombres de Betti, Hodge et Bott-
Chern :

Lemme 3.3. Pour toute variété complere compacte on a l'inégalité
0,2 1,1
b*(X) < 2h2°(X) + ho(X).
St X est kahlerienne compacte, il y a égalité.

Démonstration. On considere la suite exacte suivante :
ker "' N dA! 11 5 u 7703, o 0,2

0— —aa0 — Hpo(X,C) = Hpp(X,C) = H3*(X,C) & Hz"(X,C) — coker(u) — 0
ou 'application u envoie une 2-forme 1 sur ses composantes de type (2,0) et (0,2).

On en déduit
ker db! N d Al

DO A0

Le fait que l'inégalité soit une égalité dans le cas kahlerien résulte de 1’égalité entre les
groupes de Dolbeault et les groupes de Bott-Chern et de la décomposition de Hodge : si X est
kéhlerienne,

hio(X) = dim + b?(X) + dim cokeru — Qh%’Q(X) > b*(X) — Qh%Q(X).

G2(X) + Be(X) = WEV(X) o W2 (X) 4 B (X) = 1(X).

La variété X, étant kahlerienne, 1'inégalité
2 0,2 1,1
b” < 2h57(Xy) + hge(Xe)
est une égalité pour t = 0. Le fait que h%’Z(Xt) et hpe(X,) soient des fonctions semi-continue

supérieurement de ¢ implique alors que ces deux nombres sont constants pour ¢ proche de 0.
Dans ce cas, 'espace 7—[%1 (X;) varie différentiablement avec ¢, de méme que la projection
BC

orthogonale h; de AV(X;) sur cet espace.
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En posant alors

wr = = (hwwy + m>,

1
2
on obtient sur X; une (1, 1)-forme réelle d-fermée, vérifiant

L~ 1 —

15% Wy = §(h0w0 + hQWO) = Wy
car howg = wp puisque wy est harmonique. Comme wy est définie-positive, il en va de méme de

w; pour t assez petit, et on a bien construit une métrique de Kéhler sur X;. O

3.b. Déformations de la variété d’Iwasawa.

(Note de J.-P. Demailly, septembre 2007 : Michel Schweitzer, qui a calculé explicitement ces
déformations, n’a pas eu le temps de rédiger cette partie apres son départ de I’Université de
Grenoble en juillet 2007 ; contacter directement I’auteur pour plus de détails).
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Deuxieme partie : Cohomologie de Bott-Chern entiere
4. INTERPRETATION HYPERCOHOMOLOGIQUE DE LA COHOMOLOGIE DE BOTT-CHERN

Dans ce paragraphe on construit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie de Bott-
Chern et des groupes d’hypercohomologie de complexes définis a ’aide des faisceaux de formes
holomorphes et antiholomorphes. Ce procédé, utilisé par exemple dans [Dem93] pour prouver
la finitude de ces groupes, nous sert ici a définir la cohomologie de Bott-Chern entiere.

4.a. Lemme de résolubilité locale. On rassemble dans la proposition suivante les liens entre
la résolubilité locale des différents opérateurs d, 0, 0, 00, conséquences des lemmes de Poincaré
et de Dolbeault-Grothendieck :

Lemme 4.1 (de résolubilité locale). On se place sur une boule U C C".

1. Soit 0 une forme de degré k > 1 de composantes de type (p,q) nulles sauf si p; < p < po
(p1 < p2). Si 0 est d-fermée alors 0 = da avec o de degré k — 1, de composantes de type (p, q)
nulles sauf si p1 < p < ps — 1.

2. Soit 0 une (p, q)-forme, d-fermée : 00 = 96 = 0.

i) (Lemme du 00 local) Sip > 1 et ¢ > 1 alors § € 00EP~97H(U) ;

it) (Lemme de Poicaré holomorphe) Sip > 1 et ¢ =0 alors 6 € 9P~ Y(U) ;

i) Sip=0etq>1 alors § € 09" 1( U);

iii) Sip=q =0 alors 0 est constante.

3. Soit 6 une (p, q)-forme, 00-fermée : 00 = 0. Alors 0 est somme d’une forme O-fermée et
d’une forme O-fermée. Autrement dit :

i) Sip>=1etq>1 alors® € OEPITH(U) + 9P~ H(U) ;

ii) Sip>1 et q=0 alors 0 € QP(U) + 0EP~O(U) ;

i) Sip=0etq>1 alors§ € 9EXYU) + Q' (U) ;

iii) Sip=q =0 alors § € O(U) + O(U).

4. Soit 8 une forme de degré k = 1 que l'on suppose “presque” d-fermée, c’est-a-dire que
l'on n’impose pas 0OPYT = 0 sip; > 1 ni 00P>2 = 0 si qu > 1. Alors il existe des formes
APLAL qPL@i=l o gpemhaz ap2az telles que APVT est O-fermée, VP92 est O-fermée, et

griar = APLaL gaphqu’ gritla-1 — Hapra-1 Eapﬁl,qr?’ e
gr2—Laxtl — gapa—2atl L gapr—laz  gr2a2 = gap2— Lz 4 P20z

Démonstration. 1. On écrit 0 = df (lemme de Poincaré). Si p; = 0 et py = k il n’y a rien a
prouver, on peut donc supposer k > 2 et p; > 0. On déduit alors de § = df que 95%%~1 = 0.
D’apres le lemme de Dolbeault-Grothendieck, on peut écrire f%+~1 = §4%%~2. On pose § =
B — dy**=2 on a toujours 8 = df3, mais cette fois %! = 0. On peut donc supposer que f3
n’a pas de composante de type (0,k — 1). En répétant ce raisonnement, on voit que 'on peut
supposer que 3 n’a pas de composante de type (p, g) pour p < p;. De méme, si p, < k, on élimine
les composantes de type (p,q) pour p > py en utilisant le lemme de Dolbeault-Grothendieck
anti-holomorphe.

2. Le iii) est évident, et 4i) et 74) sont équivalents, donc on peut supposer p > 1. On applique
le 1. & la forme 6 définie par gr—Latl — () et BP9 = @ : il existe o de type pur (p — 1, q) telle que
6 = da, donc 8 = dav avec da = 0, ce qui montre le résultat.

3. Posons 0Pt14 = 90P4 : c’est une forme d-fermée, donc d’apres le 2., PTH4 = 9aP? avec
daP1 = 0. Ainsi 6 = (0 — @) + a est somme d’une forme d-fermée et d’une forme O-fermée.
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4. On applique le 3. & #P191 : on peut écrire PP19 = AP191 4 JaPra1~L Puis
8<9p1+1,q171 _ aapl,qu) — 8(—91’1”1 4 aapl,qu) -0
donc Prla=l = garr.ai—l 4 Apitlai=l gyec AP1+HLa=1 § fermée, et on continue. O

Remarque. Puisque les lemmes de Poincaré et de Dolbeault-Grothendieck sont vrais pour les
courants, on a les mémes résultats en remplacant les espaces de formes par les espaces de
courants.

4.b. Complexes associés aux groupes de Bott-Chern. On fixe p > 1,q > 1, et on définit
le complexe de faisceaux L3 (qui sera le plus souvent noté L£*) par

E’;q: @ EM sik<p+q-—2,

r+s=k
r<p,s<q

k—1 r,s :
Ly g = @ £ sik>p+q,
r4+s=k
r2p,s2q

et la différentielle :

r[:l od r2 od

P pr _9 90 _ d d
Loy ot ey o2 okl Sypk S

On a par construction
Hpt(X,C) = HPF 1 (LX) = HPH (X, L°),

I'isomorphisme venant du fait que les faisceaux £* sont mous.
On définit un sous-complexe §* = &5 de L* = L5  par :

(§%,0): 0= Q' = ... =0, (8"5,9) : 050 ... 0" 5o
S, =80+8%: 0+0-0 a0 - . .l ed 50— ... 50" 50
Proposition 4.2. L’inclusion S* C L* est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. C’est la retraduction du lemme de résolubilité locale, qui calcule les faisceaux
de cohomologie H*(L*) et H*(S®) : si k > max(p, q), une forme d-fermée est localement d-
exacte (par la partie 1. si k > p+ ¢, la partie 2. stk =p+¢q—1, lapartie 3. sik =p+q—2 et
la partie 4. si k <p+q—2).

Soit k = p—1 > q, et soit § € LF¥(U) une section dg-fermée sur une boule U C X, de
composantes 9P~¢471  9P~L0 D’apres la partie 4. du lemme, il existe sur U une p — 2-forme
a =P ety 4 aP720 et une p— 1 forme holomorphe u?~ 10 telles que § = dya+uP~ 10, Si
’'on modifie § par une forme d -exacte, uP~"° est modifié par une forme holomorphe d-fermée,
d’ou 'on déduit que

HPHLY) = HPH(S®) = QP /o2,
Sip—1>k > q—1, le méme raisonnement s’applique, a ceci pres que la forme holomorphe
uh0 est O-fermée, et donc
HF (L) = HF(S*) =0.
Les autres cas se traitent de la méme maniere, excepté pour k = 0 ou il est clair que H°(L®)

HO(S*) =0+ 0.

O
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Remarque. Pour une preuve formelle de ce résultat, utilisant des suites spectrales, on renvoie
au livre de J.-P. Demailly [Dem93], paragraphe VI.12.

Le complexe S® est peu pratique du fait de la somme non directe O + O. On le modifie donc
légerement en définissant le complexe B, , = B} , par :

B, CY00050 00 5. 00 5T . 507 5o

Proposition 4.3. L’application naturelle de B* dans S*[1] :

c “Y 000 - el -

\J o ] _1

0 — 0+0 — Qa0 —
est un quasi-isomorphisme.
Démonstration. La seule vérification a faire est en degré 1 :

HY(B*) = (C® C)/C(1,—1) = C = H(S"*)

est un isomorphisme. U

Les trois complexes L£°[1], S*[1] et B* étant quasi-isomorphes, ils ont méme hypercohomologie.
On a en particulier la suite d’isomorphismes

Hyd (X, C) = HPY(X, L3 [1]) = H(X, S [1]) = HPY(X, B ),

[ 20

et c’est cette derniere écriture que nous utiliserons par la suite.

4.c. Cas ou p =0 ou ¢ = 0. Supposons par exemple que p > 0 et ¢ = 0. On peut définir de
la méme manicre le complexe L3, qui devient simplement

Lig=0 sik<p-2,

k=1 _ D,q ;
Ep,o—@c‘f sik>np,
r+s=~k
r=p

avec la différentielle usuelle, et on a toujours H%(X,C) = HP—'(X, £*). Tl n’y a par contre
pas d’équivalent au complexe S° : il est clair que

HRY(X) £H (X, 0 — ... — Q) = HP (X, Q%) = H® (X, C).
En revanche, le complexe B calcule bien la cohomologie de Bott-Chern :

Proposition 4.4. L’application naturelle de By, dans L3 ,[1] :

C - 0 = ... = Qrt o 0
{ { 4 {
0 - 0 — ... = ¢&p0 o gplgertld

est un quasi-isomorphisme.
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Démonstration. A nouveau, le lemme de résolubilité locale calcule les faisceaux H*(L°[1]) et
H*(B*), qui sont nuls si k # p. Si k= p > 2, on obtient

HP(B*) = Q71 /0P~ -5 9P = ker(9 : QO — EPTY) = HP(L°[1))
qui est un isomorphisme; si k = p = 1,
H(B*) = 0/C -L 00 = ker(0: Q' — £2) = H'(L*[1]).
est également un isomorphisme. 0

Le cas p = 0, ¢ > 0 est symétrique, mais cette fois on choisit —0 comme quasi-isomorphisme ;
enfin, le cas p = g = 0 rentre dans cette description puisque Hg’g(X, C) = H°(X,C).

4.d. Conséquences de l’'interprétation hypercohomologique. Commencons par trois re-
marques importantes relatives a ce qui précede :

Les lemmes de Poincaré et de Dolbeault-Grothendieck étant vrais lorsque 1'on remplace les
formes C'° par des courants, le lemme de résolubilité locale et l'interprétation hypercoho-
mologique qui en découle restent vrais pour des courants.

Par ailleurs, cette interprétation hypercohomologique montre que pour une variété compacte,
les groupes de cohomologie de Bott-Chern sont de dimension finie : il suffit pour cela de raisonner
par récurrence sur le complexe S en utilisant le fait que les groupes H9(X, Q) sont, eux, de
dimension finie (voir [Dem93]).

Enfin, les mémes complexes L£°* et B® donnent également une interprétation hypercoho-
mologique de la cohomologie d’Aeppli. On a en effet

Hiq(X, C) = Hp+q(Xa L;>+1,q+1> = Hp+q+1<X7 B;Jrl,qﬂ)'

La cohomologie d’Aeppli est donc elle aussi de dimension finie et calculable a I’aide de formes
C* ou de courants.

En combinant ces trois remarques, on peut obtenir une preuve plus directe de la dualité
entre cohomologie de Bott-Chern de cohomologie d’Aeppli sur une variété compacte : on part
du complexe L, qui est un complexe d’espaces de Fréchet tel que I'image de la différentielle
est fermée (puisque sa cohomologie est de dimension finie, dL* C ker d est de codimension finie
et donc fermé). Des lors le dual de sa cohomologie est donné par la cohomologie du complexe
dual. L’espace dual de £P9(X) est I'espace D" """ des courants de bidegré (n — p,n — q), et

par exemple le dual de la partie
oo ErheL (XY D, eracxy Ly ertla(X) @ EPYL(X) — .
est donné par
L DT () 90 pmepnea ) Q40 pynepmLnma yy gy prrena Ly o
d’ott 'on déduit que le dual de L3 est le complexe £’} ., .., et finalement

(HEL(X,C))" = (HPT (X, Ly ) = H P X, LY ) = Hy 77X, C).
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4.e. Cohomologie de Bott-Chern entiere et cohomologie de Deligne.

Définition. On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern entiere par
Hggj(Xv Z) = Hp+q(X7 Bi(p))’
oll Bz est le complexe B dans lequel on a remplacé C par Z(p) = (27i)PZ en degré 0.

Remarque. Le choix de privilégier p par rapport a g en considérant Z(p) est peu satisfaisant ;
mais comme l'objectif est ’étude de classes de Chern, ol 'on se limite a p = ¢, ce n’est pas
génant.

Outre I'application naturelle epe : HRA (X, Z) — HEA(X, C), la cohomologie de Bott-Chern
entiere s’envoie dans la cohomologie de Deligne

H%Jrq(X’Z(p)) = HY(X,Z(p) = O — Q! — ... = QL 5 0)

en “oubliant” la partie antiholomorphe, et dans HE™(X,Z(q)) en “oubliant” la partie holo-
morphe et multipliant par (27)7 7 en degré 0. Dans toute la suite, ces applications seront
notées :

ep: HB4(X,Z) — HEM(X,Z(p)), ep: HYL(X,Z) — HE (X, Z(q)).

On remarque que si ¢ = 0 alors ep = id.

5. EXPLICITATION EN COHOMOLOGIE DE CECH

On souhaite expliciter I'isomorphisme entre H%L (X, C) et HPY(X, B) en cohomologie de
Cech, ce qui se fait naturellement en utilisant le lemme de résolubilité locale.

5.a. Hypercohomologie de Cech. Soit 0 — F° % F! — .. un complexe de faisceaux
sur X, borné & gauche, et U un recouvrement de X. L’hypercohomologie de Cech ]I:]I'(U, F*)
est la cohomologie du complexe diagonal associé au double complexe GP¢ = C9(U, FP), les
différentielles d et 6 commutant entre elles. Il est clair que pour un recouvrement convenable
(par exemple & intersections convexes), HF(U, F*) = HF (X, F*).

En pratique : une k-hypercochaine de Cech de ce complexe est la donnée, pour 0 < j < k,

d'une (k — j)-cochaine de Cech de F7. La différentielle de Cech est la suivante :
6 (a? a; o) = (5al da? . —da} o dat T 4 (=1)Rak daf)

100k TG0 B—10 " " ") g 10...0% " 10...0 10 Tk—1" ) 1001 10

5.b. Isomorphisme entre les hypercohomologies de L°[1], S°[1] et B°.

Dans toute la suite on calculera I'hypercohomologie de Cech par rapport & un recouvrement
U & intersections convexes fixé, et on identifiera HF(U, F*) et HF(X,F*). Un élément de
HPH(X, L*[1]), avec p > 1 et ¢ > 1, est donné par une famille de cochaines

APT e CO(EPT), ATt e CPTITTEIET), 0K r<p—1,0<s<qg—1
avec les relations de cocycle
dyP4 =0, ag,ypfl,qfl + (_1)p+q(§,yp,q =0
VISr<p—1,1<s<qg—1, O +0y"" 4 (=1)" oy =0
Vi<s<qg—1, 0% 14 (=157 =0, Vi<r<p—1, oy 04 (=1)*+5y0=0
o0 =0
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On construit I’élément de HPT9(X,S*[1]) correspondant en suivant la feuille de route que
constitue le lemme de résolubilité locale. On va construire une (p + ¢ — 1)-hypercochaine o =
(02 r<p_1.0<s<q_1) de L® telle que v — dar soit un hypercocycle de S°.

Notation. Pour k < p+¢—2 donné, on note rp;, = max(0,k—q+1), rp. = min(k,p—1) et I,
I’ensemble des couples (7, s) avec 745 = k et i < 7 < Tmax (de sorte que £F = @(T ek Er).

On va construire a™* pour (r, s) € I, par récurrence descendante sur k :
oPour k=p+qg—2, Iy = {(p—1,9g—1)}. Comme 77 est d-fermée on peut écrire 7 =
d0ar~1a-1,
oPour k=p+q—3:90(yP~ 191 4 (=1)p~1H+a-15qP~1a=1) = 0 donc, si p = 2 et ¢ > 2,

710—1761—1 + (_1)p+q5ap—17q—1 = OaP 201 4 gap—Lq—Q’
et 'on remarque que
8(7p—27q—1 + (_1)p—2+q—15ap—27q—1) + E(Vp—l,q—Z + (_1)p—1+q—25ap—17q—2) =0.

Sip =1 (resp. ¢ = 1), on remplace da?~29~! par v?~! antiholomorphe (resp. da?~14~2 par u?~!
holomorphe).

o Supposons que pour 1 < k < p+ ¢ — 3, on ait défini, pour (r,s) € I, les cochaines a”*, si
k < r + 1 une cochaine holomorphe u"? et si k < s + 1 une cochaine antiholomorphe v%5+1,
tels que

V(r,s) € I ~ {(Tmaxs & — Tmax) b, 07" + (=1)"200"%) + O(y" 1571 4 (=1) 0 171 = 0.
On déduit de cette famille de relations une famille de cochaines o™ pour (r,s) € Iy_1, r # 0

et s # 0, telles que
,yr,s + (_1)r+sar,s — gar,s—l + 80/_1’8.

Si (0, k) (resp. (k,0)) apparteint a I, on a a la place

,YO,k + (_1>k5a0,k — gao,kfl 4+ Uo’k, (resp. ,Yk,O + (_1>k&k,0 — uk,O 4 aoékfl,O)

avec v%F antiholomorphe (resp. u*° holomorphe). On a alors bien, quand elles ont un sens, les

relations
8(,Yr,s + (_1)r+s(§ar,s) _'_5<,yr+1,371 + (_1>r+35&r+1,371> — O,

ce qui permet de poursuivre la récurrence jusqu’a k = 1 inclus.

o Lors de cette derniere étape on a défini a®, v! et u; tels que

,}/0,1 . (50[0’1 — 80&0’0 4 vO,l et ,YI,O - 5&1,0 — ul,O 4 aOéO’O.

o Finalement 99(7%° + 0a%°) = 0 donc w®° = 4%0 4 5%0 est une cochaine de O + O.
On a ainsi défini une (p + ¢)-hypercochaine de S°*[1] par

w= (W’ (") 1<r<p-1, (V") 1<5q-1),

et par construction on a bien v — w = da. Enfin, w n’est modifié que par un cobord si on
modifie v par un cobord ou si I'on change le choix des a.

L’élément correspondant dans HPT(X, B®*) s’obtient comme suit : on ne change pas u”
et v%, on écrit w*? = w0 4+ %0 avec u*® holomorphe et v*° antiholomorphe, et on pose
¢ = 0(u*?) = —§(v*?). L'hypercocycle est alors la famille (c, (u"*)o<p<p—1, (V¥*)ocscq_1). Une
écriture différente w0 = %0 +7%° modifierait cet hypercocycle par I'hypercobord 8 (u®0 —a®0).

0
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5.c. Cas ou p ou ¢q est nul. Supposons ¢ = 0, 'autre cas étant symétrique. Cette fois un
élément de HP (X, £°[1]) est simplement donné par un 0-cocycle 07 tel que dfP° = 0 (67 est
donc holomorphe 0-fermé). L’élément correspondant de HP (X, 3*) est donné par I’hypercocycle

(c,u® ... uP~10) défini par récurrence descendante comme suit :
Tout d’abord 6P est holomorphe O-fermé donc 67° = OuP~10 avec uP~1° holomorphe, et
AouP—H0 = (.

Supposons u™° construit (r > 1) tel que déu® = 0, alors (—1)"0u™* = du’ "0, avec u~10

holomorphe, et ddu"1° = 0. Finalement 6u®° = c.

5.d. Bilan. Soit un élément de HZL(X,C), représenté par une (p, ¢)-forme fermée 6. Il est
défini dans HP*(X, L[1]*) par I'hypercocycle, encore notée 6 et définie par 679 = 0|y, et 6™ =0
sinon. On applique a 6 la construction précédente : si p > 1 et ¢ > 1, il existe un hypercocycle
w = (c;u™%50%%) € ZPt4(X, B*) et une hypercochaine o = (a”*) € CPT9-1(X, L[1]*) tels que
0 = do + w. On représentera ces données sous forme du tableau suivant :

,UO,qfl

0 > :
200

c Wt o g 1o

L’égalité = da + w correspond aux relations suivantes :

( gre = 9oar-ta-l
(_1)r+85ar,s — ?ar,s—l + oo™ V1 <r<p—1,1<s<qg—-1
(=1)%0a% = 9a%s 1 4 ¢0s Vi<s<g—1
N (e = w0 ae Vi<r<po1
5a00 — 00 1 00
\ ou® = ¢

Remarquons que ces relations impliquent les relations d’hypercocycle pour u et v :
1) 0u =0 OVI < r < p— 1, —1)%5u** =00 V1 <s<g—1
p q
Si ¢ = 0, on a simplement

0 +—— (c, w0 ,u”_l’o)

avec les relations

or0 = ouP 0 (1) 6u? = ouTOVI < r<p—1, ol =c

De méme si p =0, on a
0 +— (c, %0 vo’q_l)

avec les relations

001 = 901t (—1)%60% =™ I VI r<p—1, -6’ =c
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6. STRUCTURE D’ALGEBRE SUR LES GROUPES DE COHOMOLOGIE DE BOTT-CHERN

Le but de cette partie est de munir la cohomologie de Bott-Chern entiére d’'une structure
d’algebre, c’est-a-dire de définir un produit

HY4(X,Z) x HR (X, Z) — H5P (X, 7).

Il se trouve que pour la cohomologie de Bott-Chern classique, nous disposons d’une telle struc-
ture, donnée par le produit extérieur. Il s’agit donc de voir comment le produit extérieur
“traverse” l'isomorphisme HRL (X, C) = HPT( X, B), et d’adopter la définition ainsi obtenue.

6.a. Cup-produit. On continue & travailler en cohomologie de Cech, & 'aide du cup-produit.
Plus précisément, si 77 € CH(EP9) et P9 € CY(EPY), on combine cup-produit et produit
extérieur pour définir gP9 - P4 € CRH(Er+Patd’) par

(B Bioeiice = Biowuii N Bicdves
On a les relations
(- )y = (350 B 4 (1) G ?
OB ) = (9B™) - B+ (~1)PHIFRe - (97
B(ara - By = @pr) - B+ (~1)ragra - (B3
6.b. Traduction du produit extérieur.

Proposition 6.1. On se donne p,p’,q,q" tels qu’on n'ait pas p = 0 et p £ 0, ou g = 0 et
¢ # 0. Soient {0} € HRL(X,C) et {6} € HpF (X, C), donnés par les hypercocycles

~ ~m!

w . T T & : a0 ,apP 1o

p— _ pu— o ~ 12 .
T Jodat ) BTN Ll S
Alors {0 A0} est donné aux signes prés (que l'on précisera) par I’hypercocycle
~ml _ ~n —
W _oce-a®l, Je- gL 00 L 9P’ Lo 10 10
— c-C _ — _ - o .
R I LU it 61}0‘1 Logho oo, opta—t. g0a -t

Démonstration. On écrit 0 = da + w et § = é& 4+ w. Un caleul direct montre alors que § A 6 =

OA + W avec :
efSPafi-rha-1.gar'-15-1 g P <K R<p+p —1, ¢<S<qg+q —1

RS _ 537557;0{*1-@37/‘5*(1 si 0SR<p —1, g<S<qgt+qd -1
eSS R . gyp'=1.0 si P KRKp+p -1, 0<S<qg—1
eSS . 9o si 0<SRLY —1, 0<S<qg—-1

et W= (C,UR V%) comme dans I’énoncé, a savoir

UR,O _ eR,*upr/’O . aﬂp’,I,O si p/ < R < P + p/ -1
eftxe. outto si 0OKRLKp —1
pos _ [ enSontat @S s g < S<q+q 1
N xS0 . ¢ i 0<S<qg—1

ol tous les symboles £** sont des signes que 1'on va déterminer
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Cette expression se lit plus agréablement a l’aide de 1’écriture en tableaux :

—_ ~ /__
,UO,q 1 ,UO,q 1
. oS ~ : &T/ s
0= 1 oo A s
,I_} ’ U b
c ‘ N G ‘ %0 ... g 10

aY _ ~ _ oY _ ~ _ ey ! A ~an _ N
8*7581}07(1 1 . ’Uovs q 8Rvsav07q 1 . aRvs q &‘RvsaaR P ,q 1 . a&p 175 q

~ ~ s !
oA i Sy0S | & RS 0.8 | G RO RS (RS | gp'—1.0

po; = 7 T

5% . & &'R’*C . UR’O 8R7*uR p',0 . ouP 1,0
Pour obtenir les signes, on substitue les expressions ci-dessus dans les relations (%) pour

6 A 6. On obtient les relations de récurrence suivantes :

Abaissement du deuxiéme indice, pour p/ < R<p+p —1:

(_1)p+p’+R+1€R,S si S > q+
gfhS—1 — (—1)praghs siS=gq
(—1)P'ehs siS<q—

cRx — (_1)p’€R,0

Abaissement du deuxieme indice, pour 0 < R<p' —1:

(=1)PeftS i S>q+1
cRS-1 (—1)P+aeRS 5§ =¢
(—D)EeRS siS<qg—1
eRx = (L1)RFIRO

Abaissement du deuxieme indice, pour R = * :

(—1)pers siS>q+1
Sl = (—1)pFatienS &i § =gq
e*d siS<q—
*,% *,0

g = £

Abaissement du premier indice, pour ¢ < S<g+¢ —1:

(—1)PHarSe RS si R > pf 41
cR-1S  — (_1)p’+5+18R,S si R = p
(—1)Pelts siR<p —1
es = (—1)Ptags

(—1)Pehs siR>2p +1
SR-1,8 (—1)P+Sehs siR=p
( 1)p+q+S+1 RS o R < p/ -1
ens = (—1)pretiehs
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Abaissement du premier indice, pour S = * :

€

(—1)Peft* siRzp +1
gfi=lx = (=1)P'ef*  siR= p
(—1)Praeh* si R<p' —1
E*’* — (_1)p+q 0,%

Pour initialiser la récurrence, il faut considérer différents cas :
Sip>1,p >1,¢g=1et ¢ >1alors eP™ - batd =1 — (_1)P+4 Q’apres

aa(apfl,qfl) 33( p'—1,4'— 1) ( 1)p+qa§<§ap71,q71 . 8&17’71,(]'71).

Sip>1,p>1,¢>1et ¢ =0 alors ePt7~14-1 = 1 d’apres

90 (aP~ 1471 (@ 10 = 9d(ar~H7 - g ),
Sip=0,p>1,g>1et ¢ >1alors e’ 14t7-1 =1 d’apreés

Ot 99 (ar T = 99(9u et @ ),
Sip=0,p>1,¢=>1et ¢ =0 alors e# 14 1 = (-1)7 d’apres

—9(* Yy 9P H0) = (=1)190(v*e L - Gar L0,
Sip>1,p >1,qg=q =0 alors e?t?~1* = 1 d’apres

QuP~10 . 9P 10 = g(uP~10 . g ~10),
Sip=p' =0,qg>1et ¢ >1alors #9791 = (=1)7*! d’apres
(=% 1) . (=9p%T ) = —(=1)1719(Qu L. 00 ),

On constate que ces différentes initialisations donnent en fin de compte les mémes formules.
Voici le tableau donnant le signe £ :

S>q (_1)pS+(p+1)(q+1) (— 1) p(R+S+q)+1 (_1)(R+p+p’+1)(s+q+p’)+p+q
S<qg—1 1 ( I)R(S+p+q+1)+p+q+1 (_1)p’(R+S+p+q+1)
S = % 1 (—1)Pra(B+) (—1)P (B+pta)
R=x R<yp —1 RZ>p

t

Comme annoncé, on utilise les formules ci-dessus pour mettre une structure d’anneau sur
o
Hpl (X, Z).

Remarques. 1. Le produit extérieur étant anti-commutatif, le produit ainsi défini 'est aussi
(cela pourrait se vérifier directement). Ceci permet de traiter les cas p # 0, p’ = 0 et ¢ = 0,
q #0.

2. La formule obtenue est compatible, aux signes pres, avec le produit en cohomologie de
Deligne, tel qu'il est par exemple défini dans [EV8S].

7. ELEMENTS DE STRUCTURE DES GROUPES DE COHOMOLOGIE DE BOTT-CHERN ENTIERE

On va donner ici quelques indications sur la structure des groupes HpA(X,Z) a l'aide de
suites exactes faisant intervenir des groupes connus.
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7.a. Lien avec la cohomologie de Bott-Chern usuelle. On a le diagramme commutatif
suivant :
HE¢(XZ)  =%% Hpt(X,C)
Loz Lo
HPM(X, Z(p) 5> HPHI(X,C)
Proposition 7.1. Soient £ € Hpl(X,C) et « € HPT(X,Z(p)) des classes telles que (&) =
e(a). Alors il existe une classe & € Hpd (X, Z) telle que £ = epc(§) et o = ¢z(§).

Démonstration. Soit 6 = (c; u;v) un hypercocycle représentant £, et a un cocycle représentant
a. Par hypothese {c} = {a} € Hp+q(X C), donc il existe une cochaine b € CP*9-1( X, C) telle
que ¢ — 6b = a. On pose 6 = 6 — (5(() 0;0) qui est un hypercocycle de By, et dont la classe
€ € H%4(X,Z) convient. O

Remarque. 1l n’y a pas en général unicité de cet élément, comme le montrera un peu plus loin
I’exemple de I'espace projectif.

Il est également intéressant de considérer la suite exacte courte de complexes
0 — Bgpy — B—C/Z—0

et la suite exacte longue associée qui s’écrit, compte tenu de I'interprétation hypercohomologique
de la cohomologie d’Aeppli (voir la remarque du paragraphe 2.c.)

HATHH(X,€) — HY (X, C/Z) — HEE(X,Z) — Hp4(X, C)

7.b. Analogue de la suite exacte exponentielle. La suite exacte exponentielle classique
est la suite exacte courte donnée par

exp(27rz

0—7Z—0 o* — 0.

Une retraduction de lexactitude de cette suite est le fait que le complexe O*[1], formé de
I'unique terme O* en position 1, est quasi-isomorphe au complexe de Deligne 0 - Z — O — 0
et, sous ce quasi-isomorphisme, la suite exacte exponentielle s’apparente a la suite exacte courte
de complexes de faisceaux

0— O[] —(Z—0)—7Z—0.

On cherche ici un analogue de cette suite exacte.
On définit pour p > 1 les complexes de De Rham holomorphes tronqués par

QL, = FrQ° 0— QF — Qptl
Q,: 0= — ... -0

Supposons que p > 1 et ¢ > 1. On considere la suite exacte courte évidente
0— (2, ® Q) [1] — By — Z(p) — 0

et la suite exacte longue d’hypercohomologie correspondante, qui fait intervenir les groupes
H* (X, Q2 ). Compte tenu de I'isomorphisme entre Z et Z(p), on obtient :

HPHY(X,Z) — B (X, Q8 @ ﬁgq) — H%L(X,Z) —» H"Y(X,Z) - HPM(X, Q% @ §’<q).

Ces groupes peuvent étre calculés, dans le cas kahlérien compact, a ’aide de la décomposition
de Hodge :
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Lemme 7.2. Supposons X kdhlérienne compacte. Alors pour p € N* et k € N on a
H*(X,0,) = € H™(X,C).
r+s=k
r<p
Démonstration. 1l ressort comme conséquence de la théorie de Hodge que le morphisme
HY (X, Q) — H*(X, Q%) = H*(X,C)

est injectif, d’image

P #(x,C).

r+s=~k
rzp

On conclut a ’aide de la suite exacte courte 0 — Q;p — Q= Q'<p — 0. ]

En particulier

(X0, e0,)= @ HU(X.C)=HH(X,C)

r4+s=p+q—1
HP (X, Q8 @ ﬁ;q) — @ H™(X,C) = HPM9(X,C)/HP(X,C),
r+s=p+q
(r,8)#(p.q)

et la suite exacte longue précédente se réécrit
HP""Y(X,Z) — H""Y(X,C) — HBL(X,Z) — H"(X,Z) — HPYY(X,C)/H"(X,C).

7.c. Groupes H%(X,Z) et cohomologie de Deligne. On considere cette fois la suite exacte
courte

0 — ()] — Bzg) — Z(p)p — 0
qui relie la cohomologie de Bott-Chern entiere a la cohomologie de Deligne. La situation est
particulierement intéressante dans le cas ou p = ¢ :

Proposition 7.3. Soit p > 1. Alors
HEE(X,2) = HY'(X, Z(p)) & B 1(X, Q).
En particulier, si X est kahlerienne compacte,

HEZ(X,2) = HY (X, Z(p))® @ H™(X,C).

r4+s=2p—1
r>s

Démonstration. On remarque simplement que, dans le cas p = ¢, la suite exacte courte précédente
est scindée par le morphisme
O e
u > (u, (=1 ),
Le signe (—1)P*! est nécessaire pour rendre le diagramme

@riyz Y (9@6

= W u i
(2mi)PZ — O
commutatif, et la commutativité se propage jusqu’a la fin du complexe, y compris au dernier
rang car p = q.
Le cas kahlerien provient du lemme 7.2. O
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7.d. Cohomologie de l’espace projectif. On va appliquer ces résultats pour calculer la
cohomologie de 'espace projectif.

Proposition 7.4. 1. Pour p € {0,...,n} on a HZA(P",Z) = Z, et on a lisomorphisme
d’algebre
P HL (B, 7) = Zfp)
p

ot h est un générateur de H g (P, 7).
2. 8t p # q alors
0 st p+ q est pair

P.q ~
Hige(X, Z) = { C/Z sip—+ q est impair

Démonstration. Le premier point provient de la proposition 7.3 : le terme

@ s (Pn’ (C)
r+s=2p—1
r>s

est nul pour I'espace projectif, de sorte que la sous-algebre EBp HYZ.(P™, Z) s’identifie & la méme
sous-algebre pour la cohomologie de Deligne, pour laquelle le résultat est vrai.

Dans le cas ou p # ¢, on considere la suite exacte du paragraphe 5.a., et le fait que si p # q,
alors HRL(P",C) =0 et H} "~ '(P",C) = 0. On a donc

HEL(P",Z) = HPY~Y(P",C/7Z),

d’ou le résultat annoncé. O

8. CLASSES DE CHERN EN COHOMOLOGIE DE BOTT-CHERN ENTIERE

On souhaite définir des classes de Chern dans ces groupes de cohomologie. En fait, il suffit de
le faire dans le cas des fibrés en droites, des techniques classiques permettant de passer au fibrés
vectoriels de tout rang puis aux faisceaux cohérent et en particulier aux cycles analytiques.

8.a. Expression de la classe de Chern d’un fibré en droites dans les différentes
cohomologies. Soit L un fibré en droites holomorphe sur X, et U = (U;) un recouvrement a
intersections convexes tel que sur Uj, L soit trivialisé par une section e; partout non nulle. On
note g;; la fonction de transition définie sur U; N Uy par ex(z) = gjx(x)e;j(x), I'élément

{9} € H'(U,0") = H'(X, 07)
déterminant la classe d’isomorphisme de L.

Le complexe de Deligne Z(1)p : Z(1) — O — 0 est quasi-isomorphe au complexe O*[1],
via l'exponentielle exp : O — O* dont le noyau est précisément le faisceau Z(1). Les es-
paces HA(X,Z(1)) et H'(X,O*) sont donc isomorphes, et on note c¢;(L)p I'image par cet
isomorphisme de 'élément {g;.} € H'(X, O*). Explicitement, quitte a raffiner le recouvrement

U on peut supposer que gjr = exp(u;x), et la condition de cocycle pour g¢;;, implique que
d(ujp) = (2mic) € Z*(X,Z(1)). Finalement

ai(L)p = {(2micjum), (uzm)} € Hp(X, Z(1)).

L’image par le morphisme d’hypercohomologie induit par la projection Z(1)p — Z(1) donne,
apres division par 27, la premiere classe de Chern usuelle

c1(L)z = {(ejwm)} € H*(X, Z),
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et, via I'inclusion de faisceaux Z C C, la méme formule définit ¢;(L)c € H?*(X, C).

Munissons a présent L d’une métrique hermitienne h. Soit D la connexion de Chern associée
a (L, h) et © la courbure de cette connexion. C’est une (1, 1)-forme d-fermée qui définit donc
une classe de Hé’é(X ,C), cette classe étant indépendante de la métrique hermitienne choisie.
On définit usuellement la premiere classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern comme
la classe .
ci(L)pc = {%@} € Hyo(X,C),

de sorte que I'image de cette classe dans la cohomologie de De Rham H?(X,C) coincide avec
¢1(L)c via I'isomorphisme de De Rham-Weil. Toutefois, comme Z(1) apparait préférentiellement
a 7Z, c’est la classe 2micy(L)pe = {—O} que nous allons considérer.

Sur Uj, la connexion de Chern est donnée par

D(&;(x)e;j(x)) = (d&;(x) — Op;(x)E;(x)) © e;(x))
ou p; est le poids de la métrique dans la trivialisation, défini par la formule
e 9 = le;(2)]7,
et vérifiant la condition de compatibilité sur U; N Uy, :
—Pk t @5 = Uk + Ujk-

La courbure sur U; est de ce fait donnée par Oy, = 85@, et I’hypercocycle de B correspondant
a —0O est donc

{0} «— {(@micjn), (uj), (W)} -
Les ¢y, étant entiers, on a défini la premiere classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern
entiere :
er(L)poz = {(2mici), (ug), (W)} € Hpe (X, Z),
de sorte que

epci(L)pez = c1(L)p, epcai(L)pey = 2mici(L)pe.

8.b. Classes de Chern des fibrés vectoriels et des faisceaux cohérents. Pour une variété
complexe lisse X, on souhaite définir pour tout fibré vectoriel holomorphe E de rang r des classes
de Chern ¢ (E)pcyz € Hg’g(X ,Z). On utilise la méthode d’espace classifiant et de principe de
scindage de A. Grothendieck [Gro56] :

Proposition 8.1. Les classes de Chern sont uniquement déterminées par les conditions suiv-
antes :
Fonctorialité : pour toute application holomorphe f Y — X et tout fibré E sur X on a

fren(E)pez = au(f*E)peg € HEa(Y, Z);
Compatibilité avec les classes de Chern usuelles : pour tout fibré E sur X, l'image de c,(E)pcz

dans H?*(X,Z) coincide avec la classe de Chern usuelle c(E).

Théoréme 8.2 (Principe de scindage). Soit E un fibré vectoriel de rang r sur la variété X,
alors il existe une variété Y et une application holomorphe f :Y — X telles que :
1. Le morphisme de cohomologie f* : Hpt(X,Z) — Hpt(Y,Z) est injectif,
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2. Le fibré image réciproque f*E sur'Y est filtré par des fibrés en 0 = FEy C E; C --- C E, =
f*E sur'Y dont les quotients successifs sont des fibrés en droites.

Démonstration. On prend pour Y la variété des drapeaux complets
v={0=VycWVicC...CcV,=V}

pour chaque fibre V' = E,, avec la projection naturelle f : ¥ — X et on note Ej le fibré
universel tel que F;, = V. Le point 2. est alors bien vérifié. En fait cette variété de drapeaux se
réalise de proche en proche en considérant tout d’abord le fibré en espaces projectifs P(E) — X
...] Localement, P(E)|y a la structure du produit U x P"~!. On souhaite appliquer la formule
de Kiinneth pour justifier que O

Définition. Avec les notations précédentes, la classe de Chern de E est I'unique élément
ke
c(E) € @HBC(Xv Z)
k=0

tel que

T
freoB) =1+ e1(B/Ej1)pez) € €D Hya (Y, 2)
j=1
On souhaite maintenant définir les classes de Chern d’un faisceau cohérent. Le cas le plus

simple est celui o 'on suppose X soit projective, soit de Stein. En effet, si F est un faisceau
cohérent sur la variété projective ou de Stein X, alors il existe une résolution de F par des
faisceaux localement libres, que 'on peut supposer finie de longueur n = dim X d’apres le
théoreme des syzygies :

0O—=L,— - —=E—=F—=0

L’axiome des suites exactes pour les classes de Chern nous amene donc a définir

C.(‘F)BC7Z = CQ(EO)BC,Z : Co(El)Elc,Z """ Co(En)(B;C%?Zna

les classes de Chern étant inversibles dans ’anneau de cohomologie puisque ¢y = 1.
Dans le cas général, on utilise le résultat classique suivant.

Proposition 8.3. Soit X une variété complexe et F un faisceau cohérent sans torsion sur X.
Alors il existe une modification p: X — X telle que p*F soit localement libre.

Démonstration. Au faisceau cohérent F on peut associer la variété projective P(F) au dessus
de X, définie comme suit ([Fis76], paragraphe 1.9.) : on a localement une suite exacte

ogm 4 0" — Fly — 0
et la suite duale
t
UxC"&UxC + V(Fly) « 0
ou les espaces V (F|y) C U x C" se recollent en un espace linéaire au dessus de X, ce qui permet

de définir P(F) — X, la variété projective au dessus de X définie par F.
O

On peut de plus supposer X lisse & l'aide du théoréme d’Hironaka. On peut ainsi définir les
classes de Chern d’un faisceau sans torsion, le cas de la torsion étant traité par récurrence.
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