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d’Iwasawa est un exemple typique de ce qui se produit dans le cas non kählerien. Le texte se
termine par des applications élémentaires à la théorie des déformations de Kodaira-Spencer et
au calcul des classes de Chern.
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4.b. Complexes associés aux groupes de Bott-Chern 14
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6. Structure d’algèbre sur les groupes de cohomologie de Bott-Chern 20

6.a. Cup-produit 20
6.b. Traduction du produit extérieur 20
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cohomologies 25
8.b. Classes de Chern des fibrés vectoriels et des faisceaux cohérents 26
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Première partie : Groupes de cohomologie de Bott-Chern comme espaces de

formes

1. Définition des groupes de Bott-Chern

On commence par rappeler la définition des groupes de cohomologie de Bott-Chern usuelle
sur une variété complexe lisse, définis comme espaces de formes ([Dem93]).

1.a. Invariants cohomologiques d’une variété complexe.

Soit X une variété analytique complexe. On considère, pour k ∈ {0, . . . , 2n = dimRX},
l’espace Ek(X) des formes différentielles de degré k à valeurs complexes sur X . Celui-ci admet

la décomposition

Ek(X) =
⊕

06p,q6n
p+q=k

Ep,q(X)

où Ep,q(X) désigne l’espace des formes de type (p, q) sur X .

La différentielle d : Ek(X)→ Ek+1(X) se décompose sous la forme d = ∂ + ∂ avec

∂ : Ep,q(X)→ Ep+1,q(X), ∂ : Ep,q(X)→ Ep,q+1(X).

Les invariants cohomologiques traditionnels sur X sont les groupes de cohomologie de De

Rham et de Dolbeault, définis par

Hk
DR(X,C) =

ker(d : Ek(X)→ Ek+1(X))

im(d : Ek−1(X)→ Ek(X))

Hp,q

∂
(X,C) =

ker(∂ : Ep,q(X)→ Ep,q+1(X))

im(∂ : Ep,q−1(X)→ Ep,q(X))
.

Définition. Le groupe de cohomologie de Bott-Chern de bidegré (p, q) sur une variété complexe

X est l’espace des (p, q)-formes d-fermées quotienté par l’espace des formes ∂∂-exactes :

Hp,q
BC(X,C) =

ker (∂ : Ep,q(X)→ Ep+1,q(X)) ∩ ker
(
∂ : Ep,q(X)→ Ep,q+1(X)

)

im
(
∂∂ : Ep−1,q−1(X)→ Ep,q(X)

)

Il est facile de voir que
⊕

p,qH
p,q
BC(X,C) est muni d’une structure d’algèbre bigraduée induite

par le produit extérieur des formes.

La définition même de ces différents espaces fournit des applications canoniques

Hp,q
BC(X,C)→ Hp+q

DR (X,C), Hp,q
BC(X,C)→ Hp,q

∂
(X,C).

1.b. Cas d’une variété kählerienne compacte.

Si X est une variété kählerienne compacte, la théorie de Hodge fournit le résultat très utile
suivant :

Lemme 1.1 (du ∂∂). Soit X une variété kählerienne compacte et α une forme de type (p, q)
d-fermée. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) La forme α est d-fermée.
ii) La forme α est ∂-fermée.

ii) La forme α est ∂-fermée.
iii) La forme α est ∂∂ fermée.
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On déduit de ce résultat que les applications suivantes sont des isomorphismes :

Hp,q
BC(X,C)

∼
−→ Hp,q

∂
(X,C),

⊕

p+q=k

Hp,q
BC(X,C)

∼
−→ Hk

DR(X,C).

En particulier, la décomposition de Hodge est naturelle au sens où elle ne dépend pas du choix

d’une métrique kählerienne sur X , de même que la symétrie de Hodge, puisque par définition
on a bien sûr Hq,p

BC(X,C) = Hp,q
BC(X,C).

1.c. Exemple dans le cas non kählerien.

La situation est différente dans le cas non kählerien, comme le montre l’exemple de la variété

d’Iwasawa. Soit G le groupe de Heisenberg, constitué des matrices de la forme

M(x, y, z) =




1 x z
0 1 y
0 0 1


 , x, y, z ∈ C,

et soit Γ le sous-groupe discret des matrices de la même forme dont les entrées sont des entiers

de Gauss. On définit la variété d’Iwasawa X comme le quotient G/Γ. Les formes holomorphes
dx, dy et dz − xdy sur G, obtenues comme composantes de M−1dM , sont invariantes sous

l’action à gauche de Γ. Elles induisent donc des formes holomorphes α, β, γ sur X . Le fait que
la forme γ n’est pas d-fermée (on a ∂γ = −α ∧ β) entrâıne que X n’est pas kählerienne. On

peut facilement calculer les groupes de Dolbeault, De Rham et Bott-Chern à l’aide des formes
α, β, γ (voir aussi dans [FG86] pour les deux premiers).

Proposition 1.2. Le diamant de Hodge, les nombres de Betti et le diamant de Bott-Chern de

la variété d’Iwasawa sont :

1 1 1
2 3 4 3 3

2 6 3 8 2 8 2
1 6 6 1 10 1 6 6 1

3 6 2 8 3 4 3
3 2 4 2 2

1 1 1

Démonstration. Les formes α, β, γ et leurs conjugués engendrent la C∞(X)-algèbre des formes
différentielles sur X . Pour M ∈ G on note τM l’opérateur de multiplication par M , bien défini

sur X et tel que τ ∗Mα = α, de même que pour β et γ. Soit dµ une mesure invariante sur X de
volume 1, alors pour une forme ω sur X la forme

ω̃ =

∫

M

τ ∗Mω dµ(M)

est à coefficients constants en α, β, γ et leurs conjugués. De plus si ω est d-fermée (resp. ∂-

fermée) alors par homotopie ω̃ lui est d-cohomologue (resp. ∂-cohomologue). En conséquence,
les groupes de De Rham et Dolbeault se calculent en testant la fermeture et l’exactitude des

formes composées à partir de α, β, γ. En particulier, on a une décomposition (qui n’est pas de
Hodge) des groupes Hk

DR(X,C) selon le bidegré de ces générateurs. Par exemple,

H2
DR(X,C) = 〈{α ∧ γ}, {β ∧ γ}〉

C

⊕
〈
{α ∧ α}, {α ∧ β}, {β ∧ α}, {β ∧ β}

〉
C

⊕(
〈
{α ∧ γ}, {β ∧ γ}

〉
C
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Pour calculer les groupes de Bott-Chern, il faut tenir compte d’une part des formes d-fermées

non d-exactes, données par les groupes de De Rham, et d’autre part des formes d-exactes mais
non ∂∂-exactes (telles que α ∧ β). Pour l’exemple, détaillons le calcul de H2,2

BC(X,C) :

D’après le calcul de H4
DR(X,C), une (2, 2)-forme d-fermée est d-cohomologue à une combi-

naison linéaire des formes suivantes :

α ∧ γ ∧ α ∧ γ, α ∧ γ ∧ β ∧ γ, β ∧ γ ∧ α ∧ γ, β ∧ γ ∧ β ∧ γ.

Il suffit donc de traiter le cas d’une forme d-exacte, que l’on notera ω = dη. En décomposant η
selon son bidegré on obtient les équations :

∂η0,3 = 0, ∂η0,3 + ∂η1,2 = 0, ∂η1,2 + ∂η2,1 = ω, ∂η2,1 + ∂η3,0 = 0, ∂η3,0 = 0.

Si η0,3 est ∂-exact, disons η0,3 = ∂ξ, alors ω = d(η − dξ) où η − dξ n’a pas de composante

de type (0, 3), donc on peut supposer η0,3 = 0. On peut ainsi se ramener au cas où η0,3 est
une forme à coefficients constants en α, β, γ, dont la classe est un générateur de H0,3

∂
(X,C). En

l’occurence, ce groupe est de dimension 1, engendré par la classe de α∧β ∧ γ qui est une forme

∂-fermée. On déduit alors de la seconde équation que ∂η1,2 = 0. Si η1,2 est ∂-exact, le terme

∂η1,2 dans ω est ∂∂-exact et ne donne donc pas de contribution au groupe de Bott-Chern. On
peut ainsi supposer que η1,2 est une des formes à coefficients constants en α, β, γ générateur de

H1,2

∂
(X,C), c’est-à-dire l’une des six formes suivantes :

α ∧ α ∧ γ, α ∧ β ∧ γ, β ∧ α ∧ γ, β ∧ β ∧ γ, γ ∧ α ∧ γ, γ ∧ β ∧ γ

Parmi celles-ci, les quatre premières sont ∂-fermées mais pas les deux dernières ; on a en effet

∂(γ ∧ α ∧ γ) = −α ∧ β ∧ α ∧ γ et ∂(γ ∧ β ∧ γ) = −α ∧ β ∧ β ∧ γ

Ces deux éléments vont donner deux nouvelles classes dans H2,2
BC . Par symétrie, la même étude

concernant ∂η2,1 fournit les deux classes conjuguées, et on obtient finalement

H2,2
BC(X,C) = 〈 {α ∧ γ ∧ α ∧ γ}, {α ∧ γ ∧ β ∧ γ}, {β ∧ γ ∧ α ∧ γ}, {β ∧ γ ∧ β ∧ γ},

{α ∧ β ∧ α ∧ γ}, {α ∧ β ∧ β ∧ γ}, {α ∧ γ ∧ α ∧ β}, {β ∧ γ ∧ α ∧ β} 〉
C
,

qui est de dimension 8. �

Dans les tableaux suivants, on récapitule les générateurs des différents groupes de cohomologie

considérés. On constate que pour cette variété l’application Hp,q
BC(X,C) → Hp,q

∂
(X,C) est non

surjective pour p = 1 (par exemple, γ n’a pas d’antécédent) et non injective pour q = 2 (par
exemple α ∧ β = ∂(−γ) n’est pas ∂∂ exacte).

2. Théorie de Hodge de la cohomologie de Bott-Chern

2.a. Isomorphismes de Hodge classiques.

Soit X une variété complexe compacte munie d’une métrique hermitienne ω. Celle-ci permet

de définir les adjoints des opérateurs d, ∂, ∂ et les laplaciens associés :

∆ = dd∗ + d∗d : Ek(X)→ Ek(X),

∆′ = ∂∂∗ + ∂∗∂ : Ep,q(X)→ Ep,q(X), ∆′′ = ∂ ∂
∗
+ ∂

∗
∂ : Ep,q(X)→ Ep,q(X).

On note Hk
∆(X) l’espace des formes harmoniques globales pour le laplacien ∆ agissant sur les

formes de degré k, etc. La théorie de Hodge fournit alors des isomorphismes

Hk
DR(X,C)

∼= Hk
∆(X), Hp,q

∂
(X,C) ∼= H

p,q
∆′′(X).
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α ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
q = 3 α ∧ β ∧ γ β ∧ α ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ

γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ α ∧ β ∧ γ

α ∧ γ α ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ γ α ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ γ
q = 2 β ∧ γ β ∧ α ∧ γ β ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ γ β ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ β ∧ γ

γ ∧ α ∧ γ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ β ∧ γ

α α ∧ α α ∧ β α ∧ γ ∧ α α ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ α
q = 1 β β ∧ α β ∧ β β ∧ γ ∧ α β ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ β

γ ∧ α γ ∧ β α ∧ β ∧ α α ∧ β ∧ β
α α ∧ γ

q = 0 1 β β ∧ γ α ∧ β ∧ γ
γ α ∧ β

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3

Table 1. Cohomologie de Dolbeault de la variété d’Iwasawa

q = 3 α ∧ β ∧ γ α ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
α ∧ α ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ

q = 2 α ∧ γ α ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ γ α ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ γ
β ∧ γ β ∧ α ∧ γ β ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ γ β ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ β ∧ γ

q = 1 α α ∧ α α ∧ β α ∧ γ ∧ α α ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ α
β β ∧ α β ∧ β β ∧ γ ∧ α β ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ β

q = 0 1 α α ∧ γ α ∧ β ∧ γ
β β ∧ γ

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3

Table 2. Cohomologie de De Rham de la variété d’Iwasawa

α ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
q = 3 α ∧ β ∧ γ β ∧ α ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ

α ∧ β ∧ α ∧ β ∧ γ

α ∧ γ α ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ γ α ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ γ
q = 2 β ∧ γ β ∧ α ∧ γ β ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ γ β ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ β ∧ γ

α ∧ β α ∧ α ∧ β β ∧ α ∧ β α ∧ β ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β
α ∧ γ ∧ α ∧ β β ∧ γ ∧ α ∧ β

α α ∧ α α ∧ β α ∧ γ ∧ α α ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ α
q = 1 β β ∧ α β ∧ β β ∧ γ ∧ α β ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ β

α ∧ β ∧ α α ∧ β ∧ β
α α ∧ γ

q = 0 1 β β ∧ γ α ∧ β ∧ γ
α ∧ β

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3

Table 3. Cohomologie de Bott-Chern de la variété d’Iwasawa
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Rappelons brièvement la démonstration du premier isomorphisme (celle du second est iden-

tique) : le laplacien ∆ est un opérateur différentiel auto-adjoint, dont le symbole principal est
donné, pour x ∈ X et ξ ∈ T ∗

X,x, par :

σ∆(x, ξ) = −|ξ|
2
ω IdΛp,qT ∗

X,x
.

C’est donc un opérateur elliptique, ce qui garantit alors une décomposition orthogonale

Ek(X) = Hk
∆(X)⊕ im∆ = Hk

∆(X)⊕ im d⊕ im d∗.

Etant donnée une k-forme u, elle s’écrit dans cette décomposition u = h + dv + d∗w. Sous
cette écriture on a du = 0 si et seulement si dd∗w = 0, ce qui équivaut à d∗w = 0. Finalement

ker d = Hk
∆(X)⊕ im d, d’où l’isomorphisme de Hodge.

2.b. Isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott-Chern.

Nous souhaitons obtenir un résultat analogue pour la cohomologie de Bott-Chern

Hp,q
BC(X,C) =

ker ∂p,q ∩ ker ∂
p,q

∂∂Ap−1,q−1
.

Il semble donc naturel de considérer le “laplacien de Bott-Chern” suivant :

∆p,q
BC = (∂∂)(∂∂)∗ + ∂∗∂ + ∂

∗
∂

En effet, c’est un opérateur auto-adjoint vérifiant, pour une forme ϕ de bidegré (p, q),

〈〈∆p,q
BCϕ, ϕ〉〉 = ‖(∂∂)

∗ϕ‖2 + ‖∂ϕ‖2 + ‖∂ϕ‖2.

Si la théorie précédente s’appliquait, on obtiendrait une décomposition orthogonale

Ep,q(X) = Hp,q
∆BC

(X)⊕ im ∂∂ ⊕ (im ∂∗ + im ∂
∗
)

Pour une forme u = h + ∂∂v + ∂∗w1 + ∂
∗
w2, on aurait

∂u = 0 et ∂u = 0 ⇔ ∂(∂∗w1 + ∂
∗
w2) = 0 et ∂(∂∗w1 + ∂

∗
w2) = 0

⇔
〈〈
∂∗w1 + ∂

∗
w2, ∂

∗w1 + ∂
∗
w2

〉〉

⇔ ∂∗w1 + ∂
∗
w2 = 0

d’où l’on déduirait ker ∂p,q ∩ ker ∂
p,q

= Hp,q
∆BC

(X)⊕ im ∂∂ et l’isomorphisme de Hodge souhaité.

Malheureusement :

Proposition 2.1. L’opérateur ∆p,q
BC défini ci-dessus n’est pas elliptique.

Démonstration. L’unique contribution au symbole principal est donné par le terme ∂∂ ∂
∗
∂∗.

Pour x ∈ X et ξ ∈ T ∗
X,x, exprimons les symboles principaux des différents opérateurs dans une

base (dzI ∧ dzJ)|I|=p,|J |=q associée à des coordonnées (zk) au voisinage de x.

Notation. Soit I un multi-indice. Pour i ∈ I on note αi la position de i dans I et I r i le
multi-indice I privé de i. pour k /∈ I on note Ik le multi-indice I ∪k réordonné et γk la position

de k dans ce nouveau multi-indice.
Pour des entiers i 6= k on note εik le signe de k − i.
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Les coefficients non nuls des matrices des symboles principaux considérés sont :

(σ∂(x, ξ))I,J ;Ik,J = (−1)γk−1ξk (σ∂∗(x, ξ))I,J ;Iri,J = (−1)αiξk
(σ∂(x, ξ))I,J ;I,Jl = (−1)|I|+δl−1ξl (σ∂∗(x, ξ))I,J ;I,Jrj = (−1)|I|+αjξj

On en déduit

(σ∂∂∂∗
∂∗(x, ξ))I,J ;I,J =

(
∑

i∈I

|ξi|
2

)(
∑

j∈J

|ξj|
2

)
,

(σ∂∂∂∗
∂∗(x, ξ))I,J ;Ikri,J = (−1)αi+γk−1εikξiξk

(
∑

j∈J

|ξj|
2

)
,

(σ∂∂∂∗
∂∗(x, ξ))I,J ;I,Jlrj = (−1)βj+δl−1εjlξjξl

(
∑

i∈I

|ξi|
2

)
,

(σ∂∂∂∗
∂∗(x, ξ))I,J ;Ikri,Jlrj = (−1)αi+βj+γk+δlεikεjlξiξkξkξl.

Ce symbole n’est pas injectif dès que |I| 6= n ou |J | 6= n. S’il existe par exemple k /∈ I alors
σ∂∂∂∗

∂∗(x, dzk) = 0. �

On va donc modifier l’opérateur ∆p,q
BC en ajoutant d’autres termes d’ordre 4 pour le rendre

elliptique. Concrètement, nous posons

∆̃p,q
BC = ∂∂ ∂

∗
∂∗ + ∂

∗
∂∗∂∂ + ∂

∗
∂∂∗∂ + ∂∗∂ ∂

∗
∂ + ∂

∗
∂ + ∂∗∂

Dans le calcul de la matrice du symbole principal associé, tous les termes non diagonaux se
compensent. Quant aux termes diagonaux, on a :

(σ∂∗
∂∗∂∂(x, ξ))I,J ;I,J =

(
∑

k/∈I

|ξk|
2

)(
∑

l /∈J

|ξl|
2

)

(σ∂∗
∂∂∗∂(x, ξ))I,J ;I,J =

(
∑

i∈I

|ξi|
2

)(
∑

l /∈J

|ξl|
2

)

(σ∂∗∂∂
∗
∂(x, ξ))I,J ;I,J =

(
∑

k/∈I

|ξk|
2

)(
∑

j∈J

|ξj|
2

)

Ainsi,

σ∆̃p,q
BC

(x, ξ) = |ξ|4ω IdΛp,qT ∗

X,x

L’opérateur ∆̃p,q
BC est donc bien elliptique, et par ailleurs a le même noyau que ∆p,q

BC :

∆̃p,q
BCu = 0 ⇔ ∂u = ∂u = ∂

∗
∂∗u = ∂∂u = ∂∗∂u = ∂

∗
∂u = 0

⇔ ∂u = ∂u = ∂
∗
∂∗u = 0.

On a donc démontré :

Théorème 2.2 (Décomposition et isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott-Ch-

ern). On a une décomposition orthogonale

Ep,q(X) = Hp,q
∆BC

(X)⊕ im ∂∂ ⊕ (im ∂∗ + im ∂
∗
)

et un isomorphisme

Hp,q
BC(X,C)

∼= H
p,q
∆BC

(X).
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Corollaire 2.3. Si X est une variété complexe compacte alors ses groupes de cohomologie de

Bott-Chern sont de dimension finie.

Démonstration. Le noyau d’un opérateur différentiel elliptique sur une variété compacte est de
dimension finie. �

Terminons par le cas kählerien : l’utilisation d’identités de commutations telles que [∂
∗
, ω∧·] =

i∂ donne le résultat classique suivant, et son analogue de Bott-Chern :

Proposition 2.4. Si (X,ω) est kählerienne compacte, on a les identités

∆′ = ∆′′ =
1

2
∆, ∆̃BC = ∆′′∆′′ + ∂∗∂ + ∂

∗
∂

et les espaces de formes harmoniques Hp+q
∆ ∩ Ep,q(X), Hp,q

∆′′ et H
p,q

∆̃BC
cöıncident.

De plus, la forme de Kähler ω ∈ E1,1(X) est harmonique pour tous les laplaciens considérés.

2.c. Cohomologie d’Aeppli.

L’exemple déjà considéré de la variété d’Iwasawa montre qu’il n’y a pas d’analogue à la

dualité de Serre pour la cohomologie de Bott-Chern (cette dualité correspond à une symétrie
centrale du diamant). Cela provient de la dissymétrie des opérateurs utilisés dans la définition

des groupes de Bott-Chern.
Pour une variété compacte X , le dual de Hp,q

BC(X,C) est le groupe de cohomologie d’Aeppli

Hn−p,n−q
A (X,C) où

Hp,q
A (X,C) =

ker ∂∂ : Ep,q(X)→ Ep+1,q+1(X)

(im ∂ : Ep−1,q(X)→ Ep,q(X)) + (im ∂ : Ep,q−1(X)→ Ep,q(X))
.

Lemme 2.5. Le produit extérieur induit une application bilinéaire

∧ : Hp,q
BC(X,C)×H

r,s
A (X,C)→ Hp+r,q+s

A (X,C).

Démonstration. Le produit d’une forme d-fermée et d’une forme ∂∂-fermée est une forme ∂∂-

fermée. Par ailleurs, le produit d’une forme d-fermée par une forme d-exacte est d-exact, et le

produit d’une forme ∂∂-exacte par une forme ∂∂-fermée est lui aussi d-exact. Pour montrer ce
dernier point, on utilise la formule suivante : si α est une (p−1, q−1)-forme et β une (r, s)-forme

∂∂-fermée alors

∂∂α ∧ β =
1

2
d
[
(∂α− ∂α) ∧ β + (−1)p+qα ∧ (∂β − ∂β)

]
.

�

En particulier on a un appariement

Hp,q
BC(X,C)×H

n−p,n−q
A (X,C)→ Hn,n

A (X,C) = Hn,n
DR(X,C)

∼
→ C,

la dernière flèche étant donnée par l’intégration sur X .

De la même manière que les groupes de Bott-Chern, les groupes de cohomologie d’Aep-

pli d’une variété compacte s’identifient aux formes harmoniques pour un laplacien d’ordre 4.
L’opérateur a priori naturel

∆p,q
A = ∂∂∗ + ∂ ∂

∗
+ (∂∂)∗(∂∂)
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n’étant pas elliptique, on le remplace par l’opérateur elliptique de même noyau

∆̃p,q
A = ∂∂∗ + ∂ ∂

∗
+ ∂

∗
∂∗∂∂ + ∂∂∂

∗
∂∗ + ∂∂

∗
∂∂∗ + ∂∂∗∂∂

∗
.

La théorie des opérateurs elliptiques fournit une décomposition orthogonale

Ep,q(X) = Hp,q

∆̃A
(X)⊕ (im ∂ + im ∂)⊕ im(∂∂)∗

d’où l’on déduit l’isomorphisme de Hodge Hp,q
A (X,C) ∼= H

p,q

∆̃A
(X) de la même manière que nous

l’avons fait pour les groupes de Bott-Chern.

Les isomorphismes de Hodge ainsi construits, outre qu’ils prouvent la finitude des groupes

de Bott-Chern et d’Aeppli, permettent également de démontrer la dualité entre ces espaces. En
effet, en notant ∗ : Ep,q(X)→ En−p,n−q(X) l’opérateur de Hodge défini par u ∧ ∗v = 〈u, v〉 dV ,

on a

∂∗ = ± ∗ ∂∗, ∂
∗
= ± ∗ ∂∗,

d’où l’on déduit que

u ∈ Hp,q

∆̃BC

(X) ⇔ ∂u = 0, ∂u = 0, (∂∂)∗u = 0

⇔ ∂
∗
(∗u) = 0, ∂∗(∗u) = 0, ∂∂(∗u) = 0

⇔ ∗u ∈ Hn−p,n−q

∆̃A
(X)

L’opérateur de Hodge réalise donc un isomorphisme entre Hp,q
BC(X,C) et H

n−p,n−q
A (X,C).

Remarque. En particulier, dans le cas compact,H0,0
A (X,C) est l’espace des fonctions ∂∂-fermées,

donc constantes, ce qui prouve que l’on a toujours Hn,n
BC(X,C) = C pour une variété compacte.

3. Applications à la théorie des déformations

3.a. Le théorème de Kodaira et Spencer.

Nous nous intéressons ici au célèbre théorème affirmant qu’une petite déformation d’une
variété kählerienne est kählerienne. La preuve de ce théorème par Kodaira et Spencer, telle

qu’on peut la trouver dans [MK], repose sur l’étude d’un opérateur elliptique d’ordre 4 qui
n’est autre que l’opérateur “laplacien de Bott-Chern” précédemment défini. Ceci permet un

éclairage de la preuve en termes de cohomologie de Bott-Chern.

Commençons par l’énoncé précis du théorème. Celui-ci s’applique à une petite déforma-
tion différentiable de variétés complexes compactes. On entend par là une submersion C∞ :

π : X −→ S où S est une boule dans Rm et X une variété différentiable, telle que chaque fibre
de π soit une variété complexe compacte. Plus précisément, X est recouvert par des ouverts de

carte de coordonnées (z1, . . . , zn, t1, . . . , tm) ∈ U ⊂ Cn×Rm telles que pour t = (t1, . . . , tm) fixé,
(z1, . . . , zn) soient des coordonnées holomorphes sur Xt = π−1(t). Sous ces conditions, toutes

les variétés Xt sont C
∞-difféomorphes entre elles.

Théorème 3.1 (Kodaira, Spencer). Soit π : X −→ S une déformation différentiable de variétés

complexes compactes. On suppose que la fibre centrale X0 est kählerienne. Alors il existe ε > 0
tel que pour ‖t‖ < ε, la variété Xt est kählerienne.
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Démonstration. Soit ω0 une métrique de Kähler sur X0. A l’aide d’une partition de l’unité, on

l’étend en une 2-forme différentielle Ω sur X telle que ωt := Ω|Xt
soit une métrique hermitienne

sur Xt.

Cette métrique hermitienne permet de construire des adjoints et par suite des opérateurs ∆′′
t

et ∆̃BC,t agissant sur les formes sur Xt. De plus, la métrique ωt variant de manière différentiable,
ces opérateurs varient de manière différentiable avec t.

Par des résultats classiques de théorie spectrale, on en déduit que les valeurs propres de
ces opérateurs, ordonnées en tenant compte des multiplicités, varient continument avec t. En

particulier, pour t suffisamment proche d’un t0 fixé, le noyau de ∆′′
t (resp. ∆̃BC,t) ne peut avoir

une dimension supérieure à celle du noyau de ∆′′
t0
(resp. ∆̃BC,t0). Autrement dit, la dimension

des espaces de formes harmoniques est une fonction semi-continue supérieurement de t. En
combinant ce résultat avec les isomorphismes de Hodge, on obtient le premier ingrédient de la

preuve :

Lemme 3.2. Les nombres de Hodge hp,q
∂
(Xt) et de Bott-Chern hp,qBC(Xt) sont des fonctions

semi-continues supérieurement de t.

Remarquons que les nombres de Betti bk(X), eux, sont constants puisqu’il ne dépendent que

de la structure différentielle de la variété.
Le deuxième ingrédient est une inégalité liant certains nombres de Betti, Hodge et Bott-

Chern :

Lemme 3.3. Pour toute variété complexe compacte on a l’inégalité

b2(X) 6 2h0,2
∂
(X) + h1,1BC(X).

Si X est kählerienne compacte, il y a égalité.

Démonstration. On considère la suite exacte suivante :

0→
ker d1,1 ∩ dA1

∂∂A0
→ H1,1

BC(X,C)→ H2
DR(X,C)

u
→ H0,2

∂
(X,C)⊕H0,2

∂
(X,C)→ coker(u)→ 0

où l’application u envoie une 2-forme ψ sur ses composantes de type (2, 0) et (0, 2).

On en déduit

h1,1BC(X) = dim
ker d1,1 ∩ dA1

∂∂A0
+ b2(X) + dim cokeru− 2h0,2

∂
(X) > b2(X)− 2h0,2

∂
(X).

Le fait que l’inégalité soit une égalité dans le cas kählerien résulte de l’égalité entre les
groupes de Dolbeault et les groupes de Bott-Chern et de la décomposition de Hodge : si X est

kählerienne,

h0,2
∂
(X) + h1,1BC(X) = h2,0

∂
(X) + h0,2

∂
(X) + h1,1

∂
(X) = b2(X).

�

La variété X0 étant kählerienne, l’inégalité

b2 6 2h0,2
∂
(Xt) + h1,1BC(Xt)

est une égalité pour t = 0. Le fait que h0,2
∂
(Xt) et h

1,1
BC(Xt) soient des fonctions semi-continue

supérieurement de t implique alors que ces deux nombres sont constants pour t proche de 0.
Dans ce cas, l’espace H1,1

∆̃BC

(Xt) varie différentiablement avec t, de même que la projection

orthogonale ht de A
1,1(Xt) sur cet espace.
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En posant alors

ω̃t =
1

2
(htωt + htωt),

on obtient sur Xt une (1, 1)-forme réelle d-fermée, vérifiant

lim
t→0

ω̃t =
1

2
(h0ω0 + h0ω0) = ω0

car h0ω0 = ω0 puisque ω0 est harmonique. Comme ω0 est définie-positive, il en va de même de

ω̃t pour t assez petit, et on a bien construit une métrique de Kähler sur Xt. �

3.b. Déformations de la variété d’Iwasawa.

(Note de J.-P. Demailly, septembre 2007 : Michel Schweitzer, qui a calculé explicitement ces

déformations, n’a pas eu le temps de rédiger cette partie après son départ de l’Université de

Grenoble en juillet 2007 ; contacter directement l’auteur pour plus de détails).
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Deuxième partie : Cohomologie de Bott-Chern entière

4. Interprétation hypercohomologique de la cohomologie de Bott-Chern

Dans ce paragraphe on construit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie de Bott-

Chern et des groupes d’hypercohomologie de complexes définis à l’aide des faisceaux de formes
holomorphes et antiholomorphes. Ce procédé, utilisé par exemple dans [Dem93] pour prouver

la finitude de ces groupes, nous sert ici à définir la cohomologie de Bott-Chern entière.

4.a. Lemme de résolubilité locale. On rassemble dans la proposition suivante les liens entre

la résolubilité locale des différents opérateurs d, ∂, ∂, ∂∂, conséquences des lemmes de Poincaré
et de Dolbeault-Grothendieck :

Lemme 4.1 (de résolubilité locale). On se place sur une boule U ⊂ Cn.

1. Soit θ une forme de degré k > 1 de composantes de type (p, q) nulles sauf si p1 6 p 6 p2
(p1 < p2). Si θ est d-fermée alors θ = dα avec α de degré k − 1, de composantes de type (p, q)

nulles sauf si p1 6 p 6 p2 − 1.
2. Soit θ une (p, q)-forme, d-fermée : ∂θ = ∂θ = 0.

i) (Lemme du ∂∂ local) Si p > 1 et q > 1 alors θ ∈ ∂∂Ep−1,q−1(U) ;
ii) (Lemme de Poicaré holomorphe) Si p > 1 et q = 0 alors θ ∈ ∂Ωp−1(U) ;

ii) Si p = 0 et q > 1 alors θ ∈ ∂Ω
q−1

(U) ;

iii) Si p = q = 0 alors θ est constante.
3. Soit θ une (p, q)-forme, ∂∂-fermée : ∂∂θ = 0. Alors θ est somme d’une forme ∂-fermée et

d’une forme ∂-fermée. Autrement dit :
i) Si p > 1 et q > 1 alors θ ∈ ∂Ep,q−1(U) + ∂Ep−1,q(U) ;

ii) Si p > 1 et q = 0 alors θ ∈ Ωp(U) + ∂Ep−1,0(U) ;
ii) Si p = 0 et q > 1 alors θ ∈ ∂E0,q−1(U) + Ω

q
(U) ;

iii) Si p = q = 0 alors θ ∈ O(U) +O(U).
4. Soit θ une forme de degré k > 1 que l’on suppose “presque” d-fermée, c’est-à-dire que

l’on n’impose pas ∂θp1,q1 = 0 si p1 > 1 ni ∂θp2,q2 = 0 si q2 > 1. Alors il existe des formes

γp1,q1, αp1,q1−1, . . . , αp2−1,q2, γp2,q2 telles que γp1,q1 est ∂-fermée, γp2,q2 est ∂-fermée, et

θp1,q1 = γp1,q1 + ∂αp1,q1−1, θp1+1,q1−1 = ∂αp1,q1−1 + ∂αp1+1,q1−2, . . . ,
θp2−1,q2+1 = ∂αp2−2,q2+1 + ∂αp2−1,q2, θp2,q2 = ∂αp2−1,q2 + γp2,q2.

Démonstration. 1. On écrit θ = dβ (lemme de Poincaré). Si p1 = 0 et p2 = k il n’y a rien à
prouver, on peut donc supposer k > 2 et p1 > 0. On déduit alors de θ = dβ que ∂β0,k−1 = 0.

D’après le lemme de Dolbeault-Grothendieck, on peut écrire β0,k−1 = ∂γ0,k−2. On pose β̃ =
β − dγ0,k−2, on a toujours θ = dβ̃, mais cette fois β̃0,k−1 = 0. On peut donc supposer que β

n’a pas de composante de type (0, k − 1). En répétant ce raisonnement, on voit que l’on peut
supposer que β n’a pas de composante de type (p, q) pour p < p1. De même, si p2 < k, on élimine

les composantes de type (p, q) pour p > p2 en utilisant le lemme de Dolbeault-Grothendieck
anti-holomorphe.

2. Le iii) est évident, et ii) et ii) sont équivalents, donc on peut supposer p > 1. On applique

le 1. à la forme θ̃ définie par θ̃p−1,q+1 = 0 et θ̃p,q = θ : il existe α de type pur (p− 1, q) telle que

θ̃ = dα, donc θ = ∂α avec ∂α = 0, ce qui montre le résultat.

3. Posons θp+1,q = ∂θp,q : c’est une forme d-fermée, donc d’après le 2., θp+1,q = ∂αp,q avec
∂αp,q = 0. Ainsi θ = (θ − α) + α est somme d’une forme ∂-fermée et d’une forme ∂-fermée.
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4. On applique le 3. à θp1,q1 : on peut écrire θp1,q1 = γp1,q1 + ∂αp1,q1−1. Puis

∂(θp1+1,q1−1 − ∂αp1,q1−1) = ∂(−θp1,q1 + ∂αp1,q1−1) = 0

donc θp1+1,q1−1 = ∂αp1,q1−1 + γp1+1,q1−1 avec γp1+1,q1−1 ∂-fermée, et on continue. �

Remarque. Puisque les lemmes de Poincaré et de Dolbeault-Grothendieck sont vrais pour les

courants, on a les mêmes résultats en remplaçant les espaces de formes par les espaces de
courants.

4.b. Complexes associés aux groupes de Bott-Chern. On fixe p > 1, q > 1, et on définit
le complexe de faisceaux L•

p,q (qui sera le plus souvent noté L•) par

Lk
p,q =

⊕

r+s=k
r<p,s<q

Er,s si k 6 p+ q − 2,

Lk−1
p−1,q−1 =

⊕

r+s=k
r>p,s>q

Er,s si k > p+ q,

et la différentielle :

L0 pr
L1 ◦d
−→ L1 pr

L2 ◦d
−→ . . .→ Lk−2 ∂∂

−→ Lk−1 d
−→ Lk d

−→ . . .

On a par construction

Hp,q
BC(X,C) = Hp+q−1(L•(X)) ∼= H

p+q−1(X,L•),

l’isomorphisme venant du fait que les faisceaux Lk sont mous.
On définit un sous-complexe S• = S•

p,q de L
• = L•

p,q par :

(S ′•
p, ∂) : O → Ω1 → . . .→ Ωp−1 → 0, (S ′′•

q , ∂) : O → Ω
1
→ . . .→ Ω

q−1
→ 0

S•
p,q = S

′•
p + S

′′•
q : O +O → Ω1 ⊕ Ω

1
→ . . .Ωp−1 ⊕ Ω

p−1
→ Ω

p
→ . . .→ Ω

q−1
→ 0

Proposition 4.2. L’inclusion S• ⊂ L• est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. C’est la retraduction du lemme de résolubilité locale, qui calcule les faisceaux

de cohomologie Hk(L•) et Hk(S•) : si k > max(p, q), une forme dL-fermée est localement dL-
exacte (par la partie 1. si k > p+ q, la partie 2. si k = p+ q− 1, la partie 3. si k = p+ q− 2 et

la partie 4. si k < p + q − 2).
Soit k = p − 1 > q, et soit θ ∈ Lk(U) une section dL-fermée sur une boule U ⊂ X , de

composantes θp−q,q−1, . . . , θp−1,0. D’après la partie 4. du lemme, il existe sur U une p− 2-forme
α = αp−q−1,q−1+ . . .+αp−2,0 et une p−1 forme holomorphe up−1,0 telles que θ = dLα+u

p−1,0. Si

l’on modifie θ par une forme dL-exacte, u
p−1,0 est modifié par une forme holomorphe ∂-fermée,

d’où l’on déduit que

Hp−1(L•) = Hp−1(S•) = Ωp−1/∂Ωp−2.

Si p − 1 > k > q − 1, le même raisonnement s’applique, à ceci près que la forme holomorphe
uk,0 est ∂-fermée, et donc

Hk(L•) = Hk(S•) = 0.

Les autres cas se traitent de la même manière, excepté pour k = 0 où il est clair que H0(L•) =
H0(S•) = O +O. �
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Remarque. Pour une preuve formelle de ce résultat, utilisant des suites spectrales, on renvoie

au livre de J.-P. Demailly [Dem93], paragraphe VI.12.

Le complexe S• est peu pratique du fait de la somme non directe O+O. On le modifie donc

légèrement en définissant le complexe Bp,q = B
•
p,q par :

B•
p,q : C

(+,−)
−→ O ⊕O → Ω1 ⊕ Ω

1
→ . . .Ωp−1 ⊕ Ω

p−1
→ Ω

p
→ . . .→ Ω

q−1
→ 0.

Proposition 4.3. L’application naturelle de B• dans S•[1] :

C
(+,−)
−→ O ⊕O → Ω1 ⊕ Ω

1
→ . . .

↓ ↓ + ↓

0 −→ O +O → Ω1 ⊕ Ω
1
→ . . .

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. La seule vérification à faire est en degré 1 :

H1(B•) = (C⊕ C)/C(1,−1)
+
−→ C = H1(S•)

est un isomorphisme. �

Les trois complexes L•[1], S•[1] et B• étant quasi-isomorphes, ils ont même hypercohomologie.
On a en particulier la suite d’isomorphismes

Hp,q
BC(X,C)

∼= H
p+q(X,L•

p,q[1])
∼= H

p+q(X,S•
p,q[1])

∼= H
p+q(X,B•

p,q),

et c’est cette dernière écriture que nous utiliserons par la suite.

4.c. Cas où p = 0 ou q = 0. Supposons par exemple que p > 0 et q = 0. On peut définir de
la même manière le complexe L•

p,0, qui devient simplement

Lk
p,0 = 0 si k 6 p− 2,

Lk−1
p,0 =

⊕

r+s=k
r>p

Ep,q si k > p,

avec la différentielle usuelle, et on a toujours Hp,0
BC(X,C) = H

p0−1(X,L•). Il n’y a par contre
pas d’équivalent au complexe S• : il est clair que

Hp0,0
BC (X) 6= H

p0−1(X,O → . . .→ Ωp0−1) = H
p−1(X,Ω•) = Hp0−1(X,C).

En revanche, le complexe B•
p,0 calcule bien la cohomologie de Bott-Chern :

Proposition 4.4. L’application naturelle de B•
p,0 dans L•

p,0[1] :

C → O → . . . → Ωp−1 → 0
↓ ↓ ∂ ↓ ↓
0 → 0 → . . . → Ep,0 → Ep,1 ⊕ Ep+1,0 → . . .

est un quasi-isomorphisme.
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Démonstration. A nouveau, le lemme de résolubilité locale calcule les faisceaux Hk(L•[1]) et

Hk(B•), qui sont nuls si k 6= p. Si k = p > 2, on obtient

Hp(B•) = Ωp−1/∂Ωp−2 ∂
−→ ∂Ωp−1 = ker(∂ : Ωp → Ep+1) = Hp(L•[1])

qui est un isomorphisme ; si k = p = 1,

H1(B•) = O/C
∂
−→ ∂O = ker(∂ : Ω1 → E2) = H1(L•[1]).

est également un isomorphisme. �

Le cas p = 0, q > 0 est symétrique, mais cette fois on choisit −∂ comme quasi-isomorphisme ;

enfin, le cas p = q = 0 rentre dans cette description puisque H0,0
BC(X,C) = H0(X,C).

4.d. Conséquences de l’interprétation hypercohomologique. Commençons par trois re-
marques importantes relatives à ce qui précède :

Les lemmes de Poincaré et de Dolbeault-Grothendieck étant vrais lorsque l’on remplace les
formes C∞ par des courants, le lemme de résolubilité locale et l’interprétation hypercoho-

mologique qui en découle restent vrais pour des courants.
Par ailleurs, cette interprétation hypercohomologique montre que pour une variété compacte,

les groupes de cohomologie de Bott-Chern sont de dimension finie : il suffit pour cela de raisonner
par récurrence sur le complexe S en utilisant le fait que les groupes Hq(X,Ωp) sont, eux, de

dimension finie (voir [Dem93]).
Enfin, les mêmes complexes L• et B• donnent également une interprétation hypercoho-

mologique de la cohomologie d’Aeppli. On a en effet

Hp,q
A (X,C) ∼= H

p+q(X,L•
p+1,q+1)

∼= H
p+q+1(X,B•

p+1,q+1).

La cohomologie d’Aeppli est donc elle aussi de dimension finie et calculable à l’aide de formes

C∞ ou de courants.

En combinant ces trois remarques, on peut obtenir une preuve plus directe de la dualité
entre cohomologie de Bott-Chern de cohomologie d’Aeppli sur une variété compacte : on part

du complexe L•
p,q, qui est un complexe d’espaces de Fréchet tel que l’image de la différentielle

est fermée (puisque sa cohomologie est de dimension finie, dLk ⊂ ker d est de codimension finie
et donc fermé). Dès lors le dual de sa cohomologie est donné par la cohomologie du complexe

dual. L’espace dual de Ep,q(X) est l’espace D′n−p,n−q des courants de bidegré (n− p, n− q), et
par exemple le dual de la partie

. . .→ Ep−1,q−1(X)
∂∂
−→ Ep,q(X)

d
−→ Ep+1,q(X)⊕ Ep,q+1(X)→ . . .

est donné par

. . .← D′n−p+1,n−q+1
(X)

∂∂
←− D′n−p,n−q

(X)
∂+∂
←− D′n−p−1,n−q

(X)⊕D′n−p,n−q−1
(X)← . . .

d’où l’on déduit que le dual de L•
p,q est le complexe L′•

n−p+1,n−q+1 et finalement

(Hp,q
BC(X,C))

∗ = (Hp+q−1(X,L•
p,q))

∗ ∼= H
2n−p−q(X,L′•

n−p+1,n−q+1) = Hn−p,n−q
A (X,C).
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4.e. Cohomologie de Bott-Chern entière et cohomologie de Deligne.

Définition. On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern entière par

Hp,q
BC(X,Z) = H

p+q(X,B•
Z(p)),

où BZ(p) est le complexe B dans lequel on a remplacé C par Z(p) = (2πi)pZ en degré 0.

Remarque. Le choix de privilégier p par rapport à q en considérant Z(p) est peu satisfaisant ;

mais comme l’objectif est l’étude de classes de Chern, où l’on se limite à p = q, ce n’est pas
gênant.

Outre l’application naturelle εBC : Hp,q
BC(X,Z)→ Hp,q

BC(X,C), la cohomologie de Bott-Chern

entière s’envoie dans la cohomologie de Deligne

Hp+q
D (X,Z(p)) = H

p+q(X,Z(p)→ O → Ω1 → . . .→ Ωp−1 → 0)

en “oubliant” la partie antiholomorphe, et dans Hp+q
D (X,Z(q)) en “oubliant” la partie holo-

morphe et multipliant par (2πi)q−p en degré 0. Dans toute la suite, ces applications seront
notées :

εD : Hp,q
BC(X,Z)→ Hp+q

D (X,Z(p)), εD : Hp,q
BC(X,Z)→ Hp+q

D (X,Z(q)).

On remarque que si q = 0 alors εD = id.

5. Explicitation en cohomologie de Čech

On souhaite expliciter l’isomorphisme entre Hp,q
BC(X,C) et Hp+q(X,B) en cohomologie de

Čech, ce qui se fait naturellement en utilisant le lemme de résolubilité locale.

5.a. Hypercohomologie de Čech. Soit 0 → F0 d
→ F1 → . . . un complexe de faisceaux

sur X , borné à gauche, et U un recouvrement de X . L’hypercohomologie de Čech Ȟ•(U,F•)
est la cohomologie du complexe diagonal associé au double complexe Gp,q = Čq(U,Fp), les

différentielles d et δ̌ commutant entre elles. Il est clair que pour un recouvrement convenable

(par exemple à intersections convexes), Ȟk(U,F•) ∼= H
k(X,F•).

En pratique : une k-hypercochâıne de Čech de ce complexe est la donnée, pour 0 6 j 6 k,

d’une (k − j)-cochâıne de Čech de F j. La différentielle de Čech est la suivante :

δ̌δ : (α0
i0...ik

, α1
i0...ik−1

, . . . , αk
i0
) 7→ (δ̌α0

i0...ik
, dα0

i0...ik
− δ̌α1

i0...ik−1
, . . . , dαk−1

i0i1
+ (−1)kδ̌αk

i0
, dαk

i0
)

5.b. Isomorphisme entre les hypercohomologies de L•[1], S•[1] et B•.

Dans toute la suite on calculera l’hypercohomologie de Čech par rapport à un recouvrement
U à intersections convexes fixé, et on identifiera Ȟk(U,F•) et Hk(X,F•). Un élément de

Hp+q(X,L•[1]), avec p > 1 et q > 1, est donné par une famille de cochâınes

γp,q ∈ Č0(Ep,q), γr,s ∈ Čp+q−r−s−1(Er,s), 0 6 r 6 p− 1, 0 6 s 6 q − 1

avec les relations de cocycle

dγp,q = 0, ∂∂γp−1,q−1 + (−1)p+q δ̌γp,q = 0

∀1 6 r 6 p− 1, 1 6 s 6 q − 1, ∂γr−1,s + ∂γr,s−1 + (−1)r+s+1δ̌γr,s = 0

∀1 6 s 6 q − 1, ∂γ0,s−1 + (−1)s+1δ̌γ0,s = 0, ∀1 6 r 6 p− 1, ∂γr−1,0 + (−1)r+1δ̌γr,0 = 0

δ̌γ0,0 = 0
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On construit l’élément de Hp+q(X,S•[1]) correspondant en suivant la feuille de route que

constitue le lemme de résolubilité locale. On va construire une (p + q − 1)-hypercochâıne α =
(αr,s

06r6p−1,06s6q−1) de L
• telle que γ − δ̌α soit un hypercocycle de S•.

Notation. Pour k 6 p+ q−2 donné, on note rmin = max(0, k−q+1), rmax = min(k, p−1) et Ik
l’ensemble des couples (r, s) avec r+s = k et rmin 6 r 6 rmax (de sorte que L

k =
⊕

(r,s)∈Ik
Er,s).

On va construire αr,s pour (r, s) ∈ Ik, par récurrence descendante sur k :
⋄ Pour k = p + q − 2, Ik = {(p − 1, q − 1)}. Comme γp,q est d-fermée on peut écrire γp,q =

∂∂αp−1,q−1.
⋄ Pour k = p+ q − 3 : ∂∂(γp−1,q−1 + (−1)p−1+q−1δ̌αp−1,q−1) = 0 donc, si p > 2 et q > 2,

γp−1,q−1 + (−1)p+q δ̌αp−1,q−1 = ∂αp−2,q−1 + ∂αp−1,q−2,

et l’on remarque que

∂(γp−2,q−1 + (−1)p−2+q−1δ̌αp−2,q−1) + ∂(γp−1,q−2 + (−1)p−1+q−2δ̌αp−1,q−2) = 0.

Si p = 1 (resp. q = 1), on remplace ∂αp−2,q−1 par vq−1 antiholomorphe (resp. ∂αp−1,q−2 par up−1

holomorphe).
⋄ Supposons que pour 1 6 k 6 p + q − 3, on ait défini, pour (r, s) ∈ Ik, les cochâınes αr,s, si

k 6 r + 1 une cochâıne holomorphe ur+1,0, et si k 6 s+ 1 une cochâıne antiholomorphe v0,s+1,
tels que

∀(r, s) ∈ Ik r {(rmax, k − rmax)}, ∂(γ
r,s + (−1)r+sδ̌αr,s) + ∂(γr+1,s−1 + (−1)r+sδ̌αr+1,s−1) = 0.

On déduit de cette famille de relations une famille de cochâınes αr,s pour (r, s) ∈ Ik−1, r 6= 0

et s 6= 0, telles que

γr,s + (−1)r+sαr,s = ∂αr,s−1 + ∂αr−1,s.

Si (0, k) (resp. (k, 0)) apparteint à Ik, on a à la place

γ0,k + (−1)kδ̌α0,k = ∂α0,k−1 + v0,k, (resp. γk,0 + (−1)kαk,0 = uk,0 + ∂αk−1,0)

avec v0,k antiholomorphe (resp. uk,0 holomorphe). On a alors bien, quand elles ont un sens, les

relations

∂(γr,s + (−1)r+sδ̌αr,s) + ∂(γr+1,s−1 + (−1)r+sδ̌αr+1,s−1) = 0,

ce qui permet de poursuivre la récurrence jusqu’à k = 1 inclus.
⋄ Lors de cette dernière étape on a défini α0,0, v1 et u1 tels que

γ0,1 − δ̌α0,1 = ∂α0,0 + v0,1 et γ1,0 − δ̌α1,0 = u1,0 + ∂α0,0.

⋄ Finalement ∂∂(γ0,0 + δ̌α0,0) = 0 donc w0,0 = γ0,0 + β0,0 est une cochâıne de O +O.

On a ainsi défini une (p+ q)-hypercochâıne de S•[1] par

w = (w0,0, (ur,0)16r6p−1, (v
0,s)16s6q−1),

et par construction on a bien γ − w = δ̌δα. Enfin, w n’est modifié que par un cobord si l’on

modifie γ par un cobord ou si l’on change le choix des α.
L’élément correspondant dans Hp+q(X,B•) s’obtient comme suit : on ne change pas ur,0

et v0,s, on écrit w0,0 = u0,0 + v0,0 avec u0,0 holomorphe et v0,0 antiholomorphe, et on pose
c = δ̌(u0,0) = −δ̌(v0,0). L’hypercocycle est alors la famille (c, (ur,0)06r6p−1, (v

0,s)06s6q−1). Une

écriture différente w0,0 = ũ0,0+ ṽ0,0 modifierait cet hypercocycle par l’hypercobord δ̌δ(u0,0− ũ0,0).



Autour de la cohomologie de Bott-Chern Cohomologie de Bott-Chern entière / 19

5.c. Cas où p ou q est nul. Supposons q = 0, l’autre cas étant symétrique. Cette fois un

élément de H
p(X,L•[1]) est simplement donné par un 0-cocycle θp,0 tel que dθp,0 = 0 (θp,0 est

donc holomorphe ∂-fermé). L’élément correspondant de Hp(X,B•) est donné par l’hypercocycle

(c, u0,0, . . . , up−1,0) défini par récurrence descendante comme suit :
Tout d’abord θp,0 est holomorphe ∂-fermé donc θp,0 = ∂up−1,0 avec up−1,0 holomorphe, et

∂δ̌up−1,0 = 0.
Supposons ur,0 construit (r > 1) tel que ∂δ̌ur,0 = 0, alors (−1)rδ̌ur,0 = ∂ur−1,0, avec ur−1,0

holomorphe, et ∂δ̌ur−1,0 = 0. Finalement δ̌u0,0 = c.

5.d. Bilan. Soit un élément de Hp,q
BC(X,C), représenté par une (p, q)-forme fermée θ. Il est

défini dans Hp+q(X,L[1]•) par l’hypercocycle, encore notée θ et définie par θp,q = θ|Uj
et θr,s = 0

sinon. On applique à θ la construction précédente : si p > 1 et q > 1, il existe un hypercocycle

w = (c; ur,0; v0,s) ∈ Žp+q(X,B•) et une hypercochâıne α = (αr,s) ∈ Čp+q−1(X,L[1]•) tels que
θ = δ̌δα + w. On représentera ces données sous forme du tableau suivant :

θ ←→




v0,q−1

... αr,s

v0,0

c u0,0 · · · up−1,0




L’égalité θ = δ̌δα + w correspond aux relations suivantes :

(⋆)






θp,q = ∂∂αp−1,q−1

(−1)r+sδ̌αr,s = ∂αr,s−1 + ∂αr−1,s ∀ 1 6 r 6 p− 1, 1 6 s 6 q − 1
(−1)sδ̌α0,s = ∂α0,s−1 + v0,s ∀ 1 6 s 6 q − 1
(−1)rδ̌αr,0 = ur,0 + ∂αr−1,0 ∀ 1 6 r 6 p− 1

δ̌α0,0 = u0,0 + v0,0

δ̌u0,0 = c

Remarquons que ces relations impliquent les relations d’hypercocycle pour u et v :

(−1)rδ̌ur,0 = ∂ur−1,0 ∀1 6 r 6 p− 1, (−1)sδ̌u0,s = ∂v0,s−1 ∀1 6 s 6 q − 1

Si q = 0, on a simplement

θ ←→
(
c, u0,0, . . . , up−1,0

)

avec les relations

θp,0 = ∂up−1,0, (−1)r δ̌ur,0 = ∂ur−1,0 ∀1 6 r 6 p− 1, δ̌u0,0 = c.

De même si p = 0, on a

θ ←→
(
c, v0,0, . . . , v0,q−1

)

avec les relations

θ0,q = −∂v0,q−1, (−1)sδ̌v0,s = ∂v0,s−1 ∀1 6 r 6 p− 1, −δ̌v0,0 = c.
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6. Structure d’algèbre sur les groupes de cohomologie de Bott-Chern

Le but de cette partie est de munir la cohomologie de Bott-Chern entière d’une structure
d’algèbre, c’est-à-dire de définir un produit

Hp,q
BC(X,Z)×H

p′,q′

BC (X,Z) −→ Hp+p′,q+q′

BC (X,Z).

Il se trouve que pour la cohomologie de Bott-Chern classique, nous disposons d’une telle struc-

ture, donnée par le produit extérieur. Il s’agit donc de voir comment le produit extérieur
“traverse” l’isomorphisme Hp,q

BC(X,C)
∼= Hp+q(X,B), et d’adopter la définition ainsi obtenue.

6.a. Cup-produit. On continue à travailler en cohomologie de Čech, à l’aide du cup-produit.
Plus précisément, si βp,q ∈ Čk(Ep,q) et β̃p′,q′ ∈ Čℓ(Ep

′,q′), on combine cup-produit et produit

extérieur pour définir βp,q · β̃p′,q′ ∈ Čk+ℓ(Ep+p′,q+q′) par

(β · β̃)j0...jk+ℓ
= βj0...jk ∧ β̃jk...jk+ℓ

.

On a les relations

δ̌(βp,q · β̃p′,q′) = (δ̌βp,q) · β̃p′,q′ + (−1)kβp,q · (δ̌β̃p′,q′)

∂(βp,q · β̃p′,q′) = (∂βp,q) · β̃p′,q′ + (−1)p+qβp,q · (∂β̃p′,q′)

∂(βp,q · β̃p′,q′) = (∂βp,q) · β̃p′,q′ + (−1)p+qβp,q · (∂β̃p′,q′)

6.b. Traduction du produit extérieur.

Proposition 6.1. On se donne p, p′, q, q′ tels qu’on n’ait pas p′ = 0 et p 6= 0, ou q = 0 et

q′ 6= 0. Soient {θ} ∈ Hp,q
BC(X,C) et {θ̃} ∈ H

p′,q′

BC (X,C), donnés par les hypercocycles

w =

(
c,

u0,0, . . . , up−1,0

v0,0, . . . . . . , v0,q−1

)
, w̃ =

(
c̃,

ũ0,0, . . . . . . . . . , ũp
′−1,0

ṽ0,0, . . . , ṽ0,q
′−1

)
.

Alors {θ ∧ θ̃} est donné aux signes près (que l’on précisera) par l’hypercocycle

W =

(
c · c̃,

c · ũ0,0 , . . . . . . . . . , c · ũp
′−1,0 , u0,0 · ∂ũp

′−1,0 , . . . , up−1,0 · ∂ũp
′−1,0

v0,0 · c̃ , . . . , v0,q−1 · c̃ , ∂v0,q−1 · ṽ0,0 , . . . . . . , ∂v0,q−1 · ṽ0,q
′−1

)
.

Démonstration. On écrit θ = δ̌δα + w et θ̃ = δ̌δα̃+ w̃. Un calcul direct montre alors que θ ∧ θ̃ =

δ̌δA +W avec :

AR,S =





εR,S∂αR−p′,q−1 · ∂α̃p′−1,S−q si p′ 6 R 6 p+ p′ − 1, q 6 S 6 q + q′ − 1
εR,S∂v0,q−1 · α̃R,S−q si 0 6 R 6 p′ − 1, q 6 S 6 q + q′ − 1
εR,SαR−p′,R · ∂ũp

′−1,0 si p′ 6 R 6 p+ p′ − 1, 0 6 S 6 q − 1
εR,Sv0,S · ∂ũR,0 si 0 6 R 6 p′ − 1, 0 6 S 6 q − 1

et W = (C,UR,0, V 0,S) comme dans l’énoncé, à savoir

UR,0 =

{
εR,⋆uR−p′,0 · ∂ũp

′−1,0 si p′ 6 R 6 p+ p′ − 1
εR,⋆c · ∂ũR,0 si 0 6 R 6 p′ − 1

V 0,S =

{
ε⋆,S∂v0,q−1 · ṽ0,S−q si q 6 S 6 q + q′ − 1

ε⋆,Sv0,S · c̃ si 0 6 S 6 q − 1

C = ε⋆,⋆c · c̃,

où tous les symboles ε•,• sont des signes que l’on va déterminer
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Cette expression se lit plus agréablement à l’aide de l’écriture en tableaux :

θ ←→




v0,q−1

... αr,s

v0,0

c u0,0 · · · up−1,0


 , θ̃ ←→




ṽ0,q
′−1

... α̃r′,s′

ṽ0,0

c̃ ũ0,0 · · · ũp−1,0




θ ∧ θ̃ ←→




ε⋆,S∂v0,q−1 · ṽ0,S−q εR,S∂v0,q−1 · α̃R,S−q εR,S∂αR−p′,q−1 · ∂α̃p′−1,S−q

ε⋆,Sv0,S · c̃ εR,Sv0,S · ũR,0 εR,SαR−p′,S · ∂ũp
′−1,0

ε⋆,⋆c · c̃ εR,⋆c · ũR,0 εR,⋆uR−p′,0 · ∂ũp
′−1,0




Pour obtenir les signes, on substitue les expressions ci-dessus dans les relations (⋆) pour

θ ∧ θ̃. On obtient les relations de récurrence suivantes :

Abaissement du deuxième indice, pour p′ 6 R 6 p+ p′ − 1 :

εR,S−1 =





(−1)p+p′+R+1εR,S si S > q + 1
(−1)p+qεR,S si S = q
(−1)p

′

εR,S si S 6 q − 1
εR,⋆ = (−1)p

′

εR,0

Abaissement du deuxième indice, pour 0 6 R 6 p′ − 1 :

εR,S−1 =





(−1)pεR,S si S > q + 1
(−1)p+qεR,S si S = q
(−1)RεR,S si S 6 q − 1

εR,⋆ = (−1)R+1εR,0

Abaissement du deuxième indice, pour R = ⋆ :

ε⋆,S−1 =






(−1)pε⋆,S si S > q + 1
(−1)p+q+1ε⋆,S si S = q
ε⋆,S si S 6 q − 1

ε⋆,⋆ = ε⋆,0

Abaissement du premier indice, pour q 6 S 6 q + q′ − 1 :

εR−1,S =





(−1)p
′+q+SεR,S si R > p′ + 1

(−1)p
′+S+1εR,S si R = p′

(−1)pεR,S si R 6 p′ − 1
ε⋆,S = (−1)p+qε0,S

Abaissement du premier indice, pour 0 6 S 6 q − 1 :

εR−1,S =





(−1)p
′

εR,S si R > p′ + 1
(−1)p

′+SεR,S si R = p′

(−1)p+q+S+1εR,S si R 6 p′ − 1
ε⋆,S = (−1)p+q+1ε0,S
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Abaissement du premier indice, pour S = ⋆ :

εR−1,⋆ =





(−1)p
′

εR,⋆ si R > p′ + 1
(−1)p

′

εR,⋆ si R = p′

(−1)p+qεR,⋆ si R 6 p′ − 1
ε⋆,⋆ = (−1)p+qε0,⋆

Pour initialiser la récurrence, il faut considérer différents cas :

Si p > 1, p′ > 1, q > 1 et q′ > 1 alors εp+p′−1,q+q′−1 = (−1)p+q d’après

∂∂(αp−1,q−1) · ∂∂(α̃p′−1,q′−1) = (−1)p+q∂∂(∂αp−1,q−1 · ∂α̃p′−1,q′−1).

Si p > 1, p′ > 1, q > 1 et q′ = 0 alors εp+p′−1,q−1 = 1 d’après

∂∂(αp−1,q−1) · ∂(ũp
′−1,0) = ∂∂(αp−1,q−1 · ∂ũp

′−1,0).

Si p = 0, p′ > 1, q > 1 et q′ > 1 alors εp
′−1,q+q′−1 = 1 d’après

−∂v0,q−1 · ∂∂(α̃p′−1,q′−1) = ∂∂(∂v0,q−1 · α̃p′−1,q′−1).

Si p = 0, p′ > 1, q > 1 et q′ = 0 alors εp
′−1,q+−1 = (−1)q d’après

−∂(v0,q−1) · ∂(ũp
′−1,0) = (−1)q∂∂(v0,q−1 · ∂ũp

′−1,0).

Si p > 1, p′ > 1, q = q′ = 0 alors εp+p′−1,⋆ = 1 d’après

∂up−1,0 · ∂ũp
′−1,0 = ∂(up−1,0 · ∂ũp

′−1,0).

Si p = p′ = 0, q > 1 et q′ > 1 alors ε⋆,q+q′−1 = (−1)q+1 d’après

(−∂v0,q−1) · (−∂ṽ0,q
′−1) = −(−1)q−1∂(∂v0,q−1 · ṽ0,q

′−1).

On constate que ces différentes initialisations donnent en fin de compte les mêmes formules.

Voici le tableau donnant le signe εR,S :

S > q (−1)pS+(p+1)(q+1) (−1)p(R+S+q)+1 (−1)(R+p+p′+1)(S+q+p′)+p+q

S 6 q − 1 1 (−1)R(S+p+q+1)+p+q+1 (−1)p
′(R+S+p+q+1)

S = ⋆ 1 (−1)(p+q)(R+1) (−1)p
′(R+p+q)

R = ⋆ R 6 p′ − 1 R > p′

�

Comme annoncé, on utilise les formules ci-dessus pour mettre une structure d’anneau sur
H•,•

BC(X,Z).

Remarques. 1. Le produit extérieur étant anti-commutatif, le produit ainsi défini l’est aussi
(cela pourrait se vérifier directement). Ceci permet de traiter les cas p 6= 0, p′ = 0 et q = 0,

q′ 6= 0.
2. La formule obtenue est compatible, aux signes près, avec le produit en cohomologie de

Deligne, tel qu’il est par exemple défini dans [EV88].

7. Eléments de structure des groupes de cohomologie de Bott-Chern entière

On va donner ici quelques indications sur la structure des groupes Hp,q
BC(X,Z) à l’aide de

suites exactes faisant intervenir des groupes connus.
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7.a. Lien avec la cohomologie de Bott-Chern usuelle. On a le diagramme commutatif

suivant :
Hp,q

BC(X,Z)
εBC−→ Hp,q

BC(X,C)
↓ ϕZ ↓ ϕ

Hp+q(X,Z(p))
ε
−→ Hp+q(X,C)

Proposition 7.1. Soient ξ ∈ Hp,q
BC(X,C) et α ∈ Hp+q(X,Z(p)) des classes telles que ϕ(ξ) =

ε(α). Alors il existe une classe ξ̃ ∈ Hp,q
BC(X,Z) telle que ξ = εBC(ξ̃) et α = ϕZ(ξ̃).

Démonstration. Soit θ = (c; u; v) un hypercocycle représentant ξ, et a un cocycle représentant

α. Par hypothèse {c} = {a} ∈ Hp+q(X,C), donc il existe une cochâıne b ∈ Čp+q−1(X,C) telle

que c − δ̌b = a. On pose θ̃ = θ − δ̌δ(b; 0; 0) qui est un hypercocycle de BZ(p), et dont la classe

ξ̃ ∈ Hp,q
BC(X,Z) convient. �

Remarque. Il n’y a pas en général unicité de cet élément, comme le montrera un peu plus loin
l’exemple de l’espace projectif.

Il est également intéressant de considérer la suite exacte courte de complexes

0 −→ BZ(p) −→ B −→ C/Z −→ 0

et la suite exacte longue associée qui s’écrit, compte tenu de l’interprétation hypercohomologique

de la cohomologie d’Aeppli (voir la remarque du paragraphe 2.c.)

Hp−1,q−1
A (X,C) −→ Hp+q−1(X,C/Z) −→ Hp,q

BC(X,Z) −→ Hp,q
BC(X,C)

7.b. Analogue de la suite exacte exponentielle. La suite exacte exponentielle classique
est la suite exacte courte donnée par

0 −→ Z −→ O
exp(2πi·)
−→ O∗ −→ 0.

Une retraduction de l’exactitude de cette suite est le fait que le complexe O∗[1], formé de
l’unique terme O∗ en position 1, est quasi-isomorphe au complexe de Deligne 0→ Z→ O → 0

et, sous ce quasi-isomorphisme, la suite exacte exponentielle s’apparente à la suite exacte courte
de complexes de faisceaux

0 −→ O[1] −→ (Z→ O) −→ Z −→ 0.

On cherche ici un analogue de cette suite exacte.

On définit pour p > 1 les complexes de De Rham holomorphes tronqués par

Ω•
>p = F pΩ• : 0→ Ωp → Ωp+1 → . . .

Ω•
<p : O → Ω1 → . . .→ Ωp−1 → 0

Supposons que p > 1 et q > 1. On considère la suite exacte courte évidente

0 −→ (Ω•
<p ⊕ Ω

•

<q)[1] −→ BZ(p) −→ Z(p) −→ 0

et la suite exacte longue d’hypercohomologie correspondante, qui fait intervenir les groupes
Hk(X,Ω•

<p). Compte tenu de l’isomorphisme entre Z et Z(p), on obtient :

Hp+q−1(X,Z)→ H
p+q−1(X,Ω•

<p ⊕ Ω
•

<q)→ Hp,q
BC(X,Z)→ Hp+q(X,Z)→ H

p+q(X,Ω•
<p ⊕ Ω

•

<q).

Ces groupes peuvent être calculés, dans le cas kählérien compact, à l’aide de la décomposition
de Hodge :
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Lemme 7.2. Supposons X kählérienne compacte. Alors pour p ∈ N∗ et k ∈ N on a

H
k(X,Ω•

<p) =
⊕

r+s=k
r<p

Hr,s(X,C).

Démonstration. Il ressort comme conséquence de la théorie de Hodge que le morphisme

H
k(X,Ω•

>p)→ H
k(X,Ω•) = Hk(X,C)

est injectif, d’image ⊕

r+s=k
r>p

Hr,s(X,C).

On conclut à l’aide de la suite exacte courte 0→ Ω•
>p → Ω• → Ω•

<p → 0. �

En particulier

H
p+q−1(X,Ω•

<p ⊕ Ω
•

<q) =
⊕

r+s=p+q−1

Hr,s(X,C) = Hp+q−1(X,C)

H
p+q(X,Ω•

<p ⊕ Ω
•

<q) =
⊕

r+s=p+q
(r,s)6=(p,q)

Hr,s(X,C) = Hp+q(X,C)/Hp,q(X,C),

et la suite exacte longue précédente se réécrit

Hp+q−1(X,Z) −→ Hp+q−1(X,C) −→ Hp,q
BC(X,Z) −→ Hp+q(X,Z) −→ Hp+q(X,C)/Hp,q(X,C).

7.c. Groupes Hp,p
BC(X,Z) et cohomologie de Deligne. On considère cette fois la suite exacte

courte
0 −→ (Ω

•

<q)[1] −→ BZ(p) −→ Z(p)D −→ 0

qui relie la cohomologie de Bott-Chern entière à la cohomologie de Deligne. La situation est

particulièrement intéressante dans le cas où p = q :

Proposition 7.3. Soit p > 1. Alors

Hp,p
BC(X,Z)

∼= H2p
D (X,Z(p))⊕H2p−1(X,Ω•

<p).

En particulier, si X est kählerienne compacte,

Hp,p
BC(X,Z)

∼= H2p
D (X,Z(p))⊕

⊕

r+s=2p−1
r>s

Hr,s(X,C).

Démonstration. On remarque simplement que, dans le cas p = q, la suite exacte courte précédente
est scindée par le morphisme

Ωk −→ Ωk ⊕ Ω
k

u 7−→ (u, (−1)p+1u) ,

Le signe (−1)p+1 est nécessaire pour rendre le diagramme

(2πi)pZ
(+,−)
−→ O ⊕O

↓↑= ↓↑ u,(−1)p+1u

(2πi)pZ −→ O

commutatif, et la commutativité se propage jusqu’à la fin du complexe, y compris au dernier
rang car p = q.

Le cas kählerien provient du lemme 7.2. �
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7.d. Cohomologie de l’espace projectif. On va appliquer ces résultats pour calculer la

cohomologie de l’espace projectif.

Proposition 7.4. 1. Pour p ∈ {0, . . . , n} on a Hp,p
BC(P

n,Z) ∼= Z, et on a l’isomorphisme

d’algèbre ⊕

p

Hp,p
BC(P

n,Z) ∼= Z[h]/hn+1

où h est un générateur de H1,1
BC(P

n,Z).
2. Si p 6= q alors

Hp,q
BC(X,Z)

∼=

{
0 si p + q est pair
C/Z si p + q est impair

Démonstration. Le premier point provient de la proposition 7.3 : le terme
⊕

r+s=2p−1
r>s

Hr,s(Pn,C)

est nul pour l’espace projectif, de sorte que la sous-algèbre
⊕

pH
p,p
BC(P

n,Z) s’identifie à la même
sous-algèbre pour la cohomologie de Deligne, pour laquelle le résultat est vrai.

Dans le cas où p 6= q, on considère la suite exacte du paragraphe 5.a., et le fait que si p 6= q,
alors Hp,q

BC(P
n,C) = 0 et Hp−1,q−1

A (Pn,C) = 0. On a donc

Hp,q
BC(P

n,Z) ∼= Hp+q−1(Pn,C/Z),

d’où le résultat annoncé. �

8. Classes de Chern en cohomologie de Bott-Chern entière

On souhaite définir des classes de Chern dans ces groupes de cohomologie. En fait, il suffit de

le faire dans le cas des fibrés en droites, des techniques classiques permettant de passer au fibrés

vectoriels de tout rang puis aux faisceaux cohérent et en particulier aux cycles analytiques.

8.a. Expression de la classe de Chern d’un fibré en droites dans les différentes

cohomologies. Soit L un fibré en droites holomorphe sur X , et U = (Uj) un recouvrement à

intersections convexes tel que sur Uj , L soit trivialisé par une section ej partout non nulle. On
note gjk la fonction de transition définie sur Uj ∩ Uk par ek(x) = gjk(x)ej(x), l’élément

{gjk} ∈ Ȟ
1(U,O∗) ∼= H1(X,O⋆)

déterminant la classe d’isomorphisme de L.

Le complexe de Deligne Z(1)D : Z(1) → O → 0 est quasi-isomorphe au complexe O∗[1],
via l’exponentielle exp : O → O∗ dont le noyau est précisément le faisceau Z(1). Les es-

paces H2
D(X,Z(1)) et H1(X,O∗) sont donc isomorphes, et on note c1(L)D l’image par cet

isomorphisme de l’élément {gjk} ∈ H
1(X,O∗). Explicitement, quitte à raffiner le recouvrement

U on peut supposer que gjk = exp(ujk), et la condition de cocycle pour gjk implique que

δ̌(ujk) = (2πicjkl) ∈ Ž
2(X,Z(1)). Finalement

c1(L)D = {(2πicjkl), (ujk)} ∈ H
2
D(X,Z(1)).

L’image par le morphisme d’hypercohomologie induit par la projection Z(1)D → Z(1) donne,
après division par 2πi, la première classe de Chern usuelle

c1(L)Z = {(cjkl)} ∈ H
2(X,Z),
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et, via l’inclusion de faisceaux Z ⊂ C, la même formule définit c1(L)C ∈ H
2(X,C).

Munissons à présent L d’une métrique hermitienne h. Soit D la connexion de Chern associée

à (L, h) et Θ la courbure de cette connexion. C’est une (1, 1)-forme d-fermée qui définit donc
une classe de H1,1

BC(X,C), cette classe étant indépendante de la métrique hermitienne choisie.

On définit usuellement la première classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern comme
la classe

c1(L)BC =

{
i

2π
Θ

}
∈ H1,1

BC(X,C),

de sorte que l’image de cette classe dans la cohomologie de De Rham H2(X,C) cöıncide avec

c1(L)C via l’isomorphisme de De Rham-Weil. Toutefois, comme Z(1) apparâıt préférentiellement

à Z, c’est la classe 2πic1(L)BC = {−Θ} que nous allons considérer.
Sur Uj , la connexion de Chern est donnée par

D(ξj(x)ej(x)) = (dξj(x)− ∂ϕj(x)ξj(x))⊗ ej(x))

où ϕj est le poids de la métrique dans la trivialisation, défini par la formule

e−ϕj(z) = |ej(z)|
2
h,

et vérifiant la condition de compatibilité sur Uj ∩ Uk :

−ϕk + ϕj = ujk + ujk.

La courbure sur Uj est de ce fait donnée par Θ|Uj
= ∂∂ϕj, et l’hypercocycle de B correspondant

à −Θ est donc

{−Θ} ←→ {(2πicjkl), (ujk), (ujk)} .

Les cjkl étant entiers, on a défini la première classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern

entière :

c1(L)BC,Z = {(2πicjkl), (ujk), (ujk)} ∈ H
1,1
BC(X,Z),

de sorte que

εDc1(L)BC,Z = c1(L)D, εBCc1(L)BC,Z = 2πic1(L)BC .

8.b. Classes de Chern des fibrés vectoriels et des faisceaux cohérents. Pour une variété

complexe lisseX , on souhaite définir pour tout fibré vectoriel holomorphe E de rang r des classes
de Chern ck(E)BC,Z ∈ H

k,k
BC(X,Z). On utilise la méthode d’espace classifiant et de principe de

scindage de A. Grothendieck [Gro56] :

Proposition 8.1. Les classes de Chern sont uniquement déterminées par les conditions suiv-

antes :
Fonctorialité : pour toute application holomorphe f : Y → X et tout fibré E sur X on a

f ∗ck(E)BC,Z = ck(f
∗E)BC,Z ∈ H

k,k
BC(Y,Z);

Compatibilité avec les classes de Chern usuelles : pour tout fibré E sur X, l’image de ck(E)BC,Z

dans H2k(X,Z) cöıncide avec la classe de Chern usuelle ck(E).

Théorème 8.2 (Principe de scindage). Soit E un fibré vectoriel de rang r sur la variété X,

alors il existe une variété Y et une application holomorphe f : Y → X telles que :
1. Le morphisme de cohomologie f ∗ : H•,•

BC(X,Z)→ H•,•
BC(Y,Z) est injectif,
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2. Le fibré image réciproque f ∗E sur Y est filtré par des fibrés en 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er =

f ∗E sur Y dont les quotients successifs sont des fibrés en droites.

Démonstration. On prend pour Y la variété des drapeaux complets

v = {0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr = V }

pour chaque fibre V = Ex, avec la projection naturelle f : Y → X , et on note Ej le fibré

universel tel que Ej,v = Vj. Le point 2. est alors bien vérifié. En fait cette variété de drapeaux se
réalise de proche en proche en considérant tout d’abord le fibré en espaces projectifs P(E)→ X

[...] Localement, P(E)|U a la structure du produit U × Pr−1. On souhaite appliquer la formule
de Künneth pour justifier que �

Définition. Avec les notations précédentes, la classe de Chern de E est l’unique élément

c•(E) ∈

n⊕

k=0

Hk,k
BC(X,Z)

tel que

f ∗c•(E) =
r∏

j=1

(1 + c1(Ej/Ej−1)BC,Z) ∈
⊕

Hk,k
BC(Y,Z)

On souhaite maintenant définir les classes de Chern d’un faisceau cohérent. Le cas le plus

simple est celui où l’on suppose X soit projective, soit de Stein. En effet, si F est un faisceau
cohérent sur la variété projective ou de Stein X , alors il existe une résolution de F par des

faisceaux localement libres, que l’on peut supposer finie de longueur n = dimX d’après le

théorème des syzygies :

0→ En → · · · → E0 → F → 0

L’axiome des suites exactes pour les classes de Chern nous amène donc à définir

c•(F)BC,Z = c•(E0)BC,Z · c•(E1)
−1
BC,Z · · · · · c•(En)

(−1)n

BC,Z ,

les classes de Chern étant inversibles dans l’anneau de cohomologie puisque c0 = 1.

Dans le cas général, on utilise le résultat classique suivant.

Proposition 8.3. Soit X une variété complexe et F un faisceau cohérent sans torsion sur X.

Alors il existe une modification µ : X̂ → X telle que µ∗F soit localement libre.

Démonstration. Au faisceau cohérent F on peut associer la variété projective P(F) au dessus

de X , définie comme suit ([Fis76], paragraphe 1.9.) : on a localement une suite exacte

O⊕m
U

A
→ O⊕n

U → F|U → 0

et la suite duale

U × C
m

tA
← U × C

n ← V (F|U)← 0

où les espaces V (F|U) ⊂ U×Cn se recollent en un espace linéaire au dessus de X , ce qui permet
de définir P(F)→ X , la variété projective au dessus de X définie par F .

�

On peut de plus supposer X̂ lisse à l’aide du théorème d’Hironaka. On peut ainsi définir les
classes de Chern d’un faisceau sans torsion, le cas de la torsion étant traité par récurrence.
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