Université Joseph Fourier, site de Valence
Année 2015-2016, Mat233
Feuille de TD n4

Exercice 1 : Etudier I'existence des limites suivantes :
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Exercice 2 : La fonction f définie deR? versR par :
f(zy) = |z + ]yl

est-elle continue suR? ? Sur quel domaine de? admet-elle une dérivée partielle par rappart 2 par rapport & 2.

Exercice 3 : On considére la fonctioffi : R? — R définie par :

sin (wz) + sin (yz)

f(zy) = Va2 + y?

si (z,y) # (0,0)

0 siz=y=0
. 5 L . . - 5 . of
Montrer quef est continue suR?*, .admet des dérivées partielles premiéres par rappogtédy surR=\ {(0,0)} , mais qu% et
€T

of

n'existent pas eif0, 0) .
Y

Exercice 4 : On considére la fonctiofi : R? — R définie par :

4y
fay={ 214 si (z,y) # (0,0)
0 siz=y=0

1. Montrer quef est continue suR?

i .0 0 . . . .
2. Montrer que les dérivées partlelled-é et 87]0 existent suiR? mais ne sont pas continues au pginto) .
4 Y

(f (hyh) = (VY 0,0):v))
h

3. Onposer = . Montrer que ne tend pas vers 0 lorsqagend vers 0. En déduire qyen’est

1
pas différentiable ef0, 0) .

Exercice 5 :0n considereune fonctiofi: R? — R de class&!. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapporety de
chacune des fonctions suivantes :

(1) (vy)—g(@y)=fyz) ;5 (2) (2,y)—h(z,y)=Ff(y f(z,72)

et la dérivée de la fonctioh définie par :
z+— h(z) = f (2, )

Exercice 6 : On se propose d’étudier la fonction gaussiegnie deux variables réelles définie Rt par :

(z,y) — g (z,y) = exp (—2* — )

1. g est-elle continue suR? ?
2. Tracer les courbes de niveau gle

3. Tracer les courbes représentatives des fonctions d’une variable définies par :



Giizr—Gi(z)=g(,0) ; G2:yr—Ga2(y)=9(0,y) ; H:ur— H(u)=g(u,u)

4. Déterminer les dérivées partielles premiereg de

5. Calculer le gradient dg au pointM, (zo, yo) et vérifier qu'il est orthogonal & la courbe de niveaygmssant pai/y.

Exercice 7 : Mémes questions avec les fonctigndéfinies par :

(z,y) +— g(z,y) =sin(zy)
puis

(z,y) +—— h(m,y)zarctan(fii)

Exercice 8 : On considére la fonctioffi : R? — R définie par :
2 2
Ty (z° +y .
fay) = i%ﬁ“WM#w
0 siz=y=0
est-elle de class@! ? de class€? ?

Exercice 9 : Montrer que les fonctions suivantes sont de clagssur un domaine que I'on précisera, et trouver leurs développements
de Taylor a I'ordre 2 en un poirttg, yo ) :

1. (z,y)— f(z,y) =e"sin(z +y) pour(xo,yo) # (0, g)

2. (z,y) = g(2,y) = xIny — ylnz pour(zo,yo) = (1,1)

Exercice 10 : Trouver I'ensemble des poin{so, yo) en lesquels les fonctionsdes exercices et 7 ont un extremum local.
Déterminer la nature de cet extremum (maximum ou minimum).

Exercice 11 :Etudier les extrema locaux éventuels des fonctions de deux variables suivantes :

1. (z,y) €R? — f1(z,y) = (:c2—1) (yz—l) :

2. (v,y) ER? v fo(a,y) =2 +y°;

3. (z,y) € R?— f3(z,y) = 2% +3y? — 22 — 10y + 22y + 6 ;
4, (x,y)e[—1;1]2»—>f4(x,y):x2+y2+sin(m2+y2).

Dans chacun des cas on indiquera la nature de I'extremum trouvé.

Exercice 12 :On considére une fonctiofide R? versR de class&? vérifiant, pour toufz, y) dansR? :

0? 0?
(1) G @)= 5% @)

0%g
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1. Montrer que la fonctiory définie suR? parg (u,v) = f (u + v,u — v) est de class€? surR? et que

2. En déduire 'ensemble des fonctiofisle class€? surR? solutions de I'équatiofil) .

Exercice 13 :On considére une fonctiofideR? versR de class&?.

On définit le Laplacien d¢ par :
O f | O%f

AL =50 Tap

Pour(z,y) # (0,0), on poseF (r,0) = f (x,y) our etd sont les coordonnées polairesde(z, y) .

DéterminerA f en fonction des dérivées partielles premiéres et secondEs de



