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Exercice 1 : Etudier l’existence des limites suivantes :

lim
(x;y)!(1;0)

ln (x+ ey)p
x2 + y2

; lim
(x;y)!(0;0)

xyp
x2 + y2

; lim
(x;y)!(0;0)

xy

x2 + y2

lim
(x;y)!(0;0)

x

x2 + y2
; lim

(x;y)!(0;0)

1� cos (xy)p
x2 + y2

; lim
(x;y)!(0;0)

x4y

x2 � y2

Exercice 2 : La fonctionf définie deR2 versR par :

f (x; y) = jxj+ jyj

est-elle continue surR2 ? Sur quel domaine deR2 admet-elle une dérivée partielle par rapport àx ? par rapport ày ?:

Exercice 3 : On considère la fonctionf : R2 ! R définie par :

f (x; y) =

8<:
sin
�
x2
�
+ sin

�
y2
�p

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0)

0 si x = y = 0

Montrer quef est continue surR2; :admet des dérivées partielles premières par rapport àx et ày surR2n f(0; 0)g ; mais que
@f

@x
et

@f

@y
n’existent pas en(0; 0) :

Exercice 4 : On considère la fonctionf : R2 ! R définie par :

f (x; y) =

8<:
x3 + y3

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0)

0 si x = y = 0

1. Montrer quef est continue surR2

2. Montrer que les dérivées partielles
@f

@x
et
@f

@y
existent surR2 mais ne sont pas continues au point(0; 0) :

3. On posev =

�
1
1

�
: Montrer que

�
f (h; h)� h



rf j(0;0); v

��
h

ne tend pas vers 0 lorsqueh tend vers 0. En déduire quef n’est

pas différentiable en(0; 0) :

Exercice 5 :On considèreune fonctionf : R2 ! R de classeC1: Calculer les dérivées partielles premières par rapport àx et y de
chacune des fonctions suivantes :

(1) (x; y) 7�! g (x; y) = f (y; x) ; (2) (x; y) 7�! h (x; y) = f (y; f (x; x))

et la dérivée de la fonctionh définie par :
x 7�! h(x) = f (x; x)

Exercice 6 : On se propose d’étudier la fonction gaussienneg de deux variables réelles définie surR2 par :

(x; y) 7�! g (x; y) = exp
�
�x2 � y2

�

1. g est-elle continue surR2 ?

2. Tracer les courbes de niveau deg:

3. Tracer les courbes représentatives des fonctions d’une variable définies par :

1



G1 : x 7�! G1 (x) = g (x; 0) ; G2 : y 7�! G2 (y) = g (0; y) ; H : u 7�! H (u) = g (u; u)

4. Déterminer les dérivées partielles premières deg:

5. Calculer le gradient deg au pointM0 (x0; y0) et vérifier qu’il est orthogonal à la courbe de niveau deg passant parM0:

Exercice 7 : Mêmes questions avec les fonctionsg définies par :

(x; y) 7�! g (x; y) = sin (xy)

puis

(x; y) 7�! h (x; y) = arctan

�
x+ y

1 + x

�

Exercice 8 : On considère la fonctionf : R2 ! R définie par :

f (x; y) =

8<:
xy
�
x2 + y2

�
x2 + y2

si (x; y) 6= (0; 0)
0 si x = y = 0

est-elle de classeC1 ? de classeC2 ?

Exercice 9 : Montrer que les fonctions suivantes sont de classeC2 sur un domaine que l’on précisera, et trouver leurs développements
de Taylor à l’ordre 2 en un point(x0; y0) :

1. (x; y) 7�! f (x; y) = ex sin (x+ y) pour(x0; y0) 6=
�
0;
�

2

�
2. (x; y) 7�! g (x; y) = x ln y � y lnx pour(x0; y0) = (1; 1)

Exercice 10 :Trouver l’ensemble des points(x0; y0) en lesquels les fonctionsg des exercices6 et7 ont un extremum local.
Déterminer la nature de cet extremum (maximum ou minimum).

Exercice 11 :Etudier les extrema locaux éventuels des fonctions de deux variables suivantes :

1. (x; y) 2 R2 7�! f1 (x; y) =
�
x2 � 1

� �
y2 � 1

�
;

2. (x; y) 2 R2 7�! f2 (x; y) = x
3 + y3 ;

3. (x; y) 2 R2 7�! f3 (x; y) = x
2 + 3y2 � 2x� 10y + 2xy + 6 ;

4. (x; y) 2 [�1; 1]2 7�! f4 (x; y) = x
2 + y2 + sin

�
x2 + y2

�
:

Dans chacun des cas on indiquera la nature de l’extremum trouvé.

Exercice 12 :On considère une fonctionf deR2 versR de classeC2 vérifiant, pour tout(x; y) dansR2 :

(1)
@2f

@x2
(x; y) =

@2f

@y2
(x; y)

1. Montrer que la fonctiong définie surR2 parg (u; v) = f (u+ v; u� v) est de classeC2 surR2 et que
@2g

@u@v
= 0:

2. En déduire l’ensemble des fonctionsf de classeC2 surR2 solutions de l’équation(1) :

Exercice 13 :On considère une fonctionf deR2 versR de classeC2:

On définit le Laplacien def par :

�f =
@2f

@x2
+
@2f

@y2

Pour(x; y) 6= (0; 0) ; on poseF (r; �) = f (x; y) où r et� sont les coordonnées polaires deM (x; y) :

Déterminer�f en fonction des dérivées partielles premières et secondes deF:

2


