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Exercice 1. [6=142,542,5 points]

1. Soit h € Lipy, 0 < k < 1. Alors C = pi(h) < oo et |h(t) —h(s)| < C|t —s|* pour tout s,¢ € I (on
obtient cette inégalité par symétrie si ¢t < s et elle est triviale pour s = t). Donc |h(t) —h(s)| — 0
quand t — s et h est continue sur I.

2. Si h € Lip;, alors h est bornée sur le compact I d’apres 1., d’ott 0 < ||h||oc = supyey |h(t)| < o0o.
Comme de plus 0 < pi(h) < oo (par hypothese), on a bien ||A||k00 = pr(h) + [|2]lo € [0, 00[.
Puisque ||.]|« est une norme, il suffit de vérifier I'inégalité triangulaire pour p. On l'obtient en
prenant le sup sur s,t € I (s < t) dans les deux membres de 'inégalité

[ (t) + ha(t) — ha(s) = ha(s)] _ [ha(®) = Pa(s)] | [ha(t) = ha(s)]
|t — s|* I el |t — s|*

avec hy, hy € Lip. Finalement, on a [|h||x,00 = [|h]lcc =0 = h = 0 et on vérifie facilement que
[Allk,00 = [Al|B]00 si A € C. .

3. Montrons que 'espace vectoriel normé (Lipy, ||.|[kcc) est complet. Soit (hy)nen une suite de
Cauchy dans (Lipy, ||-|lke0). Alors Ve > 0,3 N € N, m,n > N = |h,(t) — hy(t)] < [[hn —
honl|lk0o < €. Par conséquent, pour tout ¢ € I fixé, (hy,(t))nen est de Cauchy dans C. Cette
suite est donc convergente, notons h(t) sa limite. On a :

hp(t) — b (t) — by, -
ol —h) =  sup {hm [ (t) — P () k(s)+ (s)|}
stel,s<t |7 |t—5|
hp (t) — A (t) — Ay, -
: Sup{ o Lt Y k(8)+ (S)’} = Suthn_hMHk .
m>n s, t€l,s<t ’t—s’ m>n ,00

11 s’ensuit que pg(h, —h) — 0 quand n — co. On montre de méme (cf. cours) que ||k, —hlloc — 0
d’ou [|hy, — hllgcc — 0. En particulier, ||hp|lkoo — [|A|lkoo (par I'inégailité triangulaire) et
puisque (||n ||k 00 Jnen est bornée (car (hy)nen est de Cauchy pour ||. || 00) on a bien ||A|f 00 < 00
d’ott h € Lipy.

Exercice 2. [8=2,54+1,54+3+1 points]

1. Soit (a®)gen une suite dans (co(N),|.||oo) convergeant vers a. Pour k € N fixé, on écrit
alk) = (a(()k),agk),---agk),---). Alors Ve > 0, 3k € N, |a,(1k) —ap] < Jla® —a|loo <€ Vn €N,
On peut prendre la limite n — oo (avec k fixé) dans cette inégalité (en d’autres termes, on peut
inverser les limites & — 0o et n — oo car la convergence des a%k) vers a, est uniforme en n).
Puisque a,(f) € ¢o(N), a,(f) — 0 et on obtient limsup,,_, |an| < e. Ceci prouve que a, — 0 et
donc a € ¢(N).

Variante : L’ensemble M = {a € ¢>°(N);lim,,_,oc a,, existe } muni de la norme ||.||s est un
espace vectoriel normé. Pour cette norme, la forme linéaire ¢ : a — lim, .o an sur M est
bornée et donc continue. Il en découle que co(N) = p~1(0) C M est fermé pour ||.||oo-

2. Soit b € £1(N). Alors
(@) <D lanbal < llalloo Y Ibal = llallsclibli ¥ a € co(N) .
n=0 n=0

On en déduit que @, est bornée (et donc bien définie) sur (co(N), ||.|loo) €t que ||@p]] < ||b]]1. Or
©p est clairement linéaire, donc ¢, € co(N)'.



3. Soit ¢ € ¢o(N)’. On pose ¢(e,) = b, avec e, = (0,---,0,1,0,---) € ¢o(N) (1 en n-iéme

position). En vertu de la linéarité et de la continuité de ¢,

o0 [e.e]

a=> anen €co(N) = p(a) =Y anplen) = pu(a)

n=0 n=0
(la série de gauche converge pour la norme ||.||s car a, — 0 quand n — o0). Il reste & montrer
que b € ¢}(N). On choisit :

(k)_{g_Z| sin<ketb,#0
a,’ =
0 sinon.
Alors a®) € ¢y(N) et ||a®| o = 1. Comme ¢ est bornée, il vient :
k
p(@®) = "1bal < llpl < 0 VEEN
n=0

d’ou b € /1(N). L'unicité de b découle de py(e,) = @(en) = b, ¥ n € N.

4. D’apres l'inégalité précédente on a [|b|1 < [|¢p||. On a montré 'inégalité inverse en 2., donc
b1 = |ls]|- Ainsi J : b € £2(N) — ¢ € co(N)" est une isométrie surjective (d’apres 3.).
On peut donc identifier co(N)" avec £1(N) et I'on a c(N)” = ¢}(N)' = ¢*°(N). Mais co(N) est
strictement inclus dans ¢°°(N), donc ¢p(N) n’est pas réflexif.

Exercice 3. [8=2+3+3 points]

1. Soit f € L*([0,1]) et g € X = L2([0,1]). Alors

2 ! 2 2 ! 2 2 2
1My = [ 17O0OF < 17~ [ loe)Pde = 113 olF -
Donc My : g — fg est une application X — X, qui est manifestement linéaire et est bornée.
De plus, [[Mg|| < [|f[lzo-
2. Pour montrer que ||My|| = || f||ze, il suffit de trouver une suite de fonctions g, € X vérifiant :
fonllx
sup 19X gy
neN lgnllx
Soit n € N. Par définition de ||.||g~, 3 Q, C [0,1] de mesure |[,| > 0 tel que |f(¢)] >
| fllzee — 1/n pour tout t € ,. On pose :
1 .
site
gn(t) = { V10l "
0 sinon.
Alors ||gnl/3 = |Qa] 7t an dt=1et
Jonllx 1 i
oulX gl = (o [ 170PaE) 2 fllie —1/n
lgnllx 0] Ja,
Le sup sur n du membre de gauche est donc plus grand ou égal a || f|| oo, d’ott [|[M¢|| = || f]|zee-
Ceci montre que 'application linéaire Z : f € L*°([0,1]) — My € L(X) est une isométrie. Ainsi,
on peut identifier L>°([0,1]) avec Z(L*>([0,1])) C L(X).
3. (a) Soit £ = C(]0,1]). On sait que (E,||.||cc) est complet et donc fermé. Comme Z est une

isométrie et puisque ||g|lcoc = ||g|lzee pour toute fonction continue g € E, on en déduit que
Z(F) est fermé dans (L(X), ||.]]).



(b) Soit f € L*°([0,1]). Alors [f(¢)] < [|f|lr~ pour presque tout ¢, c’est-a-dire, pour tout
t€10,1]\ A avec A C [0,1] de mesure nulle. On définit la fonction sur f : [0,1] — C par :

o= i

On obtient ainsi une fonction mesurable bornée telle que || f|loo = supse; [F(t)] < || £/ -
On sait qu'’il existe une suite de fonctions (fy)nen dans C([0,1]) vérifiant | fn(t)| < || f]lo
pour tout ¢ € [0,1] et f,(t) — f(t) pour presque tout ¢ (c’est une conséquence du théoréme
de Lusin affirmant que si f : [0,1] — C est mesurable, alors Ve > 0, 3h € C(]0,1]) tel que
hllso < [|floo €t I'ensemble {t € [0,1]; h(t) # f(t)} est de mesure plus petite que ¢).

Soit g € L%([0,1]). Alors

Jim [ fu()g®)* = [F B9 = [f(t)g(t)]*  pour presque tout ¢ € [0,1].

De plus, |fn(t)g(t)]? < |f||2|g(t)]? pour tout t € [0,1] et tout n € N. D’apres le théoréme
de la convergence dominée,

1 1
tim [ [fa(09(0Pdt = [ IfOg(oF
0 0

n—oo

Done [[My, (9)ll2 = [|M(g)ll> quand n — oo.



