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Controle continu n°1

Correction

Exercice 1 : On note E(z) la partie entiere de z.

1. Soit z € R et soit n € N. Par définition de la partie entiere, F(10"x) <
10"z < E(10"z) + 1 et en particulier [10"z — E(10"z)| < 1. On obtient donc
que |z — 107" E(10mz)| < 107,

2. Prenons z et y tels que z < y. On pose z = (z + y)/2 et pour tout n € N, on
considere le nombre d,, = 107" FE(10"z) qui est un nombre décimal puisqu’il
appartient a 107"Z. Pour n assez grand, on a |z —z| = (y — x)/2 > 107" et
alors ‘z — dn‘ < 107 implique que d,, > z — 107" > x. Comme par ailleurs
d, <107"10"z = z < y, on obtient bien que le décimal d,, vérifie x < d,, < y.

Exercice 2 : Soient A et B deux sous-ensembles non vides et majorés de R. Comme
A est non vide, A U B est forcément non vide aussi. Comme A et B sont majorés
par sup A et sup B, alors pour tout x € AU B, on a

— soit z € A et z < sup A < max(sup A, sup B),
— soit € B et x < sup B < max(sup A, sup B).

Ceci montre que AU B est majoré par max(sup A, sup B), et donc, étant aussi non
vide, qu’il admet une borne supérieure vérifiant sup(A U B) < max(sup A, sup B).

Supposons sans perte de généralité que sup A > sup B (le cas symétrique se
traitant de la méme fagon). On a max(sup A,sup B) = sup A. Soit € > 0, comme
sup A — £ ne majore pas A, il existe a € A tel que a > sup A — €. Mais a ap-
partient aussi & A U B et donc sup A — € ne majore pas A U B non plus. Donc
sup A = max(sup A, sup B) est le plus petit majorant de AU B et sup(A U B) =
max(sup 4, sup B).

Exercice 3 : Soit f : R — R une fonction croissante.

1. On suppose que f n’est pas majorée. Soit M € R, il existe donc xy € R tel que
f(zo) > M. Mais comme f est croissante, pour tout x > xg, f(x) > f(zo) >
M. Ceci dit exactement que f(z) — +oo quand z — +o0.

2. On suppose maintenant que f est majorée. L'image f(R) de f est donc ma-
jorée et évidemment non vide. Donc elle admet une borne supérieure ¢ =
sup,er f(2). Soit € > 0, comme ¢ — ¢ ne majore pas f(R), il existe zg € R
tel que f(zg) > ¢ — . Par croissance de f et par définition de ¢, on a pour
tout & > x, £ —e < f(xg) < f(z) < L. Ceci montre que pour tout x > xo,
|t — f(x)| < e et donc que f(z) = ¢ quand z — +oo.



Exercice 4 : Soit (uy,),en une suite réelle.

1.

Une valeur d’adhérence de (u,) est un réel a tel qu’il existe une sous-suite
(typ(ny) de (un) qui converge vers a.

Soit E C R un ensemble de réels. S'il existe une sous-suite (uy(n)) de (u,) telle
que Uym)y € E pour tout n € N, alors u, € E pour tous les indices n € ¢(N),
ce qui fait une infinité d’indices. Donc (ii) implique (i).

Supposons que (i) soit vrai. Il existe au moins un indice ng tel que u,, ap-
partienne a E. On pose ¢(0) = ng. Imaginons construits des indices ¢(1) <
... < (k) tels que uy(;) appartienne a E. Comme il y a une infinité d’indices
n tels que u, € F, il existe forcément un indice ny . strictement plus grand
que ¢(k) tel que uy,,,, appartienne a . On pose alors ¢(k 4+ 1) = ng4;. On
construit ainsi petit a petit une sous-suite (u,(n)) de (u,) telle que uym) € E
pour tout n € N. Donc (i) implique (ii).

Supposons que u, € [0,1] pour une infinité d’indices n, alors il existe une
sous-suite (uy(y)) incluse dans [0,1] d’apres la question précédente. Comme
(up(my) est bornée, on peut en extraire une sous-suite (Uuopn)) convergeant
vers a € R. Comme 0 < tgop() < 1 pour tout n, le passage a la limite montre
que a € [0,1]. On a bien obtenu une valeur d’adhérence a de (u,) dans [0, 1].

. La réciproque est fausse puisque la suite définie par u,, = 14+27" a pour valeur

d’adhérence 1 € [0, 1] bien qu’elle ne prend aucune valeur dans [0, 1].

Soit (u,) une suite qui a une valeur d’adhérence a dans |0, 1[. Il existe une
sous-suite (uy(y)) qui converge vers a. Comme 0 < a < 1, il existe ¢ > 0
tel que Ja —€,a + €[ C ]0,1]. Comme (uy(,)) converge vers a, elle finit par
appartenir a Ja — e, a+¢[ a partir d’'un certain rang ng. Donc (tg(n4ne) )Jnen €st
une sous-suite de (u,,) entierement incluse dans ]0, 1] et la question 2) conclut.

. La réciproque est fausse puisque la suite définie par u, = 1/(n + 2) pour

n € N est entierement incluse dans |0, 1[ mais n’a aucune valeur d’adhérence
dans ]0, 1[ puisqu’elle converge vers 0.



