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Mini DM : section de Poincaré

Soit f € CY(R4,R?) un champ de vecteur. On considere I'équation différentielle
i(t) = f(x(t)) , x(0) =z cRe. (1)

On supposera que p(t) est une orbite périodique de (1) de période T telle que p(0) = 0 et
p(0) = (1,0,...,0). On notera 7 : R? — R la projection sur la premiére composante et

P,={x R/ n(x)=0 et |z| <n}.

1) Soit ty €]0,T'/2[, montrer qu’il existe n > 0 tel que p(t) € P, pour tout t &] — to, to[+1Z.
En déduire qu’il existe 79 > 0 assez petit tel que pour tout n €]0,70[, p(t) € P, si et seulement
siteTZ.

2) On note ¢ l'application de P, x R dans R définie par ¢(zo,t) = 7(z(t)), ou z(t) est la
solution de (1). Montrer que si 7 est assez petit, il existe une fonction ¢t* € C'(P,, R) telle que
t*(0) = T et w(z(t*(x))) = 0. On appelle application de Poincaré I'application P définie par
P(xg) = z(t*(x0)). Montrer qu'il existe € € (0,n) tel que P envoie P. dans P, et telle que t*(0)
est le premier temps ¢ > 0 pour lequel z(¢) rencontre P,,.

3) Montrer que si Dj;—oP n’a que des valeurs propres de module strictement plus petit que 1,
alors l'orbite périodique p(t) est asymptotiquement stable.

Indication : montrer que pour tout 6 > 0, il existe A € GL4(C) telle que AD|;,—gPA™" est
triangulaire supérieure avec des coefficients hors diagonale de module plus petit que 6. FEn
déduire qu’il existe une norme sur Py, pour laquelle D, —o P est strictement contractante. Mettre
en place le théoréeme de point fize associé.



