
Préparation à l’agrégation externe Université de Grenoble
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Un modèle d’EDP parabolique pour la
propagation d’espèces animales

1 Modélisation

L’analyse et la simulation de la propagation d’une espèce animale dans un environnement donné
est un problème important en écologie. Elles permettent de prévoir l’expansion ou l’extinction
d’une population animale et ainsi soit d’essayer de la sauvegarder (espèce en voie de disparition)
soit de lutter contre elle (espèce invasive).

On considère ici une espèce animale dans un milieu unidimensionel (par exemple une rivière
ou un étroit corridor de forêts), que l’on modélisera par le segment [0, 1]. On note u(x, t) la
densité de la population animale au point x ∈ [0, 1] et au temps t ≥ 0. On suppose connue la
population au temps t = 0 et on s’intéresse à son évolution pour t > 0.

Oublions dans un premier temps la dépendance spatiale du modèle. On suppose qu’il existe
une densité critique θ ∈]0, 1[ limitant deux comportements disctints. Si u(0) < θ alors la pop-
ulation u(t) n’est pas assez dense pour survivre tend vers 0. Ceci modélise le fait que sous une
certaine densité, les animaux trouvent trop difficilement un partenaire pour la reproduction.
L’espèce est aussi trop sensible aux petites fluctuations du milieu qui peuvent l’éradiquer rapi-
dement. Si u(0) > θ alors la population survit et tend vers sa densité optimale par rapport au
milieu qu’on supposera égale à 1. Ce comportement est parfaitement modélisé par l’équation
différentielle ordinaire

u′(t) = f(u(t)) avec f(u) = λu(1 − u)(u − θ) , (1)

où λ est un nombre strictement positif.

On souhaite prendre en compte le fait que les animaux peuvent se déplacer spatiallement.
Pour cela, on rajoute à (1) un terme de diffusion c∂2u

∂x2 où c est une constante strictement positive.
En outre, on suppose que les animaux ne peuvent sortir du segment [0, 1], ce qui induit une
condition de flux nul sur le bord de l’intervalle. On obtient donc le modèle complet







∂u
∂t

(x, t) = c∂2u
∂x2 (x, t) + f(u(x, t)) (x, t) ∈]0, 1[×]0, +∞[

∂u
∂x

(0, t) = ∂u
∂x

(1, t) = 0 t > 0
u(x, 0) = u0(x)

(2)

où u0(x) est la distribution de l’espèce animale au temps t = 0.
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2 Existence de solutions

L’existence et l’unicité de solutions pour l’équation parabolique (2) se démontrent en deux
parties : d’abord une analyse de la partie linéaire qui correspond à une équation de la chaleur,
puis la prise en compte de la partie non-linéaire apportée par f grâce à la mise en place d’un
théorème de point fixe de type Cauchy-Lipschitz. Nous n’allons discuter ici que du premier
point.

Dans cette partie, nous allons donc analyser mathématiquement les solutions de l’équation
de la chaleur







∂u
∂t

(x, t) = c∂2u
∂x2 (x, t) (x, t) ∈]0, 1[×]0, +∞[

∂u
∂x

(0, t) = ∂u
∂x

(1, t) = 0 t > 0
u(x, 0) = u0(x)

(3)

c’est-à-dire de la partie linéaire de notre modèle.

Lemme 2.1. Soit u0 ∈ L2(]0, 1[), il existe une suite de coefficients (cn)n∈N ∈ ℓ2(N) telle que

u0 =

+∞
∑

n=0

cn cos(πn.) ,

la somme étant à prendre au sens de L2(]0, 1[).

Démonstration : On prolonge la fonction u0 par parité sur ]−1, 1[ puis par 2-périodicité sur
R tout entier. Le lemme découle alors simplement de la décomposition de la fonction prolongée
en série de Fourier. �

Théorème 2.1. Soit u0 ∈ L2(]0, 1[) et soit (cn)n∈N sa suite de coefficients associée par le lemme

2.1. Alors il existe une unique solution u : (x, t) ∈ [0, 1] × [0, +∞[7→ u(x, t) dérivable en t et

deux fois dérivable en x sur [0, 1]×]0, +∞[, vérifiant (3) et telle que u(., t) tend vers u(., 0) = u0

au sens de L2(]0, 1[) quand t tend vers 0.
En outre, cette solution u s’écrit

u(x, t) =
+∞
∑

n=0

cne
−cπ2n2t cos(πnx) , (4)

est infiniment dérivable sur [0, 1]×]0, +∞[ et tend vers la fonction constante u∞ = c0 =
∫

1

0
u0(x)dx quand t tend vers +∞.

Démonstration : Par les arguments standards de la théorie des séries de fonctions, on vérifie
directement que (4) définie une solution de (3) qui vérifie toutes les propriétés énoncées.

Soit u1 et u2 deux solutions de (3) au sens du théorème 2.1. Alors u = u1 − u2 vérifie (3)
avec u0 = 0. Pour t > 0, par hypothèse de dérivabilité, on peut écrire

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2 =

∫

1

0

u(x, t)
∂

∂t
u(x, t) dx = c

∫

1

0

u(x, t)
∂2

∂x2
u(x, t) dx = −c

∫

1

0

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
u(x, t)

∣

∣

∣

∣

2

dx .

La norme L2 de u(t) décrôıt donc en temps. Or elle tend vers 0 quand t tend vers 0. Donc
‖u(t)‖L2 est toujours nulle, ce qui prouve l’unicité de la solution de (3). �
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La partie linéaire de notre modèle (2) correspond bien au comportement attendu : la popu-
lation animale se diffuse dans le milieu et finie par être uniformément répartie dans l’intervalle.
En outre, la taille totale

∫

1

0
u(x, t)dx de la population ne varie pas au cours du temps. Ceci cor-

respond bien au fait que la partie linéaire ne prend en compte que le déplacement des animaux
et que c’est le terme f(u) qui modélise les décès et les naissances dans la population.

3 Simulation numérique

L’équation aux dérivées partielles (2) est de type parabolique. Le schéma numérique associé
devra être de type implicite pour ne pas exploser rapidement. On discrétise l’intervalle [0, 1]
en K sous-intervalles de même taille et un intervalle de temps [0, T ] en N sous-intervalles. On
pose dx = 1/K et dt = T/N . On représente la fonction u(x, t) au temps t = n dt par un vecteur
(Uk,n)0≤k≤K . Le Laplacien avec conditions aux bords de type Neumann correspond à la matrice
de taille (K + 1) × (K + 1) donnée par

A =
1

dx2

















−1 1 0 . . . 0

1 −2
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . −2 1
0 . . . 0 1 −1

















(5)

Le schéma numérique semi-implicite est donné par

U.,n+1 = (Id − cdt A)−1(U.,n + dt f(U.,n)) .

La simulation numérique de (2) montre deux possibilitées : soit la population animale finit par
s’éteindre, c’est-à-dire que u tend vers 0, soit elle se stabilise autour de la densité optimale,
c’est-à-dire que u tend vers 1. En outre, ce comportement est monotone dans le sens suivant.

Observation 3.1. Soient u−
0 et u+

0 deux données initiales à l’équation (2) et soient u− et u+

les solutions associées. On suppose que pour tout x, u−
0 (x) ≤ u+

0 (x). Alors u−(t) ≤ u+(t) pour

tout t et donc si u+(t) tend vers 0 quand t tend vers +∞ alors u−(t) aussi et si u−(t) tend vers

1 alors u+(t) aussi.

On peut observer aussi que la propagation de l’espèce prend la forme d’un front au profil
fixe et avançant à vitesse constante. Ce front s’observe si on choisit comme donnée initiale u0

une fonction uniquement supportée par une petite partie [0, x0] du domaine. On observe que
la forme et la vitesse du front semblent indépendantes de la donnée initiales.
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Figure 1 : l’invasion de l’espèce prend la forme d’un front de profil et vitesse constants. Ici,

c = 1/20 et λ = 20.

4 Influence d’un obstacle dans la propagation de l’espèce

On cherche à connâıtre l’influence que peut avoir un obstacle dans la propagation d’une espèce
animale. Cet obstacle peut être une autouroute, un barrage ou une zone de déboisement. En
passant à travers cet obstacle, une partie du flux des animaux est perdu (mort ou bien blocage).
On modélise ceci en remplaçant quatre coefficients de la matrice A, introduite par (5) comme
suit :

1

dx2

























. . .
. . .

. . .
. . . −2 1 0
. . . 1 −1 − α α 0

0 α −1 − α 1
. . .

0 1 −2
. . .

. . .
. . .

. . .

























,

où α ∈]0, 1[ modèlise la perte de diffusion de l’espèce à travers l’obstacle. On note que si α = 1,
on retrouve le modèle initial ; et si α = 0, les deux parties de l’intervalle sont complètement
séparées.

On choisit une donnée initiale u0 supportée uniquement par une des parties de l’intervalle et
permettant la survie de l’espèce dans cette moitié. Le problème est de savoir si l’espèce arrive
à coloniser l’autre moitié.

Observation 4.1. Il existe une valeur critique α∗ telle que si α > α∗ alors l’espèce colonise

le milieu entier, i.e. u(t) tend vers 1 sur tout l’intervalle, et si α < α∗, l’espèce reste bloquée

dans la première moitié. La valeur de α∗ dépend très peu de la donnée initiale.

Plus précisemment, dans le cas où l’espèce reste bloquée, on observe une limite en grand
temps du type suivant :
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Figure 2 : l’espèce reste bloquée à gauche. Simulation pour c = 1/20, λ = 20 et α = 0, 05.

Dans le cas de la figure 2, la partie droite de l’intervalle n’est pas déserte, mais la popula-
tion animale y est trop faible pour permettre une reproduction suffisante pour la colonisation
complète du milieu. Seul le passage continu de quelques animaux depuis la partie gauche
entretient une population dans la partie droite.

Suggestions de développement :

- commenter pour l’équation diférentielle ordinaire (1) l’existence de solutions et leur comporte-
ment qualitatif.
- détailler les arguments mathématiques de la partie 2
- illustrer numériquement le théorème 2.1
- illustrer numériquement l’observation 3.1
- calculer numériquement la vitesse du front décrit dans la figure 1.
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