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Correction : proposition d’une tres bonne copie

Exercice 1 :

1. On consideére la série (ano un) de terme général u, = m Ce terme

général est positif et u, ~ £ quand n tend vers +oo. Comme (3 ) est
une série de Riemann divergente, les théoremes de comparaison du cours
impliquent que (Zn>0 un) est aussi une série divergente.

2. On considere la série (3, ., v,) de terme général v, = % On procede

par comparaison comme ci-dessus, car ce terme général est positif et v, ~
12;” = 0( 3 /2) Comme la série (Z n?}T) est une série de Riemann conver-
gente, la série (Zn>0 vn) est aussi convergente.

y (1"
général n’étant pas de signe constant, on ne peut utiliser les théoremes de
comparaison. On effectue le développement limité

_ = 1 _ =D Ly _=on 1
== <1+O(n)) L 0(n)

La série (D" (—1)"/+/n) est clairement une série alternée avec 1/+/n qui décroit
vers 0 donc par le critere des séries alternées, cette série converge. Le terme
(’)( < /2) est le terme général d’une série qui converge absolument par compa-
raison avec une série de Riemann. Donc () w,) est la somme de deux séries
convergentes et donc converge.

3. On considere la série (3,5, w,) de terme général w, = . Le terme

Exercice 2 : Séries des termes pairs et impairs
Soit (3,5, un) une séries de nombres réels.

1. Soit N € N. Pour z € R, on note |z] le plus grand entier inférieur ou
égal a . On a que P = [ N/2] est le plus grand entier tel que 2P < N et
Q = | (N +1)/2] est le plus grand entier tel que 2Q) — 1 < N. On a alors

N LN/2] L(N+1)/2]
Zun = Z ng Z U2g—1 -
n=1 q=1

Si par hypothese les deux sommes de droites sont des sommes partielles de
séries convergentes, on peut passer a la limite quand N tend vers 400 et on



obtient que la somme de gauche a une limite quand N tend vers +o00. Cela
montre que (Y u,) est une série convergente et aussi que

0 0o 0o
E U, = E Ugp + E Ugg—1 -
n=1 p=1 q=1

—1)"
. On sait par le critere des séries alternées que (Z (=1)
n
n>1
son terme général s’écrit sous la forme (—1)" que multiplie la suite positive

1/n qui décroit et tend vers 0 quand n tend vers +oo. D'un autre coté,

) converge. En effet,

s . .. . s . 1 1
(Z 5 — 1) est une série de termes positifs qui vérifient 5= ~ 5-. Comme
g1

1
oo %) est une série de Riemann divergente, la série (Z ﬁ) diverge.
q _—
q=1
Cela montre que I'implication réciproque de celle de la question précédente

est fausse en général.

. On considere maintenant le cas d’une série positive (3,5, un) avec u, > 0.
Supposons que (D o, u,) converge. Pour tout P € N, par positivité des

termes, on a
P 2P
E Uy < E Uy,
p:]_ n=1

Quand P tend vers 400, le majorant a une limite puisque la série est sup-
posée convergente. La somme partielle de gauche est donc croissante (car
ug, > 0) et majorée et donc converge. Cela montre que (D, . un) est une
série convergente. Les mémes arguments montrent que () Up) converge
aussi.

n impair

. Prenons le cas particulier u,, = 1/n® avec a > 1. Il s’agit d’'une somme de
Riemann convergente et donc la question précédente montre que les séries
des termes pairs et impairs convergent aussi. On a

@ 1 20 ° S 11
2@ T w X 2w mlp

En passant a la limite () — 400 (toutes les séries convergent), on obtient

N CEbor:

g=1



Exercice 3 : Effectuons une décomposition en éléments simples. On sait qu’il existe
a, b et ¢ dans R tels que

T+ 2 a br+c

z(x2+9) x 2249

En mettant au méme dénominateur, on trouve que (a+b)z%+ cx +9a = z + 2, donc
que a =2/9 puis b = —2/9 et ¢ = 1. On a donc

r+2 2 —2r/9+1

z(x2+9) 9z 22 +9

On a que
22 2 2
—dr = Z[lnz]? = ZIn2.
1 9 9 9
Par ailleurs
—2z/9+1 -1 2z n 1 1
2249 92249 914 (x/3)2°
On a
2 o 9 9
1 x2+9d$ = [In(z*4+9)]; = In13—-1n10
et

2 1 ,
/1 de = [3arctan(z/3)]; = 3arctan(2/3) — 3arctan(1/3) .

Au final,

1
I=—-(2In2—-In13+1n10) + 3 (arctan(2/3) — arctan(1/3)) .

Q| —

Exercice 4 : Linéarisons le polynome trigonométrique cos?(z) :

eim+€—im 3 1 ) ) ) )
COS3([L') — ( 5 ) — g <637,a: + 36113 + 36—130 +€—32:L‘)

1 3
=1 cos(3x) + 1 cos(x) .

On a donc
zcos®(x)dr = - | xcos(3z)dz+ - [ xcos(z)dr
0 4 Jo 4 Jo
_ ! [z sin(3x)]f — ! /7r sin(3z) dz + 3[:6 sin(z)]f — ; /7r sin(x) dx
12 o 12, 4 04/,

1 . 3 r
=04+ %[008(3@]0 +0+ Z[COS(QU)]O



Exercice 5 : Une famille d’intégrales généralisées

1. La fonction z — 1+(;2 est continue sur ]0,1] et prolongeable par continuité

Inz)

en 0 car quand x tend vers 0 s tend vers 0. En particulier, elle est

1
? 14+(Inz)
. e s dz
bornée sur |0,1] et donc lintégrale —_—
o 1+ (Inz)?
cours ou bien comparaison en valeur absolue avec une fonction constante).

converge (théoreme du

2. La fonction z — est positive sur ]0,1] et

-1
z2(1+(Inz)?2)

1 1
o7 =0 (x2<1 + <1nx>2>>
car v/z(Inz)? — 0 quand  — 0 (croissance comparée). Comme 'intégrale de

1
| \ dx
1/2%/* diverge pres de 0, /0 2%(1+ (Inx)?)

3. On pose u = Inz et donc du = dz/z et on obtient que

/1 do —/0 du = —arctan(In¢)
e z(1+(Inx)?)  Jpel+uw? ARG

Quand ¢ tend vers 07, —arctan(In&) tend vers 7/2, qui est donc la limite
dx dx

1 1
finie de /é m Par déﬁniti0n7 cela Signiﬁe que /0 m
converge et vaut /2.

diverge aussi par comparaison.



