Chapitre 1 : Introduction aux séries

1 Motivation

1.1 Le paradoxe de Zénon d’Elée

Dans le paradoxe de Zénon d’Elée (V¢ avant JC), un caillou est lancé sur un arbre
et parcourt la moitié de la distance, puis la moitié de la moitié restante, puis la moitié de
ce qui reste... Il semble ainsi ne jamais arriver a destination car il lui faut franchir une
infinité d’étapes et chacune lui demande un temps non nul.

Essayons de résoudre ce paradoxe. Mettons que pour parcourir la distance d, il faut un
temps ¢. Pour parcourir la moitié de la distance, il faut un temps t/2. Pour parcourir la
moitié restante, il faudra un temps ¢/4 et il restera d/4 a parcourir. Puis pour parcourir la
moitié de la distance restante, il faudra un temps /8 et il restera d/8 a parcourir. .. Donc
a I'étape n, il restera certes encore d/2" de distance qu’il faudra ¢/2" a franchir, mais on
n’a attendu que

t t i t t

S oo =t — —
Aty T T on

et donc c’est normal que le caillou n’ait pas encore atteint I’arbre. Au passage, il semble
que ’on puisse écrire carrément, pour t = 1,

Lol o (1.1)
stitgte= .

avec une somme infinie. Le paradoxe vient du fait que cette somme, bien qu’infinie, ait une
valeur finie. Méme s’il y a une infinité d’étapes, on n’a pas encore passé plus qu'un temps
1 & observer la scéne. Mais ici, nous n’avons pas été tres rigoureux en écrivant (1.1) : quel
sens donner a ces < ... » et a une valeur a cette somme infinie ?
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1.2 La série harmonique

Dans I'exemple précédent, nous additionnons une
infinité de termes, mais ceux-ci sont de plus en
plus petits et tendent vers 0. Est-ce que cela suffit
a faire que la somme soit finie ? Regardons main-
tenant une pile de dominos (de longueur disons 2
unités) que nous penchons pour la faire avancer le
plus possible. Le domino le plus haut, afin de ne
pas tomber, ne doit pas étre avancé de plus de 1. Si
nous avoncons de 1 le domino en-dessous, les deux
dominos basculeront. En fait, si on 'avance de d,
il faut que

2-d)+(2—-d—-1) > d+(d+1)

ce qui donne d < 1/2. Puis un calcul similaire,
montre que le troisieme domino ne peut pas étre
avancé de plus de 1/3 et par récurrence, le n—iéme
ne peut pas étre avancé de plus de 1/n.

Piles de dominos, extraites du site
< How round is your circle > par
John Bryant et Chris Sangwin.

Jusqu’ou peut-on aller, c¢’est-a-dire que peut-on atteindre avec

ULV S UL S
2 3 4 5 7 n
En fait, la réponse est qu’on peut aller jusqu’a aussi loin de 'on veut! En effet, prenons

n = 2P, on regroupe les termes par paquets

1+1+1+1+1+ +1—1+1
2 3 4 5 7 n 2
+1+1
3 4
+1+ +1
5 8
+1+ +1
9 " 16
1
ot g

Le paquet 1/(2971 +1)+...41/27 contient 2/~! termes qui sont tous plus grands que 1/27
et donc est plus grand que 1/2. On obtient donc que

11 1 1
I+ +-+-+-+...+

1
— >
2 3 4 5 27’_1+
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On peut donc obtenir une avancée de dominos aussi grande que 1'on veut, ce que 1'on
pourrait traduire de fagon informelle par

! 11 1 1 B
tot3t et =t

Ainsi, méme si les termes de la somme sont de plus en plus petits, la somme entiere est
infinie. Quand on compare avec le cas précédent, on voit que la nuance est subtile : la
vitesse a laquelle les termes deviennent petits influence sur le fait que la somme est finie
ou non.

Remarquons que la divergence de cette série était connue depuis le moyen-age d’apres
les travaux du francais Nicolas Oresme.

A propos de la situation présentée, on pourra consulter
http ://images.math.cnrs.fr/Une-tour-de-cartes-qui-penche-a-1-infini.html

1.3 Séries entieres
On sait que, quand x est proche de 0, on a

2 173 n

x x
=142+ —+—+...+—+o(a" 1.2
trt St (") (1.2)
ou n est fixé et ot 0 (2") est un terme de la forme z"¢(x) avec €(x) — 0 quand = — 0. Le
développement de Taylor nous donne donc une approximation de e® mais seulement quand
x se rapproche de 0 et a n fixé. On ne sait pas si a z fixé, le développement est d’autant
meilleur que n est grand. En particulier, peut-on écrire

" r? 2 "
ef=14+0v+—+—+...+—+...
2 6 n!

avec une somme infinie? Cela serait pratique pour calculer ne serait-ce que e. En effet,
seules les sommes et produits sont réellements calculables. Est-ce ainsi qu’une calculette
calcule e” 7 Et si oui, quels nombres peuvent ainsi étre calculés par une somme infinie ?

Les scientifiques indiens ont repris les travaux des grecs de I'antiquité et ont introduit
les fonctions sin et cos. Pour calculer leur valeur, ils mettent au point une méthode de
calcul qui se traduirait par le développement

x3 2

SINT =0T — — + — — ...
6 5!
Ces méthodes seront reprises et développées par les perses et les arabes avant de revenir
en occident. Depuis longtemps, ces sommes infinies sont utilisées concretement.
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1.4 Des calculs étranges
Regardons le calcul formel suivant
1+24+44+8416+32+...=14+2(14+2+4+8+16+...)
donc
0=1+(1+2+4+8+4+16+...) puis 1+2+44+8+16+32+...=—1.

On voit bien qu’il y a anguille sous roche. Notre probleme est bien str d’avoir manipulé
des sommes infinies qui ne sont pas définies. Ici, on sent bien I’arnaque, mais on peut
faire des cas similaires plus subtiles : il faut définir proprement les choses pour savoir
comment les manipuler. Ci-dessous, deux exemples de grands mathématiciens a I’époque
ol on commence & comprendre qu’il manque une théorie propre sur les sommes infinies.
) Theorema Arithmeticae infinitorum.
Binarius est summa seriei infinitae Fractionum, quarum Numerator
Unitas, Denominatores vero Numeri Triangulares inde ab Uni-
tate inclusa ordine crescentes in infinitum.
series O%+%+%+%}+fl5+§1{ etc. in infinitum [ 2.
Demonstratio.
Esto series infinita Fractionum quarum Numerator Unitas,

Nominatorea vero sint Numeri Naturales inde ab unitate inclusa
ordine crescentes in infinitum

series ) %—{—%—t—-;——{—%—k%—i—%em. in infinitum.
Exponatur et series (O dimidiata:

series 8 7+ ¢+ 5+ % + % + % ete. in infinitom

Quam ajo esse [] 1.

Nam auferatar series  a serie ), singulae fractiones a singulis ordine
respondentibus, restabit % -+ % + % + g + % 4 % etc, aive
depressis fractionum Terminis

series Q % + % -{—% -]—%-}-—:—-l—% ete. in infinitum.
Ab eadem serie ) auferatur 1, residua erit eadem series Q
Ergo 1 et series § sunt inter se aequales.

Quia ab eadem serie ) ablatae relinquunt idem, Ergo dupla
geries § sive series (O erit aequalis binario.

Quod demonstrandum sumseramus,

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716, Allemagne) utilise une série divergente
dans un calcul intermédiaire. Il obtient une valeur juste apres soustraction de
linfini de chaque coté de l’égalité ! Remarquons au passage que les notations
trés différentes d’aujourd’hui comme le T pour ’égalité.
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x o >< g o5
f ’ ) Vo Aawrane ru.y o ——
Auslore LEON. .EKLERO' ' ' §; 3. Bx fpecm fecunds Lexbmtlus primus - h:mc)
L o contemplatus ft feriem 3

um ferfes comuergentes ita definiantue , ¥t conffent B R +x—j+1—:+ ete. -
terminis continuo decrefcentibus , qui tandem , fi ciiius fummam valete —1" flawerat , his fatis Grmis ra-
feries in infioitum procefferit penitus cuaneftant ; facile " tionibus mmxus  Primum enira haec feries prodit, fi
intelligitur , quariim ferierum termini infinitefimi non it A D T ULl Admifamem  santimmam mare (0lito

nihilum abeant, fed vel finitt maneant, vel in infiniturnl
excrefeantt, €as, quia_non fint coiuergenites , ad clafem
ferierarn  divergentiuth  refersi oportere.  -Prout igitor
termiini feriei vitimi , ad quos progreffione fn infinituny
continata pernenitur , fuerint vel maggtitudinis. finitae,
“vel " infinitac, duo habebuntur ferierurn dmergentlum ge-

pe porro in duas fpecies fubdiui- FUM I 0AC IPECIC SHMUULL Wake emis Sigrs
zfxr:r,, ‘inl:rz::muelv t;uz;]nn%s tefr?mu eodem ﬁ::e affecti figno, [uaram fummac fint finitae, atque adfo negmuac feu ni-
vel figna — et~ alternatim {e excipiant, Omnmuergo hilo minores.” Cum emm fra&io. T per dinifionem
habebimus quatuor ferierum diergentinm {pecies, ex, qui- in feriem euoluta det: I +a+a’+a’+a -+~ et
bus maioris perfpicuitatis gratia aliquot excmpla fublung1m. deberet effe: :
L... 1+1+1+r—]—!—|—l+ etc. _!_,+1+++ 8 {164 etc:
A i i et —iTm1 59k -7+81+ etc.
... T — 1 gex — 1T — I —+- ete. )@od aduerfariis non_ ‘immerito  abfurdiffimum videtor
P 28— o g =4 et ‘cumm  per additionem’ numerorum  affirmativorum :;:‘;
DL ... 34245 4-+5-+6—+ et g
: T - 24 4 - 8 - 164-324- ete.
C Ve i, X = 20§ — 4o 5 — 64 etc.

-
[

z+4. — 8 =16 —32- etc.
Ceg . §z,

Leonhard Euler (1707-1783, Suisse) se questionne sur le sens des sommes infinies.
Il dit par exemple que Leibniz pense que 1 —14+1—1+1—1+... vaut 1/2 mais que
cela reste contesté. Il montre que les valeurs 0 ou 1 sont possibles mais donc qu’il
est normal de penser que le vrai résultat est la moyenne. Il donne ausst un exemple
de série dont la somme vaut —oo ou 400 suiwant le raisonnement et conclut donc
que le résultat doit étre une valeur réelle intermédiaire !




Introduction aux séries

2 Notions et propriétés de base

Pour le moment, nous n’avons pas écrit les choses rigoureusement. Typiquement, les
< ... > sont souvent problématiques (peut-on trouver une unique logique pour boucher les
trous?).

2.1 Définitions et notations

Soit (uy,)nen une suite de nombres complexes. Pour p < ¢, on note Zfr]z:p U, la somme
des termes depuis n = p jusqu'a n = q, c’est-a-dire

q
E Up = Up + Upg1 + Upyp2 + ... F Ug—1 + Uq -

n=p
On introduit les sommes partielles comme étant les nombres

N

SN:Zun:u0+...+uN
n=0

pour N € N. On appelle série de terme général u,, et on note (>, -, u,) la suite des sommes
partielles Sy. -

Si la suite des sommes partielles converge quand N tend vers +oo vers un nombre
S € C, on dit que la série converge ou la série est convergente et S = limy 1o Sy est
appelé somme de la série. On peut alors noter S = Y _ u, = > uy,. Sila suite des
sommes partielles diverge, on dit que la série diverge ou la série est divergente et Y >0 Un
n’a aucun sens en tant que nombre. Concernant la convergence ou divergence de la série,
on parle de nature de la série.

Si la série (D, -, un) est convergente et de somme S, on appelle restes les termes du
type S—Sy = S—ZnNzo u, que I'on peut noter Ry = S—Sy = >, -y 1 Un. Par définition,
ce reste tend vers 0 quand N tend vers +oo (s’il y a convergence. .. mais écrire un reste
n’a pas de sens si la série diverge).

Notons que le choix de faire partir I'indice n a n = 0 n’est pas obligatoire et on peut
regarder des séries (D -, u,) ou avec un autre point de départ.

Le premier écueil est de confondre la suite du terme général (u,) avec la série
(D50 Un)- La série est la suite des sommes partielles. Regarder la convergence
de la suite du terme général (u,) n’est pas ce qu’on se demande quand on se
pose la question de la convergence de la série (3 o, un).
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A L’objet < série > (). u,) est une suite. Il est important de ne pas le confondre
avec l'objet < somme > ) u, qui est la limite de la série, qui d’ailleurs n’existe
pas quand la série diverge. Certes, la différence d’écriture est subtile, ce n’est
pas une convention générale qui se retrouve partout en dehors de ce cours et
on fera parfois des oublis et abus dans ces notations, mais il est important
de garder cette différence en tete. L’objet < série > ne peut se trouver que
dans des phrases du type < converge >, < diverge >, < a pour limite ».... Un
calcul du type 2 4+ (3, u,) est louche. Si on peut écrire 2 + > u, au sens
que le deuxieme terme est la somme de la série, ceci ne peut s’écrire que
une fois que 'on sait que la série converge.

f} L’indice n dans la sommation est un indice muet. On peut lui préférer
d’autres indices comme k, p etc. et on peut aussi changer d’indice en po-
sant par exemple n = 2p pour écrire (3_, . un) = (D_, uzy). Dans tous les
cas, 'indice de sommation ne peut pas apparaitre en dehors de la somme. S’il
le fait, c’est souvent indice d’une erreur de calcul ou dans les concepts. Cela
peut aussi étre di a une mauvaise notation ou n sert a deux choses différentes. . .
ce qui amenera a une erreur a coup sur. En particulier, la somme d’une série
>, U, ne peut pas dépendre de n!

2.2 Propriétés élémentaires

Les séries n’étant qu’une écriture particuliere de suites, les propriétés connues des limites
des suites nous donne directement des propriétés élémentaires pour les séries.

Proposition 1.1. Soit A € C\ {0}, les séries (D un) et (O Au,) ont méme nature c’est-
a-dire qu’elles convergent toutes les deur ou divergent toutes les deuz. Si elles convergent
alors les sommes vérifient Y o My =AY < Un.

Soient (3 uy) et (3 wvy,) deux séries convergentes, alors (3 (un + v,)) converge et a

pOUT somme ETLZO (un + Un) = ano Up + ETLZO Un-

Démonstration : Toutes les propositions se démontrent de la méme fagon en utilisant
les propriétés élémentaires des limites de suites. Faisons par exemple le cas de la somme.
Soit N € N, on a

N N N
Dt vn) =3 un+ 3 v
n=0 n=0 n=0

car il s’agit d’une somme finie de termes et donc leur ordre peut étre changé. Par hypothese,
les deux sommes de droite convergent vers des limites ) un et > v, quand N tend
vers +00. Donc la somme de gauche converge vers la somme des limites quand N — oo. [
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A Le mécanisme de la démonstration ci-dessus est important : on ne manipule

surtout pas une somme infinie sans précaution et encore moins sans savoir si
elle converge ou pas. On verra par exemple que l'ordre des termes dans une
somme infinie peut changer le résultat de la somme! Il est donc important de
se ramener d’abord a une somme finie de termes en passant d’abord par les
sommes partielles puis de faire tendre le nombre de termes vers l'infini. Ce
mécanisme de preuve sera commun a quasiment toutes les démonstrations.

Au passage, on notera qu’il n’y a pas de résultat sur une série du type
(D, unvy) puisqu’il n’y a pas de rapport entre Zf:[:o UpUp, Ziv:o Uy, et Zivzo Up,.

Notons que les résultats ci-dessus donne une structure d’espace vectoriel aux séries
convergentes. La proposition suivante insiste sur le fait que la nature d’une série est une
propriété asymptotique et ne dépend pas des premiers termes de la série (ce qui n’est
évidemment pas le cas de la somme totale en cas de convergence).

Proposition 1.2. Si (3, o ua) et (32,50 vn) sont deuz séries telles qu’il existe un rang
no tel que pour tout n > ng, U, = vy, alors (3, un) et (32,50 vn) ont méme nature.
Pour tous rangs ny et ny, les séries (3, -, un) €t (3,5, un) ont méme nature.

Démonstration : On regarde de nouveau les sommes partielles. Si pour tout n > ny,
U, = v,, alors pour tout N > ng, on a

D un =) vt (Z(un - vn)>

Les suites des sommes partielles ne different donc que d’une constante Y "% (u,, — v,,) pour

n assez grand. Elles convergent donc ou divergent donc en méme temps.
La deuxieme propriété est une conséquence de la premiere en rajoutant aux débuts des
séries suffisamment de termes nuls. ([l

Le critere de divergence suivant est important.

Proposition 1.3. Soit (>, -, un) une série de termes complexes. Si elle est convergente
alors (uy) tend vers 0. Autrement dit, si (u,) ne tend pas vers 0 alors (>, <, un) diverge.

Démonstration : Supposons que Sy = EnN:O u, tende vers une limite S. Alors u, =
S, — S,_1 tend vers S — S = 0. O

é I1 s’agit d’'un critere de divergence puisque prouver que (u,) tend vers 0
n'implique pas que (D u,) converge. Il s’agit pourtant d'une erreur tres clas-
sique que beaucoup trop d’étudiants font malgré les avertissements.
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Exemples : La série 1 —1+1—1+1—1+4... mentionnée par Euler est donc divergente.
Il est normal de ne pas pouvoir définir précisément sa somme. De méme, le calcul 1+ 2 +
448+ ... = —1 ne veut donc rien dire. Pour les séries (> 1/2") et (>_1/n), le terme
général tend vers ... et donc on ne peut rien en déduire. D’ailleurs la premiere converge
alors que la deuxieme diverge.

Nous allons passer une partie de ce cours sur les séries a termes positifs. Une des raisons
vient de la propriété suivante. Soit (D u,) une série de termes complexes, on dit qu’elle
est absolument convergente si (> |u,|) est une série convergente de termes réels positifs.
Dans le cas contraire, on dire qu’elle diverge en valeur absolue.

Proposition 1.4. Soit (> ., u,) une série de termes généraux (u,) C C qui converge
absolument. Alors (Y, <, un) est une série convergente dans C.

Démonstration : On utilise le critere de convergence de Cauchy dans C : les sommes
partielles Sy =), _, u, forment une suite convergente si et seulement si

Ve>0, dNgeN, VP >(Q > Ny, |SP—SQ|§€.

Or
P P ~ ~
|Sp — Sql| = Z Up| < Z [un| = Sp — Sq
n=Q+1 n=Q+1

ott Sy = S |u,| représente la somme partielle de la série (37 |u,|). Comme cette derniere
est supposée convergente, elle vérifie le critere de Cauchy et I'estimation ci-dessus montre
que c’est aussi le cas pour (Sy). O

3 Les séries géométriques

Les séries géométriques forment un type de séries tres important. Elles se rencontrent
dans de nombreux problemes et serviront de séries de références pour I’étude d’autres séries
plus complexes.

Définition 1.5. Soit a € C. On appelle série géométrique de raison a une série de la

forme (3, a")-

Le coeur de cette partie est la formule suivante qu’il est important de connaitre. Notons
qu’elle semble avoir été connue des Egyptiens (papyrus de 1650 av. JC) et qu’elle apparait
comme la proposition 35 des éléments d’Euclide (300 av. JC)
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Proposition 1.6. Soient p > q deux entiers de Z et soit a € C avec a # 1. Alors

P +1
E A" =al+atM = —
1—a
n—=q
Démonstration : On peut démontrer cette formule par récurrence ou simplement en
constatant que

(1—a)(a?+a"™ +.. . +a’) =a’ — " + a9 — " .+ af —aPt!
= a9 — Pt .

On peut retenir la formule ci-dessus par la phrase
< Premier écrit moins premier pas écrit sur un moins la raison. >

Bien entendu, le cas a = 1 est trivial mais doit toujours se traiter a part.
On en déduit le résultat suivant.

Théoreme 1.7. La série géométrique (>, a™) converge si et seulement si |a| < 1. Dans

\ 5 n_ _1
le cas ot |a| <1, alors la somme est donnée par Y o a" = 1=

Démonstration : Soit Sy = Zg:o a” les sommes partielles. Sia = 1, alors Sy = N+1 —
—ﬁ‘f;ﬂ qui a
une limite finie si et seulement si |a| < 1 et alors ¥+ — 0. O

+00 et donc la série diverge. Si a # 1, alors la formule ci-dessus donne Sy =

Exemple : On a donc proprement justifié que (>, -, 1/2") converge et que

=1 1 1
=52 2 1-1)2
n>0

n>1

Application : aire du flocon de Von Koch
Le flocon de Helge Von Koch (1870-1924, Suede) se construit a partir d'un triangle et en
ajoutant a chaque étape un triangle sur le tiers central de chaque coté de 1’étape précédente.

LN TLEEES

Etape 1 Etape 2 Etape ) Etape .

10
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Prenons comme unité d’aire la surface du triangle de départ. A 1’étape 2, on ajoute 3
triangles d’aire 1/9. Puis a I’étape 3, on ajoute 12 triangles d’aire 1/81, puis 12 x 4 triangles
d’aire 1/9% etc. On se persuade rapidement qu’a I'étape n, on ajoute 3 x 4”2 triangles de
taille 1/9"~!. On obtient donc comme aire totale

1 1 4n—2 3 AN
1432 4+12x —4+...=1 3 —14° -
Ty TR T +nz>; gn—T1 +4;(9>
3 2 19 8
=1l+-.—2-=1+-=—
+41—‘-; T35 5

En particulier, on obtient une aire finie, alors qu’elle est entourée par une courbe de lon-

gueur infinie.

11



Chapitre 2 : Séries de termes positifs

Nous avons vu que la convergence en valeur absolue d'une série () w,) implique sa
convergence. De ce fait, on est ramené a I’étude d’une série de termes réels positifs (D |uy,|).
Le but de ce chapitre est de donner des outils pour étudier cette convergence.

La plupart des résultats et criteres énoncés dans ce chapitre sont spécifiques
aux séries a termes positifs et ne doivent pas étre utilisés dans les cas ou le
terme de la série change de signe. On notera quand méme que :

e comme (Y (—uy)) et (D u,) ont méme nature, on peut aussi appliquer les résultats
a des séries a termes négatifs.

e comme () yuy) et (D o,u,) ont méme nature, on peut appliquer les résultats
méme si les premiers termes ne sont pas de signe constant.

En résumé, on écrira les théoremes dans le cadre des séries a termes positifs, mais ils restent
valables si les termes sont tous réels et de méme signe a partir d'un certain rang.

1 Criteres de comparaison

Commengons par noter que si (), u,) est une série de termes positifs, alors les

sommes partielles Sy = > " forment une suite croissante et seuls deux comportements
sont possibles : Sy tend vers l'infini et diverge, ou Sy reste bornée et converge. On en
déduit le théoreme suivant.

Proposition 2.1. Soient (> uy) et (> v,) deux séries de réels positifs tels que u, > v, >
0. Si (> uy) converge, alors (Y, v,) converge et les sommes respectives U et V' vérifient

U>V.Si(d> v, diverge, alors (D> u,) diverge.

, . : N
Démonstration : Supposons que (D u,) converge, alors la somme partielle Y ' u,, est
. , N . . . ,
majorée par la somme U = ) _ u,. Donc ) ' v, est une suite croissante majorée par
U et donc convergente. Par ailleurs, ’'ordre des limites est évident. La deuxieme partie de
la proposition est la contraposée de la premiere. O

12



Séries de termes positifs

Pour une série de termes positifs qui tendent vers 0 (donc non trivialement divergente),
la question fondamentale est de savoir a quelle vitesse les termes tendent vers 0. La pro-
position ci-dessus dit exactement cela : plus les termes généraux sont petits, plus la série
a des chances de converger.

En outre, remarquons que nous avons vu que les premiers termes ne changent pas la
nature d’une série. Donc pour ce critere comme pour les suivants, on peut se contenter
d’étre a termes positifs et vérifier les hypotheses de comparaison seulement a partir d’un
certain rang.

Exemples :

) qui est & termes positifs. On a —— < & elt > 5 est

o) est aussi

e On considere la série (3, —nén

une série géométrique de raison 1 < 1 et donc convergente. Donc (3
une série convergente.

e On considere la série () \/iﬁ) qui est & termes positifs. Ona 1/y/n > 1/n pourn > 1
et comme (3 2) est une série divergente, alors (3 \/Lﬁ) est aussi une série divergente.

On a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Soient (> u,,) et (> v,) deuz séries de réels positifs. Si les termes générauz
sont équivalents c’est-a-dire que u, ~ v, alors (> uy) et (> v,) ont méme nature (donc
convergent ou divergent toutes les deux). Si u, est négligeable devant v, c’est-a-dire que
Up, = 0(vy,), alors (> uy,) converge si (> v,) converge et (> vy,) diverge si (> u,) diverge.
Si u,, est du méme ordre de grandeur ou négligeable devant vy, c’est-a-dire que u,, = O(v,),
alors (> uy,) converge si (D> v,) converge et (> vy,) diverge si (> u,) diverge.

Démonstration : Si u, ~ v,, alors pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel
Up/vn € [1 —e,1 +¢] et done (1 —e)v, < u,, < (1 + €)v,. 1l suffit donc d’utiliser la
proposition précédente avec ¢ fixé. De méme, si u,, = o(v,) ou si u, = O(v,), alors il existe
une constante C' et un rang a partir de duquel u,, < Cv,. ([l

Exemple : On considere la série (3 sin(3r)) qui est & termes positifs. Comme 55 tend vers
0 quand n tend vers 0 et comme sinz ~ x pres de zéro, on a sin(zr) ~ z+. Or lasérie (3 57)
est une série géométrique convergente, donc la série (3 sin(z7)) est aussi convergente.

2 Séries de Riemann

Nous avons vu une premiere famille importante de séries : les séries géométriques.
Comme on a vu ci-dessus, cette famille de série est utile pour étudier des séries de com-
portement similaire de type exponentielle. Nous allons voir ici d’autres familles de séries.
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En particulier les séries de Riemann sera 'autre famille-étalon fondamentale permettant
d’étudier les convergences de séries de comportement de type polynomial.

2.1 Comparaison avec une intégrale
On a la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit f une fonction continue de R dans R, et décroissante. Alors la
série (Y, f(n)) converge si et seulement si la limite limx_, 4 fIX f(x)dx existe et est

finie.

Démonstration : Comme f est décroissante, on a

ﬂw+wg/mfumxgﬂm

et donc
SUOEN RNICIEED DR

Comme f est positive, la fonction X — fIX f(x) dx est croissante. Donc si cette fonction

n’a pas de limite, c’est qu’elle tend vers 400 et limy_, 1 le f(x)dx = oo. L’inégalité de

droite montre que Zg:_ll f(n) tend vers l'infini et donc les sommes partielles diverge.
Silimy o0 flx f(z) dz existe et est finie alors N — le f(z) dz est bornée et S f(n)

est majorée. Comme f > 0, N — 2512 f(n) est croissante. Comme une suite croissante

et majorée converge, alors la suite des sommes partielles converge bien et donc la série par
définition. 0J

On remarque que la borne de démarrage de l'intégrale n’est en fait pas importante et
on peut remplacer 1 par ce que l'on veut.

2.2 Séries de Riemann

Dans cette partie, nous allons voir le cas particulier des séries de Riemann qui sont les

séries qui s’écrivent sous la forme
1
2 e
n>1

avec a > 0 (notons que si a < 0, la série diverge trivialement car son terme général ne
tend pas vers 0). Leur nom vient évidemment du grand mathématicien Bernhard Riemann
(1826-1866, Allemagne).

Le résultat fondamental est le suivant.

14
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Théoreme 2.4. La série de Riemann (Zn>1 ,%a) converge si et seulement si o > 1.
Démonstra,tz'on > On applique alors la proposition précédente a f(x) = 1/2*. Pour o # 1,
f1 x)dr = (1 — Xj 1) ce qui montre le théoreme car la limite existe si et seulement

si o > 1 Pour a=1, fl x)dr =In X et on est bien dans un cas de divergence. ([l

Les deux exemples fondamentaux sont les suivants.

Exemples :

o La série (D, -, 1/n) diverge vers +o00 a une vitesse logarithmique.

e Lasérie (3., 1/n?) converge.

En retenant ces deux exemples et le fait que I'exposant 1 est I'exposant critique, on
ne peut se tromper sur la nature des séries. Quand on étudie la nature de séries de type
polynomiale, on pourra alors se ramener a une série de Riemann par les théoremes de
comparaison.

Exemples :

e Considérons la série (37,5 7247)- On a n/(n® +1) ~ 1/n quand n tend vers +oo.
Par ailleurs, les séries sont & termes positifs. Donc comme la série (> 1/n) diverge,
la série (D, - zog) diverge aussi.

e Dans le texte du chapitre 1, Leibniz s intéresse a la somme des inverses des nombres
triangulaires, c’est-a-dire a la série (3, -, n(n ~77)- On a une série a termes positifs et

—2 _ ~ 2 Donc la série étudiée par Leibniz est bien convergente.
n(n+1) n

o Considérons la série cos(n)) (e n’est pas une série & termes positifs, mais si on
n>1 p3/2 )

regarde la convergence absolue, on a |3 /Z)| < —5. La série de Riemann () —7) est

convergente donc (|3 /Z |) est convergente et (>, -, CZ?,(/Z)) est absolument conver-

gente (et donc convergente)

Pour sa culture mathématique, on pourra retenir les formules suivantes :

1 1 1 1 1
l4=4+=-4+-4+...4— ~ Inn+~4y+0 | —
2 3 4 n n

avec v la constante d’Euler v ~ 0,577. On note

1
:ZE

n>1

15
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avec s > 1. On a

Q) JEE N NI S _ T

_n>1n2 49 2 6

et .
1 1 1 1 T

4) = =l =

() ;m T T at 90

En fait, il existe des formules explicites pour les sommes de séries de Riemann d’exposant
entier pair. A linverse, tres peu de choses sont connus sur les sommes pour les entiers
impairs. Par exemple si on sait que

1
¢3) = Zﬁ ~ 1,202

n>1

est irrationnel, on ne sait pas s’il est transcendant c¢’est-a-dire s’il est solution d’une équation
polynomiale. On ne sait pas quelles autres valeurs ((2n + 1) sont irrationnelles.

2.3 Séries de Bertrand

Dans ce paragraphe, nous allons parler des séries de Bertrand, du nom de Joseph
Bertrand (1822-1900, France). Il est intéressant de connaitre ces séries, mais cette famille
est bien moins importante que les séries géométriques et les séries de Riemann. Les séries
de Bertrand sont les séries de la forme

== ()

noln®n

Notons que si @ > 1, alors u,, = o(1/n*¢) pour un £ > 0 assez petit tel que « — e > 1.
On a alors que 1/n%7¢ est le terme d’une série de Riemann convergente et donc la série
de Bertrand converge dans ce cas. De méme, si a < 1, alors 1/n = o(u,,) et la série de
Bertrand diverge. Le cas intéressant est donc le cas a = 1.

Proposition 2.5. La série de Bertrand (Zn nh}ﬁn) converge si et seulement si § > 1.

Démonstration : On utilise de nouveau le critere de comparaison avec une intégrale
avec f(z) = xliﬁx. Il s’agit bien d’une fonction décroissante pour n assez grand (méme si

B < 0). Par ailleurs, si § # 1, on a

/jf(x)d“’: [1imnﬁll<x>1j
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et donc une limite finie si et seulement si § > 1. Si g =1, alors

| @) do = )y

et 'intégrale n’a pas de limite finie et donc la série diverge. 0

Notons que I'on pourrait par le méme principe voir que la série (> diverge

et continuer & enchainer les In.

nlnnlnlnn>

3 Regles de D’Alembert et de Cauchy

Les criteres de d’Alembert et de Cauchy sont des criteres d’utilisation rapide pour savoir
si une série (> u,) est absolument convergente. Comme on ne regarde que la convergence
de (3 |unl), ces criteres sont reliés a ce chapitre. Mais on les utilise aussi pour des séries
de termes non positifs, et donc les énoncés seront généraux.

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783, France) fut avec Diderot chargé d’éditer I'Ency-
clopédie. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857, France) fut un mathématicien tres important
dans son temps. On lui doit en particulier un cours a I’Ecole Polytechnique qui servit de
refondation a I'analyse en utilisant des preuves rigoureuse avec la technique des < epsilon-
delta >.

Théoreme 2.6. Regle de D’Alembert.

Soit (> u,) une série de termes complexes non nuls. Si le quotient |un11/uy,| a une limite
finie € et si £ < 1, alors la série (> u,) est absolument convergente. Si |u,i1/u,| a une
limite finie £ et si £ > 1, alors la série diverge trivialement.

Démonstration : Le cas de la limite ¢ > 1 est trivial car alors, a partir d'un certain
rang, |u,+1| > |u,| > 0 et la suite ne peut tendre vers 0. Supposons que ¢ < 1 et prenons
e >0 tel que ¢ < 1 —e. Alors, il existe un rang N a partir duquel |u,41/u,| < 1 —¢. Par
récurrence, on obtient donc que |uy,i| < |uy|(1 — €)*. Comme (> (1 — €)*) est une série
géométrique convergente, alors par comparaison, (> |unyix|) est une série convergente et
(D" uy) est une série absolument convergente. O

Théoreme 2.7. Regle de Cauchy.

Soit (3" u,) une série de termes compleves non nuls. Si la racine |u,|"/™ a une limite finie
(et sil <1, alors la série (3. u,) est absolument convergente. Si |u,|'/™ a une limite finie
l et sid>1, alors la série diverge trivialement.
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Démonstration : La preuve est tres semblable. Faisons le cas ¢ < 1 et posons a €]¢,1].
A partir d'un rang N, on a |u,|"" < a et donc |u,| < ™. Par comparaison avec une série
géométrique convergente, la série (> u,) est absolument convergente. O

Il est important de retenir que le cas ¢ = 1 est non-concluant, c’est-a-dire qu’il contient
des exemples de convergence et de divergence. En fait, on pourra retenir que les regles
de D’Alembert et Cauchy concernent des cas de convergence type géométrique (comme
les preuves le montrent). Ainsi, elles ne peuvent conclure si la série n’est pas de type
géométrique.

Exemples :

RN s 2
e On considere la série (3~ 2). Posons u,, = n?/3", on a

. 1 2 3n+1 1 1 2 1
W | (AP 11?1
Uy, n23n 3 n? 3
et donc la série converge d’apres la regle de D’alembert.
e On considére la série (3 u,) avec u, = (1 —1/n)"". On a
|un|1/n — (1 . l) — 6nln(lfl/n) — 6n(fl/nJro(l/n)) _ 671+o(1) N 1 <1
n e

et donc la série converge d’apres la regle de Cauchy.

e On considere la série (> 1/n). On sait que la série diverge et on a |uy41/u,| =
n/(n+1) — 1 qui est le cas non concluant de la reégle de D’Alembert.

e On considere la série (> 1/n?). On sait que la série converge et on a |ty 1/u,| =
n?/(n+1)?> = 1 qui est le cas non concluant de la régle de D’Alembert.

Exemple avec calcul de la somme :

Dans un pays (imaginaire), les couples veulent un et un seul gar¢on. Chaque famille fait
donc des enfants et s’arrétent des qu’elle a un garcon. Les familles sont donc du type G,
FG, FFG, FFFG etc. On supposera que pour chaque naissance, il est équiprobable d’avoir
une fille ou un garcon. On se demande s’il y a plus ou moins de garcons que de filles dans
ce pays.
Il est admis que chaque famille a exactement un garcon. Comptons les filles :

Famille G proportion 1/2 0 filles

Famille FG proportion 1/4 1 filles

Famille FFG proportion 1/8 2 filles

Famille FFFG proportion 1/16 3 filles

18
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La moyenne du nombre de filles par famille est donc de > u, avec u, = n/2"**. Com-
mengons d’abord par vérifier que cette modélisation n’est pas absurde et que (> uy,)
converge. On a upi1/u, = 2(n+1)/n — 5 < 1 et donc la série est bien convergente
d’apres la regle de D’Alembert.

Pour calculer la somme, nous n’avons pas le droit de travailler sur la somme infinie

mais nous devons passer par les sommes partielles. On a

1
Zu” - Z 2n+1 + Z 2n+1 + Z 2n+1 e 2N+1

1/4 o 1/2N+2 / o 1/2N+2 1/16 _ 1/2N+2 1/2N+1 _ 1/2N+2
1-1/2 1—-1/2 1-1/2 1—1/2

&1 N

_Zﬁ_QNH
k=1

_1/2—1/2M40 N

o 1-1/2 2N+1

N +2
ON+1

-1

Quand N tend vers 400, on obtient la somme de la série qui vaut donc 1. Il y a en moyenne
une fille par famille, ¢’est-a-dire autant que de garcons! Ce paradoxe est facilement levable :
a aucun moment dans notre modele nous n’avons parlé d’avortement sélectif ou d’abandon
d’enfants, donc chaque naissance a autant de chance d’étre un garcon ou une fille.
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Chapitre 3 : Séries de termes quelconques

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux séries (D, . n) avec (u,) une suite
de nombres complexes quelconques. Nous avons vu que (u,) doit tendre vers 0 pour pou-
voir espérer que la série converge. Nous avons aussi déja vu que si (D |u,|) est une série
convergente, alors c’est aussi le cas de (D> u,). Mais il est en fait possible que (> uy,)
converge sans que (Y |u,|) converge. Plutot que d’illustrer cela avec un exemple artificiel,
prenons 'exemple type de la série (> #) et admettons que cette série converge (nous
en verrons la preuve dans pas longtemps). On peut méme montrer que

(—1)n+ 1 1 1 1
> . St TEt n

)
n>1

;. . . 1 . ;. (—=1)ntt
Cette série converge, mais () [un|) = (3 ) est divergente. La série () ~——) converge
donc mais ne converge pas absolument. Pour les séries de nombres complexes quelconques,
il y a donc trois degrés de nature :

1. la série (> u,,) diverge,
2. la série (> u,) converge mais ne converge pas absolument,
3. la série (> u,) converge absolument.

Quand on demande la nature de la série, il est important de préciser entre les deux derniers
cas. Nous verrons en effet plus tard que certaines manipulations ne sont autorisées que si

la série converge absolument.
(_1)n+1

Profitons aussi de notre série de référence (> ) pour voir que les criteres de
comparaison du chapitre précédent ne sont pas valables dans le cas d’une série dont les
termes ne sont pas tous positifs. Considérons par exemple les séries (> u,) et (D> v,) avec

Uy = EO o Uy = —(_17):“ + —nﬁm. On a
n -1 n+1
g STy
Uy, Inn
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et donc u,, ~ v,. On verra que () u,) converge. Si (>_ v,) converge aussi, alors ce devrait
étre le cas de (D (vn — up)) mais v, —u, = —— est une série de Bertrand divergente. Donc
(> v,) diverge. On a donc deux séries de termes généraux équivalents mais de nature
différente.

Nous allons devoir étudier des outils plus perfectionnés pour étudier les cas des séries
de termes de signe quelconque qui converge mais pas en valeur absolue.

2 Séries alternées

Le cas typique et le plus simple est celui des séries alternées.

Définition 3.1. Une série (> u,) est appelée série alternée si le terme général est de la
forme u, = (=1)"v, avec v, > 0 un réel positif (ou de la forme u, = (—1)" v, ).

La convergence des séries alternées est souvent obtenue par le critere suivant.

Théoréme 3.2. Soit (> u,) une série alternée de terme général u,, = (—1)"v,, avec v, >
0. Si (v,) est une suite décroissante et convergente vers 0, alors (Y. u,) est une série
convergente.

Démonstration : Soit Sy = ij:o u, les sommes partielles et soient Py = Syi et
Qx = Sak+1 les suites extraites paire et impaire. Nous allons montrer que Px et Qk
sont deux suites adjacentes, c’est-a-dire que (Pg) est décroissante, (QQx) est croissante et
|Px — QK| tend vers 0.

La suite (Pg) est décroissante car Pk 1 — Px = Usg 19+ Usk+1 = Vo2 — Var+1 €t (vy,)
est décroissante. On montre de méme que (Qf) est croissante. Par ailleurs, Px — Qx =
—Uggt1 = VUox 11 tend bien vers 0. On a donc deux suites adjacentes et elles convergent
toutes les deux vers la méme limite ¢ € R.

Pour finir, il suffit de voir que si les suites extraites paire et impaire ont méme limite,
alors la suite totale converge. En effet, soit € > 0. On sait qu’il existe des rangs K, et K,
tels que si K > Ky, alors |Sox — ¢ < e et si K > K7, alors |Sagy1 — £ < . On pose
No = max(2K,,2K7 + 1), on a alors pour tout N > Ny, |Sy — ¢] < €, ce qui montre bien
que les sommes partielles convergent vers /. O

Le cas typique est celui de la série alternée ()

(_i)n) qui converge puisque % tend vers
(?/%n) qui converge mais pas en valeur

0 en décroissant. C’est aussi le cas de la série (D
absolue.
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Considérons la série (> u,) avec u,, = (—1)"sin(1/n). On pourrait dire que
U, ~ (—1)"/n qui est le terme général d’'une série convergente. Sauf que cela ne
permet pas de conclure que (Y u,) converge car on ne peut utiliser cette com-
paraison dans le cas de séries de termes de signe quelconque (voir exemple de
I'introduction). Il faut donc dire que sin(1/n) est une suite positive décroissante
vers 0 et utiliser directement le théoreme précédent.

A Il est important de montrer que u, = (—1)"v, avec v, > 0 décroissante. En
effet, si on reprend 'exemple de u,, = % + ﬁ de I'introduction, nous avons
vu que (Y u,) diverge. Pourtant, pour n assez grand, 1/n > 1/nlnn et donc

uy, est du signe de (—1)™. Si on ne peut utiliser le théoreme précédent, c’est

bien que |u,| n’est pas décroissant.

3 Transformation d’Abel

Dans cette partie, nous allons parler de la transformation d’Abel et du critere de conver-
gence associé. Il ne sera pas demandé de connaitre par coeur les résultats de cette partie,
mais on pourra demander de les appliquer avec 1’énoncé rappelé, ou d’utiliser une feuille
de notes qui sera autorisée aux examens.

Niels Henrik Abel (1802-1829, Norvege) est avec Evariste Galois (1811-1832, France) le
représentant de la figure romantique du génie mathématique qui meurt jeune et incompris.
Son nom est associé a un des plus grand prix mathématique, équivalent du prix Nobel.

La transformation d’Abel est une intégration par partie discrete. On considere une
somme ij:o Uy avec U, = apb,. On va < dériver » b,, c’est-a-dire faire apparaitre b, 1 — b,
et on va < intégrer > a,, c’est-a-dire faire apparaitre >, _, aj. Pour ce faire, on écrit

N
Z CLnbn = Clobo -+ Clel + ..+ CLNbN
n=0

= ao(bg — bl) -+ (Clo + Cll)(bl — bg) =+ (ag + aq + ag)(bQ — bg) 4+ ...

N N
+ ( ak)(bN —bny1) + ( ap)bni1
k=0 k=0
N
= Axbys1 = ) Aq0b,
n=0

avec
n

A=) ap et 8by=byi1—by .
k=0
Cette transformation a son intérét propre et permet au passage de démontrer le critere
suivant.
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Théoréme 3.3. Abel (1802-1829, Norvege)
Soit (> u,) une série de nombres complezes dont le terme général se décompose sous la
forme u, = a,b, avec
i) la suite n — Y ,_,ay est bornée uniformément en n,
i) la série (Y |bny1 — by|) est convergente,
i11) la suite (by,) est tend vers 0.
Alors la série (> uy,) est convergente.

Démonstration : Pour prouver la convergence de la série () u,,), on regarde les sommes
partielles. Par la transformation d’Abel, on sait que

N N
> anby = Aybyir — > Ay db, (3.1)
n=0 n=0

avec les notations ci-dessus. Les hypotheses nous disent que la suite (4,,) est uniformément
bornée en n, disons |A,| < M, que (b,) tend vers 0 et que (D db,,) est une série absolument
convergente. On en déduit que |Anbyi1| < M|byy1| tend aussi vers 0 et que

| Ay 6by| < M|5b,|

est le terme positif d'une série qui converge. Donc ZLU A, 0b, converge aussi et a bien

une limite quand N tend vers 4+o0o0. Revenant a (3.1), on obtient les sommes partielles
N . . ;.

Y neo anby, ont une limite finie et donc que la série converge. 0J

En corollaire, on a un critere plus simple pour les cas standards.

Corollaire 3.4. Soit (> u,) une série de nombres complexes dont le terme général se
décompose sous la forme u, = a,b, avec

i) la suite n — Y ,_, ay est bornée uniformément en n,

i) la suite (by,) est réelle décroissante et tend vers 0.
Alors la série (> uy,) est convergente.

Démonstration : 1l suffit de voir que si (by,) est réelle décroissante vers 0, alors b, 1 —b, <
0 et

N N

Z |bp1 = bn| = — Z(anrl —b,) = by — by

n=0 n=0
par une simplification en cascade. Comme by tend vers 0, les sommes partielles ont une
limite et 77) du théoréme d’Abel est vérifié. O
Exemples :
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e Soit (D (—1)"b,) une série alternée avec (b,) réelle décroissante vers 0. On est dans
le cadre du corollaire si on montre que Y ;_ (—1)* est bornée. Mais cette suite ne
fait que prendre les valeurs 1 puis 0, puis 1, puis 0... On en conclut que le critere
des séries alternées est un corollaire du théoreme d’Abel.

e Le cas typique qui n’est pas inclus dans les séries alternées mais qui peut se traiter
avec la transformation d’Abel est la série (> ). Notons que ce n’est pas une série
alternée (par exemple cosn n’alterne pas toujours de signe). On pourrait rentrer dans
le cadre du corollaire avec a,, = cosn et b, = 1/n si on sait montrer que les sommes
partielles > 7'_, cos k sont bornées. Par ce faire, on écrit

n ) 1 — i(n+1)
— el
k=0

1 _ei(nJrl) |1| + |€i(n+1)|
' 1—¢ |7  |1—¢€

2
T =el

n

Zcosk;

k=0

IN

A

On obtient bien que les sommes de cosinus sont uniformément bornés en n. Notons
5. , . n

au passage qu’il est carrément possible de trouver la valeur des sommes ), _,cosk

avec juste un peu plus d’efforts.

4 Sommation par paquets

On pourrait vouloir ne pas sommer les termes d’'une série un par un, mais en faisant des
paquets. Le calcul suivant nous montre qu’il faut étre prudent : (1—1)+(1—1)+(1—-1)+... =

Omais 14+ (—=1+ 1)+ (—=1+ 1)+ ... = 1. On pourrait penser que c’est parce que notre
série n’a pas un terme qui tend vers 0, mais alors que penser de
11 1 1 11 1 1 1 1
D N (R 44 oo =0
( >+<2+2 > 2>+(3+3+3 R 3)+

TN (NS LS I (U I I T

2 2 2 2 3 3°3) "
Formalisons un peu les choses. Soit (D> u,) une série et soit ¢ : N — N une fonction
strictement croissante avec ¢(0) = 0 qui va marquer les débuts des paquets. On appelle

sommation par paquets la série (Y v,) avec v, = Zf(:ﬁzig_l uy. Cela revient a dire que si

Sy = Zg:o u,, sont les sommes partielles, on ne considere que la suite extraite (S,(v)) qui
somme directement par paquets d’indices ¢(N) < n < (N + 1).
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Théoréme 3.5. Soit (> u,) une série et soit ¢ : N — N une fonction strictement crois-
sante avec p(0) = 0. Soit (> v,) avec v, = 25(272(%1”
par paquets. Supposons que |p(n + 1) — @(n)| soit uniformément bornée, c’est-a-dire que
la taille des paquets est bornée et supposons que u, — 0 (ou autrement (> u,) diverge
trivialement). Alors (3" uy,) et (O v,) ont méme nature.

L Uk la série consistant a sommer

Démonstration : Si (D u,) converge, alors (> v,) aussi puisque ses sommes partielles
ne forment qu’une suite extraite des sommes partielles de (> u,). Supposons maintenant
que (> wv,) converge et soit N € N. Il existe N’ tel que ¢(N') < N < p(N’). Soit M tel
que |p(n+ 1) —¢(n)] < M pour tout n. On a

N P(N') N
;un . ;% i n=<f%\’:’)+1 t = M<P(N’)nggfz(§<p(1\f) |un| '
Comme (u,) tend vers 0, on obtient que
N P(N')
nzzoun— HZ:O Up, —W 0.

Quand N tend vers +o0o, N/ doit aussi tendre vers +o0o. Comme les sommes partielles de
la série sommée par paquets converge, cela doit aussi étre le cas pour les sommes partielles
de la série d’origine. OJ

Remarquons que si la série converge, alors la sommation par paquets donne la bonne
valeur de la somme.

Proposition 3.6. Soit (> u,) une série qui converge. Soit ¢ : N — N une fonction stric-
tement croissante avec (0) = 0. Soit (> v,) avec v, = Zf(:@(n_l)
a sommer par paquets. Alors (D> v,) converge aussi et les séries (D v,) et (> u,) ont

meéme somme.

41 Uk la série consistant

Démonstration : Soit Sy = ZLO uy, et Ty = Zf:fzo v, les sommes partielles. On a
Tn = Sy(n), ¢'est-a-dire que la sommation par paquets consiste a regarder une sous-suite
des sommes partielles. Comme (Sy) est une suite convergente, ses sous-suites sont aussi
convergentes vers la méme limite. ([l

(="
n+(—1)"

candidat pour le critére des séries alternées. .. sauf que la suite (1/(n+ (—1)")),>2 vaut 3,

Exemple : On considere la série (3, ., u,) avec u, = . A priori, c’est un bon
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%, %, 411' .. et n’est donc pas décroissante. Comme u,, tend vers 0, nous pouvons regarder la

nature de la série en sommant par paquets de taille bornée, ici par paquets de 2. On a
1 n (—1) 1 I 2n—-(2n+1) -1
2n+1 2n+1+(=1) 2n+1 2n  2n(2n+1)  2n(2n+1)

Ugp + Ugpt1 =

Donc v, = ug, + u2,41 est une suite négative et v, ~ ﬁ. Ce que nous avons dit avec
les séries a termes positifs se passe évidemment pareil avec les séries de termes négatifs,
quitte a changer v,, en —v,. On peut donc utiliser I’équivalence avec une série de Riemann
convergente pour conclure que (> v,) converge et donc () u,) aussi.

Au passage, notons que 'on peut traiter cet exemple par un développement limité.
Comme les termes de la série ne sont pas de signe constant, on ne peut s’arréter a un
équivalent. Il faut aller jusqu’a ce que le reste soit controlé par le terme d’une série abso-
lument convergente. On a

Uy = (=" 1 _ = (1 +(9(%)) _ =y +0(i) .

n 1+% n n n?

Le terme général u,, est donc la somme d’une série alternée convergente et d’un reste dont
la valeur absolue est controlée par le terme d’une série de Riemann convergente. Donc la
série (> u,) est convergente.

5 Un dernier exemple

Concluons ce chapitre par le traitement d’exemple avec les diverses méthodes. Considérons
la somme

+1/n si n=4dp+1
+1/n si n=4p+2
—1/n si n=4p+3
—1/n si n=4p

s . » . N .
Avec les séries alternées : on regarde une somme partielle Y ", u,. Si N = 4p, on
peut la réorganiser (il s’agit d’une somme finie!) pour écrire
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On fait ainsi apparaitre deux sommes partielles de séries alternées qui ont une limite quand
N tend vers +00. Donc Zip: 1 Uy, a aussi une limite quand p tend vers 4+-o00. Comme pour
les sommations par paquets, si N # 4p, il est a distance au plus 2 d’un multiple de 4 et
comme les termes tendent vers 0, on peut remplacer N par ce multiple de 4 en ne faisant
qu’une erreur qui tend vers 0.

Par le critere d’Abel : on pose u, = a,b, avec b, = 1/n et (a,) la suite 1, 1, —1,
—1,1,1, —1, —1... Evidemment, (b,) est réelle décroissante vers 0 et les sommes >, _, ay
oscillent entre 0 et 2 et sont donc bornées. Donc on peut appliquer le corollaire du critere
d’Abel et on obtient que la série converge.

Par sommation par paquets : on va faire des sommes par paquets de 4. On note
d’abord que le terme général tend bien vers 0. On a

1 1 1 1
dp+ 1 +4p—i—2 B dp + 3 B 4p + 4
(4p+2)(dp+3)dp+4)+(“Up+1)4p+3)(4p+4)
(Ap+1)4p+2)(4p+3)(4p + 4)
Ap+1)(Ap+2)(dp+4)+ (4p+ 1)(4p+ 2)(4p + 3)
(Ap+1)(4p+2)(4p+ 3)(4p + 4)
(43p3 + 422+ 3 + 4)p* + o(p?)) + (43p> + 42(1 + 3 + 4)p* + o(p?))
4p* + o(p*)
(43p3 + 4%2(1 4+ 2+ 4)p* + o(p?)) + (43p> + 42(1 + 2 + 3)p* + o(p?))
4p* + o(p*)

Ugp1HUgpro + Ugpr3 + Ugprg =

42 x4p?* +o(p?) 1

44p* + o(p*) 4p? -

On obtient bien le terme général d’une série de Riemann convergente. De plus, I’équivalent
ne change pas de signe, donc le paquet de 4 termes est lui aussi positif a partir d’un
certain rang et on peut conclure de 1’équivalence que la somme par paquet donne une série
convergente. Comme les paquets sont de taille finie, la série (> u,) est aussi convergente.
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Chapitre 4 : Compléments sur les séries

1 L’écriture décimale

Il nous est naturel d’écrire 0,33333... = %, mais pourtant cette écriture cache une
somme infinie. En effet, la signification de 0,33333... est

3 3 3 3
0,33333...—1—0—1-1—02—|—1—03+1—04+...

et il s’agit donc d’une somme infinie. Notons que I’écriture décimale infinie 0,a1asaza4as5 . . .
définit bien un nombre puisque la série (D> -2%) est convergente. En effet, elle est com-

n 10"
posée de termes positifs. D’autre part, comme 2 < 9= et comme (3 3) est une série

107 10™

géométrique convergente, alors (), 1) est convergente. On peut donc définir le nombre

— o0 a
r =3~ {&. Par exemple, on a

3 + 11
033333...=Y — =310 —3-—_
’ — 10" "1-% 9 3

On a la propriété suivante.

Proposition 4.1. Soit x € R un nombre réel qui a pour écriture décimale | x| ,a1aza3a4as . . .
Alors x est rationnel si et seulement si son écriture décimale est périodique a partir d’un
certain rang.

Démonstration : La démonstration générale est fastidueuse a cause des notations qui ne
feraient que cacher les idées. Nous allons donc ne regarder que deux cas particuliers mais
leur étude permettra de se convaincre de la généralité du raisonnement.

Soit © = 0,170731707317073 ... On a

17073 17073 17073 =1
YT 705 T o0 T iom ;10%
LS 1
= 17073 — _ = 17073 ——
1— 99999
T
41
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Maintenant, regardons le nombre z = % On calcule son développement décimal comme
a I’école en posant la division euclidienne. On s’apercoit qu’a chaque étape, le reste doit
étre en 0 et 6. Donc soit on tombe sur 0 et la division s’arréte (nombre fini de chiffres), soit
on retombe sur un reste déja vu puisqu’on a seulement un nombre fini de choix. A partir
de la, le processus tourne en boucle et le développement est périodique. On a ainsi

6 1 60 1 40 1 50
140 1 e 120 yee, 100
TE A e = T T T T 007 T T 000 7
0 130 120
_1 2 e 2V igsriag 2D
857+ —o— = 18571 4t = 185714 + —
1
1857142 + 1—072  1.857142857142857142 . .

2 A propos des restes des séries

Pour le moment, nous avons surtout regardé si des séries convergeaient ou non. Nous
avons aussi vu quelques sommes comme par exemple

_ 1 1 1 1 1
e = +ﬂ+5+§+a+...

ou

1 1 1 1
M2=1—=d4——g—t. ..
o 53 175"
Oou encore
AP S S
6 49 16 7

Ces sommes permettent de calculer e, In2 ou 7 si on peut faire des sommes infinies, sauf
que cela est bien sur impossible. On devra donc faire une somme d’un nombre fini (mais
grand) de termes et s’arréter. Mais cela ne donnera aucune information sur la valeur des
nombres si on n’a aucune estimation sur ’erreur commise. Le but de cette partie est d’avoir
quelques estimations de ce type.

Définition 4.2. Soit (D" u,) une série convergente de somme S =Y u, et de sommes
partielles Sy = Zr]:[:o Un,. On appelle reste au rang N de la série l'erreur Ry = S — Sy =

anNH Un-

Notre but est de trouver une estimation a priori de ce reste. Cela est possible dans
plusieurs des cas que nous avons vus.
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Proposition 4.3. Soit (> u,) une série telle qu’il existe Ng € N, M et a € [0,1] tels que
Vn > Ny, |ug| < Ma™ .
Alors la série (> uy,) converge absolument et pour tout N > Ny, le reste vérifie

>

n>N+1

M
AN —— 0.
1 —« N—+00

<

|Ry| =

Démonstration : Comme () a™) est une série géométrique convergente, la convergence
absolue de la série se déduit des théoremes de comparaison. Pour obtenir une estimation
du reste, on écrit que

K

>

n=N+1

N+1 K+1

K K B
< Z lun| < M Z QHIM%

n=N+1 n=N+1

et on fait tendre K vers l'infini en sachant que tous les termes ont bien une limite. On

obtient alors
> un

n>N+1

N+1
«Q
<M .
1l -«

Exemple : Pour tout n > N +1, on a

1_ 1 R\ SR A A
nl T (N+DI\N+1 (N+1)! \N+1)

Donc le reste de la série de e vérifie

1 (N+DNL /o1 A\ 1 1
- =< =(1+=) 75—
Bv= 3, < il W) - UTN) v

n>N+1 N+1

En prenant en compte les K premiers termes de la série e = ) %, on obtient donc e avec
la précision assurée suivante :

K termes 5 10 15
erreur au plus | 0,0105 | 3,1 x 1077 | 8,2 x 10713

(attention, les K premiers termes correspondent a prendre N = K — 1 et par ailleurs notre
estimation n’est pas valable avec N = 0).

Pour une série alternée, on a l'estimation suivante.
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Proposition 4.4. Soit (v,) une suite de nombres positifs décroissante et tendant vers 0.
Alors (3, (—1)™v,) est une série convergente dont le reste vérifie

S (-1,

n=N+1

< Un4 -

Démonstration : On a déja vu que les sommes partielles paires et impaires Sy, et Sap i1
sont deux suites adjacentes qui convergent vers une méme limite. En outre, cette limite ¢
est coincée entre les deux suites. Si on s’arréte au rang N, alors I'écart entre Sy et Syq
vaut vy et comme £ est entre ces deux sommes, alors |[{ — Sy| < vyi1. O

Exemple : Pour calculer In2 & 1079 prés, il suffit de calculer ZN—1( )" /n jusqu’a un
rang N tel que 1/(N + 1) < 107'% donc le rang N = 999999 999 suffit.

Pour les séries de type Riemann, on peut détailler le théoreme de comparaison avec
une intégrale de la facon suivante. Notons que cela donne aussi une information en cas de
divergence.

Proposition 4.5. Soit f une fonction continue de R dans R, et décroissante. Alors la

série (Y.<, f(n)) converge si et seulement si la limite limx_, flx f(z)dx existe et est
finie. -

Si la série (3_,~, f(n)) converge, alors le reste de la série vérifie
b
< T
> f < dim [ p@)d
n>N+1

Si la série (3,5, f(n)) diverge, alors les sommes partielles de la série vérifient

Sv =3 f(n) ~ / f(@)de

Démonstration : Comme déja expliqué, nous avons le controle

> s < [ s <Y ).

n=p+1

Si la série converge, on prend p = N et on utilise 'inégalité de gauche en faisant tendre g
vers 400. Si la série diverge, on prend p = 1 et ¢ = N et on divise par le f(z)dz pour

obtenir
P00 <2Mﬂ>]_ S
i} @) f 1 f , f(@)
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Quand N tend vers +oo, les deux bornes tendent vers 1, ce qui montre ’équivalence. [

Exemples :

i : . N
e On retrouve que la série harmonique vérifie Y/ | £ ~In N,

e Pour la série convergente (3 =), on obtient donc que

Z 1 . X1 4 . 1 1 1
— m — dr = lim —— ===
n2 — X5+ 2 X0 \ N X N

3 Quelques remarques sur les séries sur ordinateur

Remarquons d’abord que la somme dans un ordinateur n’est pas une opération com-
mutative ! Cela est du a la troncation : des nombres peuvent étre négligés s’ils ne changent
pas une somme au-dela de ’erreur machine, méme si la somme de tous ces nombres n’était
pas négligeable. Regardons un exemple en Xcas.

Digits:=4;
4
0.0005+0.0005
0.001
0.001+1
1.001
1+0.0005
1.0
1.0+0.0005
1.0

Nous comprenons donc qu’il ne faut pas sommer de petits nombres avec les grands mais
d’abord les petits nombres entre eux puis les grands. L’expérience suivante montre que le
résultat est bien différent suivant I’ordre de sommation.

a:=0; pour j de 1 jusque 100000 faire a:=evalf(a+1/j,5); ffaire;
(0.0,10.0)

a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire a:=evalf(at+1/j,5);
ffaire;

(0.0,11.75)
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On peut aussi noter que la série > 1/n converge sur un ordi, car les nombres ajoutés
finissent par devenir plus petits que la précision machine et I'ordinateur ne va faire qu’une
somme finie de nombres. Ceci parait contradictoire avec la divergence en mathématique.
Mais celle-ci agit comme un avertissement que le nombre obtenu par ordinateur n’a pas de
sens. De fait, le résultat du calcul va dépendre de la précision de la machine et de 'ordre de
sommation, ce n’est donc pas une somme qui aura un sens véritable méme si la sommation
nous renvoie un nombre. Faisons I'expérience avec notre série (> 1/n) que l'on calcule avec
une précision de 5 chiffres ou de 10 chiffres. La somme est fortement changée :

a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire a:=evalf(a+1/j,5);
ffaire;
(0,11.75)
a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire a:=evalf(a+1/j,10);
ffaire;
(0,12.09014625)

Alors que pour la série (3 1/n?), passer d’une précision de 5 chiffres & une de 10 chiffres
ne fait qu’améliorer la précision.

a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire
a:=evalf(a+1/j°2,5);ffaire;

(0,1.6449)

a:=0; pour j de 100000 jusque 1 pas -1 faire
a:=evalf(a+1/j°2,10);ffaire;

(0,1.644924067)

4 Convergence de la série de ’exponentielle

On sait que pour tout N € N, e* =1+ 2z + ... + 2V /N! + o(2"), mais peut-on écrire
carrément que
xn
V:EGR,@Q“":ZH? (4.1)
n>0
Pour écrire (4.1), il y a deux problémes a considérer :

1. Pour z fixé, la somme de (4.1) a-t-elle un sens, c’est-a-dire est-elle convergente ?

2. La somme obtenue est-elle bien égale a 1’exponentielle 7

Notons que le deuxieme point n’est pas facultatif : il existe des séries de Taylor qui
convergent mais pas vers la fonction associée. Ce genre de question sera vu plus en détail
au second semestre. Nous allons nous limiter ici au cas de I’exponentielle.
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Considérons donc la série (3° £7) avec © € R fixé. Appliquons le critére de D’Alembert

7 (0 + 1)!‘ _ Il — 0 quand n — 400 .

an/n! Cn41

Comme 0 < 1, la série converge bien pour chaque = € R.

Pour montrer (4.1), il nous reste a prouver que la série converge bien vers I'exponentielle.
Pour cela, on utilise la formule de Taylor avec reste intégral.

Proposition 4.6. Soit I un intervalle de R et f une fonction de classe C*T1(I,R), alors
pour tout xg € I,

Ve el , f(z)=f(xo)+ f'(v0)(x —x0) + o) (z— ) + ...

2
(k) @ f(k+1)
+ f kaO)(x —xo)k + /IO S x ®) (x —t)kdt .

Démonstration : On fait une récurrence sur k en utilisant que

z p(k) (k) z x (k+1)

0

Il s’agit donc de montrer que le reste intégral tend vers 0 dans la formule

Nmn a:et N

Or, on a

T Lt |z|
€ N € N
/0 N =Y dt’ < lelzglel™ 3 r0

—+00

Donc (4.1) est bien vérifiée.
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5 Ordre de sommation

fi On ne peut pas changer 'ordre d'une sommation en général. Par exemple

Zﬁzlrﬂ

n>1

mais
Z : Z :
T 1mpairs n pairs

n’a pas de sens car les résultats des sommes sont infinis.

Nous allons voir que changer 'ordre de sommation peut avoir des effets encore plus
frappants : on peut obtenir n’importe quelle valeur pour la somme en changeant 1'ordre de
sommation ou méme faire diverger la série.

Proposition 4.7. Soit (), u,) une série réelle convergente mais non absolument conver-
gente. Soit { € R = RU{%o0}. Alors il existe une bijection ¢ : N — N telle que (D, tupn))
ait pour somme (.

Démonstration : Ecrire une preuve avec les notations rigoureuses et les indices serait
trop complexe. Nous allons plutot expliquer la méthode. On commence par séparer les
u, en deux tas : les positifs v et les négatifs v, . Si les deux séries (> v) et (D vy,)
convergeaient, alors la série (> |u,|) serait aussi convergente mais ce n’est pas le cas par
hypothese. Si I'une convergeait et 'autre non, alors la série () u,,) serait divergente. On
en conclut que les hypotheses impliquent que ces deux séries divergent. Notons aussi que,
comme (> u,) converge, on a v — 0.

Fixons nous une limite ¢ € R (le cas { = £o0o est laissé en exercice). Nous allons

d’abord ajouter des termes positifs vy, ... jusqu’a dépasser strictement £. Notons que cela
est possible puisque la somme de tous les v est infinie. Une fois dépassé ¢, nous ajoutons
maintenant des termes négatifs v, , ... jusqu’a retomber en-dessous strictement de ¢, ce

qui arrivera forcément pour la méme raison. Puis on rajoute des positifs etc. On note qu’a
chaque fois, on utilise au moins un terme et donc qu’on épuise petit a petit nos paquets
de termes : il s’agit bien d'un changement d’ordre de sommation. Il ne reste plus qu’a voir
que la limite de ce procédé est £. Pour cela, il faut voir qu’a chaque fois qu’on dépasse /,
on ne s’éloigne pas plus que le dernier terme v utilisé. Puis on ne fait que descendre vers
¢ et quand on descend trop bas, ce n’est pas a plus que le dernier v, utilisé. Comme v

tend vers 0, ces écarts sont de plus en plus petits et les sommes oscillent de plus en plus
proches de /. U
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Exemple : Voici un exemple concret. On a déja admis que

E:FDM& T S In2
- =1l-+t ==+ -—...=Inz.
e n 2 3 4 5

En fait peu importe la valeur de cette somme pour cet exemple, mais ce sera plus simple
de I’écrire comme cela. Nous allons maintenant réordonner la sommation de cette fagon :

1 1 1+1 1 1+ n 1 1 1 .
2 4 3 6 8 7 2n+1 4n+2 4dn+4

On somme bien tous les termes car on prend successivement un indice impair et deux
indices pairs tout en gardant leur ordre global. Mais

1 11
m+1 4n+2 4dn+2

donc une sommation par paquets de 1 ou 2 termes donne la série

1+1 1+ N 1 1 N
4 6 8 7 4An+2 4dn+4

1
2
qui est convergente et qui est la moitié de la série d’origine. Notre sommation par paquets
étant licite, on a donc montré que

1 1 1 1 1 1 1 1 In2

3 17376 8T Tl Mt Imtal T 2
et donc le changement d’ordre de sommation a diminué la série de moitié!

Toutefois, si jamais on sait que la convergence est meilleure, on peut changer ’ordre de
sommation.

Proposition 4.8. Soit (), u,) une série absolument convergente. Alors pour toute bi-
jection ¢ : N — N, (37, ugm)) est aussi absolument convergent et a méme somme que

(Zn Up).

Démonstration : Posons v, = |u,|. On veut montrer que () v,) converge implique que
(D" vg(m)) converge. Il s’agit de séries de termes positifs. La suite des sommes partielles

ijzo Vg(n) est donc croissante et il suffit de la majorer pour avoir la convergence. Mais

N maxy—o..n ¢(k)

Z’U¢>(n) < Z Uy < Zvn
n=0

n=0 n=0

et donc la série (D |ugm)|) converge.
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Montrons que les limites sont égales. Pour N donné, il existe N’ > N tel que {1,... ,N} C
{6(1),...,0(N')} cest-a-dire qu’il faut N’ termes réarrangés ue(,) pour qu'on ait bien in-
clus les N premiers termes u,. Il y a sirement d’autres valeurs de ¢(n) que 1..N dans les
N' premiers ug(,). Appelons I cet ensemble de valeurs supplémentaires, qui sont forcément
plus grandes que N. On a alors

N N’
Dt = D o)
n=1 n=1

ou on a bien utilisé le fait que (> |u,|) converge. Par ailleurs, cela implique que le reste

-

nel

< Z ||

n>N

tend vers 0, ce qui montre que 27]:[:1 Uy — Zf:il ug(n)| tend vers 0 quand N tend vers +o0.

Chaque somme partielle tend vers la somme de la série (rappelons-nous que N > N et
donc N’ tend aussi vers +00) et donc les deux sommes sont égales. O

Ces résultats montrent que pour une série de termes de signe quelconque, faire la
différence entre convergence et convergence en valeur absolue est primordial.

6 Le probleme de Bale

En 1644, Pietro Mengoli pose un défi aux mathématiciens : calculer la somme )~ n—12

Plusieurs grands mathématiciens s’y frottent sans succes, dont Jacques Bernoulli né a Bale.
C’est en 1735 que Léonhard Euler, lui aussi né a Bale, montre que la somme vaut %2. En
fait sa preuve manque un peu de rigueur et sera amélioré par la suite. Notons qu’il confirme
le résultat aussi par un calcul numérique tres fastidieux a 1’époque.

Commencons par un peu d’algebre des polynomes. Soit un polynome
P=ay+a X +aX>+ ...+ a,X?
qui a d racines complexes z1,...,z4. On a la factorisation classique
P=ag(X —21)(X — z9) ... (X — z9)

mais si 0 n’est pas racine, on peut aussi factoriser le polynome sous la forme

P=afi-2)0-2). -3

En identifiant les coefficients en X, on trouve alors que

1 1 1 a
—_ 4 ...+ —=—.
21 Z9 Zd Qo
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Compléments sur les séries

Euler, passant rapidement sur la justifica-
tion, fait alors le calcul suivant. Le sinus car-
dinal a pour développement

IQ

=1——=+4...
6+

sin(x)

sinc(z) =
x

et s’annule sur les valeurs nr. Donc sinc(y/x)
s’annule sur les valeurs n?7? et on pourrait

écrire
: T
sinc(vrz) =1—=+...

6
( )(1 )(1 )

x
L=
et par analogie avec le calcul sur les po-
lyndmes, on obtient

x
972

x
472

1

972

1

472

1

2

_|_

Pour rendre cela rigoureux, il faut en fait uti-
liser la théorie des fonctions analytiques qui
sont équivalentes a des polynomes avec une
infinité de termes.
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