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Exercice 1. Autour du cours (3 points).

1. Soit une suite (uy), telle que (3, ., u,) converge, i.e que la suite des sommes partielles

N
(Sny = >_un)n converge vers une limite S. Le terme général de la série peut s’écrire, pour

n>1,u, =235, —S5,_1. Mais comme S,, — SetS,_; — S, par sommation, la suite
n—oo n—oo

(uy) est convergente et sa limite vaut 0.

2. Soit (uy)n>0 une suite numérique. Pour tout n € N on pose v, = ug, + Ugp 1. Supposons

N 2N+1
que (Y uy,) converge. Soit N > 0. Par définition de v,, ona > v, = > wu,. Or le membre
n>0 n=0 n=0
de droite converge par hypothése ; donc la série (> v,) est convergente. La reciproque est
n>0

fausse : pour u, = (—1)", on a (> u,) qui diverge grossierement mais les sommes partielles
de (> wv,) sont constantes egales a 0, donc convergent.

Exercice 2. (4 points)
1. On a, pour N > 3,

N N-2 -1 —1\N—-1 —1
—1 -1, F)-x) 5 1
R I A
car |%1‘ < 1. Donc la série est convergente et sa somme vaut _411'
2. Pourn>2 onan®—1=n(n—1)+n—1donc
n*—1 n(n —1) L_n 11 N 1 1
nl an—-1Dmn-2) anh-1)" n -2 (n-1) n
donc en regardant les sommes partielles jusqu’a N, pour N > 2, on a :
inz—l_i Lo, 1 1 NZ‘Q1+N‘11 iy
o — o)l —1 o L L
—~ nl —n-2)!  (n—1! nl  fnl f=nl Lnl

Puis, comme la série () ) est convergente de somme e, on en déduit que la série est

n>0
convergente et, en rajoutant les termes manquants, on obtient que la somme vaut

—nf-1 1
> - :Zm—1+2:e+1.
n=2 n=0
Exercice 3. (7 points)
3 n
. n° +3 : n
1. Soit u, = . Par croissance comparée, u, ~ 3 = (2)", donc par

(=1)"n + In(n) + 47
comparaison de séries de termes positifs, la série de terme géneral u,, converge.



2
n 1
2. Soit u, = +
en

géneral u, Converge

. Par le critere de Cauchy, comme |y, ['/" — 1

< 1, la série de terme

In(n) 1 1 .
3. Soit u, =nn —1.Onawu, =e n — 1, et comme n(—" — 0, upy ~ % qui est le terme
géneral d’une série divergente, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série
diverge.

(="
In(3n) + 2
et sa valeur absolue, m est décroissante et tend vers 0. Donc d’apres le critere des
series alternees, la serie converge.
3
5. Soit u, = (cos l>n . On aw, =" M- 10G0) — o=n/240(0) =7/ qui est le terme

n
general d’une serie convergente, donc par comparaison de series a termes positifs, la serie

converge.

4. Soit u, = . Comme In(3n)+ 2 est une suite croissante, la suite (u,,) est alternee,

(="
n + sin(n)
que la suite verifie le critere des series alternees et donc que la serie converge. On a
(n+1+sin(n+1)) — (n+sin(n)) = 1+sin(n+1) —sin(n) > 0 car |sin(n+1) —sin(n)| < 1
par I'inegalite des accroissements finis par exemple. Donc la serie converge.

6. Soit u, = . Montrons la croissance de la suite (n + sin(n)) ce qui montrera

Exercice 4. (4 points) Soient (a,b) € R? et considérons la série (Zun> ol
n>1

u, =Ilnn+aln(n+ 1)+ bln(n + 2).
1. On a, pour n > 1,

(a+ 2b) 1

1 2
n=1 | In(14+—)+0b(1 In(1+—-))=(1 b)1
u nn+ a(lnn + In( —|—n)+ (Inn + In( —i—n)) (I+a+b)lnn+ " o

i.e s’ecrit u, = Alnn + & +( 5) avec A=1+4+a+bet B=a+ 2b.
2. Pour que () u,) converge, il faut et il suffit que A = B = 0. En effet un O(23) est un

n>1
terme dont la serie converge absolument. Donc si A = B = 0, la serie de terme general

u, est convergente, et si A # 0, la serie diverge grossierement pour tout B, et si A =0 et
B # 0, u, est une somme de deux termes dont la serie de I'un diverge et 'autre converge,
donc la serie diverge.

Or, A=B =0 <= a= —2,b=1. Pour ces valeurs, en regardant les sommes partielles
de u, pour N > 1,0n a:

N+1 N+2
Zun Zlnn 221nn—|—21nn—lnl—ln(N+1)+ln(N+2)—ln2——1n2—|—0(1)
n=1 n=2 n=3

car In(N +2) —In(N + 1) = In(1 4+ 55) — 0. Donc la somme vaut —In 2.

1
Exercice 5. (3 points) Soit (5,,) la somme partielle de la série (Z —) et S sa somme. Soit

3
n>1 n
R, le reste d’ordre n. On rappelle que R, = S — S,,.
o
. Ona,por N> 1, Ry = > % Pour n > 2, par decroissance de t — t%, on a I'inegalite
n=N+1

suivante :

mhge o1 nodt
3 < ) < 23
n t n n—lt

en sommant entre N 4+ 1 et M > N + 1, on obtient



M+1 gy Mo M gt
[ D - A
N+1 N1 N

ce qui, apres integration, donne

M

1 1 3 1 1 1
2(N+1)? 2(M+1)* = £« n? =~ 2N?  2M?*

Toutes ces quantites ont une limite quand M tend vers l'infini, donc par passage a la

limite,
oo

1 11
- < — <
2N +1)2 = 2 nd =~ 2N?

n=N-+1

. En multipliant I'inegalite precedente par 2N2, on obtient

2
N <t <1,
N+1) —1/2N2 —

donc par le theoreme des gendarmes, comme les membres de gauche et droite tendent vers
1 quand N tend vers l'infini, on obtient que Ry ~

1
2NZ*



