Corrigé

Exercice 1. Autour du cours (3 points).

1. Par le cours, on sait qu'une fonction continue sur un segment admet une intégrale finie

bien determinée. Donc, pour tout réel ¢ < 1, llntegrale fo t)dt existe et est finie. On

dit que l'intégrale impropre fo t)dt converge si fo t)dt admet une limite finie quand
¢ — 17, et la valeur de l'intégrale impropre est alors cette limite.

. Si f =0, alors f est une fonction constante. On peut alors suivre la définition de 'intégrale
d’une fonction localement constante. L’ mtegrale est définie, dans ce cas, comme l'aire du
rectangle tracé par son graphe. Donc fo t)dt = 0.

Inversement, supposons f [0,1] — R continue, f > 0 et fo t)dt = 0. Il suffit de montrer
que si f # 0, alors fo t)dt > 0. Si f # 0 prenons z € [0,1] t.q. f(x ) > 0. La continuité
entraine que lim,_,, f(y ) f(z). La définition de limite entraine qu’on peut trouver un
intervalle [a,b] C [0, 1] contenant = et d’intérieur non vide tel que pour tout y € [a, b] on
a f(y) > 2 f(x). Donc on a f > g, ou g est la fonction localement constante sur [0, 1] qui
est égale a 0 en dehors de [a, b] et qui vaut 1 f(x) sur [a,b]. Maintenant, par définition

de l'intégrale de Riemann, fo t)dt est la borne supérieure des intégrales de toutes les
fonctions localement constantes h telles que h < f. Comme g est une fonction localement
constante, cette borne supérieure est plus grande que l'intégrale de g (qui est strictement

positive). D’ou fo t)dt > 0 comme souhaité.

Exercice 2. (4 points) On décompose la fraction f =

a, b et c € R tels que
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Finalement on déduit b :
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La fonction f est définie et continue sur R\ {—1,1} =] —oo, —1[ U ]—1,1[ U |1, 4+00[. Sur chacun
de ces intervalles,
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En particulier, sur | — 1, 1[, f admet pour primitives les fonctions

1 1 1
Hzln(l—x)—zln(m+1)——+02

1 I 1
EEST (1) +C, CeR

2(x +1)

Passons a la primitive suivante. La fonction g en question est définie et continue sur D, =
R\ {n} +27Z (1 + cosz = 0 ssi € {r} + 27Z). En prenant le carré de la formule d’Euler
e = cos(z) + isin(z) on obtient cos(2z) + isin(2x) = ¢ = (cos(x) + isin(z))? = cos(x)? —

sin(z)? + 2 sin(z) cos(x). Ce qui donne sin(2z) = 2 sin(z) cos(x). Donc g(z) = %&‘f@

On voit que g(—x) = —g(z). La régle de Bioche nous dit que le changement de variable ¢t =
cos(z) transforme notre intégrale en un intégrale d’une fraction de deux polynémes. On a dt =
— sin(z)dz. Donc sur chaque intervalle de D,,

/g(x)dx _ /‘2008( ) (— sin(a))dz = —2/—dt ()

sur D,.

1 + cos(z)
1+t—1
= =2 = dt —dt 1
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= —2t4+2In|l1+t¢|+C = —2cos(x —|—21n(1—|—cos(x))—|—0 (11)

car 1+ cos(x) > 0 sur D,.

Exercice 3. (3 points) On a
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Cela montre que (S, ),, est une suite de sommes de Riemann de la fonction f : x € [0, 1] —

continue sur [0, 1], donc :
1 72
On considére le changement de variable y = 1 + 23, C* sur R. On a dy = 32?dz, donc :
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Exercice 4. (4 points)

1. La primitive de la fonction % ne peut pas s’exprimer avec des fonctions élémentaires. On
ne cherche donc pas a calculer une primitive. La fonction % est positive sur [2, +00], donc
on peut utiliser le critére de comparaison. En particulier, on voit que sur cet intervalle
In(t) < t et que donc 1/In(t) > 1/t. L'intégrale [, 9 diverge (car la fonction ¢ — 1/t
a pour primitive In(¢) qui tend vers l'infini en +00). Done, par comparaison, 'intégrale
- ﬁdt diverge en +o0.

2. La fonction (#1%°+ 1)e*t2+t est positive, donc on peut utiliser le critére de comparaison. La
fonction est définie et continue sur [0, +oo[ donc il suffit d’étudier la convergence de l'in-

tégrale en +o00. On soupgonne la convergence car I'exponentielle est toujours "gagnante"



par rapport au polynome. En effet, pour de grandes valeurs de t on a t'%° +1 < ¢!, donc
pour t trés grand on a

(t100 + 1)€—t2+t < o toH2t
Maintenant, pour ¢ grand (en fait ¢ > 3), nous avons 2 — 2t > ¢ donc e 2 < ¢~ dont
'intégrale converge en oo (car cette fonction a pour primitive t — —e~! qui converge en
+00). Donc par comparaison I'intégrale +°°(t100 + 1)e ¥+ est convergente.

3. La fonction x +— sin(1/z) est continue sur |0, 1], donc I'intégrale converge en 1.

Montrons que lintégrale converge absolument (i.e. l'intégrale fol |sin(1/t)|dt converge).

Cela entraine la convergence de l'intégrale fol sin(1/t) - dt en 0. Pour x — 0, la fonction
|sin(1/x)| n’a pas de limite, mais elle est bornée : |sin(1/z)| < 1. Or z +— 1 a une intégrale
convergente en 0, donc par comparaison, x — |sin(1/x)| aussi.

4. La fonction = \/11_7 est continue sur [0, 1[ et a pour primitive arcsin, donc pour 0 <

b<1, fob ﬁdax est bien définie et vaut
b 7r

[arcsin(x)] = arcsin(b) — arcsin(0) = arcsin(b) —, 51— 5

donc l'intégrale fol ﬁdm converge et sa valeur est 7/2.

On peut démontrer la convergence de 'intégrale en 1 sans connaitre la primitive Quand
r— 17, \/11_:62 = \/11_7\/117 est positif et équivalent a Wﬂ puisqule ﬁ — \/5, donc
I'intégrale impropre considérée est de méme nature que l'intégrale fo \/11?3 (impropre

en 1), qui, par le changement de variable y = 1 — z, est elle-méme de méme nature que
I'intégrale de Riemann fol yllﬁdy (impropre en 0 cette fois), qui est convergente. Donc
I'intégrale impropre initiale est convergente.

Exercice 5. (3 points)
1. Pour tout o € R, la fonction In(x)/2* est continue sur (1, +oo[. Donc l'intégrale [ In(z)/2z*dx
converge en 1.

Regardons maintenant l'infini. Pour tout «, la fonction « — In(z)/x® est positive, donc
on peut utiliser I’équivalence et la comparaison.

e Si « < 1: pour tout z > e, In(z)/x* > 1/z* Or f1+°° —dz diverge (intégrales de
+oo ln(x

Riemann) donc par comparaison, f dx diverge aussi.

e Sia > 1,on prends 1 < 8 < « et on remarque que, comme o — 3 > 0 on a

. 1
lim, 1o ;;(f[); = 0. Donc pour tout z assez grand on a

In(x) 1 In(x) 1
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Comme 8 > 1, l'intégrale de Riemann floo x%dm converge. Par comparaison, 'intégrale

oo 1
fl ul dx converge aussi.

2. Calculons les primitives de x — In(z)/x® sur 0, +-o00[, ot la fonction est définie et continue.

Par parties, en prenant u(z) = In(z) et v(z) = =2~*™, de sorte que v/(z) =27*, on a
/xo‘ In(z)dz = %xaﬂ In(z) — /ﬁxaﬂ : édm (18)
- — <x1 / ada:) (19)
= 14 (ml “In(x xl_a> +C (20)
1-a
- — <ln ) +C. (21)



Calculons maintenant l'intégrale impropre. Notons F' I'une des primitives ci-dessus, par
exemple celle correspondant a la constante C' = 0. Alors pour tout o > 1

/+Ooln(t)dt = lim /xln(t)dt = lim F(z)— F(1)

to T—+00 a T—+00
1 1 1
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Exercice 6. (3 points) Soit f : R — R continue et admettant une limite finie [ en +o0.

1. Soit F(x) = f;ﬂ f(t)dt. La définition de limite lim; . f(t) = ¢ dit que pour tout € > 0
on peut trouver M > 0 tel que pour tout ¢t > M on a £ —e < f(t) < £+ e. Pour un tel
grand M, et pour tout x > M, on a :

Vi€ [r,z+al,t > M donc £ —e < f(t) <l+e¢

donc par croissance de 'intégrale

/x - ad < Pl < / s ar

c’est-a-dire
a(l —e) < F(x) < a(l +e¢)

ou encore |F(x) — al| < ae. Ainsi,
Ve > 0,dM > 0,Vx > M, |F(z) — af| < ae.

Mais alors pour tout € > 0, en posant € = ¢’ /a, ’assertion ci-dessus nous donne 'existence
de M > 0 tel que pour tout = > M, |F(x) — al| < €/(= ae), ce qui signifie précisément
que lim, 1, F(x) = {a.

2. La fonction g : © — f(z + a) — f(z) est continue sur [0, +o00[, donc I'intégrale f0+oo g(t)dt
converge en 0. Regardons maintenant l'infini. Soit F'(x) = f;m f(t)dt la fonction du point
z+a

précédent. On a F(x) = [ f(t)dt — [ f(t)dt, ce qui entraine que

F(z) = fx+a) - f(z) = g(z). (22)

F est alors une primitive de g. Mais par définition, I'intégrale impropre étudiée converge
en +oo si et seulement si [ g(¢)dt = F(x) — F(0) converge quand & — +00, ce qui est le
cas d’apreés la question précédente. L’intégrale impropre f0+°°( f(t+a)— f(t))dt est donc
globalement convergente.



