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Feuille d’exercices n° 4 : un peu d’optimisation.

1 méthode : méthode du gradient & pas constant

Soit d > 1 et soit J : R — R une fonctionnelle différentiable. On suppose que
ﬁ
e VJ est globalement lipschitzien c’est-a-dire qu’il existe C' tel que

d — —
v,y € RY, [|[VJ(z) = VJI(y)| < Clle -yl ,
e J est strictement convexe c’est-a-dire qu’il existe n > 0 tel que
d BN BN 2
Ve,ye R, < VJ@)—VJW|lz—y> > nlz—yl°.

1) Etablir que pour tous z,y € R? et t € R,

J@H(x_y)):J<y>+/0t<$J<y+s(x_y)),x_y>ds

> g2 24t < VJ J

2 Htlle —yllF +t < VI)lz —y > +J(y) .
Donner une interprétation géométrique de l'inégalité précédente justifiant 1’appellation
“strictement convexe” pour une telle fonction.
2) En déduire que J est bornée inférieurement et atteint son minimum en un point .

—
Montrer que V J ne s’annule qu’en au plus un point et en déduire que x,,;, est unique.

On souhaite trouver le minimum de J ainsi que x,,;,. Pour cela, on utilise la méthode
du gradient & pas constant. Soit 7 > 0 un petit pas. On part de 2o € R% quelconque et on
pose

H
Tpi1 = Tp — TV J(2) .

3) En utilisant un théoreme de point fixe, montrer que si le pas 7 > 0 est choisi assez petit,
alors pour tout z, la suite (z,) converge vers x,,;,. Quelle est la vitesse de convergence 7



Application aux fonctions réelles : soit f € C*(R,R). On suppose que f’(z) > a >0
pour tout x € R. Justifier et appliquer la méthode du gradient a pas constant.

Application a la résolution de systémes linéaires : soit A € M (R) une ma-
trice symétrique définie positive et soit b un vecteur de R?. On souhaite résoudre le
systtme Ax = b. Montrer que cela est équivalent & minimiser sur R la fonctionnelle
J:ix— % < Azx|r > — < blz >. Justifier et appliquer la méthode du gradient a pas
constant.

Application aux moindres carrés : soit {(x;,y;) }i=1., une famille de points de R?. On
souhaite trouver la droite y = ax +  approchant au mieux les points selon les moindres
carrés, ¢’est-a-dire minimisant J(a, 3) = 321, |y — (az; + 3)|°. Montrer que sous des hy-
potheses naturelles, le probleme se ramene a 'application précédente.

2®me méthode : méthode de relaxation & pas optimal

Soit J : R? — R une fonctionnelle continue. On suppose que J est coercive, c’est-a-dire
que J(z) tend vers +o0o quand ||z|| tend vers +oo.
1) Montrer que J est bornée inférieurement et atteint son minimum.

On se propose de trouver un point ot le minimum de J est atteint a ’aide de 'algorithme
suivant. Soit (e;);=1.4 une base de R?. Soit zy un point de R%. On construit par récurrence
une suite (x,) en posant :

o ! =z, +tie; ou ty est tel que J(x, + t1€1) = mingeg J(x, + tey),

2 = x} + tyey ol ty est tel que J(zl + taes) = mingeg J(x) + tes),

o 7,1 =2l =287l 4 tyeq olt ty est tel que J(2d7! + tyey) = mingeg J (2471 + tey).

2) Montrer que l'on peut toujours construire une telle suite (z,). Cette suite est-elle
unique ?

3) Montrer que (J(z,)) est une suite décroissante qui converge vers une valeur Jy € R.

4) Montrer qu'il existe une sous-suite (x,(,)) qui converge vers un point z, € R? et que
J(zy) = Jo.

5) Montrer que si J est différentiable et strictement convexe, alors J(x,) est le minimum
de J (indication : on commencera par montrer que pour une telle fonction, le choix de t;
est unique).

Application a la résolution de systémes linéaires : soit A € My(R) une matrice
symétrique définie positive et soit b un vecteur de R?. Montrer que la méthode itérative de
Gauss-Seidel pour résoudre le systeme Ax = b est en fait une méthode de relaxation a pas
optimal pour trouver le minimum de la fonctionnelle J : z — 1 < Az|z > — < bz >.



