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Exercice n°1 : méthode de la requla falsi.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. On suppose que f(a)f(b) < 0. On
cherche un zéro de f sur [a, b]. Pour cela, on utilise la méthode de la regula falsi, ou ” fausse
position”. Soient ag = a et by = b, on construit des suites (ax), (bx) et (cx) comme suit.

bk — Qg
f(b) = f(ax)

- si f(ex) = 0 alors ¢ est le zéro voulu et on s’arréte,

-si f(ag)f(cx) <0, alors agyq = ag et by = ¢y,

-si f(ag)f(cx) >0, alors agy1 = ¢k et by = by.

Montrer que ¢ €|ay, bi[ pour tout k et interpréter graphiquement ’algorithme en terme
de sécantes.

Ck:bk—

Exercice n°2 : interpolation polynémiale.
Soit R3[X | I'ensemble des polynomes réels de degré au plus 3. Soit f € C*(R) une fonction
dérivable. On cherche un polynéme P € R3[X] vérifiant

P(=1) = f(=1), P(0)=f(0), P'(0)=f(0) et P(1)=f(1). (2)

1) En considérant I'application ® : P € R3[X] — (P(—1), P(0), P'(0), P(1)), montrer qu’il
existe un unique polynome P € R3[X] vérifiant (2).

2) Montrer que si f est paire (resp. impaire), alors P est pair (resp. impair).

3) Donner les polynoémes P correspondant aux fonctions fi(z) = z? — 3z + 5 et fo(z) =
cos(mz).

Exercice n°3 : résolution de systemes linéaires.

On munit R? du produit scalaire usuel que I'on note < .|. >. On note ||.|| la norme associée.
Soit A une matrice de My4(R) supposée symétrique et définie positive et soit b un vecteur
de R On cherche & résoudre le systeme Az = b.



Une méthode exacte :

1) Montrer que I'application (z,y) € (Rd)2 ——< Azx|y > définit un produit scalaire sur
R?. Quelle est la norme associée ? En déduire qu'il existe M et n > 0 tels que

Vo € R Mlz|* > < Azlz > > n|z|*. (3)
2) Montrer que I'on peut trouver une base (vy, v, ...,v4) de R? telle que
Vi=1,...d, <Auylv,>=1 etsij#i <Avjv,>=0.

On donnera une fagon explicite de construire une telle base.

3) Montrer que 'unique solution z, de Ax = b s’écrit @ = Z?:1 < blv; > v;.

4) Cette méthode de résolution exacte est-elle sensible aux erreurs d’approximation lors
des calculs 7

Une méthode approchée :
Pour obtenir une méthode plus robuste, on implémente plutot une méthode itérative. On
cherche & minimiser la fonctionnelle

1
J:R* — R J(x):§<Ax|x>—<b|a:>.

1) Calculer le gradient de J en x € R% On rappelle que le gradient ?J (x) est 'unique
vecteur de R? tel qu’il existe h avec ||h(y)| — 0 quand y — 0 vérifiant

vy eRY, J(z+y) = J(x)+ < VJ(@)|y > +|ylh(y) .

2) Soit z, I'unique solution de Az = b. En utilisant (3), montrer que pour tout y € R4\ {0},
J(z. +y) > J(x.). En déduire que la fonction J possede un unique minimum atteint en

H
x, et que x, est le seul point ou VJ s’annule.

On propose I’algorithme suivant. On part de 2o € R? et on construit une suite (z,,)nen
de la facon suivante. Si x,, est connu, on regarde la droite passant par x,, et dirigée selon
la plus forte pente c’est-a-dire selon ?J (x,) et on prend x,; réalisant le minimum de .J
sur cette droite. Plus précisemment

— — —
Tpr1 = Ty +tV J(z,) out vérifie J (xn +tV J(:L‘n)> = miﬂglJ (xn + sVJ(xn)) )
IS

3) Montrer que 'algorithme définit bien une unique suite et que 'on a

ynl*

— vy, avecy, = Az, —0b.
< Ayalyn > Y

Tpt1 = Ty —
4) On cherche a montrer que cet algorithme converge.
a) Montrer que (J(z,)) est une suite décroissante et convergente.

b) Montrer que
Lyl
n =J n) " 85 a1 _ -
S(@np1) = J(2n) 2 Ayl >

En déduire que (y,) tend vers 0 et que (z,,) tend vers ..



