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0. Introduction

N

L’objet de ces notes est de proposer une introduction assez détaillée a la partie
la plus élémentaire de la théorie des variations de structures de Hodge avec des
indications breves sur les développements les plus récents. Pour motiver et illustrer
cette étude, il nous a semblé pertinent d’exposer les grandes lignes d’un chapitre
excitant et nouveau de géométrie algébrique : les variétés de Calabi-Yau et la symétrie
miroir, en mettant surtout I'accent sur les questions qui véritablement relevent des
structures de Hodge et leurs variations. Cette théorie issue des réflexions d’'un groupe
de physiciens, conduit entre autre choses a des prédictions remarquables sur le nombre
de courbes rationnelles, et méme de tout genre, tracées sur une classe de variétés de
dimension trois.

Le texte s’adresse en priorité a des étudiants, ou mathématiciens non spécia-
listes, mais qui cependant ont une certaine familiarité avec les techniques usuelles
de la géométrie algébrique ou analytique complexe. Cela est particulierement clair
dans le premier chapitre ou le cadre retenu, assez général, est alternativement celui
des schémas et des variétés analytiques. Le langage de base utilisé pour formuler
et prouver les résultats est naturellement celui de I'algebre homologique, a partir
des notions de cohomologie et d’hypercohomologie des faisceaux. Le lecteur trouvera
dans le texte ci-joint d’'Illusie [I1]] un exposé succinct mais largement suffisant. Il doit
étre signalé au lecteur que plusieurs excellents textes existent dans la littérature qui
proposent une introduction & un aspect ou a un autre de la théorie des variations
de structure de Hodge, citons par exemple les plus classiques [Co-G], [G-S], [P-S]
et, plus récemment [B-Z], avec tout naturellement larticle fondamental de Schmid
[S]. Nous espérons cependant que parallelement & ces textes, nos notes pourront &
I'occasion rendre quelques services. Sur le theme de la seconde partie, beaucoup de
textes traitant du sujet, écrits dans le “style de la physique” sont d’un acces malaisé
pour un mathématicien. On peut souhaiter de méme que nos notes apportent un
complément utile aux textes récents de M. Kontsevich [K1], [K2], D. Morrison [Mor
1] et C. Voisin [V] qui traitent aussi des aspects mathématiques du sujet.

Le texte est divisé en deux parties non indépendantes. La partie I consacrée aux
développements généraux sur les variations de Structures de Hodge (chapitre 1 &
6) et la partie IT qui poursuit sur les variétés de Calabi-Yau et la symétrie miroir.
Pour aider le lecteur nous avons fait débuter chaque chapitre par un court résumé.
Situons maintenant le contenu de ces notes dans leur contexte. Les variations de
structures de Hodge apparaissent naturellement lorsque, au lieu d’avoir une variété
algébrique, par exemple donnée par une équation homogene (hypersurface) {f = 0},
on considere une famille de variétés algébriques, par exemple lorsque ’équation dépend
de parameétres (variables additionnelles). Précisément, dans ces notes, une famille sera
une application holomorphe f : X — S telle que X C P xS et f, la restriction a X de
la projection sur S, étant partout de rang maximal. Les fibres X, = f~1(s) sont des
variétés projectives lisses, et on sait par le texte ci-joint de Demailly [Dem] que chaque
espace vectoriel H" (X, C) porte une structure de Hodge de poids w, c’est le résultat
fondamental de la théorie de Hodge. On sait aussi (loc. cit.§10) que H" (X, C) est
la fibre d’un fibré vectoriel holomorphe H sur S'; il est donc naturel et fondamental
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0. INTRODUCTION 3

d’étudier le comportement de la structure de Hodge définie sur H* (X, C), lorsque
s € S varie, c’est-a~dire globalement sur .S. D’une autre maniere, si on pense a la classe
[w(s)] d'une forme différentielle fermée w(s) comme dépendant du parametre s, et si
v est un cycle de dimension (réelle) w dans une fibre X, qu’on peut voir comme un
cycle sur toute fibre voisine X de X, du fait de la trivialité locale topologique de la
famille, il est alors possible de considérer la période de w, c’est-a-dire la fonction fw w.
Pour étudier la variation des périodes par rapport a s, il est nécessaire de dériver :

d
ds
par lexistence d’une connexion, la connexion de Gauss-Manin qui conduira a la regle

de dérivation :
d/ds/w(s) z/Viw(s)
¥ vy ©

Vv r étant la dérivée covariante dans la direction de %.

( f,y w). Le cycle étant fixé, on veut dériver sous le signe somme. Cela sera justifié

Dans le §10 de [Dem)], il est prouvé aussi que le fibré H™ est le fibré associé
au systeme localement constant J,.g H"(Xs,C), il est donc plat; la connexion
plate résultante est la  connexion de Gauss-Manin. De plus, si au lieu des sous-
espaces HP4(X,), on considere les sous-espaces FPH"(S,,C) = @5, H"" " (X,) de
la filtration de Hodge, alors ces sous-espaces sont les fibres d’un sous-fibré holomorphe
FP de H™, définissant la filtration F* de H™. Le fibré H™ équipé de cette filtration de
Hodge et de la connexion de Gauss-Manin est I’exemple fondamental d’une variation
de structures de Hodge, notion introduite par Griffiths dans [Grifl].

Ainsi, dans le paragraphe 1 nous donnons la construction détaillée des fibrés de
Hodge, comme conséquence de la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers
De Rham (voir le texte ci-joint d’Tllusie) dans le cadre général des variétés algébriques
non nécessairement complexes.

Dans le §2 nous construisons la connexion de Gauss-Manin et nous prouvons la
propriété de transversalité. L’exposition de ce paragraphe est assez détaillée car le
théoreme de transversalité de Griffiths est le point de départ central de toute la théorie,
comme on pourra s’en convaincre en parcourant la seconde partie. Les manipulations
sur les complexes de De Rham et leurs résolutions sont en fait proches de ce qui est
fait dans [Ill]. Nous prouvons aussi que la connexion de Gauss-Manin est algébrique,
suivant en cela les calculs de Katz et Oda [K-OJ. C’est cet aspect qui est devenu
extrémement important dans les développements récents (§6).

Dans le §3, on introduit les domaines de périodes de Griffiths qui sont des espaces
de parametres pour les structures de Hodge polarisées de poids et nombres de Hodge
fixés. Si f : X — S est une famille, on définit, quitte a se restreindre a la cohomologie
primitive, Papplication des périodes p : S — D (si S n’est pas simplement connexe
il faut remplacer S par son revétement universel); on traduit dans ce cadre la
propriété de tranversalité. L’étude de la différentielle de l'application des périodes
conduit naturellement & la notion de Variation Infinitésimale de Structures de Hodge
introduite dans [C-G-G-H] et traitée & la fin du §3. Cette notion est nécessaire pour
justifier certains points fondamentaux du chapitre II.
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4 J. BERTIN, CH. PETERS, VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

Revenons & la situation considérée au début, celle d'une famille de variétés
paramétrée par une base compacte. Dans cette situation on ne pourra éviter la
présence de fibres singulieres; il est donc naturel d’étudier le comportement de la
variation autour du lieu des fibres singulieres. Pour simplifier on suppose que la base
est le disque unité A, que f : X — A est de rang maximal au dessus des points de
A* = A\ {0}. On dit que f est une dégénérescence & un parameétre. Tourner une fois
autour de 0 induit Vaction de monodromie locale T : HY(X;) — H"(X,), s € A.
Cette action préserve la structure entiere, la polarisation et la filtration de Hodge.
Le théoreme de la monodromie locale de [La] et [S] dit que T est quasi-unipotente,
c’est-a-dire, pour k,m € N convenables, (T* — 1)™ = 0. Un autre résultat important
est le théoreme local des cycles invariants de [Cl] qui dit qu’une classe @ € H" (X;)
est T-invariante si et seulement si « est la restriction & X, d’une classe définie sur X
tout entier. La démonstration de ce théoreme nécessite la construction d’une filtration
de Hodge sur H*(X) différente de la filtration classique et qui est mieux adaptée au
passage a la limite quand s tend vers zéro, la filtration de Hodge limite. L’opérateur de
monodromie 7T, lui aussi induit une filtration, celle des poids, et jointe a la filtration
limite on obtient une structure plus compliquée appelée : structure de Hodge mixte
sur H"(X,), ou encore la structure limite. Dans le §4 nous exposerons brievement la
notion de structure de Hodge mixte et les résultats fondamentaux de Deligne [Del4]
et [Del5] sur Pexistence d’une telle structure sur les variétés algébriques qui ne sont
pas nécessairement compactes ni lisses. Ensuite nous donnerons une description de
la structure limite en résumant quelques résultats importants qui se trouvent dans
les articles [S] et [Cl]. Le §4 se termine par une description des faisceaux des cycles
proches et évanescents qui est essentielle pour comprendre le travail de Saito [Sal]
sur les modules de Hodge, travail tres partiellement esquissé dans le §6.

Dans le §5 nous résumons quelques résultats récents de Simpson sur les fibrés de
Higgs, qui forment dans un certain sens une généralisation des variations de structures
de Hodge et qui lui ont permis d’obtenir des conséquences surprenantes concernant
les groupes kahlériens, c’est-a-dire les groupes qui peuvent apparaitre comme les
groupes fondamentaux d’une variété kahlérienne compacte.

La notion compliquée de module de Hodge joue un role central dans les dévelop-
pements récents de la théorie de Hodge. Elle nécessite I'introduction des D-modules,
faisceaux pervers et une compréhension de la correspondance de Riemann-Hilbert, qui
décrit le lien entre ces deux notions. Dans le §6 nous décrivons brievement ces notions
ainsi qu’une application importante a la cohomologie d’intersection, introduite par
Goresky et MacPherson dans [G-M] : le groupe de cohomologie d’intersection JH™ (X))
d’une variété algébrique complexe X porte une structure de Hodge pure de poids w.

Décrivons le contenu de la partie II. Comme dit au début, il y a peu de temps
que les physiciens travaillant en physique quantique ont mis en évidence un nouveau
phénomene de dualité. Les conséquences mathématiques, encore largement au stade
des spéculations, sont fascinantes. Les exposés [F-G] et [G] décrivent en détail dans le
langage de la physique ce cercle d’idées. Parmi les diverses manifestations de dualité,
la symétrie miroir a attiré D'attention des géometres algébristes, principalement a
la suite du travail d’'un groupe de physiciens [C-O-G-P], traduit partiellement en
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langage mathématique par D. Morrison [Mor1]. Le cadre de cette symétrie est celui des
variétés de Calabi-Yau (§7). Une conséquence naive (vérifiée par observation) est que
ces variétés sont distribuées par paires, une paire étant formée de la variété miroir de
lautre, et que le tableau des nombres de Hodge de 1'une se déduit du tableau de I’autre
par une rotation d’un quart de tour. La symétrie prédit naturellement beaucoup plus,
par exemple que les nombres de courbes rationnelles de “degré” fixé sur 'une est
déductible d’informations fournies par la variation de la structure complexe de 'autre.
Pour mettre en forme partiellement cette assertion, on étudie le comportement des
périodes des 3-formes holomorphes lorsque la structure complexe varie. On détermine
I’équation différentielle naturelle satisfaite par ses périodes, qui est [’équation de
Picard-Fuchs. Cet aspect est traité en détail, avec au préalable la description donnée
par Griffiths de la cohomologie d’une hypersurface de P™. Les détails sont dans le §8, et
suivent en partie I'exposé de [C-G]. Les calculs sont détaillés car c’est essentiellement
ici qu'on peut tout calculer. Notons que le contexte géométrique (différentiel) a été
formalisé par les physiciens sous le nom de “géométrie spéciale” [Str].

Dans les §9 et 10, on traite ’exemple célebre depuis [C-O-G-P] de I'hypersurface
quintique de P* et de sa variété miroir. Les méthodes de la partie I interviennent
lors de la discussion de I'accouplement de Yukawa. Expliquons brievement de quoi il
s’agit. Soit f: X — A une dégénérescence de variétés de Calabi-Yau de dimension 3,
soit w(s) une 3-forme holomorphe relative (s € A) et soit enfin V4 : HZ — 33 la
dérivée covariante induite par la connexion de Gauss-Manin. 11 résulte de la propriété
de transversalité que V o w(s) est une somme de termes de type (3,0) et (2,1) et donc

Jx, w(s) AV aw(s) =0= [y w(s) AV?, w(s). Par contre reste la fonction non-nulle :
. : . £

Rsss = / w(s) A v?)iw(s)
b'e ds

s

qui est ’accouplement de Yukawa.

Cette fonction satisfait a une équation différentielle liée a ’équation de Picard-
Fuchs. L’analyse cruciale ici est celle du comportement de xsss lorsque s tend vers
zéro. On verra pour justifier 'existence d’un parametre canonique qu’il est nécessaire
de s’appuyer sur ’existence d’une structure de Hodge limite, argument essentiellement
di & Morrison [Morl]. Le parameétre canonique auquel on vient de faire allusion
est de la forme ¢ = exp(27wiT) ou 7 est le quotient de deux périodes convenables.
Cela étant fait, on peut définir le g-développement de k455 pour s — 0 et observer
que ce développement fait apparaitre des coefficients entiers positifs, qui selon le
principe de symétrie conduisent aux nombres de courbes rationnelles de degré donné
sur I’hypersurface quintique, nombres inabordables par la géométrie algébrique sauf
en degré petit. Cet exemple montre clairement qu’en liaison avec le phénomene de
symétrie miroir se posent a co6té de nombreuses questions géométriques, et de tres
intéressants problémes arithmétiques. Ces questions sont esquissées dans [L-Y].

Dans le paragraphe final (§11) nous discuterons, selon une idée de Deligne [Del6],
une approche possible de la symétrie miroir en termes d’une dualité entre certaines
variations de structures de Hodge.
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Terminons cette introduction en donnant quelques indications bibliographiques qui

peuvent aider le lecteur & pénétrer ce vaste domaine.

L’article [Grif3] peut étre considéré comme le premier article de synthese. Il contient
beaucoup d’exemples et des calculs concrets; les problemes énoncés dans cet article
ont inspiré beaucoup de monde et bien que maintenant partiellement résolus, il reste
encore “des choses a faire”.

Ensuite dans [G-S] on trouve entre autre une introduction relativement élémentaire
a la théorie de Hodge mixte appliquée aux questions de dégénérescences.

L’article [P-S] explique comment on peut utiliser les variations infinitésimales pour
résoudre certains cas du probléme de Torelli : une variété est-elle déterminée (a
isomorphisme pres) par la structure de Hodge sur la cohomologie (entieére)? On
trouve, la aussi, une introduction aux domaines de périodes et aux espaces des
modules.

La monographie [Grif4] est une trés bonne introduction au sujet, elle contient des
articles assez détaillés sur les variations de structures de Hodge (aussi sur les VSH
infinitésimales). Y figure aussi une discussion des propriétés de la courbure de la
métrique naturelle d’'un domaine de périodes, résultat qui est utilisé dans le §4. On
notera que 'article fondamental [S] de Schmid contient des paragraphes pouvant
servir d’introduction efficace a certains aspects de la théorie de Griffiths.

L’article [B-Z] se veut une synthése des travaux récents sur la théorie de Hodge.
On y trouvera plus de détails sur les matieres des §4-6. Les progres récents sur le
probléeme de Torelli (voir ci-dessus) par contre ne sont pas traités du tout. Pour
les D-modules le lecteur consultera les articles dans [Bo] et pour la cohomologie
d’intersection et la relation avec les D-modules on lira le joli livre [Ki].

Comme indiqué plus haut, Dlarticle [V] peut servir comme introduction au
probleme de symétrie miroir. On trouve ici non seulement un traitement du coté
mathématique mais aussi une breve introduction a ’origine “physique” de la conjec-
ture. Voir aussi 'article [F-V] et les livres [H] et [Y2] pour des indications sur les as-
pects physiques. Signalons pour terminer la référence [B-C-O-V] dans la littérature
physique, que le lecteur pourra consulter pour des perspectives exaltantes.

Nous voudrions remercier tous ceux qui nous ont aidé pour rendre cet exposé plus lisible; en
particulier Jim Carlson, Eduardo Cattani, Bernard Malgrange et Joseph Steenbrink.
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Partie I. Variations de structures de Hodge

1. Fibrés de Hodge

On reprend dans ce paragraphe la définition algébrique (et analytique) des faisceaux de cohomolo-
gie de De Rham de 'exposé d’Illusie [Ill]. La filtration naive sur le complexe des formes différentielles
relatives donne lieu a la suite spectrale de Hodge vers De Rham et définit la filtration de Hodge sur
I’aboutissement, la cohomologie relative. Dans le cas d’une famille de variétés analytiques complexes,
projectives et lisses on obtient la filtration de Hodge [Dem] qui est une filtration par des sous-fibrés
holomorphes du fibré de cohomologie relative. Le language utilisé est celui de I’hypercohomologie
[111].

Fixons les notations utilisées dans la suite : un schéma est un schéma de type fini
sur un corps k algébriquement clos, de caractéristique nulle. On peut supposer k = C
si on veut. Pour les incidences du choix de la caractéristique positive, nous renvoyons
a [I]. Lorsque k = C, on passera sans explications précises de la structure de schéma
a la structure d’espace analytique associée. De la méme maniere, si X est un schéma
lisse, on aura a considérer la structure de variété C'*° sous-jacente sans avoir a le
signaler avec précision.

Un faisceau sera un faisceau de Ox-modules ou bien un faisceau abélien si on
ne retient que la structure C'°°. La cohomologie, outil indispensable lorsqu’on a a
manipuler des familles, est la cohomologie a coefficients dans un faisceau (voir le livre
[God] par exemple).

Nous utiliserons aussi le langage de l’hypercohomologie. Soit Q® un complexe (borné
inférieurement) et Q* — I*® une “résolution” injective (ou flasque), c’est-a-dire qui est
un isomorphisme si on passe aux faisceaux de cohomologie, alors H®(X,Q*®) est par
définition lobjet gradué h®(I'(X,I°)); de méme si f : X — S est une application
continue, un morphisme de schémas, etc., R® f.(2*) = h*(f.(I*)) est I'objet gradué
formé des images directes supérieures & coefficients dans le complexe °.

Considérons par exemple la cohomologie d’une variété C'*°, a coefficients constants
C. Cest par définition H*(X, C), C = faisceau constant. Le complexe de De Rham A%
des formes différentielles C*>° a coefficients complexes est une résolution du faisceau
constant C (lemme de Poincaré), donc le fait classique :

H(X,C) = H'(X, A%) = W(D(X, A%)).

Si X est une variété analytique complexe, le faisceau QX étant le faisceau des p-
formes holomorphes, le complexe de De Rham holomorphe Q% est une résolution de
C (lemme de Poincaré holomorphe), d’ou :

H'(X,C) = H'(X,0%) (hypercohomologie).

Si maintenant X est un schéma, supposé lisse (non singulier), on peut considérer
le complexe Q% Jk des formes différentielles algébriques (de Kéhler). Les espaces

vectoriels H'(X, Q% /k) sont par définition, la cohomologie de De Rham (algébrique)
de X. Si k =C, et si X est en plus projective, il résulte des théoremes de comparaison
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algébrique-analytique (GAGA) [Se] que H(X, Q%) est le méme selon que Q% est le
complexe algébrique ou le complexe holomorphe. Donc si & = C, la cohomologie
de X pour la topologie transcendante se calcule a partir des formes différentielles
algébriques.

Passons a la situation relative. Soit f : X — S un morphisme de schémas; on
suppose f propre. On peut définir ([Ill]) le complexe des formes de Kéhler relatif
Q% /8" qui est un complexe de Ox-modules de type fini (f est de type fini), et avec

pour différentielle dx,g, un opérateur f71(0s) linéaire. La formation de 0% /s est

compatible aux changements de base. Si S, X et f sont lisses, et si £k = C, on a
ganbalogue analytique Q;?/“S (resp. C*°, A% / g) qui est compatible aux changements
e base.

On définit les faisceaux de cohomologie de De Rham (algébrique) par ([Il1])
j'Ck(X/S) = ka*( 3(/5)~

Intuitivement, la fibre en s € S de H¥(X/S) est H’“(XS,Q;(S/,C), si on note

X,=f"1(s). A coté des faisceaux de cohomologie de De Rham, il y a les faisceaux
de Hodge : qu*(Q’;(/S), c’est-a-dire si S est réduit & un point, HI(X, Q’)’(/k).

Si k = C, et si on remplace les formes différentielles algébriques relatives Q% /s
par les formes holomorphes relatives Q;?/“S l1a encore les théoremes de comparaison,
assurent que le résultat est le méme.

Filtrons le complexe Q% /¢ (algébrique, holomorphe,. ..) par la filtration de Hodge
(ou naive)

FP(Q%/5) = (Q%/5)°"

qui est le complexe qui a le méme terme en degré i > p, et qui est nul en degré < p.
Alors, la suite spectrale associée a cette filtration finie, et au foncteur f,, est la suite
spectrale de Hodge vers De Rham :

(HDR) BV = RIS (O )5) = HTI(X/S) = RPTIS,(Q%5)-

1l en découle une filtration sur 'aboutissement FPH*(X/S), la filtration de Hodge de
la cohomologie de De Rham, et un objet gradué associé

ERY = Gr? (HPT9(X/S)).

L’hypothese essentielle est :

1.1. Hypothése. La suite spectrale de Hodge vers De Rham (relative) dégénére au
terme Ey.

Cela signifie
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en particulier

FPHP+a(X/S)
Pq __ P —
BV = B (Yss) = morigmraxysy

Cette hypotheése est discutée dans [Ill]. Contentons-nous de ’énoncé suivant qui
indique les conséquences tres importantes sur les faisceaux de Hodge (voir [Del3],
th. 5.5 et [Dem] §10 pour le cas complexe).

1.2. Théoréme. Soit S un schéma de caractéristique 0; on suppose le morphisme
f: X — S propre et lisse. Alors :

(i) Les faisceaux Rpf*(QI;(/S) sont localement libres de type fini de formation com-
patible a tout changement de base.

(ii) La suite spectrale (HDR) dégénére au terme Ej.

(iil) Les faisceaur FPHPTY(X/S) sont localement libres de rang fini et de formation
compatible a tout changement de base.

(iv) La suite spectrale (HDR) a pour fibre en s € S, la suite spectrale correspondante
a Xs.

1.3. Remarques.

Si S est lisse, connexe, la théorie transcendante [Dem] dit que les nombres
de Hodge hP*%(s) = dim HP9(X,) sont constants. Alors on peut en déduire que
Rff’f*(Q})’(/S)S = Hq(XS,Q’)’(S). Dans le cas général, la dégénérescence de la suite

spectrale de Hodge en un point s € S entraine (i) & (iv) par des arguments généraux
de Grothendieck (“lemme d’échange” [Del3], th. 5.5).

Supposons k = C, et toujours f : X — S propre et lisse. Par le lemme de Poincaré

holomorphe relatif, le complexe Q;?;‘S est une résolution du faisceau f~1(Og) (image

réciproque faisceautique). (Il suffit de se restreindre & la fibre X, = f~1(s)). Alors

H*(X/S) = R* f.(f71(0s))
= 0g Qc ka*(C

Pour justifier cette identification, rappelons le théoreme de changement de base en
cohomologie (& supports propres) (voir Iversen [Iv]). Soit un carré cartésien

y L x
gl Lf
T P, g

avec f propre, X, S, T, Y des espaces localement compacts. Pour tout faisceau abélien
F sur X, on a un isomorphisme canonique :

p*RFf.F =5 RFg.q*F.
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10 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE 1. VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

Si on tient compte de la formule de projection (loc. cit.) on a I'identification ci-dessus.
Ainsi on a un lien (si k = C), entre la cohomologie de De Rham et la cohomologie &
coefficients constants, que nous préciserons dans le §2.A.

Dorénavant on utilise la convention suivante :

1.4. Définition. Une famille de variétés algébriques projectives est la donnée d’un
morphisme f : X — S, lisse a fibres connexes tel que f factorise par PN x S : il existe
une immersion fermée i : X — PN x S, telle que f = prg oi.

Le morphisme f est donc propre. On se place dans ’hypothese de dégénérescence
de la suite spectrale de Hodge. La filtration décroissante F?(3*(X/S)), est rappelons-
le, la filtration de Hodge. Les FP sont des sous-fibrés vectoriels de H*(X/S), et
F0 /5 2 ROf, (05, ).

2. Connexion de Gauss-Manin

Pour étudier la variation des classes de cohomologie de De Rham dans une famille, il est essentiel
de pouvoir dériver ces classes par rapport aux coordonnées locales sur la base S. Le but de ce
paragraphe est de donner un sens précis a cela en expliquant en détail les constructions de Katz et
Oda ([Ka], [K-O]). La construction met en évidence une “connexion” sur une résolution du complexe
de De Rham qui aprés passage a la cohomologie conduit & la connexion de Gauss-Manin. Le cadre

de ce paragraphe est celui des schémas.

2.A. Systémes locaux

Soit S un espace topologique. Un faisceau V (d’ensembles, de groupes, d’espaces
vectoriels etc.) localement constant est appelé un systéme local. Donc il y a un
recouvrement ouvert de S tel que V soit constant sur les ouverts de ce recouvrement.
On voit facilement qu'un faisceau localement constant est constant sur un espace
simplement connexe et donc le relevement de V au revétement universel est constant de
fibre V' disons; alors on obtient V comme quotient de SxV par le groupe fondamental
de S qui agit sur S x V de facon naturelle : v((3), f) = (5- 7,71 f), ot v € m(S)
agit & droite sur S et & gauche sur V. Cette action conduit & une représentation de
m1(S) dans V, la représentation de monodromie.

On suppose maintenant que S est un schéma (resp. espace analytique, variété C'>°)
avec faisceau structural Og. On appelle faisceau associé au systeme local V, le faisceau
de Og-modules V ®¢ Og; il est localement libre, c¢’est-a-dire un fibré vectoriel sur S.
Un tel fibré vectoriel est caractérisé par le fait qu’il existe un recouvrement ouvert
trivialisant tel que sur 'intersection de deux de ces ouverts, la matrice de transition
est a coeflicients constants

Rappelons [Dem] qu'une connezion sur F, est un opérateur k-linéaire V : F —
QL ®og T (resp. Q5™ ® F, AL ® F), qui satisfait & la regle de Leibniz :

V(ae) = da ® e+ aVe.

On peut étendre V en une application k-linéaire : V : Q% @, F — Q?'q ®ogs F en
forgant la régle : V(a® e) = da ® e + (—1)Pa A Ve (a = p-forme). Alors Popérateur
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2. CONNEXION DE GAUSS-MANIN 11
R = VYV est Og-linéaire; on a
R € Homo, (F,0% ®0y F) = Q5(End(F)),

on Pappelle l'opérateur de courbure de V. La connexion est dite intégrable (ou plate)
si R =0, donc si

0—F LQ}g@ff LQ%®9—>-~-

est un complexe. On 'appelle le complexe de De Rham associé, vu le cas particulier
F=0g5, V=d

Rappelons que pour tout champ v sur X (ou sur un ouvert de X), Uopérateur k-
linéaire V,, (contraction de V avec v) est appelé la dérivée covariante dans la direction
de v. La condition d’intégrabilité équivaut a

plat Vo, Vil = Vigw v, w champs sur X),
[v,w]

[v,w] étant le crochet des champs v et w.

Lorsque k = C, si V est une connexion intégrable sur le fibré vectoriel F (faisceau
localement libre de rang n), le théoreme d’existence local des solutions des équations
différentielles linéaires, ici I’équation Ve = 0, entraine que V = ker(V) C F est un
sous-faisceau localement constant et que F =V ®¢ Og est le fibré associé a V. Alors
V =1®d, ce qui signifie que si on choisit localement une base {e;} de F, composée
de sections plates (sections de V) : V(3_,a; ® ;) =Y, da; ®@ e;.

Inversement, pour un faisceau V localement constant sur S, F =V ® Og le fibré
associé, V = 1 ® d est une connexion plate avec kerV. = V. Dongc, il y a une
équivalence de catégories, entre les fibrés plats, i.e. les couples (F,V) avec Ry = 0)
et les faisceaux localement constants de C espaces vectoriels, les morphismes de fibrés
étant les morphismes horizontaux.

Revenons a la situation géométrique avec f : X — S, qui représente une famille
de variétés algébriques projectives, lisses. On a vu [Dem §10], qu’une famille est
localement triviale du point de vue C™ et donc que les faisceaux abéliens R f,C,
REf.R, RFf.7Z sont des systemes locaux. Ainsi H*(X/S) = R¥f.(C) ®c Os; on
appelle connexion de Gauss-Manin sur le fibré de cohomologie H*(X/S), 'unique
connexion (holomorphe) qui a pour sections horizontales (ou plates), les sections de
RF£,(C), ie. :

Vaum(e) =0 <= e € R*f.(C).

2.B. L’application de Kodaira-Spencer

Maintenant k est arbitraire, et S' est un schéma lisse de type fini sur k. Du fait de
la lissité de f, on a une suite exacte

(1) 0— f(Q}) — 9k — ks —0.
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12 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE 1. VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

Cette extension, qui en général est non triviale, est associée a une classe ¢ €
Extl(Qk/S, f*(2})), et comme Qﬁ(/s est localement libre, on a la suite exacte

Ext'(Qs, f*(25)) = H'(X, Homo, (s, F*(23)) ;
I'image de ¢ par I'application canonique

Hl(XaHomOX(Qﬁ(/Svf*(le)) - HO(Xale*(TX/S®f*(Q,1S’))

— — |
=Tx/s @ f*(Qg) H(X, Q% @ R' f.(Tx/s))

est appelée la classe de Kodaira-Spencer de X/S'; on peut voir cette classe comme un
morphisme, le morphisme de Kodaira-Spencer : px,g : Ts — R'f, (T'x/s). La fibre
(px/8)s = ps : Ts,s — HY(X,,Tx,) est Uapplication de Kodaira-Spencer en s € S.

Rappelons ([Il]) que si ¢ € HY(X,Hom(F,9)) est la classe d'une extension
0 -G — H — F — 0, le morphisme bord 9 : HI(X,F) — H? (X, G) s’identifie
avec le cup-produit avec c.

L’application de Kodaira-Spencer en s mesure comment Xy se déforme dans la
famille X/S au voisinage de s, du moins infinitésimalement

On reviendra a ’application de Kodaira-Spencer dans le §3.C.

2.C. Algébricité de la connexion de Gauss-Manin

Les faisceaux H*(X/S), FPH* ont une définition algébrique, via la cohomologie de
De Rham algébrique; on va voir qu’il en est de méme pour la connexion de Gauss-
Manin.

Passons au complexe de De Rham Q}/k = A’Qk/k; ce complexe n’est pas en
général “multiplicatif” par rapport aux deux extrémes. On introduit alors la filtration
de Koszul de Q2% Jk qui mesure cette déviation. La définition vaut pour toute extension
0—-§—>H—TF— 0 (de Ox-modules localement libres). On pose :

FPA*H = image(APS @ A*F[—p] — A*H)

on a clairement Gr? = F?P/FP+tl =2 APG @ A*F[—p], [—p] signifie qu’il y a un décalage
de —p dans le degré. Considérons la suite exacte de faisceaux :

0o — Gr! — FYF? — G — 0

qui en degré k, conduit a ’extension :
0— GRA1F — (FO/FHk S A*F — 0.
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2. CONNEXION DE GAUSS-MANIN 13

Une vérification aisée montre que la classe ¢, € H'(X, Hom(A*F, G A*~1F) se déduit
de ¢ par I'application produit intérieur

I : Hom(7,5) — Hom(A*F,§ @ A*~1)

oW IN)(fi N Afp) = i(—l)i’lk(ﬁ)@fl/\~~~/\fz-/\~~/\fp.

i=1
Retournons a la situation géométrique. L’application de Kodaira-Spencer se déduit
de la classe de l’extension (1); on va voir que la connexion de Gauss-Manin se déduit
de la classe de I'extension de complexes

0 — Grt — FYF? — G — 0

() ® Q% 5[] 0%/s

(2)

(se reporter a [Ill] pour une définition précise).
Considérons le morphisme bord en hypercohomologie

d: RFf,(GrY) — RM1f,(Gr')
qui apres identification est

0 HE(X/S) —  RMLL(F7(QL) B0y O%/sl-1))

Oy ®os IHM(X/S)
on en vient au résultat principal :
2.1. Théoréeme.

1) O est une connerion intégrable sur le fibré de cohomologie de De Rham H*(X/S).

2) Le compleze de de Rham associé : (H*(X/S)®0%,d) s’identifie au complexe EF
déduit de la suite spectrale de Q% filtré par la filtration de Koszul, relativement
au foncteur fy.

3) Sik=C, aprés identification des faisceauz, O coincide avec V.

Avant de donner les détails de la preuve, indiquons que 1) et 2) s’obtiennent
facilement si on tient compte de la compatibilité de la filtration de Koszul relativement
au produit extérieur : ' A FJ C F*J. Cela permet de définir un accouplement dans
la suite spectrale

/o / ’
EY"x VT — Efﬂ) ate , (e, e') — e€

tel que €'e = (—1)PTO@'+ Ve’ et dy(e€’) = (die)e’ + (—1)P1 e - dy(€'). 1l est peut
étre plus convaincant de mettre sous forme explicite 9, I'intégrabilité sera alors une
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14 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE 1. VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

conséquence facile du résultat. C’est la procédure que nous allons détailler en plusieurs
étapes.

Etape 1

Le probléme étant local sur S, on peut supposer S affine (de Stein, dans le cadre
analytique). On suppose d’abord que X = S x T est un produit, sans supposer que
T est projectif; on peut de la méme fagon supposer que X est étale sur A™ x S.
Avec cette hypothese de trivialité de la famille, la suite exacte (1) est scindée, et
Q% = pi(Q%) @ p5(2%) (produit tensoriel de complexes). On peut identifier p3(Q2%.)
avec Q;(/S, alors la différentielle totale dx se décompose en dx = ds + dx;s. On
fera attention au fait que le produit tensoriel est sur Ox, alors que la différentielle
est seulement k-linéaire. Localement, on peut décrire la situation de la maniere
suivante : soit S = Spec(A), T = Spec(B), donc X = Spec(A ®; B). Prenons
Q% = A‘Q}L‘/k, QY = A'Q}B/k, qui sont des algebres graduées sur A (resp. B). Alors
on a Qﬁ(/k = QL @ B® A, OF et Q% = Q% @ QF avec la structure naturelle
de A ®; B algebre graduée. La différentielle est dx = dg + dr, avec la signification
usuelle : dx (o ® ) = dg(a) ® B+ (—1)Pa @ dr(f), si a € QF, § € Q.. Notons que
QB(/S = A®y N}, dx/s = 1 @dr. Le morphisme quotient 7 : Q% — Q;(/S admet une
section naturelle ¢ (de groupes), telle que, avec un abus d’écriture :

o(hdx/sfi N Ndxsfp) = hdx;sfi N Ndx/sfp

ol a droite d /g est la différentielle partielle issue de la décomposition dx = ds+dx/s-
On a

FP=PA%e0, o O =F Pk,

i2p

2.2. Lemme. Il existe une dérivation I (produit intérieur total) de l’algébre Q% , donc
IHanp)=I(a) NB+aNI(B), telle que I(dg) = dsg. De plus, on a pour toute forme
weNg :

or(w) —w=—I(w) (mod F2Q%).

Preuve. Avec la description Q% = Q% ®j, QF,, on prend pour I, la “dérivation”,
dlaNB)=panp si « est de degré p .

Notons que I est Ox (= A ® B) linéaire.
Pour la seconde assertion, on peut supposer ¢ = a®b, (a € A, b € B), alors dxg =
dsa®b+a®drb avec dsg = dsa®b et dx/sg = a®drb. Ona I(dxg) = dsa®b = dsg.

Ceci donne plus généralement I(gdgr A--- Adgp) = > gdgi A---Ndggi A -+ A dgp.

i=1
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2. CONNEXION DE GAUSS-MANIN 15

Pour la derniere propriété, supposons w = gdgi A --- Adsg; A --- A dgp, alors

on(w) = gdx/sg1 N+ Ndx/s9p
= g(dgr —dsg1) N N (gp — dsgp)
=w—I(w) (modF?Q%) .

Etape 2

m
On suppose S affine, et on choisit un recouvrement ouvert fini X = |J U,, ol
a=1
U, est supposé étale sur A™ x S. Ainsi avec une telle trivialisation (se rapporter a
Pappendice) on peut, comme indiqué dans 'étape 1, décomposer le complexe de De
Rham Q‘UQ /K, € un produit tensoriel Q% ®o, QF /g €t décomposer la différentielle
dx sur Uy, en dx/y, = dg + dg(/s. Notons ¢, la section de 7 : Q{]a — Q'UQ/S qui
résulte de cette décomposition, et soit I, le produit intérieur correspondant.

La connexion de Gauss-Manin, décrit, de maniere cohomologique, cette décomposi-
tion (locale) de Q% en un produit tensoriel Q% ® 2% 5. Considérons C*(U, Q%) (resp.
C*(U, FP), etc.), le complexe de Cech & coefficients dans Q% (resp. ...) ([Il]) on sait
(loc. cit.) que le morphisme canonique Q% — C*(U, Q%) est un quasi-isomorphisme.
Notons aussi, que les ouverts U, étant affines, alors le foncteur K® — C*(U, K*) est
exact, par suite :

C*(U, G (Q%)) = C* (U, FP)/C(U, FP+1).

La différentielle du complexe de Cechv est noté d+ 9 ou d est la différentielle au niveau
des formes, et 0 la différentielle “de Cech” :

(08) (o, - -+ vig) = (=L)"Y (=1)B(io, .. i, ... ig)
J=0
(si B € CP9 = CI(U, O%)).

Pour tout indice «, soit h, = dg o ¢, vu comme morphisme de complexes :
he GrO(Q})‘U — Gr' (Q%)[1] v (vérification immédiate), et soit 1as = ©g — Yau
(mod F?), donc

Vap : G2 (Q% — Gr' (0%

)‘Uang )]UamUB.

On a Yo + Yga = Yay (pour tout (a,3,7)), et (hg — ha)|U,,ﬂU3 = dipap, ce qui
signifie

d%pa — dps = (A% + d%/s)pa — (A5 +d% 5)ps — (Pa — 8)dx/s
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16 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE I. VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE
on peut ainsi définir un morphisme de complexes
h:Gr® — C*(U, Gr'[1])
qui induit (dans la catégorie dérivée) un morphisme
V:Gr' — Gr'[1).

Le lecteur pourra comparer avec la démonstration du lemme (5.4) dans [I11].

Si on passe a la cohomologie, V induit la connexion de Gauss-Manin. On va faire
une construction plus précise, et en déduire I'intégrabilité de la connexion.

Etape 3
Soit 8 € €4(U, Q% ), posons :

L(B) (g, .- ytq) = d&(Blig, ... ,ig))  (dérivée de Lie totale)
puis
I(B)(io, - -+ yigr1) = (=1)P(Lyy — Iiy )(BGin, - -« yig41) (produit intérieur total)

et
@(ﬁ)(iOa 7ip) = @io(ﬁ(io’ 7ip)) .

Notons que L est de bidegré (1,0), I de bidegré (0,1).

Un calcul élémentaire conduit au

2.3. Lemme. V = L + [ est un morphisme de complexes

L+ 1 € Hom (€°(U,Q%), €* (U, Q% [1]).

Notons que par construction, V(C(U, F*)) C C(U, F**1). Pour s’assurer que sur la
cohomologie, le morphisme induit par V = £ + 1 : Gr° — Gr'[1] est bien la connexion
de Gauss-Manin, la propriété suivante est exactement ce qu’il faut :

2.4. Lemme.
(dx +6)p — p(dx/s +38) = (L +1)op (modC*(F?)).
Preuve. Soit § € C1(U, Qg(/s);

(dx ¢ — pdx/s)(B) o, .- ,iq) = dg i (Blio, - ,iq)) -
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2. CONNEXION DE GAUSS-MANIN 17

Un calcul aisé montre que

(6p — 906)(5)(2’0’ e ’iq+1) = (_1)p+1(90i0 - @h)(ﬁ(il’ e 7iq+1))-

Il suffit alors de vérifier que

(=1 iy = pi) (@) = (=1)PI"¢;, (w) (mod F?)

pour toute forme w € I'(U;, N Uy, 2x/5). Si on pose p;, (w) = a, cette congruence
équivaut & ¢;, (1(a)) —a = —I;, (o) (mod F?), qui découle alors du lemme 2. ad

L’intégrabilité de la connexion de Gauss-Manin découle immédiatement de la
formule du lemme 4. En effet, on en déduit

V((dx + )¢ — ¢(dx/s +0)) = Vo p (mod C*(F?))
car V est de degré 1 pour la filtration de Koszul et comme V et dx + d commutent,
(dx +0)(Vop)—(Vop)(dx/s +0) = V2 o p(mod F?3).

Donc V2 induit le morphisme nul (au sens des catégories dérivées) de Gr° dans Gr?[2].

Avant de conclure, il est utile de souligner le point suivant. Ce qui a été construit
dans les étapes 1 & 3 (lemme 2.3) est une connexion (“la connexion de Gauss-Manin”)
au niveau du complexe de De Rham (le complexe de Cech du complexe de De Rham).
Cette connexion non nécessairement intégrable induit au niveau cohomologique la
connexion (intégrable) de Gauss-Manin.

Pour terminer la preuve du théoreme, reste a vérifier que la construction ci-dessus
ne dépend pas du choix de U = {U,}, ce qui est complétement standard.

Si k = C, il est aussi immédiat que la construction ci-dessus s’applique avec S
de Stein, et les U, de Stein, et que le résultat est identique. Pour se convaincre de
Iidentité entre cette construction de V et la définition purement topologique, on
observe que la propriété de décomposition locale du complexe de De Rham, qui est
locale sur X dans le cas algébrique et analytique, devient locale sur S avec le complexe
des formes C'°°. Donc on peut supposer que X — S est une filtration C° triviale.
Dans ce cas, on peut construire des morphismes V au niveau des complexes de De
Rham C, soit V : Ay — A%[1], et V = dg (relativement & une décomposition).
Alors, il est a peu pres évident que sur la cohomologie, V induit dg ® 1

V=1 @ds R, (A%s) — RO F,(CrU1)) = AL © RIS, (A% o).
et Ref, (.AS{/S) =RIf, (Q;?/ns) est le faisceau constant H(T,C) sur S (si X =T x S).
g
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18 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE 1. VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

2.D. Propriété de transversalité de V

Pour tout complexe Q°, la filtration de Hodge de Q° est la filtration naive Q°Z;
on a relativement au décalage :

(Q*[n])Z7 = (°2PF")[n).
Considérons la suite exacte de complexes (cf. (2))

0 — Gr! —  FY/)F? — Gr° — o0

f*(Qg) ®ox Q;(/s[*l] Q;(/s — 0
passons au cran 7 de la filtration de Hodge, on a la suite exacte

0 — f1(Q4) ® Q5 -1 — (FY/F*)> — a7g — 0

et en passant a la cohomologie, on obtient un diagramme commutatif :

REf (2 )s) REF1,(Gr'[1]) = Qf @0, RF£.(Q% /)

T 1

REF(QFS) - REFLL(GHI1]>) = REFLE(£7(h) © (355 ' [-1])-
[

0f @0, REL(QFS

Les images des fleches verticales du diagramme sont respectivement F*H*(X/S) et

QL @ F1HF(X/S9), et de plus @ = V, donc on a la propriété de transversalité pour
la connexion de Gauss-Manin.

V(FH"(X/9)) C QL @ F 1k (X/S) .

Supposons que la suite spectrale de Hodge vers De Rham dégénere (par ex. k = C),
alors E7Y = qu*(Q’;(/S) = FPPHPTI(X/S)/FPHIHPI(X/S).

De plus, il est clair que par passage du gradué associé a la filtration de Hodge sur
H*(X/S), V induit une application Og-linéaire.

VRO jg) — Q5 @ RO ) -
Alors V est le cup-produit avec I'application de Kodaira-Spencer
pxs € HO(S, Q5 @ R' fu(Tx/s)).

D’ou finalement :
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2.5. Théoréme. Relativement a la filtration de Hodge F*H*(X/S), la connexion de
Gauss-Manin satisfait a la propriété de transversalité de Griffiths :

V(FiH*) C Qf @ FIH (35 .

Si la suite spectrale de Hodge vers De Rham dégénére (par exemple si k = C),
Uapplication Og-linéaire induite sur le gradué associé, par la dérivation V, coincide
avec le cup-produit avec la classe de Kodaira-Spencer.

O

2.6. Notes.

1) Toute l'étude faite, dans les §1 et §2, admet une transcription quasi-immédiate
dans le cadre logarithmique. On suppose que D C X est un diviseur qui est une
réunion de diviseurs lisses relativement a la base 5, et de sorte que D est a croisements
normaux relativement & .S. Dans ce contexte, on peut définir (voir [Ill] §7) la complexe
Qg(/s(log D) des formes différentielles réguliéres sur X — D, a péles logarithmiques
le long de D. Pour le cas le plus simple d’un hypersurface lisse voir le §8 et pour le
cas général voir [Kal. On obtient une suite spectrale de Hodge-vers-De Rham :

B} = Rf.(Q% 4(log D)) == RP*f,(Q%/5(log D))
et la connexion de Gauss-Manin
V: RIf.(Q%,/s(log D)) — Qg @05 R f.(%/5(log D))

qui satisfait a la propriété de transversalité de Griffiths, relativement a la filtration de
Hodge F'*, du moins si on suppose que la suite spectrale ci-dessus dégénere au terme
E; (k = C). Le lecteur consultera le travail fondamental de N. Katz [Ka] pour les
détails.

2) Dans un travail récent [H-S], Hinich et Schechtman ont introduit une application
de Kodaira-Spencer d’ordre supérieur, qui s’applique a des opérateurs différentiels et
plus seulement a des dérivations.

Appendice : “Coordonnées locales” en géométrie algébrique.
Pour lever tout doute sur les calculs locaux du §2, rappelons comment on travaille
avec des coordonnées locales en géométrie algébrique.

Soit X/k un schéma de type fini, lisse sur le corps k. Alors le Ox-module Qﬁ( /h
est localement libre de rang fini n = dim X ; au voisinage de tout point x € X, on
peut trouver des sections régulieres sy, ..., s, € T'(U,Ox) telles que {dsy, ... ,dsp}
est une base de Qk/h sur U.

2.7. Définition. On appelle s1, ... ,s, un systeme de coordonnées uniformisantes
(ou parameétres locaux) sur U.
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On peut alors définir la dérivée partielle E)%i au moyen de la formule (o € T'(U, Ox))

La relation d? = 0 entraine %;sj = %Zsi (V(4,7)). Soit maintenant f : X — Y
un morphisme étale. Alors le morphisme canonique df : f*(Q3, /k) - Q% /i est un
isomorphisme. Ainsi si sq, ..., S, sont des coordonnées uniformisantes sur V' C Y,
t1 = f*(s1), ... ,tn = [*(sy) est un systéme de coordonnées uniformisantes sur
U= f~1(V). On a par construction :

0 Oa

@)= F (5 (@eTv.oy).

Si maintenant U est un ouvert du schéma X, et U est étale sur A™ x S, supposons
que S1, ..., Sy sont les coordonnées naturelles sur A™. La restriction a U de ces n+m
coordonnées définit un systeme de coordonnées locales sur U.

3. Variations de structures de Hodge

Dans ce paragraphe nous introduisons les notions de variation de structures de Hodge, de domaine

de périodes et de variation infinitésimale de structures de Hodge.

3.A. Introduction aux variations de structures de Hodge

Soit X C PY une variété projective lisse de dimension n, il y a sur Hg = H*(X,R)
la structure suivante, appelée structure de Hodge réelle de poids k.

1) Une décomposition (de Hodge)
He = Hp @g C = EB HPA
p+q=Fk

45D
avec HP1 = H".

2) Une filtration de Hodge F? =

et Ho= FP s B

i>p Hi | telle que HPY = FP N F?, (p+q=Fk)

(1 et 2 sont équivalentes).

Si H et H' sont des espaces vectoriels réels qui portent une structure de Hodge
(réelle) de poids k, resp. k', alors il est aisé de voir que sur H*, H® H' et Hom(H, H')
il y a une structure de Hodge naturelle de poids —k, k + k" et k' — k. En particulier
Hom(H, H) a une structure de Hodge de poids 0, et

Hom(H, H)“Y = {\: H — H, A(HP) C HP+®+},
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On peut interpréter une structure de Hodge comme une représentation réelle du
groupe algébrique réel :

Resc/r(C*) = SpecR[m,y, (2 + y2)_1]

(Restriction de Weil du groupe algébrique C* de C & R). Cela explique que 1’on puisse
effectuer des opérations de dualité et ® sur les structures de Hodge.

Dans le cas géométrique, c’est-a-dire quand X est de kdhler, rappelons qu’il y a sur
Hc = H*(X,C), une forme bilinéaire de parité (—1) : la forme de Hodge-Riemann
([Dem])

Qe B) = (—1)ME=1/2 / anBALF  (dmX =n)
X

(Q est symétrique si k est pair, alternée si k est impair). Lorsque la forme (1,1) réelle
w est entiere, donc si X est algébrique projective, et w provient de la classe d’une
section hyperplane, Q) est alors entiere sur le réseau H*(X,Z)/(torsion). Rappelons
les relations bilinéaires de Hodge-Riemann :

(R1) QHP,HY ) =0  saufsi (p'.q) = (q.p).

Il est équivalent de dire que le Q-orthogonal de FP est FK~P+l En effet, FP =
D>, Hb | Fr-ptl = Disrpi1 H®J ainsisii >p,onaj==k—i<k—p, dou
Q(F*, Fk=r+1) = 0. Mais

dim F? = Zhi’j = Z R = Z Bt = codim(F*~P+L) |

izp izp J<k—p
Donc Fk=P+l = (pr)t,
(R2) Si0+#£¢ePrim™, V=17 'Q(6,8) >0.
Si on introduit I'opérateur de Weil, qui est 'opérateur réel C' € Autc(He), tel que
C"HM = v—=1""7 la forme {a, ) := Q(Ca, B) est une forme hermitienne appelée

forme de Hodge. La forme de Hodge est définie positive sur la partie primitive
Prim* (X, C) de H*(X,C).

Une structure de Hodge (pure) de poids k polarisée est la donnée d’une structure de
Hodge réelle de poids k : (Hg, Hr ® C = @HP9, HP9 = Fq’p) et d’une polarisation ;
la polarisation est la donnée d’un réseau Hy C Hpg, puis une forme bilinéaire non
dégénérées de parité (—1)* sur Hg, qui est entiere sur le réseau (mais pas forcément
unimodulaire) :

Q(HZ X Hz) - Z.
On exige les deux conditions (R1) et (R2) de Riemann; en particulier :

(o, ) = Q(Ca,@) >0 (a #0)
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avec C' = opérateur de Weil.

Un isomorphisme de structures de Hodge polarisées, est un isomorphisme qui
préserve les polarisations, i.e. les structures entieres, et les formes bilinéaires.

Soit maintenant f : X — S une famille de variétés algébriques projectives lisses;
on suppose X C PV x S et f est la restriction & X de la projection sur S. Soit
X, = f71(s) = X NPY x {s}. Comme il est expliqué dans [Dem], X porte sur
chaque H*(X,, C) une structure de Hodge réelle, et Prim"® (X5, C) possede en plus une
polarisation définie par la forme w, € H%!(Xj,Z), déduite du plongement X, C PV.

Ces structures de Hodge réelles (resp. polarisées) définissent une famille (ou
variation) de structures de Hodge. On a en effet les objets suivants :

1) Un systeme local de groupes abéliens libres de rang fini (constant),
HE = RF£.(Z)/(torsion),

idem avec HE, HE).
2) Un fibré vectoriel (Og module localement libre) H* = ka*(Q;(/S) Q%5 =

formes algébriques, ou holomorphes).

3) Une filtration décroissante de H* par des sous-fibrés holomorphes {FP}p=0, ... &
(filtration de Hodge) (si on passe & la fibre en s € S, H* = H¥(X,,C) et F? est
exactement la filtration de Hodge sur H*(X,,C)). On a T = 0, (p+q=k).

Soit w € HY(S, R?f.(Z)) 'image de la classe de la section hyperplane relative (section

localement constante). La section w induit en chaque s € S, wy € H%(X,,Z) qui est
la forme entiere (1, 1) qui polarise X;. On a ainsi :

4) Une forme bilinéaire non dégénérée localement constante, dite “forme de Hodge-
Riemann”, @ : }Cg ® J—Cg — f]—(%" -7,

5) Une connexion (intégrable) V : H*¥ — QL ® H* : la connexion de Gauss-Manin,
telle que le systeme local des sections horizontales est fH(’é.

6) Propriété de transversalité de Griffiths
V(3P) C Qg @ FP~ L.

7) L’opérateur L de Lefschetz, admet une forme globale : L est le cup-produit avec
w. Noter que L est un opérateur horizontal ; on définit H* . comme le noyau de

prim
Ln—k+1 . J_(k: g_(Qn—k+2

k -k
La fibre en s € S de 3 ;,, est Prim” (X, C).
On résume toutes ces données, par la définition suivante, d’'une variation de
structures de Hodge (polarisées) (“VHS” en abrégé).

La définition suivante a été formulée par Griffiths ([Grifl]).
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3.1. Définition. Une famille de structures de Hodge (réelles) de poids k, sur S, est
la donnée de

1)  Un faisceau localement constant d’espaces vectoriels réels Hg sur S';

2)  Une filtration finie {FP} du fibré vectoriel H := Hr @ Og (FP est un sous-fibré
holomorphe) ;

avec les conditions :
(VHS-1)  La connezion naturelle V. =1®dg sur H est telle que VFP C QL @ Fr~!

(VHS-2)  Entout point s € S, {FP} définit sur Hr)s une structure de Hodge (réelle)
de poids k.

Une polarisation est la donnée, en sus, d’un faisceau localement constant Hz C Hp,
de Z-modules libres de rang fini, avec Hg = HzQR, et une forme bilinéaire localement
constante non dégénérée

Q: HzQH, — Z

qui induit en tout s € S une polarisation de (Hg)s.
Nous ne considérons que des structures de Hodge polarisées.

3.2. Définition. Soit {Hy, {FP},V,Q} une variation de structures de Hodge po-
larisées sur S. Le groupe de monodromie du faisceau localement constant Hy est
appelé le groupe de monodromie de la variation (VHS).

Pour définir ce groupe, on fixe sg € S et on considere selon la prescription de §2.A
la représentation de monodromie

T: 7T1(S, So) — AUtZ((HZ)So)'

Du fait que la forme @ est (localement) constante, I'image de T (i.e. le groupe de
monodromie) est inclus dans le groupe orthogonal Gz := Autz((Hz)s,, @)-

Rappelons que le faisceau localement constant Hy s’obtient par :
Hz =S x Hy/m(S,50)  (Hz = (Hz)s,)

ot 71 (S, s0) agit par v(t,a) = (ty, T(v) ). La représentation de monodromie décrit
comment une section locale de Hy se déforme par prolongement analytique le long
d’un lacet. Comme on suppose S connexe, toutes les fibres de Hy sont isomorphes a
Hy, = (Hz)s, mais non canoniquement.

3.B. Domaine des périodes de Griffiths

Il est naturel de vouloir décrire “I’ensemble des structures de Hodge” sur Hr =
Hy;, ® R, polarisées par la forme @ sur Hz, avec des nombres de Hodge hP ¢ fixés. On
fixe donc Hz = Z™ un groupe abélien, @ une forme (alternée ou symétrique selon la
parité de k, le poids) entiere et non dégénérée sur Hyz. Les nombres de Hodge hP:?
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(= h9P), avec Y, hPY = n, sont fixés; noter qu’alors dim F? = Y A% est
ek i>piti=k

fixé (= fP). On note Gr(k, Hc) la variété des sous-espaces de dimension k de Hcg.

Rappelons les relations bilinéaires de Riemann :

1) Le Q-orthogonal de FP (dans Hc) est F*~P+! et

2) Si C est Popérateur de Weil tel que C(§) = V—=1""9¢ pour £ € HP4, on a

Q(CE,E) > 0si 0 # €.
3.3. Notations. On note

D= {ﬁltrations F* ={FP},—0, .. 1 de H=Hc,
telles que dim FP = fP, et pour tout p, Q(FP, Fk=pP+1) = 0}.

(Alors F*~P*1 est le Q-orthogonal de FP).

On appelle D le sous-ensemble de D formé des structures de Hodge, c’est-a-dire avec
la condition 2 ci-dessus.

On note G le groupe orthogonal de (Hg, @) et G¢ le complexifié, G¢ = O(Hc, Q).

3.4. Proposition.

1) D est une sous-variété non singuliére de [[ Gr(fP, H), qui est en fait un espace
P
homogeéne du groupe de Lie compleze G¢.

D = G¢/B, (B sous-groupe parabolique)

2) D est un ouvert de D, qui est une orbite du groupe de Lie réel Gy :

D:GR/V (V:GRQB).

Preuve. La preuve n’est pas tres difficile, ¢’est un exercice d’algebre linéaire (théoreme
de Witt par exemple). On note que D acquiert une structure de variété analytique
complexe (ouvert de D). Il est souvent commode de fixer une structure de Hodge
initiale, { H2*?}, et alors d’identifier D avec G /B, ol B est le stabilisateur de {F}'},
et V le stabilisateur de {H{"?} dans Gg. O

Il est important de décrire le fibré tangent & D, ainsi que les sous-fibrés universels ¥
du fibré trivial H®0O j, comme fibrés vectoriels homogenes sur ces espaces homogenes.

Rappelons que si F' C H est un sous-espace de dimension d, I’espace tangent de
Gr(d, H) en [F] s’identifie canoniquement & Hom(F, H/F). & partir de 14, un vecteur
tangent & D en F'* = {FP}, peut-étre identifié & une collection d’applications linéaires

& : FP — H/FP?
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avec les compatibilités suivantes :

FP . g/pr

I T

Fprtl Sot1 | H/Fr+!

est commutatif et

Q(&p(a), 8) + Qa, &k—p+1(B)) =0 (e FP, B e Fk—p—',—l)

[version infinitésimale de la premiére relation bilinéaire].

Rappelons qu’on a choisi un point de base {H§?} € D. Soit
g = Lie(Ge) = {X € End(H),Q(X(a), ) + Q(a, X(8)) = 0}.
Il y a une structure de Hodge de poids 0 sur g, avec
g"* = {X € g, X(HP) C HProots),

Alors b = Lie(B) = @,5,0""", et le fibré tangent T} est le fibré homogene
Gc x g g/b, B agissant par la représentation adjointe.

Soit go = Lie(GRr), alors v = Lie(V) = go N g®°. Noter que go/v = g/b, qui
correspond au fait que 'ouvert D C D est une orbite de Gg.
3.5. Définition ([Grifl]). Le sous-fibré Gc xp g="'/b de T est appelé le sous-
fibré horizontal (notation Ther(D)). Un vecteur tangent & = {,}, est horizontal si
& (FP) C Frl/gP.

Si on veut décrire le fibré universel ¥ C H ® O, en termes de fibrés associés a

des fibrés principaux, on note que le fibré trivial H ® Op (de fibre H, base D) est le
fibré G xp H, et 7 = G¢ x g F4 (par définition B est le stabilisateur de la filtration
{55}
3.6. Exemple (Demi-espace de Siegel). On suppose k = 1 (poids un). La filtration
de Hodge se réduit & H = F° D F! 5 0, avec (F1)* = F! (pour la forme alternée
Q). Alors D est la grassmanienne lagrangienne de (H,Q), et D = Sp(2g,C)/B si
dim H = 2g. On vérifie classiquement que D = Sp(2¢g,R)/U(g, C) s’identifie au demi-
espace de Siegel {r € M (C),'r = 7 et Im7 > 0}.

Soit une VHS : {Hz,FP,V,Q}; cette donnée ne conduit pas directement & un
morphisme S — D, du fait que Hy est seulement localement constant. Par contre,
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localement sur un ouvert U de S, on peut trivialiser le fibré vectoriel Hz; ® Og, au
moyen de sections plates (de Hz), alors la filtration induite par les F? donne lieu &
un morphisme (holomorphe)

d:U—DcCD.

Globalement, on peut transporter la VHS au revétement universel S de S, et le
choix d'une trivialisation du systeme local Hz sur S, conduit & un morphisme
®:S—DcD.

Il est immédiat de voir que le groupe de monodromie (global) I' agit proprement
discontintiment sur D, alors on obtient le morphisme des périodes, en passant au
quotient par I :

®:5 —T\D.

L’observation importante sur ® (ou tout relevement local) est la propriété d’hori-
zontalité, traduction de la condition de transversalité de Griffiths sur V. Pour tout
seSsS,

(Trans) d®(Ts,0) € Thor,a(s) (D).

Pour rendre cette propriété claire, détaillons-la sur un voisinage de sy € S. On
trivialise le fibré vectoriel Hz® Og au moyen de sections plates {7; }. On peut supposer
que HP? (= HP9(sg)) a pour base (1), <i<f,, alors F{ a pour base {7;}icy,. On
peut trouver une trivialisation locale {e;(s)} de Hz ® Og par des sections telles que
ei(so) = 7, et localement, (eq, ... ey, ) est une base de FP. Soit e; = > Aj7; la
matrice de changement de reperes (pour abréger on écrit so = 0). Les 7; étant plates,
Vei =Y dA;mj =Y cpiek, avec ¢ = A~'dA. L’hypothese de transversalité implique
k

¢ji = 0 pour @ < fp, j > fpy1. L'application linéaire &, associée a d®,,(0/0sq) est
telle que pour ¢ < fp :

661'
alm) = 5.(0) (mod )
0A:;
fp+1<]
Comme
0A;4(0) B

W = <C]z<0)a g%

on a bien (Trans).

Pour utilisation ultérieure, indiquons la propriété suivante, conséquence de la nullité
de la courbure de V.

3.7. Proposition. Si 91, 0 € Ts 5, & = d®4(9;) € g~ 11, alors [&1,&] = 0 (crochet
dans g).
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Preuve. Rappelons la formule (plat) du paragraphe 2. Elle implique qu’il suffit de
montrer que [01, 0] = 0 vu comme endomorphisme de Hj?. Donc on peut supposer
= 0/08q, &2 = 0/0sg.

Posons ng = (cji,0/0sq4), alors c§;(0) = aAﬁ/asa|0. 11 suffit de montrer que

ocs;/0s5 — ji/ﬁsg s’annule en 0 pour f,11 <,j < fp.
On a vu que

_1 04 . .
C?i:ZAjklaszzo si 1< fpy J> fpe1 -
k «

En dérivant par rapport a sg, puis en évaluant en 0, on obtient pour %,j dans
Uintervalle ] fp+1, fp] :

azAjl 8A]k 814;“
85585,1 Z 8Sa 685 <0)
GAJk 8Ak.i
N Z 835 8sa ©)
qui donne le résultat. a

3.C. Déformations et IVHS (Variations infinitésimales de structures de
Hodge)

La question la plus naturelle & ce stade est de savoir si la variation de structure
complexe est déterminée par sa variation de structure de Hodge (probléme de Torelli).
Il est clair que cela est faux en général : prendre la famille produit. Donc il faut
se restreindre aux familles pour lesquelles la structure complexe varie vraiment au
moins infinitésimalement. La variation infinitésimale étant mesurée par I’application
de Kodaira-Spencer, on ne regarde que des familles ayant la propriété que l'appli-
cation de Kodaira-Spencer est partout injective. Ce sont les familles effectives. La
variation de structure de Hodge au niveau infinitésimal est décrite par la dérivée de
I’application des périodes. Ainsi une version infinitésimale du probleme de Torelli est
de savoir si cette dérivée est injective pour des familles effectives. Voir [P-S] pour ce
cercle d’idées.

Completons la discussion en précisant ce qu’on entend par une déformation
universelle ou wverselle. Ici on fixe une variété X,, on travaille avec des familles sur
une base pointée (S, 0), considérée comme germe, telle que la fibre au dessus de o est
la variété fixée X,. Ces types de familles sont appelés déformations de X,. Une telle
déformation f: X — S est compléte si toute autre déformation g : Y — T de X, se
déduit de f: X — S par un changement de base (au niveau des germes)

y L x

gl Lf

p

T —
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oup: (T,0) — (S,0), et le carré ci-dessus est cartésien. Si le morphisme p est unique,
X/ S est appelé universelle. En général ce n’est pas le cas, mais souvent sa différentielle
dp(0) est unique et dans ce cas la déformation X/S est dite verselle. Par exemple,
si X/S est complete, pour obtenir une déformation verselle, on peut restreindre la
famille & une sous-variété convenable qui passe par o. Attention : une déformation
peut treés bien étre (uni)verselle en o € S mais pas en d’autres points de S.

Kodaira et Spencer ont montré [K-S2] que f est compléte si et seulement si appli-
cation de Kodaira-Spencer est une surjection.

3.8. Conséquence. f: X — S est verselle en o si et seulement si l'application de
Kodaira-Spencer

p:Tso— H'(Ix,)

est un isomorphisme. (dim S est alors considéré comme le nombre de parametres pour
la structure complexe).

Bien qu’amelioré par Kuranishi, le résultat de Kodaira suffit pour beaucoup
d’exemples, notamment pour les hypersurfaces dans ’espace projectif, comme dans
I’exemple suivant. Le résultat de Kuranishi dit qu’il y a toujours une famille verselle,
pourvu qu’on accepte comme base S un espace analytique (il est essentiel d’accepter
des éléments nilpotents dans le faisceau structural de S). Dans ce cadre une famille
f X — S est une application holomorphe et propre telle que, quitte a restreindre
S, localement X est un produit U; x S et f|U; — S coincide avec la projection sur le
second facteur. Voir [Ku] pour les détails.

3.9. Exemple. Si f: X — S est la famille tautologique des hypersurfaces de degré
d dans P™*!, I’application de Kodaira-Spencer est une surjection si n > 2 ou n = 2
et d # 4. Pour obtenir une déformation verselle il faut restreindre cette famille a un
petit disque transversal & une orbite par PGL(n+ 1, C) d’une hypersurface fixée. Pour
les détails voir [K-S §14(C)].

Retournons a la différentielle de l'application des périodes, pour une famille
f X — S verselle. On fixe 0o € S, on regarde la fibre X, au dessus du point o
et la différentielle 6 = d®(0) en o. C’est une application linéaire

§:Tg0 — g~ "' C @D Hom(H", HP~1+1)
p

avec les propriétés suivantes (3.7) :
(1) Pour tout vecteur tangent t en o, §(t) € g = Lie(G¢).
(2) Sity,te € Ts,, les endomorphismes 6(t1) et 6(t2) commutent.
3.9. Définition. Soit une structure de Hodge (réelle) sur H. Une donnée (d’algebre
linéaire) (T, H, 0, Q)
§:T — g 1t

PANORAMAS ET SYNTHESES 3



4. DEGENERESCENCE 29

qui satisfait & (1) et (2) est appelée par Griffiths et Harris [C-G-G-H], une variation
infinitésimale de structures de Hodge (IVHS).

Dans une IVHS géométrique, I’application linéaire induite par
§(t) : HP? — gp—hatl

est le cup-produit avec I'image de ¢ par l'application de Kodaira-Spencer Ts, —
HY(Xo, Tx,) (cf. §2B et §2C).

Au départ d’'une IVHS, on peut effectuer des opérations d’algebre linéaire. Par
exemple, sit1, ..., ¢, € Ts, =T, on peut composer les applications §(¢1), ... ,d(¢k),
ce qui donne une application

Fk0 3(t1) -1 3(t2) HR22 . 3(tx) Ok

Notons §(tq, ... ,tx) € Hom(H*° H%*) le résultat. Rappelons que H%* et H*° sont
en dualité par la forme Q. Alors les propriétés (1) et (2) conduisent aisément aux
résultats suivants :

(i) 6(t1, ... ,t) est une forme bilinéaire symétrique sur H*:°
(ii) d(t1, ... ,tr) est symétrique en les arguments t1, ... , k.
D’ou une application linéaire :

(iter) § : Sym*(T) — Homgym (H*, HOF) 2 Sym?(H*?)

qui, comme on peut s’y attendre, contient des informations significatives sur Xjg.

4. Dégénérescence

Dans ce paragraphe on introduit la notion de structure de Hodge mixte. Ensuite on regarde les
familles de base un disque épointé, déduites d’une morphisme propre de base le disque, en omettant
la fibre au dessus de lorigine. On appelle une telle situation dégénérescence, car la fibre au dessus
de lorigine peut étre singuliere. Dans cette situation, tourner une fois autour de ’origine induit sur
la cohomologie application de Picard-Lefschetz ou de monodromie locale. La quasi-unipotence de
cette application est une propriété fondamentale qui est discutée brievement dans le §4.B. Finalement,
dans le §4.C on définit les cycles proches et évanescents, notions indispensables pour comprendre les

développements récents sur la monodromie locale.

4.A. Structures de Hodge mixtes

Soit Hg un Q-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration croissante
W,

Wi C W1 CWega- -
On suppose qu’il y a une filtration décroissante F'®

o Fkc Rl o pRe2ol
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sur H = Hg ® C. On dit que ces deux filtration définissent une structure de Hodge
mizte si la filtration induite par F'® sur GrXV = Wy /Wy_1 est une structure de Hodge
pure de poids £. La filtration induite est F?(Gr}") = W,NF? /We_1NFP. Les nombres
de Hodge sont les nombres de Hodge de Grgv. Donc h?9 = h?P mais en général il y
a des nombres de Hodge non-nuls pour des valeurs de p + ¢ différentes.

Si on peut trouver une bigraduation H = @HP*? telle que W, @ R = Zr+s<e H™*
et FP =3 o H™® on dit que la structure mixte est scindée. Deligne a trouvé (voir
[C-K-S1]) un scindement canonique :

I = FP AWai N (F* N Ways) + Gogyo)y ot G i= S PP nW,;
Jj=0

et donc

w,= @ 1**,  Fr=r.

a+b<{ azp

Attention : bien que h*® = dim H*® en général on n’a pas I»* = Tl’b, si c’est le cas
on dit que le scindement est défini sur R. On peut toujours “déformer” une structure
mixte sur R (dans la définition de structure mixte on part d’un R-espace vectoriel)
en une structure scindée sur R. Dans ce cas 1%? = Fo N F? N W,

Dans l'exposé [Dem] il et prouvé que le groupe de cohomologie H*(X,7Z) d’une
variété compacte kahlérienne X porte une structure de Hodge pure de poids w. En
particulier cela s’applique aux variétés complexes projectives non-singulieres.

Lorsque X est quasi projective, éventuellement singuliére, en fait pour tout schéma
de type fini sur C, Deligne a prouvé [Del 4], [Del5], que H” (X, Z) porte une structure
de Hodge mixte qui dépend fonctoriellement de X. Les nombres de Hodge de cette
structure ne peuvent étre non nuls que pour 0 < p,q < w, en fait w —n < p,qg < n si
w>2n=dmX. Si X est lisse il n’y a que des poids > w (h?? =0 si p+ ¢ < w), par
contre pour X propre il n’y a que des poids < w. Naturellement si X est projective
lisse, la structure de Hodge mixte sur H" (X, Z) se réduit a la structure pure classique
de poids w.

Pour rendre crédible la définition ci-dessus d’une structure de Hodge mixte,
expliquons brievement comment lorsque X est un C-schéma lisse quasi projectif une
telle structure émerge (voir [Deld] pour les détails). La premiere étape consiste &
compactifier X, c’est-a-dire réaliser X comme le complémentaire X = X \ D d'un
diviseur & croisements normaux ([Il] §7). Une telle compactification existe; pour
simplifier la discussion, on suppose que D est une réunion de diviseurs lisses se
coupant transversalement. On se place dans le cadre analytique; les formes sont donc
holomorphes. Le théoréme de De Rham ordinaire, qui dit que H* (X, C) = HY (X, Q%)
n'est pas suffisant. Si j : X < X est Pinclusion, on observe que HY(X,C) =
H* (X, j.Q%). Soit le sous complexe Q%-(log D) de j.Q2%, dont les sections sont
les formes méromorphes sur X, holomorphes sur X, & poles logarithmiques sur D.
Rappelons [Ill] qu'une section de Qly(log D) définie en = € D, est une combinaison
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linéaire de {%, el %’“, dzgi1y .- dzn} 8i (21, ..., 2,) est un systéme de coordonnées

locales en x tel que z1 - ... -z = 0 soit une équation locale de D. On pose
Q%(log D) = /\pQ%(log D). On vérifie que Q% est le plus petit sous-complexe de
J«§2% contenant Q.Y et les différentielles logarithmiques 4 de toute section locale
méromorphe le long de D. Le théoréme de De Rham logarithmique dit alors que les

deux complexes Q‘Y(log D) et j.Q% sont quasi-isomorphes, donc :
H"(X,C) = H"(X, 2%(log D).

Le lecteur trouvera dans le §8 une preuve lorsque D est une hypersurface lisse. Comme
dans le §1, la filtration de Hodge F'® conduit a la suite spectrale

EP = H9(X, 02 (log D)) = H"H(X,C)

et a existence d’une filtration de Hodge FP H" (X, C) sur ’aboutissement. Notons que
les faisceaux algébriques cohérent Q%(log D) peuvent se substituer & leurs analogues

analytiques ([Ill] §7).
Le complexe Q'Y(log D) admet une seconde filtration, la filtration par le poids W,
(filtration croissante); W, est I'image de 'application produit extérieur :

0% (log D) ® Q% [—m] — Q5(log D).

Si on pose W™ = W_,,, (W* est une filtration croissante) , on peut ainsi considérer
la suite spectrale associée au complexe filtré (Q'Y(log D), W*), soit

By = HY(X, Gry (% (log D)) = H" (X, C).

Supposons que D1, ..., D, sont les composantes de D. Il n’est pas difficile de voir que
Popération "résidu” de Poincaré fournit un isomorphisme (voir §8) :

0 sin<0
Gr,) (Q%(log D)) = 0% sin=0

. .
1< <<in<rD, Anp,, [1] sin>1

Sur HY(X,C) il y a donc deux filtrations W, et F'®, il faut étudier comment ces
filtrations cohabitent. Le terme E; de la suite spectrale est :

El—n,w+n _ @ wan(Dil n---N Dina(c)'

1<i1 < <in<r

Alors la filtration de Hodge induit sur ce terme une structure de Hodge pure de poids
w +n, qui se déduit de celle de poids w —n sur chaque H*~"(D;, N---N D, ,C) par
un décalage. On prouve alors par une analyse assez délicate, et par récurrence, que la
différentielle d,. est nulle pour r > 2, en particulier

EYY=... = ER = CGr)f (H"1(X,C)).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



32 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE 1. VARIATIONS DE STRUCTURES DE HODGE

Il n’est pas difficile alors de conclure que la filtration F*® sur W, /W,_; =
Gr’ (H"(X,C)) donne une structure de Hodge pure de poids w + n. Alors, si on
décale la filtration W, on a obtenu que W, [w] et F'* définissent sur H" (X') une struc-
ture de Hodge mixte. Le lecteur trouvera dans [Del4] 'explication que W, est en fait
définie sur Q, et aussi que le résultat est indépendant de la compactification.

Comme exemple regardons le cas d'une hypersurface lisse D C X et X = X \ D.
En tenant compte du décalage, la filtration par le poids sur H*(X,C) est 0 C W,, C
W1 = HY(X,C). On a W,, = Im[H*(X,C) — H¥(X,C)]. Pour interpréter le
quotient Wy,11/W,, considérons la différentielle d; de la suite spectrale

dy

0 — E1_17w+1 E?,w-{—l — 0.
I |
wal(D) Hw+1(Y>
La dégénérescence au terme Ey est ici un fait clair, on a
Byttt =ker(dy) = ... = ELMT = Wi /W,

On verra au §7 que la différentielle d; s’interpréte aussi en terme de la suite exacte
de Gysin :

- HY(X) - HY(X) — H* YD) i HYP(X) - ...

Ici @ = d; étant de bidegré (1,1) la preuve du théoreme de Deligne est immédiate
dans ce cas.

Particularisons encore plus cet exemple, en supposant que X est une courbe
complete lisse de genre g et que D consiste en n points. La suite exacte de Gysin
ci-dessus montre que Wi = H'(X) possede une structure de Hodge pure de poids
1 et que Wo/W; = ker(H°(D) — H?(X)) est de rang n — 1 avec une structure de
Hodge pure de poids 2, limitée au seul terme de type (1,1), comme pour H?(X), ce
qui correspond bien au fait que b1(X) =g+n — 1.

La méthode de Deligne donne aussi une structure mixte sur la cohomologie des
variétés kahlériennes admettant des compactifications kéhlériennes. Dans une autre
direction, la cohomologie avec support compact ainsi que 1’homologie de Borel-
Moore (d’'un schéma séparé sur C ou d’une variété kdhlérienne admettant une
compactification kéhlérienne) portent aussi des structures de Hodge mixtes.

4.B. Structures limites

Considérons la situation d’une dégénérescence : f : X — A, c’est-a-dire une
application propre et holomorphe d’une variété complexe X dans le disque A telle
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que f soit lisse au dehors de 'origine. Soit
h— A", 7 s=exp(2wir)

le revétement universel du disque pointé et soit X = X xa~ b le produit fibré
et k : X — X Dapplication naturelle. L’application h : X — X, h(z,7) =
(z,7 + 1) induit lopération de monodromie T sur les groupes de cohomologie
H*(X,) (s = exp(27it) et X, = f~1(s)). Dans le cas d'une VHS “géométrique”,
Hy = R*f.(Z),, = H*(X,,,Z)/torsion, T est 1'application de Picard-Lefschetz. Une
propriété fondamentale de T est la suivante :

4.1 Théoréme. ([La]) La transformation T est quasi-unipotente, c.a.d. (T* — 1)
est nilpotent pour ¢ € N convenable; en fait, l’indice de nilpotence est < k+ 1 :
(T* — 1)**1 = 0 (Théoreme de la monodromie locale)

Pour les variations abstraites ce théoréme a été démontré par Schmid dans [S]. Le
théoréme de monodromie locale sans la borne sur I'indice de nilpotence découle (selon
une idée de Borel) des propriétés de courbure du domaine des périodes. On esquisse
Pargument donné en [S].

Rappelons la notion de courbure sectionnelle d’'une métrique hermitienne h sur une
variété complexe M. Soit F}, la courbure (voir [Dem, §1]) de la connexion métrique
sur le fibré tangent holomorphe T'(M). La courbure sectionnelle est la fonction
k: T(M) \ {zéro-section} — C donnée par

4.2 Exemple. Supposons que dim M = 1. Alors Fj, = 99 log(h), ot w = %h dzNdz
est la forme associée a la métrique. On vérifie facilement que x(9/9z) est la courbure
Gaussienne Kj, = —h~1 - 0%/920%Z(log h). Ce résultat peut s’écrire comme suit :

1 . .
— courbure de h = — courbure Gaussienne de la métrique h.
i

Cas particuliers :
i. Soit A le disque unité avec la métrique de Poincaré

1

On trouve
k(0/0z) = —1.
ii. Le demi-plan h = {z € C | Im z > 0}, avec la métrique

h #dz ® dz.

B | Im z|?
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La courbure Gaussienne est égale a —1.

iii. Le disque épointé A* = {¢ € C: |¢|] < 1, ¢ # 0} admet h comme revétement
universel. La métrique de Poincaré est invariante par translation et donc induit
une métrique sur A*

1 _
€ (log )2 @ %

a courbure Gaussienne —1.

Lemme (d’Ahlfors-Schwarz). Une application holomorphe f : A — M du disque
unité dans une variété complexe muni d’une métrique hermitienne h ayant la propriété
que f(A) est tangente auzx directions dans lesquelles la courbure k satisfait k < —1,
alors, avec wy, la forme associée a h et wa la forme associée a la métrique de Poincaré
on a :

ffwn < wa,

c’est-a-dire que [ est décroissante.

Preuve. L'hypothese du lemme dit que la courbure sectionnelle calculée dans la
direction de f(A) est majorée par —1. On sait que la courbure décroit dans les sous-
fibrés (voir [Grif4, Chapt. II]) et donc la courbure sectionnelle calculée avec la métrique
induite par Ty est bornée par —1. Rappelons que la forme de Ricci d'une métrique
de forme wy sur une variété N de dimension 1 est donnée par :

1 _
Ricwy = 51881ogh = —Kuwy,

ou K dénote la courbure Gaussienne. Donc f*w;, < Ric f*wy, et il suffit de montrer
que Ric f*wp < wa.

Considérons un disque plus petit de rayon r et soit

B i-r2dz ANdz
)2

la métrique de Poincaré sur ce disque. Introduisons :
U= ffwp = un,.
Puisque ¥ reste bornée sur chaque disque de rayon r < 1, tandis que 7, tend vers

Pinfini quand on approche le cercle |z| = r, la fonction u reste bornée sur ce disque
et donc prend un maximum a l'intérieur, disons au point zg.

En ce point on a :

0 > i00log u = Ric ¥ — Ricn,.
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La courbure Gaussienne de 7, est égal a —1, d’ou :
Ric¥ < Ricn, =,

et on obtient l'inégalité u(zp) < 1. Mais u prend son maximum en zy et donc
Ric ¥ < n,.. Prenant la limite, on obtient bien Ric ¥ < na. O

On peut voir le demi-plan comme un cas spécial d’'un domaine de périodes. Ici la
courbure est —1. Pour un domaine de périodes quelconque on n’aura pas en général
que la courbure de la métrique invariante est négative, mais elle sera négative le long
des directions horizontales. Plus précisément, la courbure sectionnelle holomorphe du
sous-fibré horizontal T}, (D) est bornée par une constante négative (uniforme)

k(&) < —1, Vo € Thor(D)

(quitte & normaliser la métrique). Pour la démonstration originale voir [G-S1].

Soit maintenant une VHS de base A*, avec transformation de monodromie T,
comme indiqué. On releve Iapplication des périodes en

d:h—DcCD.

Rappelons que I'application ® est horizontale, alors le lemme de Ahlfors-Schwarz
entraine que ® est décroissante au sens des métriques (sur h on met la métrique
hyperbolique de courbure —1)

F, * 2 2
®*(dsp)) < dsj,
par suite, ® est décroissante pour les distances riemanniennes associées :

dp(®(p), ®(q)) < dn(p,q) -

Notons que si z,r € Ry, d(ir,ir + ) = . Alors du fait que O(r+1) =Td(1)

dp(®(in), Td(in)) <

si=

On fixe un point de base v € D, et on identifie D avec l'orbite Gg/V de v. L’application
Gr — D est propre car V est compact. Soit i)(m) = gpv on a dp(gnv, Tg,v) =
dp(v,9, Tg,v) < 1/n car dp est Gg-invariante. Donc g, 'Tg,v — v. Quitte &
considérer une sous-suite de {g,}, on peut supposer que g, 'Tg, converge vers un
élément g de V. Du fait que V est compact (un sous-groupe d’un groupe unitaire),
les valeurs propres de g, et donc de T sont des nombres complexes de module un.
L’élément T est en fait dans Gz, alors si A est une valeur propre de T, il en est de
méme pour tout complexe conjugué, et alors par un fait classique (Kronecker), A doit
étre une racine de 'unité. O
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Expliquons maintenant le résultat fondamental [S] de W. Schmid : “Le théoréme
de l'orbite nilpotente” pour une VHS de base A*. Ici A est un disque avec parametre
s, et A* = A~ {0}. Rappelons que le revétement universel de A* est donné par

h— A" 17— s=exp(2mir).

La monodromie du faisceau localement constant Hy est décrite par le prolongement
analytique le long d’un cercle décrit en sens inverse des aiguilles d’une montre qui est
donc un opérateur T sur (Hz)s, = Hz (on fixe un point de base sy € A*). Rappelons
que cela signifie que 'image inverse de Hy sur h est le faisceau constant h x Hy, avec
lopération o : (1,a) — (1 +1,T ), et que Hz = b x Hz/{c}.

Le fibré vectoriel holomorphe H := Hz ® Oa+, sur A* est trivial pour des
raisons générales : un fibré holomorphe sur une surface de Riemann non-compacte est
trivialisable ([Fo,§30]). On peut dans la situation présente choisir une trivialisation
privilégiée, en utilisant le fait que la monodromie est quasi-unipotente.

On suppose que T est en fait un opérateur unipotent (7'— 1)™ = 0, pour simplifier
un peu. Alors N =log(T) = (T —1) — (T = 1)* + -+ + (=)™ 2L (T — 1) est
défini, et N € gg, i.e. N est un élément rationnel de 'algebre de Lie du groupe Gc,

le groupe des isométries de (Hc, Q). Noter que pour tout t € C, exp(tN) € Ge.

Trivialiser le fibré vectoriel H = H(X/S) sur A* revient, suite & la description
9= b x H/{o}

(ici H est muni de la topologie complexe, d’espace vectoriel) a trivialiser la classe {T'}
dans H'(Z,Gc).
Il suffit de constater que

exp((t+1)-N)-exp(tN)" ' =1T.

En d’autres termes, si 6(7,a) = (7,exp(7N)a) est un “changement de coordonnées”
sur h x H, Paction de 71 (A*) devient sur les nouvelles coordonnées :

(05071 (1,0) = (T + 1,a).

Ce qui conduit & une trivialisation privilégiée de H sur A*. Dans cette trivialisation,
les sections horizontales (celles qu’on étend en s = 0), sont les sections a(s) = (s, )
sur les nouvelles coordonnées. Avec les anciennes, cela signifie quesia € H = (H),,, le
prolongement analytique de « définit une section multiforme du faisceau localement
constant Hc, et s — exp ( — IS%N )oz(s) définit une section holomorphe du fibré

vectoriel, qui est horizontale relativement & la trivialisation privilégiée. Par définition,
la section

log s

N)a(s)

o*(s) =exp (- o]

est définie en s = 0. Ce sont les sections horizontales du fibré vectoriel H(X/S),
étendu a tout le disque A.
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Le résultat fondamental de W. Schmid est le suivant [S] :

4.2. Théoréme. Les fibrés de Hodge 37 C H(X/S), se prolongent en des sous-
fibrés du fibré prolongé H(X/S). En particulier, on a en s = 0, une filtration limite
F*(0) € D (en général F*(0) ¢ D).

Le théoreme peut s’énoncer d’une autre maniere : soit
®:h—DCD.

Alors si (1) = exp(—7N)®(7), on a (1 + 1) = 4(7), par suite ¢ définit une
fonction holomorphe ¢ : A* — D par 9(s) = w(logs). Le résultat est que

2mi z
se prolonge holomorphiquement en une application ¥ : A — D. Rappelons que

H = H*(Xy,,Z)/torsion. On considere (0) comme une filtration

0OCFr cFFlc...cFY

sur H ® C, la filtration limite.

Une seconde partie du théoreme de Schmid que nous n’utiliserons pas est la
suivante : soit “l’orbite nilpotente”

N(7) = exp(TN)[F*(0)] .

Alors pour Im7 > 0, N(7) € D, et N est horizontale; donc N(7) définit pour Im 7
assez grand une variation de structure de Hodge, dont on peut prouver qu’elle fournit
une approximation de la variation initiale (en un sens a préciser).

Introduisons la filtration par le poids (de la monodromie). Elle découle de la
construction suivante [S] : soit V' un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique
zéro, et N € End(V), tel que N**! = 0. Alors il y a une filtration unique :

W_li{O}CWOCW1C"'CW2k:V

telle que : N(W,) C W,_o, et telle que N* induise un isomorphisme : GrZVM =

GrZ‘ig, ol Grg/ = W, /Wa—1. On a ainsi sur H, deux filtrations F3, et W*, la filtration
par le poids W, étant elle définie sur Q. Trés important est le résultat suivant, qui
est en fait une partie du théoreme de ’orbite nilpotente de Schmid.

4.3. Théoreme ([S)). Les filtrations FS, (filtration de Hodge limite) et W, définissent
une structure de Hodge mizte sur H. (On oublie les polarisations!)

Il y a une généralisation qui est beaucoup plus délicate (Théoreme de I’Orbite
S1(2) en n variables) avec des applications aux dégénérescences en n parametres. Voir
[C-K-S1].

Pour le cas d’une dégénérescence & un parametre, Steenbrink [St1] et Clemens-Schmid
[C]] ont construit cette structure mixte d’une fagon géométrique et en tirent des
conséquences importantes, par exemple :
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4.4. Théoréme. Une classe de H*(X,,Q) est invariante si et seulement si elle
est la restriction d’une classe globale sur H*(X,Q). (Le Théoreme du Cycle Local
Invariant)

Cette assertion, bien qu’intuitivement claire, est fausse dans le cadre non-k&hlérien !

4.C. Cycles proches et évanescents

Por aider le lecteur, il sera utile de rappeler ici les constructions des faisceaux des
cycles proches et des cycles évanescents associés a une dégénérescence f: X — A (ou
plus généralement & une fonction f: X — C). Ces faisceaux ont un support contenu
dans Xo = f71(0).

La construction utilise la fibre de Milnor en © € X qui est l'intersection d’une
petite sphere autour de x de dimension réelle maximale dans X avec Xy, t proche de
0. On peut montrer que le type d’homotopie de la fibre de Milnor est indépendant de ¢
et du rayon de la sphére, pourvu que ceux-ci soient soigneusement choisis (voir [Mil]).
On calcule les groupes de cohomologie resp. les groupes de cohomologie réduits. Pour
x variable, ces groupes constituent des faisceaux et on peut construire deux complexes
qui “calculent” ces deux groupes de cohomologie le complexe des cycles proches resp. le
complezxe des cycles évanescents. Ils sont définis comme suit : pour définir le complexe
¥#(Cx) des cycles proches, on prend une résolution injective du faisceau constant
sur X, ensuite on restreint Pimage directe par k : X — X a Xp (en d’autre termes
Y#(Cx) = * Rk,C ¢, 'image réciproque par i : Xo — X de I'image directe dérivée par
k du faisceau constant sur X ). Le complexe des cycles évanescents ¢(Cx) est défini
comme le cone du morphisme naturel Cx, — ¢¢(Cx) provenant de Cx — Rk,k*Cx.

Rappelons que le cone C(f)* d’un morphisme f*® : A* — B*® entre complexes est
_gp+1
défini par : CP(f) = AP @ BP avec la dérivation donnée par ( CJlgg d(,)) ) On a
B

une suite exacte courte 0 — B®* — C(f)®* — A®[1] — 0 et en appliquant cette suite
dans le cas considéré ici on trouve bien que pour j > 0, H’(¢¢(Cx)) = H?(14(Cx))
calcule le j-iéme groupe de cohomologie des fibres de Milnor tandis que pour j = 0 il
y a une différence : H%(¢¢(Cx)) calcule la cohomologie mais H°(1)(Cx)) calcule la
cohomologie réduite.

L’avantage de cette description découle du fait que H*(X;, Q) = H “J(f( ,Q)
= HY (z/;}mi(@ x) ou 'ajout "uni” signifie qu’on prend le sous-complexe maximal de
1 5Qx sur lequel 'action naturelle de la monodromie est unipotente. Donc on pourra
essayer de construire la structure de Hodge mixte au niveau de ce complexe. C’est
que Steenbrink ([St1]) fait dans le cas ot la monodromie agit de fagon unipotente et
X est un diviseur a croisements normaux avec une structure de variété algébrique.
Navarro-Aznar ([NA]) a généralisé ses constructions. Voir [St2] pour des applications
aux singularités isolées. Voir aussi [D-S] ol on trouve un joli supplément du théoréme
de monodromie dans le cas d’une singularité isolée : si T' admet un bloc de Jordan de
taille maximale n = dim X — et nécessairement pour une valeur propre différente de
1 —, alors il y aura aussi un bloc de taille n — 1 avec la valeur propre 1.

Remarquons finalement que la description ci-dessus suggere en outre qu’on pourra
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remplacer C¢ = k*Cx par un £*X®, ot X® est un complexe de faisceaux borné sur
X quelconque, extension qui joue un rdle important dans les travaux de Saito (voir
dessous).

5. Fibrés de Higgs

Le but de ce paragraphe est de donner quelques détails sur les travaux de Simpson sur la
construction de variations de structures de Hodge. En particulier nous expliquerons brievement
comment ses résultats conduisent & des restrictions sur la possibilité qu’un groupe donné soit le
groupe fondamental d’une variété projective lisse (complexe). On trouvera ces résultats dans [Si3].
Tls reposent sur [Sil] et [Si4]. Le lecteur pourra aussi consulter [Si2]. Pour d’autres résultats sur les
groupes fondamentaux qui portent sur la théorie des fibrés de Higgs, voir [A1],[A2], [Z1], [Z22].

Dans le §3 on a introduit la notion d’une variation de structure de Hodge polarisée
(VHS) de poids w sur une variété de base S supposée complexe et lisse. Brieévement,
une telle structure consiste en un quadruple {H,V,Q,{H"*}} ot H est un fibré
holomorphe (muni d’une structure réelle), V une connexion plate, Q une forme
bilinéaire, (—1)"-symétrique et V-parallele, H = P, ,,_,, H"* une décomposition
en sous-fibrés H"™* différentiables avec la propriété que H™* est le conjugué complexe
de H*" (une décomposition de Hodge). De plus, on exige que les fibrés de Hodge P =
®D,, H"* soient holomorphes et que V envoie 7 en Fr-1 Q QL (transversalité de
Griffiths). Finalement on exige que la décomposition de Hodge soit h-orthogonale par
rapport a la forme hermitienne et V-parallele, définie par h(x,y) = (—4)*Q(z,7), et
que (—1)"h soit positive sur H"™*. Donc on pourrait aussi partir de {IH, V, h, {H™*}}.
Si on oublie la structure réelle, et donc si on doit laisser tomber la condition
H™® = H*" on arrive a la notion d’une variation complexe de structures de Hodge
(VCH), pourvu qu’on interprete la transversalité de Griffiths correctement : non

. _ . . = def
seulement on exige que V : 57 — FP~ 1@ QL mais aussi que les fibrés F¢ = ®9>q Jre
sz

portent une structure anti-holomorphe telle que V envoie F4 en Fa—1 ®@@

Une VCH donne un exemple particulier de fibré de Higgs, c’est-a-dire un fibré
holomorphe H avec un homomorphisme 6 : H — H ® Q}Q ayant la propriété
d’intégrabilité 6 A0 = 0. En effet, ici on écrit H = P, FP/FP+L et on prend pour 0 la
somme directe des homomorphismes Og-linéaires 7 /FP1 — FP~1 /5P Q QL induits
par V.

Le fibré de Higgs provenant d’'une VCH en outre est stable par I’action de C* donnée
par t - (H,0) = (H,t0). Plus précisément, ¢; : H — H donnée par H"* > z — t"x
induit un isomorphisme (H, 0) — (3, t0).

On peut montrer ([Si3], Theorem 4.2) que si S est une variété projective, chaque
systéme local ( d’espaces vectoriels complexes) donne un fibré de Higgs et si le systeme
est semi-simple, le fibré de Higgs (3, 8) provient d’une VCH si et seulement si la classe
d’isomorphie de (¥, 8) est C*-invariante. Autrement dit : si on considere les repré-
sentations du groupe fondamental de S dans C, celles qui portent une VCH sont les
représentations semi-simples fixées par ’action de C*. Un autre théoréeme de Simpson
([Si3], Theorem 3) dit qu’on peut toujours déformer une représentation du groupe
m1(S) en une telle représentation. En particulier la cloture de Zariski G du groupe
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de monodromie (dans le groupe Gl(d,R)) doit étre trés spéciale, dite du type Hodge,
c’est-a-dire le rang de G doit étre égal au rang du sous-groupe compact maximal de
G. Par exemple les groupes Sl(n,R) pour n > 3 ne sont pas du type Hodge.

On déduit de ces résultats qu'un réseau I' (sous-groupe discret & quotient de
volume fini) dans Sl(n,R) (par exemple Sl(n,Z)) ne peut pas figurer comme groupe
fondamental d’une variété projective lisse.

Afin de donner une bréve indication sur la démonstration, rappelons qu’une repré-
sentation p : 1 — Gl(d, C) est dite rigide si 'orbite de p sous Iaction de Gl(d, C) par
conjugaison sur l'espace des représentations Hom(m, Gl(d, C)) est ouverte. Donc cette
orbite est une composante connexe, car Gl(d, C)) est réductif. Par le dernier théoreme
de Simpson cette composante contient une VCH et donc la cléture de Zariski du
groupe de monodromie est du type Hodge.

D’autre part, un résultat de Margulis implique que la représentation naturelle du
réseau I est rigide et donc, si I était le groupe fondamental d’une variété kahlérienne,
Sl(d, R) serait du type Hodge, conduisant & une contradiction.

Le lecteur trouvera les détails, ainsi que beaucoup d’autres exemples dans [Si3].

6. Modules de Hodge

Le but de ce paragraphe est de donner une introduction aux travaux de Morihiko Saito sur
les modules de Hodge. Une des principales applications est & la cohomologie d’intersection traitée

brievement dans le §6.A.

6.A. Cohomologie d’intersection et L?-cohomologie

Récemment, les groupes de cohomologie d’intersection TH™(X) (pour X complexe
et quasi-projective) ont été introduits par Goresky et MacPherson ([G-M]). Cette
cohomologie est mieux adaptée aux variétés singulieres que la cohomologie ordinaire.
Par exemple on a une version de la dualité de Poincaré et les théoremes de Lefschetz
“fort et faible” sont valables. Cheeger, Goresky et MacPherson ([C-G-M]) ont énoncé
la conjecture que TH™(X) porte une structure de Hodge pure de poids w dans le cas
ou est X projective. Saito [Sal,2] I’a démontrée avec sa théorie des Modules de Hodge
(voir dessous).

On peut se demander s’il est possible de généraliser la théorie de Hodge classique
(valable pour des variétés kihlériennes compactes) par exemple & des variétés quasi-
projectives en utilisant une métrique de Kéhler convenable de telle sorte que la
cohomologie d’intersection d’une variété projective soit calculable en termes de
formes harmoniques sur la partie lisse. En effet, on peut démontrer un théoreme
de décomposition de Hodge pour des métriques de Kahler completes en utilisant les
formes localement L? par rapport & la métrique. Dans ce cas, comme dans le cas
classique, la décomposition des formes harmoniques en composantes de bidegré pur
conduit & une décomposition de Hodge pour les groupes de cohomologie HY (X, C)
pourvu que ce groupe soit de rang fini. Voir [Dem)], §12 et [B-Z], §3. Donc, si on
avait une identification de HY (X, C) avec ITHY(X,C), on en déduirait une structure
de Hodge sur la cohomologie d’intersection. Il y a toujours une application naturelle
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HY(X,C) — IH"(X,C) qui est conjecturalement un isomorphisme. Cette conjecture
est vraie pour des espaces & singularités isolées (cf. [Chl], [Ch2] pour le cas de
singularités coniques, et [Ohsl] pour le cas général); en dépit des résultats annoncés
dans [Ohs2], il semble que le cas de singularités quelconques soit toujours ouvert.

Il faut remarquer que la conjecture de Cheeger, Goresky et MacPherson est plus
précise que la seule existence d’une structure de Hodge sur TH"Y(X) : on demande
que
1. ITH™(X) soit canoniquement isomorphe au groupe HY (X \ SingX), le groupe

de cohomologie calculé en utilisant des formes localement L? par rapport & la
métrique de Fubini-Study,

2. la structure de Hodge soit induite par cet isomorphisme.

C’est cette conjecture plus fine qui a été démontrée dans le cas des singularités
coniques isolées, mais elle n’a pas été démontrée en général. Voir [B-Z] § 3 pour une
discussion détaillée.

Deligne a généralisé le théoreme de décomposition de Hodge en remplagant C par
une variation de structures de Hodge Hx ayant pour base X une variété kahlérienne
compacte. Le méme argument fonctionne dans le cadre L? avec X quasi-projective
admettant une métrique kdhlérienne compléte, pourvu que le groupe HY (X, Hx) soit
de dimension finie. Il a montré dans ce cas que HY (X, Hx) admet une structure de
Hodge pure de poids w + v (voir [Zu]).

Ensuite, Cattani, Kaplan, Schmid [C-K-S2] et Kashiwara et Kawai [K-K] ont
montré que si X est une compactification lisse de X telle que X \ X est un
diviseur a croisements normaux, pour une métrique de type Poincaré au voisinage des
croissements, IHY (X, Hx) est isomorphe & HY (X, Hx) et donc porte une structure
de Hodge de poids w + v.

6.B. Travaux de Saito

Soit S une variété complexe et Hg un systeme local d’espaces vectoriels réels. Le
fibré holomorphe associé Hg = Hg ® Og admet une connexion plate V = 1 ® d. Donc
Dg, le faisceau d’opérateurs différentiels sur S agit sur Hg (l'action d'un champs
holomorphe & est donnée par s +— V¢s) munissant Hg d'une structure de Dg-
module. En effet, un tel Dg-module est un Dg-module cohérent et méme holonome.
Les définitions de ces notions peuvent étre trouvées en [Bo|, ot on peut aussi trouver
des détails de la discussion qui suit.

Dans le cadre de la géométrie algébrique, on rencontre classiquement la situation ot
S est un ouvert de Zariski d’une variété algébrique projective X et D := X \ S est un
diviseur. Dans ce cadre, on a la notion de connexion ayant des singularités régulieres le
long de D et on sait qu’ici V admet de telles singularités. On peut méme montrer que
(Hs, V) — Hg établit une équivalence entre la catégorie des fibrés holomorphes sur S
munis d’une connexion ayant des singularités régulieres (le long de D) et la catégorie
des systemes locaux d’espaces vectoriels complexes (correspondance de “Riemann-

Hilbert”).
On peut étendre la notion de régularité aux Dg-modules holonomes et dans ce
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cadre il y a aussi une correspondance de “Riemann-Hilbert”. Pour expliquer cela on a
besoin de la notion de faisceau pervers. Remarquons d’abord que la structure de Dg-
module permet de définir un complexe, dit compleze de De Rham DR(M) := Q% @ M.
On regarde ensuite ce complexe dans une catégorie dérivée convenable o, rappelons-
le, on identifie deux complexes lorsque un morphisme de I'un dans 'autre induit un
isomorphisme entre les faisceaux de cohomologie [Ill]. On dit alors qu’ils sont quasi-
isomorphes. Dans le cas d'un D g-module provenant d’un systéme local on a seulement
un groupe de cohomologie en dimension zéro : le systéme local lui-méme (lemme de
Poincaré holomorphe). Et donc dans ce cas DR(Hg) est quasi-isomorphe & Hg.

Une construction importante dans cette catégorie est celle de la dualité de Verdier.
On ne donne pas les détails ici; il suffit de savoir que le complexe dual au sens de
Verdier & DR(Jg) est représenté par le complexe DR(J(Y) et donc dans la catégorie
dérivée le dual de Hg est Hy.

On dit qu'un complexe K® de faisceaux de C-espaces vectoriels est pervers si le
faisceau de cohomologie en dimension j de X*® ainsi que celui du dual de Verdier
est constructible de support de dimension au plus égal a —j. Un mot d’explication :
la convention est telle que le complexe de De Rham d’'un Dg-module commence en
degré —n et donc un systeéme local Hg est pervers car le support de Hg et celui
de son dual est S et donc de dimension m. Plus généralement, un systeme local
Hg sur un ouvert dense de Zariski S d’une variété algébrique X s’étend de fagon
minimale en un faisceau pervers IC(Hg) sur X. Dans ce cas, si X est compacte on a
IH¥(X,Hg) = H¥(X,IC(Hg)).

On pourra ainsi regarder un faisceau pervers comme une généralisation d’un
systeme local ; la correspondance qui associe a un D g-module holonome son complexe
de De Rham induit une équivalence entre la catégorie des Dg-modules holonomes
a singularités régulieres et la catégorie des faisceaux pervers de C-espaces vectoriels
(théoréme de la correspondance de Riemann-Hilbert [Kas], [Mel, Me2]). Le lecteur
pourra se convaincre que ce cadre nouveau est une généralisation conséquente du §2.

Maintenant on suppose, que le systeme local Hg porte une variation de structure de
Hodge de poids w. La filtration de Hodge induit une filtration dite bonne M, := F~P,
c’est-a-dire I’action des opérateurs d’ordre < 1 envoient M, dans M, (traduction
de la transversalité de Griffiths). Un tel Dg-module filtré est un exemple d’un module
de Hodge de poids w. La définition de ces objets est tres indirecte, comme on va le
voir, et c¢’est un théoreme difficile de prouver qu’une variation de structure de Hodge
est un module de Hodge. Voir [Sa] pour une démonstration ainsi que pour des détails
de la discussion qui suit.

Saito définit les modules de Hodge de fagon récurrente. Il commence par ceux qui
ont leur support dans un point s € S : ce sont simplement les structures de Hodge
(réelles) avec filtration de Hodge croissante (F), := F~P). En prenant 'image directe
par inclusion s — S on obtient un faisceau constructible dans S considéré comme
faisceau pervers et donc comme D g-module. La filtration de Hodge en en fait un Dg-
module filtré et on obtient un objet dans la catégorie M Fj,(Dg) des Dg-modules filtrés
(pour obtenir une structure réelle, il faut prendre le produit fibré avec la catégorie
des faisceaux pervers réels).

PANORAMAS ET SYNTHESES 3



6. MODULES DE HODGE 43

Dans le §4.C, on a rappelé la définition des cycles proches et cycles évanescents
relatifs aux zéros d’une fonction holomorphe g : S — C non-constante : 14(Cg) =
’L'*Rk*(CS = i*Rk.k*Cg et ¢g((c,5‘) étant le cone sur {(CSO =1*Cg — i*Rk‘*k‘*Cs}. Si
on remplace Cg par un complexe borné K® sur S, on arrive & 14(X®) resp. ¢4(K*®).
On a vu que la monodromie agit sur ces complexes et induit des filtrations par le
poids.

Gabber (voir [Bry]) a montré que pour X*® pervers, ces complexes (décalés par
[—1]) sont des faisceaux pervers sur Sy et Saito a proposé une construction des
foncteurs ¢ et ¢ au niveau des Dg-modules holonomes filtrés. En particulier les
modules “proches” et “évanescents” qui résultent admettent des filtrations par le poids
W, . Saito maintenant complete la définition récurrente de ses Modules de Hodge en
deux étapes : d’abord il se restreint & une sous-catégorie pleine de M Fy(Dg) telle que
ses objets possedent de bonnes propriétés par rapport aux foncteurs ¢ et 1 et ensuite,
il demande qu’un module M dans cette sous-catégorie soit un module de Hodge si
et seulement si c’est le cas pour les modules W-gradués de ¢,(M) et ¢,(M) (plus
précisément : il faut restreindre au sous-module maximal sur lequel T" agit de fagon
unipotente) pour n’importe quelle fonction g : S — C . Puisque ces modules on un
support de dimension strictement plus petite et puisqu’on connait les Modules de
Hodge a support de dimension 0, la définition récurrente est ainsi compléte.

L’application la plus célebre du fait qu’une variation de structure de Hodge Hg
de poids v parametrée par une variété analytique complexe S est un module de
Hodge de poids v est le théoréeme suivant qu’on a déja annoncé : lorsque S est un
ouvert de Zariski dans une variété kdhlérienne compacte X, le groupe ITH" (X, Hg)
porte une structure de Hodge polarisée de poids v + w. En effet, on a vu que
ITH"(X,Hg) = H¥(X,IC(Hg)) et que Hg et donc aussi IC(Hg) sont des Modules
de Hodge de poids v. Donc H”(X,IC(Hg)) en tant que module de Hodge supporté
dans un point, porte une structure de Hodge (de poids v + w).

En particulier, la structure polarisée sur TH" (X, Q) est un facteur direct de la
structure pure sur TH” (X, Q) ot X est une résolution des singularités de X.
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Partie II.
Symeétrie miroir et variétés de Calabi-Yau

7. Introduction a la symétrie miroir

La symétrie miroir est un phénomene qui a une origine “physique”. Il n’y a pour I'instant que
des définitions mathématiques conjecturales. Le but de ce paragraphe est de suggérer une définition
trés incompléte de ce phénomene et de mettre en évidence quelques implications mathématiques. Le

cadre est la classe des variétés dites de Calabi-Yau; nous décrivons ces variétés en détail.

7.A. Motivation de la symétrie miroir

La symétrie miroir est un phénomene d’origine “physique” qui n’a donc pas a
ce jour une définition mathématique définitive. Rappelons pour exciter la curiosité
du lecteur la définition qui apparait dans la littérature physique [G-P], [C-O-G-P],
[G]. Le phénomene symétrie miroir vient de ’étude des théories superconformes (2,2)
avec charge centrale ¢ = 9. Les propriétés des champs conformes de ces théories
sont liées a la géométrie des modeles sigma non linéaires basés sur des variétés de
Calabi-Yau. Une définition précise de ces variétés est reportée au paragraphe suivant.
Disons seulement que ces variétés apparaissent pour assurer 'invariance conforme.
Dans ce cadre assez hostile pour le mathématicien géometre, les physiciens ont mis en
évidence une correspondance remarquable entre les propriétés abstraites des champs
conformes et les propriétés géométriques des réalisations en termes de modeles sigma.
Cette correspondance conduit naturellement & déformer la structure complexe et (ou)
une classe de Kahler sur une variété de Calabi-Yau. Ce sont les modeles A et B des
physiciens [G-P]. L’asymétrie apparente qui n’est qu'une ambiguité de signe, conduit
a des modeles géométriques définitivement distincts réalisant une méme théorie
conforme des champs. Pour une variété de Calabi-Yau X, de fibré tangent holomorphe
Tx, les objets liés & la méme théorie H' (X, Tx) et HY(X,T%) = H'(X, Q%) sont
totalement différents du point de vue de la géométrie. En fait dans le §7.C on verra que
dim H'(X,Tx) est le nombre de parametres pour la structure complexe, tandis que
dim HY(X,T%) = h1(X) est le nombre maximal de classes de Kihler indépendantes
sur X.

Ceci conduit & postuler que les variétés de Calabi-Yau (on se limite & la dimension
trois) doivent apparaitre par paires, disons X et X™* qui réalisent ces deux modeles.
On dit que X* est la variété miroir de X (et vice-versa). Il y a peut-étre une définition
physique plus définitive mais non assimilable telle quelle mathématiquement, que I’'on
peut résumer en une identité

7z =7
entre fonctions de partition (intégrales de Feynman). Les implications mathémati-

ques les plus naives sont au niveau des nombres de Hodge de X et X*, la relation de
symétrie

h2,1(X*) — hl’l(X); hl,l(X*) — h2"1(X).
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Naturellement cette seule symétrie apparente n’est pas suffisante pour faire de X* la
variété miroir de X. Entre X et X* existe une relation plus profonde qui relie ’espace
des déformations de la structure complexe de X & l’espace des déformations de la
classe de Kahler de X* et vice-versa. Cette relation est a l'origine des applications
conjecturales a des propriétés de géométrie énumérative sur X, comme esquissées
dans le §10. Le lecteur trouvera dans le texte de C. Voisin [V] une explication plus
détaillée. Dans la suite, on va s’attacher a préciser les aspects qui relevent de la théorie
de Hodge. Ces aspects sont au nombre de trois :

i) symétrie des nombres de Hodge,
ii) définition de I’accouplement de Yukawa,

iii) Utilisation de la structure Hodge limite pour étudier le comportement asympto-
tique de I’accouplement de Yukawa.

Ces points sont traités dans les paragraphes qui suivent.

7.B. Construction des variétés de Calabi-Yau

Du point de vue de la géométrie algébrique, une variété de Calabi-Yau est une
variété (algébrique) projective lisse (complexe) V| telle que le faisceau canonique Ky
est trivial (Ky = QF = Oy), et h»° = 0pour p = 1,...,n — 1, (n = dimV).
On se limite au cas n = 3; noter que h*° = 0 implique h?° = 0, car par dualité
de Serre H*(V,0y) est le dual de H%(V,0y), vu que Ky = Oy. On exige aussi
que le groupe fondamental m (V') est fini, pour éviter des situations marginales. En
géométrie différentielle ce sont les variétés kidhlériennes a courbure de Ricci nulle
(se reporter & [Dem)]), de groupe d’holonomie exactement SU(3). Directement lié &
ceci, il y a le résultat de classification suivant, dii & plusieurs auteurs (voir [Beau]) :
Soit X une variété kihlérienne compacte de premiere classe de Chern nulle. Il existe
un revétement fini non ramifié X — X tel que X est isomorphe a un produit
T x (ITV;) x (ITW;), ot T est un tore complexe, V; est une variété de Calabi-

i J

Yau simplement connexe, et W; est une variété symplectique (il existe une 2-forme
holomorphe qui est non dégénérée en tout point).

Dans le contexte des variétés de Calabi-Yau, le tres important théoreme de Yau
[Y1] (conjecture de Calabi) joue bien sir un role clé :

Théoréme. (Yau) Soit X une variété de Calabi-Yau avec une métrique kihlérienne
g de forme de Kihler w € HYY(X). Il existe une unique métrique kihlérienne gy a
courbure de Ricci nulle (métrique de Yau) telle que wy étant sa forme associée, on
ait [w] = [wy] € HMY(X).

Il est aisé de construire des exemples de variétés de Calabi-Yau. Soient Hy, ... , H,

des hypersurfaces de PV (N = r + 3), de degré respectifs dy, ... ,d, avec N + 1 =
T

> d;. Si lintersection V' = [ H; est transversale, V est alors lisse, et la formule

i=1

d’adjonction montre que Ky = Oy, donc V est de Calabi-Yau (on a ici (V) = 0).

Parmi les exemples, on peut prendre pour V une hypersurface de degré 5 dans P*
(quintique), une intersection de deux hypersurfaces cubiques de P?, de trois quadriques
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de PY (voir le §10 pour ces exemples).

On peut plus généralement remplacer PV par un produit P™ x --- x P" ou
toute autre variété, dont le faisceau anticanonique est ample (i.e. : Ky, Lest ample).
Une hypersurface est alors spécifiée par son équation, i.e. une forme de multidegré

d; = (d1i, ... ,ds;). On forme ainsi un tableau :
H, H,
ny |dy |- | day
ng |day |-+ | dar
s dsl e ds’r

et V est 'intersection V.= HyN---NH,, avec dimV = 3si ) . n;, = r+3. La condition
T
Ky =2 0y équivaut & » dj=n;+1, (i=1,...,s).
j=1

7.1. Exemple. (variété de Tian-Yau)
H, | Hy | Hj

313101
31031

3
On peut prendre pour V Dlintersection complete des hypersurfaces > X2 = 0,
i=0
3 3

S Y2 =0et > X;Y; dans P3xP3, ol (X;), (Y;) sont les coordonnées homogenes dans
i=0 i=0

les deux exemplaires de P3. Noter que dans cet exemple, la permutation circulaire des
coordonnées, fournit une action libre du groupe G = Z/3Z, et W = V/G est alors
une variété de Calabi-Yau avec pour caractéristique d’Euler —6 (“modele de nombre

de génération 3” donc “physiquement acceptable”).

A ce stade, la question principale peut se résumer a : quelle construction
éométrique, la variété de Calabi-Yau X étant donnée, va conduire a la variété miroir
) )
X*, en fait & une “variété candidate”.

Des arguments issus de la physique laissent penser que dans beaucoup de cas, X*
s’obtiendra a partir de X en faisant un quotient par un groupe fini G d’automor-
phismes de X, le groupe G agissant trivialement sur H>(X), pour assurer & une
désingularisation convenable de X/G le caractére Calabi-Yau; c’est la méthode des
orbifolds des physiciens. A ce stade des difficultés variées apparaissent ; elles sont liées
aux singularités qui résultent de I'existence de points fixes, car ’action de G n’est pas
nécessairement libre. Si X est une résolution des singularités de X /G, avec K ¢ = 0
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(on peut prouver qu’une telle résolution existe dans essentiellement tous les cas [B-
M]), se pose le probléeme du calcul des nombres de Hodge H??(X), disons & partir de
ceux de X et des données liées a ’action de G sur X. Pour la caractéristique d’Euler

X = Y. (=1)P*9pP9 on a la formule de Dixon-Vafa-Witten

= @ Z x(X9NX h)
gh=hg
ol la somme porte sur les couples g, h d’éléments de G qui commutent (gh = hg) et
X9 ={z € X |g(x) =}, la variété des point fixes de g. Noter que si X est le miroir
de X, x(X) = —x(X).
Assez remarquablement, pour une formule analogue a été proposée par Batyrev et
Zaslow [Za] pour les nombres de Hodge. Cette formule conjecturale est :

WPA(X) =3 dim (Hp_fqu_fg (Xg)C(g))
{9}

ou C(g) est le commutant de g dans G, et {g} la classe de conjugaison de g. Pour
définir 'entier f, on regarde I’action de I'automorphisme g, induit sur I’espace tangent
T,X a x € X9. Du fait que g induit l'identité sur H>?, le déterminant de g, est 1
et donc, si e™2™% () < Aj < 1 sont les valeurs propres de g, sur l'espace T, X /T, X9
normal & X9 (ces valeurs sont indépendantes du choix du point € X9), la somme
fg =22, Aj est bien un entier.

Il n’est pas difficile de vérifier que la structure du diamant de Hodge d’une variété
de Calabi-Yau est préservée et donc que les hp’q(X ) sont spéculativement les nombres
de Hodge d’une variété de Calabi-Yau. Cela a été vérifié pour la construction de la
variété miroir par la méthode des polyedres de Batyrev.

Pour avoir assez d’arguments objectifs validant la distribution des variétés de
Calabi-Yau en paires (avec peut étre des exceptions), il est nécessaire d’élargir le
procédé de construction des variétés de Calabi-Yau, car si X est une hypersurface
de P%, il y a peu de chances que X soit aussi une hypersurface. Naturellement on
est amené a remplacer P ou P™* x ... x P™s dans la construction du début par un
espace projectif avec poids, ou un produit de tels espaces. Considérons un espace
projectif avec poids P"(kq, ..., ks), qui est la variété algébrique ayant pour points les
(r + 1)-uples (21,...,2-41) € C"T1\ {0}, modulo la relation d’équivalence

(Zl,...,Zr) ~ ()\klzl,...,Akr+12’T+1) ()\EC*)

On vérifie que la construction de l’espace projectif P* = P"(1,...,1) se généralise

a cette situation, qui peut cependant conduire & une variété singuliere. Une hy-

persurface de degré d est le lieu des zéros d’un polynéme quasi-homogene P(z) =
c zit - 27 Si {P = dP = 0} entraine z = 0 dans C"*! on

i1k14ipp1krp1=d

dit que P est transverse. Un tel polynéme définit un hypersurface lisse et si d = > k;

conduit a une hypersurface de Calabi-Yau; on supposera r = 4, pour obtenir une

11 Upg 1
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hypersurface de dimension 3. L’expérience montre que dans la liste des poids {k;}
tels qu’il existe un polynéme quasi-homogene transverse de degré d = > k;, la distri-
bution des nombres de Hodge (h''!, h?1!) est essentiellement symétrique, c’est-a-dire
que dans 90% des cas, la paire (h?!, ht!) apparait. La meilleure facon d’expliquer
I’absence de symétrie complete est d’invoquer la construction de la symétrie miroir
par des méthodes toriques proposée par Batyrev [Ba]. Briévement la dualité naive
X < X* coincide dans les construction ci-dessus avec la dualité combinatoire des
polyedres convexes qui ont la propriété de reflexivité (loc. cit.), le polyedre étant le
polyedre de Newton du polynéme P. Il y a alors des formules pour obtenir de maniere
purement combinatoire les nombres de Hodge. L’exemple de I’hypersurface quintique
peut étre traité par par ce procédé (voir le §10).

Le lecteur consultera article [H-K-S-Y] pour une discussion détaillée sur 'utilisa-
tion des méthodes toriques.

7.C. Déformations

Les nombres de Hodge d’une variété de Calabi-Yau sont :

1
0 0
0 Rt 0
1 h2,1 h1’2 1
0 hi1 0
0 0
1

On a h*! = dim H'(Q%) = dim HY(X,Tx) car Tx = Tx ® Q% = Q%. Dans le
paragraphe 3.C. (voir 3.8) on a vu que ce nombre donne le nombre de parametres
pour la structure complexe, s’il existe une déformation verselle (avec une base non-
singuliére).

On s’intéresse a la structure de Hodge sur H?(X,R) polarisée par la forme
d’intersection (alternée et unimodulaire). On a

H*X,C)=H*"@ H*'® H"? & H*®
et
F3 _ }1’3,07 F2 _ H3,0 D H2’1, Fl _ H3,O @HQ’l D HLQ.

Posons b = h*!. Alors F? est un sous-espace totalement isotrope de H3(X,C), pour
la forme alternée @ (cup-produit), et F' = (F3)*. Le domaine des périodes pour les
structures de Hodge de ce type est de la forme D(b) = Sp(2b+ 2,R)/U(1) x U(b).
C’est un domaine de dimension (b + 1)(b+ 2).

Dans le §3.C on a brievement traité les déformations et on a vu qu’on ne peut pas
attendre en général qu’il existe une déformation verselle avec une base non-singuliére.
Mais pour les variétés de Calabi-Yau c’est effectivement le cas comme le montre le
théoréme de Tian, Todorov et Bogomolov (voir [T]) :
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7.2. Théoréme. Une variété de Calabi-Yau posséde une déformation locale uni-
verselle de base S' lisse.
[Il suffit que la variété soit kahlérienne avec une premiére classe de Chern nulle.]

Donc ici h?! est réellement de nombre de parametres effectifs pour décrire les
variations de la structure complexe [C-O].

On suppose maintenant que la base S est simplement connexe. Alors ’applica-
tion de périodes est une application holomorphe p : S — D(b). Elle se factorise en
q: S — P2+ ou P2+ est I'espace projectif des droites H*°(X,) C H3(X,,C) car
p décrit la position de H>%(X,) @ H*>'(X,) dans le groupe de cohomologie H?3(X)
tandis que ¢ décrit la position de H>°(X}).

Maintenant nous voulons expliquer le théoreme de Bryant et Griffiths de [B-GJ.
On peut trivialiser localement le systeme local {H3(Xs,Z)}, au moyen d’une base
symplectique, donc une base de 3 cycles {7;, 0, }4 j=o, ... », avec relativement au produit
d’intersection :

(7i,05) = di5 et (vi,75) = (04,65) = 0.

La base Poincaré duale {o;, 3;); j=0,... » fournit une trivialisation du systéme local
R3f.(Z). Soit w une section locale de F? = f*(wg’(/s) qui trivialise ce fibré. On
considere les périodes de w :

Gt = [
.
c’est-a-dire :

(per) w=> Gait+ > &b
i J

w60 = [ i

i J

L’application des périodes “partielle” q: S — P21 se décrit comme

e (CO(S)’ 7Cb(5)7§0(5)7 s 7&7(8))

/

et on peut regarder “la moitié” ¢ S — P’ donnée par les 7-périodes s

(Co(s), -5 Cp(s))

7.3. Théoréme (Bryant-Griffiths). L’application ¢’ est une immersion de sorte
que les y-périodes (Co, ... ,Cp) servent comme paramétres “homogénes” sur S et les
d-périodes & sont des fonctions holomorphes de (o, ..., (p.

Indication sur la preuve : Elle est basée sur une réinterprétation de ’application des
périodes ¢ comme une immersion de Legendre. Pour étre précis, une variété de contact
est une paire (M, L) avec M une variété complexe de dimension impaire 2m + 1 et
L C Q' un sous fibré en droites du fibré cotangent qui est non-dégénéré, ce qui veut
dire que pour toute section locale w # 0 de L,

wA (dw)™ # 0.
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Une variété de Legendre associée & (M,L) est une immersion f : S — M avec
dim S = m telle que f*w = 0 pour toute section locale w de L.

Si H = H3(X,C), la forme d’intersection sur H définit une structure de contact sur
P(H) (X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, et m = h?1). En fait, on peut
supposer qu’on a choisi une base symplectique de H. Soit {p1,. .., Pm+1,q1s- - qmt1}
le systeme de coordonnées correspondant. Il suffit de spécifier une 1-forme w sur les
ouverts standards de P(H), disons sur U; = {p; # 0} :

wi = —dg; + Y _(q;dp; — pidg;).
J#i

On vérifie facilement que w; est une base locale sur U; d’un sous-faisceau de Q%}( H) de
rang un, localement libre et isomorphe & O(—2) (comparer w; et wy sur U; NUy). On
a clairement w A (dw)™ # 0 et donc on obtient une structure de contact sur P(H).

Il s’agit de prouver que ’application des périodes est une immersion de Legendre.
C’est d’abord une immersion (différentielle injective en tout point), par le fait que la
différentielle dg, c’est-a-dire § (§3.C) est injective. Le lecteur le vérifiera facilement en
tenant compte de la trivialité de la classe canonique. La propriété de Legendre est une
reformulation des propriétés infinitésimales de I’application des périodes développées
au §3.C (se reporter au §10.A). Pour conclure on utilise les théorémes de structure
des variétés de contact détaillés dans [B-G]. ad

La différentielle dg étant injective, les dérivées 0q/9(;, ¢ = 0,...,b sont
indépendantes, et donc les Va%_w(s) € F?(X) forment une base.

On peut maintenant explicitement décrire application des périodes p : S — D(b)
comme donnée par la matrice

== ([ %55

matrice de type (b+ 1) x (2b+ 2) qui décrit la position de F?(X,) dans H3(X). De
la relation (per) ci-dessus on tire que w = [1, 7], avec 7;; symétrique. Du fait que la
forme —iw A @ ainsi que les formes ia A & pour o« € H?>! sont positives, on obtient
que Im 7 est de signature (1,b). On peut aussi contrdler qu'un changement de base
symplectique transforme 7 en :

7' = (At + B)(Cr + D), (é ZB)> € Sp(2b + 2, 7)

comme dans le demi-espace de Siegel (§3.B).
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8. Cohomologie d’une hypersurface

On considére d’abord une variété projective lisse P de dimension n+1 et une hypersurface X C P
lisse. Nous voulons relier les groupes de cohomologie de P~ X et les groupes de cohomologie primitive
de X. Ensuite on applique cette construction & P**1 ot on utilise les formes rationnelles ayant des
poles le long de X. Cela donne la description de Griffiths ([Grif2] de la cohomologie primitive d’une
hypersurface. Cette description a été généralisée par Dimca [Dim] et par d’autres au cas d’une

intersection compléte.

8.A. Cohomologie du complémentaire

Rappelons d’abord le théoreme de Lefschetz “faible” qui implique que la cohomolo-
gie X differe de celle de P seulement en rang n :

8.1. Théoréme (Lefschetz). Soit X trés ample et soiti: X — P Uinjection. On a :

un isomorphisme si

m<n—1
injectif si m=n

i*: H"(P,C) - H™(X,C) est {

On aura besoin de la conséquence suivante :

8.2. Corollaire. Soit X un diviseur tres ample. Soit
i, H"(X,C) — H""?(P,C)

Uadjoint de i* : H"(P,C) — H"™(X,C) par rapport au cup-produit. Alors i. est
surjectif et le noyau est contenu dans la cohomologie primitive Prim™(X,C) et on
a keri, = Prim"(X,C) si Prim"(P,C) = 0.
Preuve. La premiere assertion est évidente. Le noyau consiste en les classes [a] telles
que [p0"aNfB = [paNi*3 =0 quel que soit [3] € H"(P,C). En particulier on peut
prendre [3] de la forme (classe de Kéhler w) A i* (classe d’une n — 2-forme sur P).
Mais i* : H" 2(P,C) — H"2(X, P) est un isomorphisme (théoréme de Lefschetz de
nouveau) et donc [a] Aw = 0, c’est-a-dire [@] est primitive. ad
L’application i, apparailt dans la suite exacte de Gysin :
i
-— H™"*(X,Z) — H™(P,Z) — H™(P ~ X,Z)
d i
- Hmil(sz) - Herl(PvZ) B

obtenue comme suit. Soit 7" C P un voisinage tubulaire de X dans P. Comme X est un

rétracte de T on a H*(T, Z) — H*(X,Z) tandis que H*(T, T~ X,Z) — H* *(X,Z)
(‘isomorphisme de Thom’). Aussi, I'inclusion (7, 7\ X) — (P, P~ X) est une excision

et donc H*(P, P\ X,7Z) N H¥(T,T \ X,Z). La suite longue du couple (P, P~ X)
donne alors la suite de Gysin.
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Il suffit donc de calculer la partie “pertinente” de la cohomologie de P ~ X. Ce
calcul se fait en utilisant des complexes de formes rationnelles ayant seulement des
poles le long de X.

Rappelons d’abord le lemme de Poincaré holomorphe (voir le §1) :
Vp>21l,da=0ac, = a:dﬁ,ﬁeQﬁ;l.

Cette assertion est équivalente a l’exactitude du complexe Q%. Ce complexe donne
une résolution du faisceau constant Cx. Le groupe d’hypercohomologie H™ (%) est
donc égal & H™(P,C). De maniére analogue 2%y calcule la cohomologie de P\ X.

On passera aux formes ayant des poles et on pose :

QL (k) == Q% ®o, Op(kX) (faisceau de p-formes méromorphes
ayant au plus un péle d’ordre k le long de X)
Zh(k) : = {w e Q% (k)| dw = 0}
Qb (%) : = faisceau de p-formes méromorphes

ayant des poles seulement le long de X.

L’observation simple mais néanmoins centrale est :

8.3. Calcul. Soit o € ZIL(k),k > 2. Alors, si f = 0 est une équation locale de X,
on a:

dj
o= ff/,: b + %, avec [3, v holomorphes sans df
L g( B =
E—1 fk—l fk—l

En d’autre termes, si l'ordre du pole est > 2 on peut, localement, baisser l’ordre
modulo des formes exactes.

Finalement, on arrive & une décomposition

a:ﬂA%Jr%

avec [ et v holomorphes. Le résidu de a est la forme res(a) = G| X, définissant une
fleche

res : Z0,(1) — Q%'

L’idée est d’utiliser ces calculs en cohomologie de De Rham, utilisant des formes C'*®
et des partitions de 'unité pour globaliser. On commence par une forme rationnelle
sur P de type (n+1,0) et avec au plus un pdle le long de X d’ordre disons < n+1—p.
On la regarde comme forme C* sur P ~\ X et on baisse l'ordre du poéle utilisant le
calcul précédent. On obtient une forme C*° fermée de type (n+ 1,0) + (n,1) & cause
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de dB (B et v ne restent pas nécessairement holomorphes quand on globalise avec
des partitions d’unité). Aprés n — p étapes on arrive & une forme fermée de type
(n+1,0)+---(p+1,n — p) ayant un pole d’ordre < 1. Prenant son résidu on trouve
une forme C* sur X de type (n,0) + --- 4+ (p,n — p) qui est fermée. Cette forme
répresente une classe dans FPH"(X,C). On peut vérifier que cette construction est
bien définie au niveau des classes de cohomologie et que la fleche :

D" (n = p+1)/dD(Qp(n — p)) — FPH"(X, C)

est injective et s’envoie surjectivement sur la partie primitive, au moins dans des
cas favorables comme P = P?T!. On va donner une autre démonstration de cette
identification qui reste dans le cadre de la géométrie algébrique.

On a d’abord besoin du lemme de Poincaré dans le cadre des formes avec poles :

8.4. Lemme.
1) On suppose p > 1. Le complexe (commengant en degré p) :

P = {5(1) > 057) S 0 p+2) — 0)
est exact et donne donc une résolution de Z%,(1). Par conséquent
HY(M,ZP(1)) = HPT9(M, PY).
1) Les groupes H1(Q®(x)) de cohomologie du complexe
Q°() = {Op(x) = Q1(x) — Q2(x) — ...}
sont nuls pour q¢ > 2 tandis que H°(Q®(x)) = Cp et H'(Q*(x)) = Cx.

Preuve. Le complexe Q% (%) coincide avec Q% hors de X et alors est exacte au dessus
de P~ X. Prenons un point z € X et un systeme de coordonnées f,x1,...,x, centré
en z tel que X soit donnée par f = 0. Soit o € QY (k) avec k > 2. Dans les coordonnées
choisies on écrit localement

df A
o= %, 8,7~ holomorphe et sans df
Le calcul central montre que o € QP(1) modulo d2?~1(k — 1). Un tel élément s’écrit
df n
a= AT +v, B, holomorphes et sans df.

f

La condition da = 0 implique que dg = 0, dy = 0. En utilisant le lemme de Poincaré,
on peut alors écrire 8 = do, v = d7 et donc

do = d (;) +dr.
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ca montre i) et la plupart de ii). Il reste & vérifier que H°(Q°*(x)) = Cp et H'(Q2°(%)) =
Cx. La premiere assertion est immédiate. On montre la derniere assertion par un
calcul local analogue au précédent que nous omettons. O

On a besoin du sous-complexe % (log X) de Q°(x) formé par les formes différen-
tielles ayant des poles logarithmiques le long de X ([Ill, §7]). On va prouver qu'’il est
quasi-isomorphe au complexe plein (et donc aussi calcule les groupes de cohomologie
de P\ X). Dans le cas actuel on pourra prendre comme définition (loc. cit. ) :

Qb (log X) == {w € Q5 (1)| dw € QB (1)}

L’application résidu
—1
res : O (log X) — QX
est définie comme précédemment. Localement, on utilise un choix de coordonnées
{f,z1, ... ,zn} telles que X soit donnée par f = 0, on écrit a« = dlog f A 3 et on
pose res(a) = fB|x. On vérifie que cette définition en effet ne dépend pas du choix

des coordonnées et de 1’équation locale, f = 0 de X. Donc cette application est bien
définie. La fleche qu’on vient de définir apparait dans une suite exacte de complexes :

res

(res) 0— Q% — 0Qp(log X) — Q%[-1] — 0.
Cette suite exacte montre par exemple que
H°(Q*(log X)) = Cy = H°(Q°(xX)),
H'(Q*(log X)) = Cx = H'(Q*(xX)),
Hi(Q*(log X)) =0= HYQ*(xX)) pour q > 2,
et donc 2% (log X) et Q% () sont quasi-isomorphes :

HP (P, 2 (+)) = HP (2 (log X)) = HP

La suite exacte longue en hypercohomologie donne

1¢] Res
ci— H™?(X,C)— H™(P,C) - H™ — H™ }(X,C)
o
_ Hm+1(P,(C) N

ou Res = res* est induite par application “résidu”. On va montrer que cette suite
“est” la suite de Gysin.

D’abord il faut relier 0™ et i,. Un calcul en coordonnées locales qu’on néglige
montre que :

(gys) o™ H"(X,C) - H™(P,C)
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est I’adjoint (par rapport au cup-produit) de
it H*=m (P .C) — H*™ ™T1(X,C).
Ensuite, on note qu’il y a une application naturelle :
j: H™ = H™(Q(log X)) — H™(@p_y) = H™ (P~ X,C)
qui commute avec les deux fleches de restrictions H™(P,C) — H™(Q%(log X)) et

H™(P,C) — H™(P \ X,C).
Donc, dans I’échelle avec lignes exactes :

1%} Res
— H™2(X,C)— H™P,C) — H™ —

| |

T 17}
-— H™?(X,C)— H™(P,C) — H™(P\X,C) —

e peeix,e) 2 gmPC) . —

| |

1%} s
—  H™Y(X,C) — H™Y(PC) - —

les deux premiers carrés commutent ainsi que le dernier. Alors j est injectif et donc un
isomorphisme. Pour expliciter J on regarde la suite spectrale E}"Y = H1(Q},(x X)) =
HPt, On a Ey"° = m-formes fermées modulo formes exactes et utilisant la flache
naturelle E5" O H™ on regarde une m-forme fermée comme un représentant d’une
classe de cohomologle sur P~ X. On vérifie facilement que

d:H™(P~ X,Q) — H" (X,Q)

est la transposée de 'application “tube”

= o
T:Hp1(X,Q) — Hp1 (T, T\ X,Q) — H,(T\X,Q) - H,(P\X,Q).

(Intuitivement, lapplication en homologie associe & un cycle le tube au dessus de
ce cycle dans le complément de X en P). Ensuite, pour v € H,(X,Z), w €
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H™TY (P~ X,C) on a (‘formule du résidu’) :

(tube) fyres(w) _ !

2w Jr )

et donc res = %ﬂia : le troisieme carré du diagramme commute (& multiplication avec

S pres).

Nous appliquerons cette discussion dans le cas ou X est une hypersurface de P?+1.
Les conditions de la proposition suivante seront vérifiées.

8.5. Proposition. Soit X un diviseur trés ample. Alors, Res : H"*1(P \ X,C) —
H™(X,C) est touwjours injectif. Si Prim"™(P,C) = 0, alors limage est la partie
primitive de H"(X,C).

Preuve. Par le théoreme de Lefschetz,
i*: H"Y(P,C) — H" (X, P)
est un isomorphisme et par conséquent I’adjoint
ot H"Y(X,C) — H" M (P,C)

est aussi un isomorphisme et donc Res™ : H""}(P \ X,C) — H"(X,C) est injectif.
L’image de cet application, par (gys), s’identifie avec le noyau de i, : H"(X,C) —
H""2(P,C) qui (sous I'hypothése Prim™(P,C) = 0) est lui aussi formé de classes
primitives (par le Corollaire 2). O

Si on fixe un degré dans (Res), la suite longue en cohomologie s’écrit :

aq—l,p—l

o HONQP (X)) ———— HY(Q) — HY(Q(log X)) —

gpra—1

s HIUQ) s HOTH(Q) — -

L’application ¢* préserve la décomposition de Hodge et de la on tire que I'adjoint i,
est un homomorphisme de degré (1,1). Donc par le Corollaire 3 et la Proposition
5, 9971P~1 est un isomorphisme et 979! est surjectif quel que soient p,q avec
p+q=n+ 1. Le méme argument que dans la preuve du Corollaire 3 alors montre :

8.6. Corollaire. Sous les hypothéses de la Proposition on a une décomposition

H"N(PNX,C)= P HY (% (logX))
pt+g=n-+1

et Uapplication résidu induit un isomorphisme

HI(QY (log X)) — Prim?~19(X).
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8B. Filtration par ’ordre du péle et filtration de Hodge

Comme dans le cas compact (§1 ou [Dem],§9) on introduit la filtration “naive” F
sur les complexes Q°(x) et PX,. La filtration induite sur ’hypercohomologie sera aussi
notée F'. La suite spectrale d’hypercohomologie s’écrit dans ce cas :

H(P, Qb () = HPT(P . X,C)

mais cette suite ne dégénere pas en général.

La filtration F' de Hodge sera calculée dans cette situation en utilisant le sous-
complexe Q% (log X) de Q°(x).
On voit directement que

ker(d : QP(log X) — QP (log X)) = ker(d : Q%,(1) — Q5(2))
et donc

FPHPY(P < X, C) = FPHPT(Q*(log X))

= iHPTI(FP(Q* (log X)) = 2 H(P, Z"(1)).

8.7. Lemme. Si H*(P,Q%(c)) = 0 quels que soient a,b,c > 0, on a pour p+q = n+1
que HO(P,2,(1)) = T(P, Q05 (q + 2)) /aT (X g + 1)).

Preuve. Comme dans la preuve classique faisceautique (voir [God]) du théoreme de
De Rham, les conditions du lemme impliquent que

HI(P,Zp(1)) = HI(T(P,P*)),

ou on regarde le complexe I'(P, P*)) comme un complexe commencant en degré zéro.
O

8.8. Corollaire. Dans les conditions du lemme précédent, on a

FPUE (P X, C) = H' (P, 20(1)) = T(Qp (0 — p + 1)) /d0(2p (n — p))

On combine ce résultat avec le Corollaire 5 et on obtient :

8.9. Théoréme. Soit P une variété projective lisse de dimension n+1 et soit X C P
une hypersurface lisse. On suppose que X soit trés ample, que Prim™(P,C) = 0 et
que H*(Q%(c)) = 0 quels que soient a,b,c > 0. Alors Uapplication “Résidu” induit
un isomorphisme

Frigrti(PX,C) =T(Q% ™ (n — p+1))/dT(Q%(n — p)) — FP Prim™(X, C).

Maintenant, soit Xy C P"! une hypersurface lisse donnée par un polynome
homogene f de degré d en coordonnées homogenes Z, ..., Z, .1 de P"*1. Le seul
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groupe de cohomologie de P!\ X + intéressant est le groupe en dimension n + 1.
Les conditions du théoréme sont vérifiées (théoréme d’annulation de Bott, [Bott]) et
le théoreme dans ce cas donne un résultat de Griffiths :

8.10. Théoréme ([Grif2]). L’application ‘résidu’ induit un isomorphisme du sous-
espace du groupe de de Rham Hggl (P~ Xy) formée des classes provenant des formes
ayant un pole d’ordre < n—p-+1 sur la p-iéme partie FP de la filtration de Hodge de
Prim™(Xy).

En particulier on voit que chaque n + 1-forme rationnelle avec au plus un pole le
long de X doit étre cohomologue & une forme ayant un pole d’ordre au plus n + 1,
car F* = H"(Xy). En effet Griffiths donne une formule pour abaisser 'ordre du
pole modulo les formes exactes. Pour expliquer cela on a besoin de savoir comment
s’écrivent les n + 1 formes rationnelles sur P**! ayant au plus un pole d’ordre k. Par
un calcul direct en coordonnées affines on trouve qu’'un telle forme s’écrit :

A
ik
ol
0= (-1)ZdZyA...dZ;...... ANdZpy1 etott degA+n+2 = kd.

J
Aussi, une n-forme rationnelle avec pole le long de Xy s’écrit
PR ST(D)TZiA; — ZiA)dZo N dZi N NAZ; AN dZ
fkfl 144 34t 0/\N... AR [ RARER n+1
i<j
et donc :

8.11. Lemme. Soient Aq, ..., Any1 des polynémes d’ordre (k—1)d—n—1. On a

(k-1 AL st o4
j=0 JBZ]QE j=0 aZJQ_Fd(p

fk fk—l

(Réd)

8.12. Corollaire. Soit J; C C[Zy,...,Zp11] Uidéal de Jacobi de f c’est-a-dire
l’idéal engendré par les 8f/aZj, 7 = 0,....,n+ 1. L’application résidu induit un
isomorphisme

o

(C[Zo, .., Zyya] [ )" TIPI=(4D) _ prymein=r(x ).

Preuve. Le Théoreme 10 implique qu’on a une surjection
(ClZos -y Znga )77 702 P PP = PrimPP(X )
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avec noyau consistant en les polynémes A provenant des formes de type dyp+ (forme
ayant ordre de pole < n — p) et & cause du Lemme ce sont exactement les polyndmes

de la forme A"+ fB ot A’ € Jy. L’équation d’Euler }; Zjao—zfj = deg(f)f montre que

f € Jy et donc le Corollaire. O

9. Equations de Picard-Fuchs

Le but de ce paragraphe est de définir I’équation de Picard-Fuchs, et pour une famille de variétés
projectives & un parametre expliquer le lien avec la connexion de Gauss-Manin. On détermine cette
équation dans quelques exemples. Le dernier exemple sera utilisé dans le §10 pour trouver le g¢-
développement lié & la symétrie miroir. On explique aussi comment calculer la monodromie locale

sur cet exemple.

On suppose désormais que S est une courbe algébrique compleze lisse, S = S\T,
ot S est une courbe lisse compacte et T' est un nombre fini de points.

Soit Vg un systeme local sur S soit V la connexion plate de Gauss-Manin sur le
fibré associé V =V ¢ ® Og définie par (voir le §2) :

Vv f) =v®df.
Sur VV, le dual de V on a la connexion naturelle V¥ définie par
Ay, v) = (V",0) + (v, Vo),

ol v est une section holomorphe locale de V et v une section locale de V¥ (Voir [Dem)]).
Soit S, C S un ouvert de Zariski affine tel qu’on a une trivialisation :

VY|S, — 0g" (r=rang V).

Une coordonnée affine s induit un champ vectoriel d/ds sur S, et en composant la
connexion VY sur VY|S, et la contraction avec d/ds on obtient I’endomorphisme

D :VY|S, — VY|S,.
Si « est une section méromorphe de V¥ sans poles au dessus de S,, en utilisant la
trivialisation, on peut regarder les sections o, Do, D?q, ..., D"a comme contenues
dans C(S)" D I'(S,, 09") sont dépendantes sur C(S); il y a une valeur minimale p

tel que a, Day, ..., DPa soient dépendantes et, en remplagant D par d/ds, on obtient
une équation différentielle : (normalisée par le fait que le coefficient de ()P est un)

(d/dt)? + Ay_1(s)(d/dt)P~" + - + Ag(s) = 0.

Les solutions forment le systéme local Sol(D) et pour chaque section plate v de Vg
le fonction {«, v) est une solution de D = 0. En fait, d{a,v) = (VVa,v) entraine que
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((d/dt)p + Ap_1(s)(d/dt)P~ + -+ + Ao(s))<a,v> = ((V)Pa+ Ap_1(s) (V)P la +
<4 Ao(s)a,v) = 0.
On obtient alors un homomorphisme surjectif de systémes locaux :

V¢ — Sol(D)

qui est un isomorphisme quand p = r. Dans ce cas on dit que « est une section
cyclique.

9.1. Exemple. Le systeme local provenant de ’homologie des fibres d’une famille
algébrique f : X — S. Pour V¢ on prend le systeme local dont la fibre au dessus
de s € S est le groupe d’homologie H,, (X, C) de la fibre X, = f~!(s) en dimension
n = dim X;.

L’accouplement donné par l'intégration sur les n-cycles

Ve x R'f,C —C
(7, ) le

met en dualité V¢ et R"™ f,.C, le systeme local qui a pour fibre au dessus de s le groupe
de cohomologie H" (X, C) (voir le §1).

On sait que le fibré V¥ = R"f,C ® Og supporte une variation de structure de
Hodge et le sous-fibré I est le sous-fibré des classes de n-formes relatives. Sur chaque
fibre celles-ci donnent des n-formes holomorphes. Une section w(s) méromorphe
de V¥ holomorphe sur S appartenant a F" est la méme chose qu’une famille de
formes holomorphes dépendant de facon méromorphe de s. Dans ce cas, I’équation
différentielle associée a la classe de cohomologie [w(s)] est appelée équation de Picard-
Fuchs. La discussion précédente entraine que les solutions sont données par des
périodes f,yw(s), v € H,(X,,C) pourvu que 'on consideére v comme section plate
(multiforme) du systeme local R, f.C.

9.2. Remarque. La section [w(s)] n’est pas nécessairement cyclique. Par contre,
elle sera cyclique pour le sous-systéme local V% de R™f,.C engendré par [w(s)]. La
monodromie (classique) de cette équation différentielle coincide avec la monodromie
de ce sous-systeéme. En fait, Vg s est Porthogonal (par rapport a l'intersection entre
n-cycles) de 'annulateur de Vg _, le plus petit sous-espace de H" (X, C) contenant
[w] et stable par la monodromie. En particulier f7 w = 0 pour v € Vg s implique que
~ = 0. Autrement dit, par prolongement analytique des solutions locales f7 w, on

obtient des solutions de la forme fv’ w (monodromie classique) out 7’ se déduit de ~
par la monodromie du systeme Vg.

Maintenant soit s une coordonnée autour de I'un des points ¢ € T'. On introduit

d
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et on réécrit I’équation de Picard-Fuchs :

(PFp01) [0 + B,_1(5)0P" ! + .- + By(s)]¢ = 0.

La connexion V s’étend en une connexion a poles logarithmiques sur 7T :
V:V—-VeQ (logT)

Voir le §8 suite au Lemme 8.4 pour la définition du faisceau Q'(log 7). On remarque
que ici, dans le cas de la dimension 1 on a que Q'(logT) = Q'(T) est, localement
autour d’un point de T, engendré par ds/s. L'opérateur © correspond a V r et une

traduction du fait que V existe est de dire que :

9.3. Lemme-Définition ([Dell]). Les fonctions B;(s) sont holomorphes autour de t.
On dit que t est un point singulier régulier.

L’équation (PF1) est équivalente & un systeme
O0X(s) = A(s)X(s)

ou (p(s) étant une solution recherchée de 1’équation) :

(30(8)
X(s) = LP(S)
Or~ty(s)
et
0 1 0
ao=| b
—Bo(s) -+ —Bp-1(s) —Bp(s)

La matrice A(0) est appelée le résidu de la connexion et elle est notée :
Res(V) := A(0).

9.4. Lemme ([C-L]). Si on suppose que pour toutes les valeurs propres distinctes \ et
w de Res(V), A\ — u & Z ; alors la monodromie autour de t est donnée par e*™ Res(V)

En particulier on en déduit :

9.5. Corollaire. Si B;(0) =0, j =0, ... ,p—1 la monodromie locale autour de t est
e2™N o1, N est la matrice nilpotente
0
N=|"
: 1
0 0
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Pour appliquer ce corollaire dans la situation d’une famille d’hypersurfaces Xy,
d’équation f(s)(Zo,...,Znst1) = 0 dans P | complétons la discussion du para-
graphe précédent. On suppose dim(S) = 1. Soit s un parametre local sur S et soit
Q(s) = h(s)Q une n + 1-forme rationnelle sur P"*! qui dépend holomorphiquement
de s. Leffet de la connexion plate de Gauss-Manin se décrit par :

dk
(GM) Resx;, ., {dskﬂ(s)} = |:v§/ds resx, ., Q(s)} ,

ou [a] désigne la classe de cohomologie d’une forme «. Cette formule est facilement
déductible de la formule §8(tub).

9.6. Exemple. Soit la famille de courbes elliptiques (famille de Hesse) :

flu) =23+ Z3 + 73 — 3uZoyZ, 2,

au dessus de P! \ {00, 1, p, p2} ot p = e . Pour u = oo la courbe dégénere en trois
droites et on va étudier la situation autour de ce point. On va d’abord déterminer
I’équation différentielle associée aux formes holomorphes w(u) sur la famille f(u) = 0.

On écrit pour cela :

“100_ )y -1
(Rat), Q) = fg);(nzj Ja, t=1...

On note que res(2;(u)) = w(u) est une forme holomorphe sur X, et grace a la
formule (GM) on a

k
(GM)bis (ud> O (u) = Vfblw(u) mod les formes exactes.

du du

Les calculs donnent

2
of
Z0Z0Zo)*(1 —u?) =) Ap——-
( 041 2) ( U) Z kaZk
k=0
ol
1 3
A():*’IJ,Z()Zl
3
1
Al = §U2Z0Z12Z2
1
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Utilisant la formule (Réd) (voir le Lemme 8.11) on trouve que Q3(u) = P modulo
les formes exactes, ol

ud %qu’ + %U2Z0Z1ZQ

P:1_u3' 12

Puisque PS2 et 5(u) ont un pdle d’ordre deux, le Corollaire 8.12 entraine qu’il existe
une fonction ¢(u) tel que PQ —(u)Qz(u) = %€ avec g € Jy. On trouve en effet que

u? 1 . 2 u? 1wl of
— o (=uZP + Zu?Zy7, 7 —ulZ0Z1Z9) = = ——uZy——€eJ
T Guii+gwleZnZe) + 75 (mw' 2o Ze) = g guligo €y

et une nouvelle application de (Réd) donne que

u 1 W
Q -7
Al C At

Qz(u) + Q1(u) =0 mod les formes exactes.

On note maintenant que Z/3Z agit sur la famille par : p - (Zy, Z1,Z2,u) =
(Zo, Z1, pZ2, p?u) et donc les fibres au dessus de u, pu et p?u sont isomorphes. II
est donc naturel de prendre pour parametre

s=u"3.
Alors
1 d d

Si on utilise que OQ; = (—k/3)Q + Qr+1, £ = 1,2, on trouve que (toujours modulo
les formes exactes) :

[©2 + B1© + By]Q(u) =0

ou
2 s
By = —
7951
S
B = .
! s—1

Cette équation est équivalente au systeme :
QN 0
© (@QJ = Als) ((991)

Als) = (_%O —}91) .
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En utilisant la formule (GM)y;s on trouve que la famille des 1-formes w(s) sur la
famille des courbes elliptiques satisfait au méme systeme d’équations. Ce systeme est
équivalent a ’équation de Picard-Fuchs.

Le Corollaire 5 nous donne : A(0) = (

1 27
locale est (O 1 )

8 (1)> et alors I'opérateur de monodromie

9.7. Exemple. Dans cet exemple on considere une famille de variétés de Calabi-Yau
(Voir [Mor2] pour détails)

F($)=ZE+ 20+ 75+ 73 + 70 — buZoZ1Z5757s, s=u"".
Par un calcul identique a celui de I’exemple précédent, on trouve avec © = s% :
[0 + B30® + B2©% 4+ B1O + Bolp =0

avec les coefficients :

24
By= o —
625 s—1
2
By=2.—"
5 s—1
7 s
By = —-
275 s—1
s
By =2. .
3 s—1

et la matrice A(s) de © par rapport & {Q21,00Q1,0%Q;, 030} est égal a

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
—-By —B;y —By —Bs
01 0 O
. . omiN 0 0 1 0 . .
Ici la monodromie locale est e ou N = 000 1l Pour la suite on a besoin
00 0 O
d’une solution holomorphe autour du point s = 0. Pour I’obtenir on remarque qu’on

peut réécrire ’équation différentielle comme :
©'—sO0+5)(O+2-5)(O+3-5)O+4-5")p=0
(en multipliant par (1 — s)) et alors la relation de récurrence pour les coeflicients

n+ D2y =n+5Hn+2-5Hn+3-5Yn+4-5a,
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. (5n)!
a une solution a, = ———— et donc on trouve
5on (nl)o
(soln) fols) =3 (e (55)
n=0
est une solution holomorphe. C’est 'unique solution holomorphe en s = 0 avec
fo(0) =1.

Le lecteur pourra completer ces exemples en traitant le cas intermédiaire de la
quartique de Fermat (surface K3).

10. Variétés de Calabi-Yau et symétrie miroir

On reprend la discussion du §7 en considérant la famille universelle d’une variété de Calabi-Yau
de dimension 3 et sa variation infinitésimale qui conduit & ’accouplement de Yukawa. On montre
que, si la base est de dimension 1, cet accouplement satisfait & une équation différentielle d’ordre 1
dont les coefficients sont liés & ceux de I’équation de Picard-Fuchs, qui est une équation d’ordre 4.
En cherchant une coordonnée canonique g on est forcé d’invoquer ici 'existence de la structure de
Hodge mixte limite. Dans la derniére sous-section on reprend ’exemple 9.7 et on discute la prédiction
qui découle de ’hypothese de symétrie : les coefficients dans le g-développement de l’accouplement
de Yukawa, proprement normalisées, sont liés aux nombres de courbes rationnelles sur le membre
générique de la famille miroir, qui conjecturalement est la famille des hypersurfaces quintiques dans
P4,

10.A. Accouplement de Yukawa

On considere une famille f : X — S de variétés de Calabi-Yau; soit alors la VHS
définie par la variation de la cohomologie de rang 3, { H3(X,, C)}. On peut localement
en sy € S, supposer que I3 = f, (Qic/s) est trivial, et du fait que h3° = 1 choisir une
3-forme holomorphe (relative) w, telle que w(s) # 0 pour s voisin de sg. On trivialise
le fibré vectoriel H3(X/S) au moyen de sections plates (Vo = 0), soit 71, ... , Topi2
une telle trivialisation (ici b = h*!(X5)). On peut considérer {r;} comme la base duale
d’une base d’homologie (constante) {+;}. Rappelons que la forme de Hodge-Riemann
(voir le §3.A) est donnée par Q(«, 3) = — fX; aAfB, (k=mn=23)etdonc

ﬁ:mmw=—Lf

est une fonction holomorphe sur le voisinage considéré de sg. Ce sont les périodes de
w. Relativement a la base choisie, w se décompose en

2b+2
w = E ;T (a; holomorphe en sg).
i=1
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Du fait que Vr; =0,

2b+2
Vw = E dai X T;.
i=1
Sity, ...,t. sont des coordonnées locales en s,

6041-
Va/ata = yﬂw

On notera que la propriété de transversalité de Griffiths entraine que relativement a
la filtration de Hodge {FP}o<p<a, On & :

Ow 9 P*w L
% = Vg)/ataw eF et ataatﬁ e F.
D’ou
ow 9w
Q(w, %) =Q(v 8ta8t5) =0
Par contre

Q(w Pw )_/ oA Pw
TOt,0tgot, ) Jx, T OtaOtgot,

est différente de zéro en général. On va justifier que cette fonction représente
lapplication linéaire § (voir la formule (iter) dans le §3.C ) associée a la variation
infinitésimale.

On a vu dans les §2.D et §3.C que la dérivée de I’application des périodes est donnée
par

o : Ts.sy — €D Hom(H?1, HP~1at1)
ou o(0/0t) agit par le cup-produit avec p(9/0t), image de 9/9t par 'application de

Kodaira-Spencer p : Tg s, — Hl(TXSO). Le fibré F3 est trivialisé par la forme w et
dans notre cas la formule (iter) revient a

o : Sym? Ts s, — Hom(H*"(X,,), H"*(X,,)) =
= Hom(C - w(sp),C - @(sp))

30.1
09 ().

0/0te ®0/dtp ® 09ty — {w(s0) = F—mr

On peut donc écrire

Pw
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D’ou ici la variation infinitésimale de la structure de Hodge fournit les invariants :

/ A PBw
Ragy ‘= w ~
N k., OtaOtgot,

appelés dans ce contexte accouplement de Yukawa ([Morl], [C-O], [H]). Le tenseur
invariant associé est

K= Z Kagydte @ dtg @ dt, € Sym®(Q%).
By

Si dim S =1, ¢ est une coordonnée locale en sy, on notera

/ A dBw
Rttt = ANy
x,  dt3

qui est une fonction holomorphe du parametre ¢ (au voisinage de sg) et le tenseur
invariant est

K = Kt (dt)®3 S (Qé«)®3

Si en outre f : X — S est une famille verselle (voir le §3.C) on a dim H'(Tx, ) =
1 = dim H**(X,,) et donc H3(X,) est de dimension 4. La versalité implique que
I’application de Kodaira-Spencer est un isomorphisme et donc que les trois fleches
HF3=k — gk=14=F L — 1 2 3 sont des isomorphismes (ces espaces sont de dimension

1 et les applications sont obtenues en prenant le cup-produit avec la classe de Kodaira-
diw
di?

Spencer p(0/0t)). Donc ki # 0 dans ce cas et les sections { } forment
i=0,1,2,

une base du fibré 33(X/S), sur un voisinage de sq. D’oll une relation de dépendance
linéaire
3

(PF) T _$ a4yt

dtt < dt
=0

qui est I’équation différentielle de Picard-Fuchs. Si a est une section plate de H?(X/.9),
la période w = Q(a,w) = f,y w (si « est la classe Poincaré duale du cycle 7), satisfait
a I'équation
d*w > diw
= A0 G
i=0

On peut dériver sous le signe somme car @) est constante.

Par lanti-symétrie de Q) on a Q(%, ‘fT‘;) = 0 et en dérivant deux fois la relation

Q(w, ‘573’) =0 on trouve :

il ) = (5 7)ol @) = (5 %)
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mais aussi

dge dw dPw d*w B dw dPw dPw
=G ) rele G = (G g ) + A G,

et donc, en additionnant ces deux équations on a :

Ak
dt

1
= —A3k.
5413
Cette équation a pour solution (bien déterminée & une constante multiplicative pres) :

(yuk) Kitt = e% f Ag(t)dt~

Remarquons que sous I'hypothese retenue, 1’équation différentielle Va = 0, est
le systéme linéaire équivalent a I’équation du 4e ordre (PF). Ceci explique que les
informations locales sur la monodromie, sur k4, se déduisent du calcul explicite de
I’équation de Picard-Fuchs.

Finalement quelque mots sur le cas d’une équation de Picard-Fuchs a points
réguliers singuliers. On suppose que s est une coordonnée locale autour d’un tel point

et on écrit
3
ds\®
R = Ksss | —
s

d
@—S@.

et, comme d’habitude,

Maintenant, pour trouver kg4 il faut résoudre ’équation

dk 1

- B
Sds 2 3
Ou Bs est le coefficient de © dans 1’équation de Picard-Fuchs [@4 + B50° + B,02% +
.. .](p P 0.
10.1. Exemple. Dans 'exemple 9.7 de la section précédente en utilisant la coor-
donnée s on trouve

1
s—1’

Ksss = C1 C: = constante d’intégration.

Discutons les possibles normalisations de ’accouplement de Yukawa dans le cas
d’un parametre s. On applique d’abord le résultat classique (voir [Ince])
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10.2. Théoréme. Soit donnée une équation différentielle d’ordre > 2 sur un disque
autour de 0 ayant une singularité réguliere a 0. On suppose que la monodromie
T locale autour de 0 admet un seul bloc de Jordan pour la valeur propre 1 avec
multiplicité > 2. Alors, il existe une solution fy réguliére et uniforme autour de 0.
De plus, il existe une solution locale f1 autour de 0, indépendante de fy telle que
g(s) = 2mif1(s)—log(s)- fo(s) soit uniforme. La solution fy est unique a une constante
multiplicative pres, la solution f1 est unique a un multiple de fy pres.

Si donc fo # 0 on pourra fixer le fo par fo(0) = 1 et ensuite le f; par g(0) = 0.
On peut toujours remplacer s par une autre coordonnée w(s); de kyqs(ds/s)®® =
Kuwww (dw/w)®3 on tire que & est multiplié par (w/s)(ds/dw)3. On cherche & trouver
une coordonnée ¢ “normalisée” sur le disque. Dans un premier temps, on regarde la
fonction multiforme

7(s) = f1(s)/ fo(s)

comme un parametre uniforme sur le demi-plan de Poincaré h. Quand s tourne autour
de 0 le parametre 7 se transforme en 7+ 1. Celui-ci est uniquement déterminé par cette
propriété a une constante additive pres; cela provient du fait qu’on pourra remplacer
f1par f1 + ﬁ -log co - fo, le point s = 0 n’ayant aucune signification intrinseque sur

h. Donc le parametre
q = exp (2%1?35%) = sexp <]€0)

sur le disque pointé est bien-défini & la constante multiplicative co € C* pres.

Ensuite on souhaite normaliser ... D’abord, il faut noter que x dépend du choix
de la 3-forme relative w. Si w se transforme en k(s)w, ksss est transformé en k(s)?K .
On remarque que la solution fj est de la forme fy = fw w pour un 3-cycle v, invariant
par la monodromie locale. Un tel cycle v est unique & une constante multiplicative
prés. Done, la 3-forme @ = fo(s)"tw = w/ f,y w est une 3-forme holomorphe &(s) telle
qu’il existe cycle invariant vy dans H3(X,, C) avec f,y w = 1. Ainsi @ est unique a une
constante multiplicative pres. Conclusion : avec cette normalisation on a

exp (=% [B3(s)%) [/ 1 ds ©3 .
prciad = BRICELS

R =C1

1 dq

3
Ensuite on note que /{TTT(dT)?’ = Kgss ( . ) est périodique en 7 et donc il
q

2ri
existe un développement en
q:= e2ﬂ'i‘r(s).

On écrit alors :

oo J ®3
o (e ). (de
e (S() ()
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On peut voir (cf. [Mor2]) facilement que les coefficients «; sont des nombres rationnels
si les coeflicients B; de ’équation de Picard-Fuchs admettent une développement en
série entiere a coeflicients rationnels.

Rappelons que ce calcul est fait sous ’hypothese cruciale que f,(0) = f7 w(0) # 0.
On la vérifiera dans le sous-paragraphe suivant.

Exemple. On reprend 'exemple 10.1. Ici fo(0) = 1 (voir 'Exemple 9.7) et on observe
que I'hypothese sur les Bj(s) est bien vérifiée. On trouve ici que

C1

10.3. Remarques. 1. En liaison avec les calculs précédents, rappelons le théoreme
de Bryant et Griffiths (Théoréme 7.3). On fait 'hypothese que la famille f : X — S
est la déformation universelle de Xy = f~1(0), de sorte que I'application de Kodaira-
Spencer est un isomorphisme pour tout s € S, et dim(S) = h%! = b. En vertu du
théoreme de Bogomolov et Tian ( voir le §7.C), S est lisse. On suppose que S soit
isomorphe & un disque de dimension b. On trivialise le systéme local {H3(Xs,7)},
au moyen d’une base symplectique {’yi,éj}i,jzow,b. Soit w une section locale de
F? = f(w%/s) qui trivialise ce fibré. Le théoreme de Bryant et Griffiths dit que
les y-périodes (;(s) = f% w(s) peuvent servir comme coordonnées homogenes sur S
(voir le §7).

Lemme. Avec £;(s) = f(;j w(s) on a les relations :

N
& ;cjacj

et {&;} est le gradient d’une fonction holomorphe homogéne G de degré 2 des variables

COa 7<b-

Preuve. On a comme ci-dessus les relations

/ A Oow / A 02w 0
w = w —_— = .
X oG X. 0¢;0¢;

Si on remplace w par le développement w = Y (o + > &;8; (voir le §7.C pour les
notations) et si on tient compte du fait que {«;} et {3;} sont des sections constantes,
on a les relations annoncées. Ces relations entrainent

26; = ;Q(zkjcksk)

d’ot1 si G(C)Z%(;Ckﬁk)aonafi:%g' -
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II. Un calcul élémentaire conduit a ’expression suivante pour l’accouplement de

Yukawa :
Kijk = / wA P = o'
IR ) Y 0G0GAG, T 9GIGHG:

III. On peut définir sur ’espace local des modules S, une métrique de Kéhler (en fait
de Hodge ([Dem)]), par son potentiel local. Les relations de Riemann montrent que

i/w/\wi(zgagggagf) > 0.

Posons k£ = —log (i [ w Aw). Alors la métrique dite de Weil-Peterson, [T]) sur S est
définie localement par :

0%k
9¢oC;

gﬁ =

La formule de dessus montre que le potentiel x est tres particulier, manifestation du
caractere “spécial” de cette métrique (voir Remarque IV).

D’une autre maniere, si on identifie T, et H*'(X,) vu que Q% = Ox_, la métrique
de Weil-Peterson n’est pas autre chose que :

(W, Shwp = /X A,

Il y a une relation précise avec ’application des périodes ¢ introduite ci-dessus. Du
fait des relations de Riemann R1 et R2 du §3.A, la droite H>?(X) appartient & un
ouvert dans une quadrique complexe @ C P?**1. La forme de Hodge induit clairement
sur la restriction & @ du fibré tautologique de P?**! une métrique hermitienne. Si w
est la forme de Chern de cette métrique, on peut prouver [T]| que la forme de Kéhler
wwp de la métrique de Weil-Peterson coincide avec 'image réciproque de w.

IV. Les considérations géométriques précédentes ont pour support l’espace des
parametres des structures complexes, soit infinitésimalement 1’espace H>!. Il n’est pas
a priori évident que des constructions similaires existent avec ’espace des parametres
pour les classes de Kihler. Définissons cet espace. Si J € HU(X,R) est la forme de
Kahler d’une métrique de Kahler sur X, alors J est positive et, en particulier, pour
toute courbe algébrique C' C X,
/ J >0
(€]

Ces inégalités définissent dans I’espace vectoriel réel H3!(X,R) = H?(X,R) un cone
ouvert K (X), appelé le cone de Kéhler. Le complexifié du céne de Kihler est

CK(X)={B+iJ|B,J € K(X)}.
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Il est important aussi de considérer les inégalités larges, c’est-a-dire le cone fermé
K(X).

Il n’y a pas ici de variation de structures de Hodge supportée par le cone de
Kahler complexifié, et donc pas de contrepartie évidente a 'accouplement de Yukawa,
mais seulement le produit triple topologique donné par I'intersection des (1, 1)-formes
k(p,o,7) = [p Ao AT. 1l est déja remarquable que dans cette situation duale, la
“géométrie” de ’espace des modules des structures complexes subsiste formellement
[C-O], renforgant ’hypothése de symétrie entre les deux types de déformations. Les
propriétés différentielles-géométriques décrites ci-dessus ont été formalisées sous le
titre de “géométrie spéciale” [Str]. Nous renvoyons & cet article pour une définition
précise. L’étude de cette “géométrie” sur le complexifié du cone de Kahler est le
fondement de la symétrie miroir. Une définition mathématique précise peut étre
considérée comme équivalente a l’existence d’une variation de structures de Hodge
de base le complexifié du cone de Kéhler, conduisant a un accouplement triple qui
“corrige” en un certain sens ’accouplement k ci-dessus, et qui dans la dualité entre X
et X*, serait le pendant de la variation décrite dans les pages précédentes pour X*.
Pour une formulation plus précise, le lecteur consultera [Mord], [G]. Nous voulons
ne retenir de cette discussion que le fait que les aspects de théorie de Hodge sont
certainement a la base d’une formulation rigoureuse du principe de symétrie. Voir
aussi le §11 pour une discussion allant dans ce sens.

10.B. Normalisation mathématique

Il s’agit d’avoir des informations sur le comportement asymptotique des périodes,
et de 'accouplement de Yukawa. Cela releve de 1’étude générale du comportement
asymptotique d’une variation de structures de Hodge (singularités de ’application
des périodes).

Soit donnée une famille de variétés de Calabi-Yau, on suppose pour simplifier
que h*! = 1 et dimS = 1 (on a vu que X — S est universelle en tout point
s € S (Théoreme 7.2). Supposons S = S~ {by,...,b.} ou S est une courbe
compleéte non singuliere, les points {b;} étant les points singuliers de la famille
(voir lexemple de la famille quintique et de la famille miroir dans le §7.A). Il
s’agit d’analyser le comportement de la structure de Hodge (variation) portée par
H3(X/S) = R fo(wk / ) lorsque le parametre s approche un point singulier. En un
tel point b;, on a vu que H3(X/S) admet une extension privilégiée (sur un disque
paramétré de centre b;), et que les fibres de Hodge 37 (p = 0,1,2,3) se prolongent
en des sous-fibrés F7 de l'extension privilégiée H3(X/S). On fait une hypothese
maintenant [Morl], hypothése qui est vérifiée dans I’exemple qui nous intéresse.

10.4. Hypothese. (Voir le Théoréme 4.1) L’opérateur T (de monodromie locale) en

b; est mazimalement unipotent. C’est-a-dire (T — 1)3 # 0 et donc N = logT a un
0 1 0

0
0
seul bloc de Jordan 1
0

o OO

0 1
0 0
0 0
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On vérifie immédiatement que sous cette hypothese, la filtration W, est de la
forme :

Wy = Wy = ker(N), Wy = W3 = ker(N?), Wy = Wy = ker(N?).

La structure de Hodge sur Grg‘g (£ =0,1,2,3) se réduit a Grgz = I%¢. En particulier

I =0sia#bet
- @ @

a+b<t azp

Rappelons que le fibré 33(X/S) est prolongé & A et donc est trivialisable sur
A*. Si « est une sections de ce fibré en sy € A*, et si a(s) est le prolongement
(multiforme) de « par transport paralléle par la connexion de Gauss-Manin, la section
“horizontale” qui s’étend en s = 0 est a*(s) = exp (‘22 N[a(s)]). En particulier,
sia € Wy, T(a) = a, on a a*(s) = a(s). De méme, avec 3 € H3(X/9)s,
on définit B*(s). Le fait que @ est plate dans le fibré trivialisé H3 signifie que
Q(a*(s),8*(s)) = Q(a,B) = const. Puisque w(s), la section qui trivialise le fibré
F3 est une combinaison linéaire d’éléments de la forme 3*(s) avec coefficients des
fonctions holomorphes, il est clair que Q(a(s),w(s)) = Q(a*(s),w(s)) est une fonction
holomorphe sur A. Si « est la classe de cohomologie duale du cycle v, cette fonction
représente la période :

fols) = / o).

Montrons que fo(0) # 0; dans le cas contraire, on a Q((0),w(0)) = 0 dans la fibre
de H3 en s = 0. Mais w(0) € F3(0), et a(0) € Wy. Or la filtration par le poids est
auto-duale relativement & @ (du fait que N € gg), c’est-a-dire Wt = Ws_y_5 . Donc
w(0) € F3(0) N Wy = 0. Ceci montre bien que fu(0) # 0.

Discutons maintenant le choix d’une coordonnée intrinseque sur A*. Soit § € Wy =
ker(N?), linéairement indépendant avec . Il y a un scalaire X tel que N(8) = Aa.
Soit 3*(s) 'extension canonique (horizontale) de 8 & H3. On a

5(5) = exp (— 2N ) ()
= 03(s) — 1(2)7gr18 Aa*(s) .

Donc

fi(s) = / w(s) (si 3 est la classe duale de ;)
71

lo
2

22\ o(s) + Q8 (), w(s))

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



74 J. BERTIN, CH. PETERS, PARTIE II. SYMETRIE MIROIR

et Q(B*(s),w(s)) est holomorphe sur A. Donc :

71

f"/ow

AL w
’7—27

est un parametre sur h et

q = exp(2miT)

un parametre sur A.

Noter que 7 étant le quotient de deux périodes ne dépend pas de la section w. Si
{d/, 3’} est un autre choix, qui conduit aux périodes {wj,w]|} et aux parametres t', ¢’,
on aa,b,c € C, ac # 0, avec :

o =aa, B =ba+ch

donc

Ng =Nd avec N = Q
a

D’ou

b b
=74+ > et ¢ =exp (27ria)q.

On voit le lien avec la discussion dans le §10.A : la constante cy s’identifie avec
exp(2miZ).

Ces remarques étant faites, il faut certainement utiliser la structure entiere pour
normaliser les périodes et ainsi obtenir une coordonnée “canonique” sur le disque.
Notons L le réseau entier (L = (Hz)s,) dans H et rappelons que T € Autz(L, Q).
Alors L N Wy est de rang un, on va donc prendre pour a un générateur de ce groupe.
OnaT =exp(N)=1+ N sur Wy = ker(N?), donc N =T — 1 est entier sur Wo N L,
c’est-a-dire N(Wy N L) C LN Wj. On peut alors choisir une base du groupe (de rang
2) WaN L, de la forme {«, 8}, et N(3) € Na, soit N(8) = ma avec m > 1. Une autre
base de ce type est o' =+, 3/ = £8+ La (L € Z).

En conclusion, le parametre g obtenu par cette normalisation est défini a une racine
m-iéme de 'unité pres, et si m = 1 (la monodromie est “petite” : dixit Morrison), g est
alors déterminé de maniere unique. On dit dans ces conditions que q est le paramétre
canonique autour de la singularité (voir [Morl]). En résumé, nous avons démontré :

10.5. Proposition (Normalisation mathématique). Soit f : X — A une dégénéres-
cence a un paramétre de variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h®>' = 1. On
suppose que w est une section partout non-nulle sur A* de F3. On suppose aussi que la
monodromie locale du systéme local de cohomologie en dimension 3 est unipotente de
rang 4. On pose N = logT. Fizvons s, € A, un générateur o de H*(X,,,7) N Ker N
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et une base {o, B} de H3(Xs,,Z) N Ker N? telle que N3 = ma,m € Zq. Soient
Yo, 71 € Hs5(Xs,,Z) les classes duales. Alors la fonction

S0

2mi [, w(s)
n L)

est bien définie a une racine m-iéme de l'unité preés.

q(s) = exp (

10.6. Exemple. [Hu] La situation est analogue & celle des courbes de genre 1. Soit
la famille de courbes de genre 1 : y? = z(z — 1)(z — ), A # 0,1 (forme de Legendre);

w = 2% définit une section de F' (fibré de Hodge).
y

Les périodes (au nombre de deux) sont données, relativement & une base de
Hy (X, Z), par

wl=/f°m_dfm “ ”2:/&»%'

On exprime w; et wy en fonction de A, au moyen de la série hypergéométrique

FO) = 2R (3213 = 3 (1/2)2A"

n
n=0

convergente si |A| < 1. Alors le résultat classique est que wy = TF(\), we = inF(1—X)
(Al < 1) et que ce sont les deux solutions indépendantes de 'équation différentielle
de Picard-Fuchs, qui est ici ’équation différentielle hypergéométrique

(1= 9)f"(5) + (1= 2)'(5) ~ 1/(5) = 0.

C’est bien 1a le début de la connexion de Gauss-Manin !

On retourne a 'accouplement de Yukawa. Si s est une coordonnée locale sur le
disque A de centre le point singulier b; (ici s(b;) = 0), et si w est une section locale
de F3 qui trivialise ce fibré en droites sur A, on a défini 'accouplement de Yukawa
(non normalisé) comme la fonction sur A* :

La fonction ks dépend de la coordonnée s, ainsi que la section locale w de F3 sur
A. Le passage de w & fw (f(0) # 0), transforme rgss en f2rgss-

Pour une section w de F3 qui est une base locale en s = 0, la période normalisée
fo = f%w est alors définie au signe preés. On normalise la forme en remplacant
w par w/fy, donc maintenant fy(0) = 1. Alors 'accouplement de Yukawa ks est
normalisé, et donc est une fonction définie de maniere intrinseque sur A*; on parlera
de l'accouplement de Yukawa, dans sa normalisation mathématique.
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On ne poursuit pas les calculs d’une normalisation mathématique dans les exem-
ples, car il est plus facile de normaliser les deux constantes ¢ et co introduites dans
le §10.A. On suit cette démarche dans le sous-paragraphe suivant (voir Conjecture
10.6).

10.C. Lien avec le nombre des courbes rationnelles : un exemple

Les applications & la géométrie énumérative (“formules de prédiction”) sont basées
sur le sens précis qu’il faut attribuer & la correction (“corrections instantons”) du
produit triple topologique s (remarque IV du §10.A) et donc en relation avec la
définition de “I’action”, qui conduit a la définition des modeles sigma basés sur une
variété de Calabi-Yau [F-G], [G]. Plus précisemment, l'intégrale Z* du §7.A admet un
développement en contribution sur les morphismes de P! dans la variété de Calabi-
Yau. Voir en particulier [G,§5.6] pour un énoncé explicite.

Dans la suite nous ne ferons qu’observer la cohérence de ces développements sur
quelques exemples, particulierement celui de [C-O-G-P].

Soit T I'ouvert de IP’(Sym5 C®)) paramétrant les hypersurfaces lisses de degré 5
dans P* et Y;, t € T la famille tautologique correspondante. Cette famille est une
famille de variétés de Calabi-Yau avec dim H!(Ty,) = dimT — dim PGL(5) = 101
et hb1(Y;) = 1. La symétrie miroir prédit l'existence d’une famille X, s € S avec
dim S = dim H*(Tx,) = 1 et h1!(X;) = 101. Le candidat proposé pour X est une
résolution convenable des singularités du quotient de la famille

F(8)=Z0+ 70 + 25+ Z5 + 23 — 5t Zo 2y 2o Z3Zy, s =17

par le groupe

G = {(ao,a1,az,a3,a4) € p3| aparazagas = 1}

ou us est le groupe des racines d’'unité d’ordre 5. En effet nous avons étudié cette
famille dans les paragraphes précédentes ('exemple 9.7) et les classes des formes
res(€2;), 7 = 1,2, 3,4 constituent une base de la partie G-invariante de la cohomologie,
et donc une base pour H3(X, C). L’équation de Picard-Fuchs trouvée est I’équation
de wq, résidu de 2y, regardé comme 3-forme holomorphe sur Xj.

La symétrie miroir prédit en outre que l’accouplement de Yukawa, proprement
normalisé, admet un g-développement > aqq? tel que les coefficients a; déterminent
le nombre ng des courbes rationnelles de degré d sur le membre générique de la famille
Y;. Ici g est le parametre canonique du §10.B.

Malheureusement ce nombre n’est pas & priori fini. En effet, il existe des variétés
de Calabi-Yau ot on a un nombre infini des courbes rationnelles de degré fixé. Par
exemple, on consideére un revétement double de P? ramifié le long d’une surface S de
degré 8. Il y a une famille de dimension > 1 de courbes rationnelles ayant pour image
une droite trois fois tangente a la surface S (cela fait une condition pour une droite
d’étre tangente a une surface). En dépit de cela, Clemens a conjecturé que pour une
quintique générale il n’y a qu’un nombre fini de courbes rationnelles d’un degré donné.
Mais si on ne veut pas admettre cette conjecture, il faut trouver une interprétation
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différente pour les nombres ng. Une suggestion est d’interpréter ce nombres dans le
cadre de la géométrie symplectique comme les invariants de Gromov-Witten pour
des courbes rationnelles de degré d. Mais c’est une autre histoire pour laquelle on
consultera [Mor3], [D-S]. Ceci dit, on a :

10.6. Conjecture. Si, dans la formule (dev) du §10.A, on choisitc; = —5 et co = 57°
en écrivant

e ndd?)qd
(MySt) Krrr = Ng + ; 1— qd

on ang =5 et pour d = 1, ng est linvariant de Gromouv-Witten pour des courbes
rationnelles de degré d sur une hypersurface générique dans P* de degré 5. Ce nombre
coincide avec le nombre de courbes rationnelles de degré d si la conjecture de Clemens
est vraie.

Cette prédiction a été vérifiée pour d < 3. Voir [Mor2] pour les références. Voici le
tableau des nombres ng pour d < 10 :

2875

609250

317206375

242467530000

229305888887625
248249742118022000
295091050570845659250
375632160937476603550000
503840510416985243645106250
704288164978454686113488249750

O © 00O Uk Wi+

—_

10.7. Autres exemples. Voir [L-T] et [B-S], §5 pour les détails. Les seules inter-
sections completes de P37 définies par des degrés di, ..., d, donnant une variété de
Calabi-Yau sont celles avec degrés (3,3),(2,4),(2,2,2,2) et (2,2,3). On a dans ces
exemples h''! = 1 et il y a une construction naturelle de la famille miroir (conjec-
turale) (voir le §7.B). On commence par définir des polynémes de Laurent f;(u,X)
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en les variables X :

(3,3)| fi=1— (w1 X1 +u2Xo + usXsy)
fo=1— (usXa +us X5+ ug(Xy - X5)7 1)
(2,4) f1 = 1 — (U1X1 + U2X2)
fo=1— (usX3 +us Xy + us X5 + ug(Xy--- X5)71)
(2’2a272) fl =1- (Ule + UQXQ)
fo=1— (us X3+ us X))

(

(

(

(

(

fz3=1— (us X5+ uXe

fa=1—(ur X7 +us(X1--- X7)™h)

(2,2,3) | fi=1— (w1 X1 +u2Xp)

fo=1— (us X3+ usXy)

f3=1—(us X5 + ugXe + ur(Xy - Xg) 7).

Ces équations définissent une famille Y, d’intersections completes dans le tore
algébrique (C*)3*" paramétrée par z = [Tu;. 1 existe une compactification lisse
de UY, ayant comme fibres des variétés de Calabi-Yau. Pour cette famille on calcule
I’équation de Picard-Fuchs :

@4 — /.LZ(@ + 041)(@ + 042)(@ + 013)(@ + 044) =0

oll © = zag et les coefficients p, (a1, a, a3, arg) sont donnés dans le tableau suivant :
z

(3,3)| p=23° (o1, 09, a3,04) = (1/3,1/3,2/3,2/3)
(2,4)| u=210 | (q1,09,a3,04) = (1/4,2/4,2/4,3/4)

(27 2,2, 2) = 28 (011, a2, O‘370“4) = (1/4a 1/47 1/47 1/4)
(2,2,3) | p=2%3% | (a1,02,0a3,a4) = (1/3,1/2,1/2,2/3)

On peut alors aussi calculer 'accouplement de Yukawa normalisé pour ces quatre
exemples et trouver les invariants de Gromov-Witten dans chaque cas :

degré | type d’intersection = (3, 3) type d’intersection = (2,4)
1| 1053 1280
2| 52812 92288
3| 6424326 15655168
4| 1139448384 3883902528
5| 249787892583 1190923282176
6| 62660964509532 417874605342336
7| 17256453900822009 160964588281789696
8| 5088842568426162960 66392895625625639488
9| 1581250717976557887945 28855060316616488359936
10| 512045241907209106828608 | 13069047760169269024822656
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degré | type d’intersection = (2,2,2,2) | type d’intersection = (2,2, 3)
1] 512 720
2| 9728 22428
3| 416256 1611504
41 25703936 168199200
5| 1957983744 21676931712
6| 170535923200 3195557904564
71 16300354777600 517064870788848
8| 1668063096387072 89580965599606752
9| 179845756064329728 16352303769375910848
10| 20206497983891554816 3110686153486233022944

Des travaux récents (Ellingsrud, Libgober) confirment ces nombres, du moins en petit
degré.

11. Lien avec la théorie de Hodge mixte
Dans ce paragraphe on explique comment la théorie de Hodge mixte permet de formuler un aspect
du phénomeéne de symétrie.

Rappelons brievement quelques notions de base qui completent les définitions du
84.A.

11.1. Définition. Soit Hg un espace vectoriel réel de dimension finie et H = Hr @ C.
Une structure de Hodge mixte (réelle) sur H consiste en une filtration croissante W,
de H définie sur Hg et une filtration décroissante F* de H tel que F* définit sur Gr}”
une structure de Hodge par le poids /.

11.2. Exemple. A. Soit M une variété kéhlérienne compacte de dimension d. On
prend H = >° H?(M,C), W, = @®,, H*(M,R).

B. Soit M; une famille de variétés kahlériennes sur un disque épointé. On suppose que
la monodromie sur H¢(M;) est unipotente. Alors N := log T satisfait & N1 =0 et
il existe une unique filtration 0 C Wy C Wy ... C Waq_1 C Wagq de H(M;,R) tel que
NW, C Wy_o et N* induit un isomorphisme entre Grgﬁl et Gry, (§4.B ou [S] pour
les détails). On a introduit (§4.B) la filtration F2 sur HY(M,). W, et F3 définissent
une structure de Hodge mixte. Voir [S].

Dans ’exemple B on a méme de plus :

1) la forme de polarisation Q sur H%(M;) est telle que

Q(Nu,v) + Q(u, Nv) = 0.

2) Q(FP,Fi—rtly =0
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3) On a une décomposition de Lefschetz Gry,, = Do NI (Pyy2;) on
Py =ker Nt Grg‘fw — Grgiz,z

telle que Q(—, N*—) polarise la structure de Hodge par le poids d 4 £ sur Grgj_e.

On dit dans ce cas que N polarise la structure de Hodge mizte.

Dans I'exemple A on ne peut pas utiliser 'opérateur de Lefschetz L (multiplication
avec la classe de Kéhler) pour polariser la structure de Hodge mixte car celui-ci est
de type (1,1). Il faut plutét utiliser son adjoint A (voir [Dem], §6A). On peut alors
vérifier [C-K] que la théorie classique de la décomposition de Lefschetz se traduit en
I’énoncé que la structure de Hodge mixte de I'exemple A est polarisée par A avec la
forme Q(a,b) = (—1)3?=Y [ aUb, ot a € H? et b e H>7.

Il y a une réciproque au théoreme de I'orbite nilpotente disant que, étant donnée
une structure de Hodge mixte (F*,W,) sur H polarisée par N avec N¥! = 0, la
filtration

—logs

Fr:ouveau =€ p(

> N)F*
2mi
est une structure de Hodge pure de poids d pour s petit. On obtient méme une
variation de structure de Hodge polarisée par Q. Voir [C-K-S].

En appliquant cela dans I’exemple A on trouve
d—q, — ;
hnofvgau - Z ha e
a

Nous allons voir comment cette idée permet de suggérer une dualité au niveau des
variations de structures de Hodge liée a la symétrie miroir.

Pour les variétés de Calabi-Yau M de dimension 3 on a un diamant de Hodge (voir
le §7) :

B3 =1
h3?=0  h*3=0
=0 h*?=a B =0
h30=1 nt2=b h*'=b hP3=1
0 =0 htl=a RB%2=0
AO=0 K% =0
hoY =1

et la variation de Hodge “nouvelle” a pour nombres de Hodge :

hS,(] —9 = hO,S h2,1 — h1’2 =a4+ b= hl,l 4 hl"2.

nouveau nouveau?’ nouveau nouveau

On pourra regarder cette variation comme suit. Le choix d’une classe de Kéhler
détermine une variation & un parametre, de poids 3 et & nombres de Hodge (2,a +
b,a + b,2). Cette structure est somme directe d’une variation & nombres de Hodge
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(1,a,a,1), la partie qui provient de la cohomologie paire de M, et une variation
constante & nombres de Hodge (1,b,b,1) provenant de la cohomologie impaire. A
priori la variation dépend du parametre choisi.

Exemple 11.3. Supposons a = 1 et que HT (M) = H'9 H> @ H*® HS = @‘220 Zf
est la cohomologie paire avec f; le générateur positif de H?'(M). Si on utilise le

log(s .
parametre ¢(s) = % sur A* on trouve que la connexion plate pour la nouvelle
i

variation dans la base { fo, f1, fo, f3} s’écrit

9 0 0 0
& 0 0 0
I d
V=1 o deg(M);q 0
0 0 da
q

Dans le cadre de la symétrie miroir la variation de I’exemple précedente doit étre
modifiée de telle sorte que les nombres des courbes rationnelles de chaque degré entrent
dans la connexion (“déformation quantique ou corrections instantons”). Les physiciens
ont proposé d’introduire la connexion plate, appelée connexion du modéle A, donnée
en termes de la base {fo, f1, fo, f3} par :

0 0 0 0

% 0 0 0

Vaslo K@% o o
T

0 0 b )

0 d3qd
K(q) = deg(3) + 3" a7,
d=1

avec ng (d > 1) le nombre de courbes rationnelles de degré d sur M (ou 'invariant
de Gromov-Witten si nécessaire) et donc V 4 est entierement définie en termes de la
géométrie de M.

On peut généraliser cette construction de la variation nouvelle pour une orbite
nilpotente & plusieurs parameétres. Voir [C-K-S]. Alors, en utilisant un systéme de
a générateurs pour le cone de Kahler de M, on trouve une variation de structure
de Hodge qui dépend de a parametres, somme d’une variation a nombres de Hodge
(1,a,a,1) et une variation constante Vo(M) & nombres de Hodge (1,b,b,1). Ensuite,
la connexion de la premiere variation doit étre modifiée en utilisant le nombre des
courbes rationnelles dans toutes les classes de cohomologie (ou mieux les invariants
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de Gromov-Witten correspondants). Pour obtenir cette “déformation quantique”, soit
fo le générateur positif de HO(M), fo le générateur dual de H*(M), puis {f1,..., f}
une base entiere de H2(M), {f1,..., f¢} la base duale de H*(M), et finalement soient
g1, ,qq des parametres dans (A*)%. On introduit :

o n

i i= fi- -+ nige) 2 =
n

ot n € H*(M) parcourt les classes de courbes rationnelles sur M, nijk (1) invariant

de Gromov-Witten (voir [D-S], brievement n;;x(n) est le nombre de courbes pseudo-

holomorphes f : P! — M de classe 7 telles que f(0) € D;, f(1) € D;, f(o0) € Dy ou

D;, Dj, Dy, sont des diviseurs effectifs qui représentent les classes f7, ff , f¥) et olt on

pose ¢ = qi* -+ g, ¢; =n - fi. La connexion V 4 alors est donnée par

a ' d )
Vafo=>_ fi® &
i=1 i
k - j dq;
Vali = Z Kij f3 ®?7 kE=1,...,a;
ij=1 g
Vafs=0.

Voir [B-S], §3.1 et [Mor5] pour les détails. Appelons cette variation Vq (M).

La symétrie miroir prédit qu’il existe une famille verselle de variétés de Calabi-
Yau “miroir” avec h?>! = a et h"! = b. Il semble naturel de conjecturer que la
variation V(M) ci-dessus coincide avec la variation donnée par le troisieme groupe
de cohomologie de la famille “miroir”, du moins si on restreint cette famille a un
ouvert de coordonnées avec des coordonnées convenables.

Apparemment, dans cette construction il y a un défaut de symétrie entre les
parametres a et b. Pour restituer cette symétrie, il faut partir d’une famille verselle
{M;},t € T avec dimT = b= H"?(M,), considérer le complexifié¢ du cone de Kéhler
(voir Remarque 10.3 IV) CK (M,) de chaque fibre M; ce qui donne une variété 7' de
dimension a + b fibrée sur T, la fibre au dessus de ¢t étant CK(M,). Les variations
V1 (M) se recollent en une variation Vy, de base 7. Les variations Vo(M;) de méme
se recollent en une variation Vo sur 7.

On peut alors reformuler la symetrie miroir en une conjecture en termes de
variations de structures de Hodge :

Conjecture. Soit {M;},t € T une famille verselle de variétés de Calabi-Yau de
dimension 3 et soit T la réunion des complexifiés des cones de Kdhler de chaque
fibre My. Soit V1 la variation de structures de Hodge au dessus de T provenant de la
cohomologie paire des fibres My (la “déformation quantique” de lorbite nilpotente
introduite ci-dessus) et soit Vo la variation au dessus de T qui provient de la
cohomologie impaire. Il existe une famille verselle M;, t € T* de variétés de Calabi-

Yau de dimension 3 telles que H>Y(M;) = HYY(M,) ; HYY (M) = HY(M,) et il y

a une isomorphisme T— T* qui échange les deux types de variations Vi et V.
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Dans cette formulation il y a cependant une difficulté car la variation V; dépend
du choix des parametres dans le complexifié du céne de Kéahler tandis que ce n’est
pas le cas pour Vs.

On ne va pas discuter plus en détail ce probleme, mais plutét se limiter au cas
b =1, donc le cas d’une famille verselle & un parametre s. On suppose que la base de
la variation (une courbe quasi-projective) admet une compactification avec un seul
point autour lequel la monodromie locale T' est maximalement unipotente. Soit

0OCWo=W CWy=W3CWy=Ws5C Ws

la filtration par le poids. On suppose que {ag, a1} est une base de W5 telle que Ny =

0et Nay = ag ou N =logT. On peut la compléter en une base symplectique adaptée

{ao, a1, 81, o}, cest-a-dire Q(av,5o) = Q(a1,41) = 1, Q(ao,a1) = Q(ao, f1) =

Q(a1,Bp) =0et NGy = kay, NGy = —(31. On suppose de plus que k = 1, ce qui est le

cas dans I'exemple de la quintique de §10.C (c’est implicite dans les calculs de [Morl]

appendix A, C).

On sait que la filtration F3 induit une structure pure de poids 2j sur Grg‘; ,

j = 0,1,2,3 et donc forcément [y est de type (3,3) et on a F3 = Cfy car

dim F2 = 1. Aussi, 31 est de type (2,2) et donc F2 = CB; + F2. De maniere

analogue on trouve que FL = Ca; + F2. On peut écrire F*(s) = X(s)F2 avec

X(s) = ¥, Y(s) € @,,8"". On peut alors calculer F*(s) = X(s)F3, en
supposant que X (s) a une matrice de la forme

1 0 0

e 10

X(s) g(s) 1

£ ()

= O O O

par rapport a la base {3, 81, a1, ap}. Soit {wo,wr,v1,19} la base de H?(X,, C) ainsi
obtenuee. Elle est adaptée a la nouvelle filtration de Hodge :

wo L f(s) = * Bo
wi | _ |0 1 g(s) = Jes
v 0 O 1 f(s) o
140} 0 0 0 1 [e%s)

Si on applique la connexion de Gauss-Manin, en utilisant cette expression, la transver-
salité de Griffiths donne :

Vwe = f/(8)wy -ds, Vwi =g (s)vy-ds, Vv = f(s)vg-ds
et donc on retrouve ’accouplement de Yukawa :

Rsss = f’(s)Qg/(S).
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Comme dans le §11 on prend 7 = Q(wop, 1) = f(s) comme parametre canonique et
q = exp 27it. Donc, dans la coordonnée ¢ on a :

d

0 ?q 0 0

va wWo
dg d

Ver | _ L lo o0 2rig- 2 o w1
Vi, 2ri dq q i v
Vg 0 0 0 aq I

q

0 O 0 0

Résumons :

Proposition 11.4. Soit f: X — A une dégénérescence a un paramétre de variétés
de Calabi-Yau de dimension 3 avec h®>' = 1. On suppose que le fibré de Hodge T3
est trivialisé sur A* par wy. Soit {wy, w1} une base de F2. On suppose de plus que la
monodromie locale du systéme local de cohomologie en dimension 3 est unipotente de
rang 4 et qu’il y a une base symplectique adaptée {ag, a1, B1,Bo}. Alors, avec

f(s) = Q(wo, 1),
g(s) = Q(w1, B1)

le paramétre canonique est :
q = exp2mi(f(s))

et l'accouplement de Yukawa (normalisé) est :

(fin) Kk = 2miq - %9 q
dg \ 2miq

Nous allons terminer par une discussion complémentaire sur quelques résultats de
Deligne [Del6] sans donner véritablement les démonstrations. La notion centrale est
celle d’une extension de structure de Hodge mixtes, introduite par Carlson [Ca]. Ici
nous ne donnons pas les définitions ; ’exemple suivant sert comme illustration de cette
notion et suffit pour notre but.

Exemple. Soit Z(—k) la structure de Hodge de dimension 1 et pure de type (k, k),
k € Z donnée par le réseau (2mi)*Z C C (structure de Tate). Une extension de Z(—1)
par Z(0) est une suite exacte

a B
0—-Z0)— H— Z(-1)—0

de structures de Hodge miztes. Une telle extension est classifiée par un nombre
complexe non-nul g. Plus concrétement : soit He = C? avec la base {eg, e1} telle que
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. log ¢
a(l) = ey, B(eg) = 2mi. Alors Hz admet pour base {fy = eg + ——e1, f1 = e1}. Le
i

choix de la branche de log ¢ est sans importance, un autre choix méne a {fo+kf1, f1},
k € Z, une autre base de Hy. Les filtrations par le poids et de Hodge sont données
par Wy = Qey, Wy = Hg, F' = F! = Ceq, F? =0.

Pour la suite on a besoin d’une version avec parametres, donc le cadre naturel est
celui de variations de structures de Hodge mixtes sur une base S. Le lecteur pourra
consulter [B-Z§7] pour les définitions; pour comprendre la suite exemple suivant
suffit.

Exemple. Soit S = A* de coordonnée s. Une extension de la “variation” constante
Z(—1) par Z(0) est complétement déterminée par une fonction ¢(s) méromorphe sur
A, holomorphe et partout non-nulle sur A* d’ordre m € Z. La structure entiere est

log q(s
alors donnée par la base {fy = eg+ ng( )61, f1 = e1}. La connexion correspondante
i
dq(s
est donnée par Veg —3 q(())el,Vel = 0. La monodromie locale T vérifie
mig(s

Teyg = ey + mey,Te; = e;. Donc Neg = mey, Ney = 0 (N = logT). Ici aussi
les filtrations par le poids et de Hodge sont données par Wo = Qe;, Wy = Ho,
FO = F' = Ceg, F? = 0.

Dans notre situation, le fait que Gryy, est de rang un (et donc pur de type (k, k))
implique que pour chaque point s voisin du point priviligé F¢ et la filtration par le
poids donnent une structure de Hodge mixte avec h®0 = pbl = p22 = p33 = 1.
La structure de Hodge mixte peut étre décrite comme dans I’exemple précédente
par extension itérée de structures de Tate Z(—3) par Z(—2), Z(—1), Z(0). Soit
{eo, €1, e2,e3} une base symplectique adaptée a la filtration 0 C Wy = Wy C Wy =
W3 C Wy = W5 C Wg telle que {e3} est une base de F'3, {e3,ea} de F? et {e3,e2,e1}
de F'. Les classes d’extension sont alors données par q = exp(2wif) (le parametre
canonique), g2 = exp(2wig) (la fonction qui provient de 'accouplement de Yukawa via
(fin) ci-dessus) et g3 = ¢ par “dualité”. La structure entiere sous-jacente admet donc

s s
pour base {eg, eo + f(s)e1,e1 + 92%1) €2,62 + (;(n))z “es}.

Puisque

0
Rrrr = 47— lOg q2,

dq

le développement de k... (voir (Myst)) est équivalent au développement comme
produit infini :

2
@ =q"]a-qH) ",
a>1

ce qui donne une interprétation a (Myst) purement en termes de structures de Hodge
mixtes.
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Soit M* la membre générique de la famille miroir M; et soit H(M*) = H° @
H? @ H* @ H® = @i:o Zfi la cohomologie paire. On peut modifier la “variation
constante” sur HT(M*) x A* en utilisant 1'orbite nilpotente associée & I'opérateur
A comme expliquée 'exemple 11.2. On obtient une extension itérée des structures
de Tate Z(—3) par Z(—2) par Z(—1) par Z(0) avec classes d’extension ¢, deg(N)gq,
q et c’est donc pas une structure intéressante; la connexion s’écrit dans la base fi

comme dans I'exemple 11.3 et il faut remplacer cette connexion par la connexion du
modele A :

0 @ 0 0
dq
0 Ki@— 0
V4= (9) .
0 0 @
q
0 0 0
ou maintenant
S
K(q) = deg(M™) + ;nd?qd,

avec ng (d > 1) le nombre de courbes rationnelles de degré d sur M* (ou l'invariant
de Gromov-Witten si nécessaire) et donc V 4 est entierement défini en termes de la
géométrie du miroir. Pour la nouvelle variation les classes d’extension sont ¢, K(q)
et q.

Done, comparant avec la formule (fin), on conclut que I’hypothese de symétrie
miroir peut étre reformulée comme suit :

Conjecture Finale. Pour chaque q € A*, la structure mizte sur H(M*) x {q}
coincide avec la structure mizte de Deligne sur H3(M,).
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