MATHS 110C
CHAPITRE V : DERIVABILITE

Aprés avoir rappelé les principales régles de dérivation, nous énoncerons et démon-
trerons le théoréme des accroissements finis. Nous en donnerons ensuite des applica-
tions, en particulier & I’é¢tude de suites. Nous expliquerons aussi comment dériver des
fonctions de plusieurs variables.

1. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Soient I un intervalle (ouvert) de R, f : R — R une fonction définie sur I et zy € 1.
On dit que f est dérivable sur I si la limite

i @) = flwo)
T—To T —

existe et est fini. On note alors f'(zy) cette limite que 'on appelle nombre dérivé de
f en zo.

Remarque. Nous utiliserons par la suite le fait que si f'(xq) existe, alors

(o) = ,lll_If(l) f(zo+h) — f(x0)

h 7
et que, réciproquement, s i ’llim

f(zo+h) — f(x0)

et le nombre dérivée de f en xy est égal a cette limite. Pour voir cela, faire le chan-
gement de variable x = zy + h dans la définition du nombre dérivé.

existe, alors f est dérivable en z,

On dit que f est dérivable sur I si pour tout z € I, f est dérivable en z. Dans ce
cas, nous pouvons définir une nouvelle fonction, que I’on appelle fonction dérivée ou
tout simplement dérivée de f et que I'on note f’, par

ff:I — R
z — f'(z)

ou f'(z) est le nombre dérivée de f en z.

Ezemple. Soit f(x) = \/x et soit xy € R*. Alors, le taux de variation de f en zg

s’écrit
f@) = flw) _Ve—ym 1
T—x9  x—3Ty  JT+\Ty
La derniére égalité a été obtenue en multipliant “le haut et le bas” par la quantité
conjuguée du numérateur, & savoir \/z+./Zy. Nous en déduisons aisément, en passant

a la limite, que si zg # 0, f'(z9) = ——.

2\/.7)0
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Nous allons maintenant voir comment la dérivabilité et la continuité sont reliées.
Pour cela, considérons une fonction f dérivable en zy. Posons

[(@)—f(z0) _ p1(, izt
s(:v)={ powo f'(@o) . # 2o
0 six =z
Alors, lim ¢(z) = 0 et donc € est continue en zy. De plus, par un calcul élémentaire,

T—T0
nous avons, pour tout x # xg,

(1) f(x) = f(@o) + (& — 20) f'(20) + (x — z)e(x)

En fait, cette égalité reste vraie en zo (pour voir cela, remplacer = par z dans (1)).
En passant a la limite dans (1), nous en déduisons que lim f(z) = f(xg), c’est a dire
T—T0

que f est continue en xy. Nous avons donc démontré que

f dérivable en g = f continue en x,.

f(z) = |z| en g = 0. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que f est continue
en 0. Cependant,

lim M — lim ¢ = —1,
z—0,2<0 x—0 z—=0,2<0 I
lim M = lim ro_ 1.
z—0,2>0 x—0 z—0,2<0 I

Donc, la limite du taux de variation de f en 0 n’existe pas et f n’est pas dérivable en 0.

Remarque. Nous avons vu que si f est dérivable en z(, alors il existe une fonction &
continue en z; telle que (xy) = 0 et pour tout = € I,

f(@) = f(@o) + (z — m0) f'(0) + (z — zo)e().
Dans la suite, nous utiliserons aussi la version avec des “h”, c’est a dire
f(zo + h) = f(z0) + hf'(z0) + he(h),

avec £ continue en 0 et £(0) = 0.
Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ € R et une fonction £ continue en z, telle
que £(zo) = 0 et pour tout z € I,

f(z) = f(xo) + alx — x9) + (z — zo)e(x).
On dit que f admet un développement limité a 1'ordre 1 en z,. Alors,

lim fz) = f(wo) = lim (a + ¢(z)) = a.

T—T9 T — ,’EO T—X0

Nous en déduisons que f est dérivable en x4 et que f'(zo) = a.

Donnons maintenant une interprétation graphique de la dérivabilité. Supposons
que f soit dérivable en xy. Soit C le graphe de f (dans un repére orthonormé du
plan). Notons M, le point de coordonnées (xg, f(zo)) et pour x € I, x # o, M le
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point de coordonnées (z, f(x)). Notons que M et M, sont des points de C. Le taux
f (=) — f(zo)
r — X
a dire la droite passant par M et M,). Puisque f est dérivable en xg, ce coefficient
directeur tend, quand x tend vers zg, vers f'(xg). Ainsi, de fagon intuitive, quand x
tend vers 1z, la droite M M, a pour position limite la droite passant par My (qui est
le point commun & toutes les droites M M;) et de coefficient directeur f'(z). Cette
droite limite s’appelle la tangente & C au point M,. Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que son équation est

y = f'(zo)(x — o) + f(0).

de variation représente le coefficient directeur de la droite M M (c’est

Regardons maintenant ce qui se passe si le taux de variation n’a pas de limite

x)— f(x
ou une limite infinie. Supposons d’abord que lim M n’existe pas mais

t=zo T — T
que  lim M existe et est fini (respectivement lim —f(:r) mAC)
T—T0,T>T0 T — Xy T—T0,T><T0 r — X

existe et est fini). On dit alors que f est dérivable a droite en zy (respectivement a
gauche en zy) et on note fi(xo) (respectivement f/(zo)) cette limite finie. Dans ce
cas, le graphe C de f admet une demi-tangente & droite (respectivement a gauche) au
point M, de coordonnées (zo, f(zo)) d’équation y = fj(xo)(z — zo) + f(z0) (respec-
tivement y = f;(2o)(x — 7o) + f(20)). Reprenons I'exemple de la fonction f(z) = |z|
en zo = 0. Alors, nous avons vu que f3(0) = 1 et f;(0) = —1. Le graphe de f admet
au point 0 deux demi-tangentes d’équations respectives y = x et y = —z. Il est clair
que f est dérivable en x si et seulement si f est dérivable & gauche et a droite en xq
et fa(wo) = fy(wo) (et dans ce cas, f'(o) est égale & la valeur commune).

x)— flz
Supposons maintenant que lim M
T—To T — Xo

admet au point M, de coordonnées (xg, f(zo) une tangente verticale. Par exemple,
considérer le cas de la fonction f(z) = 4/|z| en 2o = 0. Notons que nous reviendrons
plus tard sur le cas des tangentes horizontales (qui correspondent a f'(zo) = 0).

= 400 ou — o0o. Alors, le graphe de f

Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle I de R. Supposons que la fonction
dérivée soit elle-méme dérivable sur I. Nous pouvons alors définir f" = (f')' : I — R.
Cette fonction s’appelle dérivée seconde de f. On la note aussi f*). De maniére plus
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générale, si f est dérivable n fois sur I, la dérivée n-iéme de f, notée (™, est donnée
par récurrence par f( = (f(r=DY".

Remarques. N’oubliez pas les parenthéses dans f(™. En effet, f™ désigne usuellement
la puissance n-iéme de f. Par convention, f(® = f.

Ezemple 1. Soit f(z) = e®. Alors, f est dérivable autant de fois que 1’on veut sur R
(une telle fonction est dite de classe C*° sur R) et nous pouvons montrer par récur-
rence que, pour tout n € N, tout z € R, f(z) = e®.

Ezemple 2. Soit g(z) = x3. Alors, g est dérivable a tout ordre sur R et pour tout
Tz €R,

g'(z) = 32%, ¢@(z) =6z, ¢®(x) =6, et pour tout n > 4, ¢ (z) = 0.

Notons que si f et g sont n fois dérivables sur I, alors f + g est n fois dérivable
et (f +9)™ = f™ + g™ Nous laissons la démonstration de ce résultat (par récur-
rence) au lecteur. Des compléments sur les dérivées successives sont donnés a la fin
du chapitre.

Remarques (Liens avec la physique) : L’interprétation physique de la dérivée est la
vitesse et de la dérivée seconde est l'accélération. Notons aussi qu’en physique la

dérivée f'(z) se note parfois ;i—f
T

2. CALCULS ET REGLES DE DERIVATION

2.1. Dérivées des fonctions usuelles. Nous rappelons les formules vues en Ter-
minale.

f(z) f'(z) | Dy | Dy
e® er R R
1
In |z| — R* | R
x
sinz COS T R R
COS X —sinz | R R
%(a €R) | ar®~! |RT™ [ R
1
—— | RT |R™
Ve 2z

Rappelons que 2% = e*"®_ ainsi f(z) = z® est bien définie et dérivable sur R**.

Dans le cas particulier ot @« =n € N, f(z) = 2" est définie sur R si n > 0 et sur R*
si n < 0. Elle est dérivable sur son ensemble de définition et f'(z) = nz™ .

2.2. Dérivation et opérations. Nous rappelons sans preuve (voir le commentaire
plus bas) les régles usuelles de dérivation.
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Fonction | Dérivée
f+yg f'+4d
fg f'g+4'f
Ji f'9—4'7f
q g2
1 Fi
f f?

Nous allons maintenant démontrer la régle sur la composition. Une preuve identique
peut étre utilisée pour démontrer les résultats donnés dans le tableau précédent.

Proposition 1. Si la fonction f est dériwable en xq et si la fonction g est dérivable
en f(xg), alors go f est dérivable en xq et (go f) (xo) = f'(x0)g'(f(x0)).

Démonstration. Rappelons que le fait que f est dérivable en xy et g est dérivable en
f(zo) est équivalent a lexistence de deux fonctions € et 7 telles que

(%) f(zo + k) = f(xo) + hf'(x0) + he(h) avec }1l1_r>1(1) g(h) = 0 et & continue en 0,

(xx) g(f(x0)+k) = g(f(wo))+kg'(f(xo))+kn(k) avec ]lcl_r)r(l)n(k) =0 et 7 continue en 0.
De (*), nous déduisons
9(f(zo +h)) = g (f(zo) + hf'(x0) + he(h)).
Posons k(h) = hf'(xo) + he(h). En appliquant (**) avec k = k(h), nous obtenons
9(f(zo + h)) = g(f(w0) + k(h)) = g(f(20)) + k(h)g'(f (z0)) + k(h)n(k(h)).
En d’autres termes,
9(f(zo+h)) = g(f (x0))+9'(f (o)) (hf' (z0)+he (h))+(hf' (zo)+he(h))n(hf (zo)+he(h)).
Ce que nous pouvons encore écrire
9(f (o + h)) = g(f(z0)) + g'(f (z0)) ' (w0) + hax(h),

ou a(h) = ¢'(f(zo))e(h) + (hf'(zo) + he(h))n(hf'(zo) + he(h)). Comme ¢ et n sont
nulles en 0 et continues, il vient que « est nulle en 0 et continue. D’ou,

lim 9V @0+ 1) = 9 @0)) _ oy 5.

h—0 r — 2y
Ce qui est la formule cherchée. O

Nous déduisons de la proposition 1 que si v : R — R est une fonction, alors

Fonction Dérivée
et(®) u'(z)e®)
u'(x)
In fua) e
sin u(z) u'(x) cos u(x)
cos u(x) —u/(z) sin u(z)
u®(z)(a € R) au’(x)lua ()
(@) u'(x)
2/u(x)
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Attention, ici, nous ne précisons pas le domaine de dérivabilité de la fonction.
1

1+zx

Remarque. Si f(z) = In(1 + z), alors la tableau précédent donne f'(x) = . En

particulier, f(0) = 1. Donc,

;181_1}(1) f(xa): : g(o) — f/(o) -1

Nous retrouvons ainsi une limite donnée dans le chapitre 3. Par le méme procédé,

. Sinz .oef—1
nous pouvons retrouver lim —— =1 et lim = 1.
z—0 X z—0 x

2.3. Dérivée d’une fonction réciproque. Commengons par un calcul formel (mais
instructif). Considérons une fonction f qui est une bijection sur un intervalle I de R.
Supposons en outre que f est dérivable sur I et que sa fonction réciproque f ! soit
dérivable qur f(I). Pour tout y € f(I),

FU ) =y

Dérivons cette relation en utilisant la régle sur la composition :
W) =1

Done, si () /(£ (y)) # 0,
—1\7 o ]‘
W) = Fy

Nous allons maintenant voir de fagon rigoureuse que cette formule est vraie dans les
cas qui nous intéressent.

Théoréme 2. Soit f une fonction continue strictement monotone sur I. Si f admet
une dérivée non nulle en xy € I, alors f~' admet une dérivée en yo = f(zo) € f(I)

et
1 1

PO w)  flwo)

Ainsi, si f est dérivable sur I, alors f~! est dérivable sur 'intervalle f(I) privé des
points f(z) ou z € I et f'(z) = 0. En particulier si une fonction f est dérivable sur
un intervalle I avec f'(z) > 0 pour tout = € I (ou f'(z) < 0 pour tout z € I) alors
f admet une fonction réciproque qui est dérivable sur f(I) (et donc la dérivée est
donnée par la formule du théoréme 2).

(f7) (o) =

Démonstration. Notons que
[ - ) e
Y—Y f(@) = f(zo)
oy = f(x) et yo = f(xo). Or, siy — 4o, comme f~! est continue, f~(y) = f*(yo),
c’est & dire £ — zy. On peut alors conclure puisque

lim . = 1
w0 f(z) = fzo)  f'(w0)’

ce qui a un sens puisque f'(zq) # 0. O
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Il est important que le lecteur comprenne que les variables z et y sont muettes
(c’est a dire sans signification précise). Ainsi, la formule donnée dans le théoréme 2

peut aussi s’écrire
—1\s _ 1
(f ) (.T) - f,(f_l(x))’

sous la condition f'(f'(x)) # 0. Nous allons traiter deux exemples dans lesquels
nous utiliserons la variable x ou la variable .

Exemple 1 : Fonctions “racine” et “puissance” Soit m € N fixé et soit la fonction
f(z) = 2™. Nous avons vu que cette fonction admet une fonction réciproque définie,
continue et strictement croissante sur [0, +oo[. On note cette fonction réciproque
fY(x) = zm. Cette fonction est dérivable en tout y = f(z) tel que f'(z) # 0. Or,
f'(z) = 0 si et seulement si x = 0, et f'(0) = 0. Donc, d’aprés le théoréme 2, f~! est
dérivable en tout y €]0, +oo| et
(FY0) = g = e = —yh!
FUY) mfHy)mt m

En particulier, si m = 2, la fonction réciproque est la fonction “racine carrée” et nous

retrouvons que sa dérivée en y est W
)

Ezemple 2 : Fonctions “logarithme” et “exponentielle”
Considérons la fonction “logarithme népérien” f(xz) = Inz. Nous avons vu qu’elle
admet une bijection réciproque f~! qui est continue et strictement croissante sur R
(et a valeurs dans |0, +o00[). Cette fonction est la fonction exponentielle et se note
e®. Comme f'(x) # 0 pour tout x €]0,+oo[, d’aprés le théoréme 2, la fonction
exponentielle est dérivable sur R et pour tout x € R,

—1\/ ) = 1 — 1 — i :ez
(f7) (=) @) A % :

Donc, la dérivée de la fonction exponentielle est elle-méme.

2.4. Comment dériver une fonction de plusieurs variables ? Les fonctions que
nous allons considérer sont définies sur

R ={(z,9);2 € Ry €R}, ou R = {(,y,2);r € Ry €R z € R}.

Une application f de R? dans R (respectivement de R® dans R) est la donnée pour
tout (x,y) € R? d’un réel noté f(z,y) (respectivement noté f(x,y,z)). Une fonction
f:R? - R (respectivement f : R*> — R) est une application de R?> dans R (respec-
tivement de R® dans R) & condition de se restreindre & son ensemble de définition.

3
Ezemple 1. Soit f(z,y) = T 20" Alors, f(z,y) est définie pour (z,y) € R? avec

1 — 2y # 0. Notons que I’ensemble des points du plan d’équation zy = 1 (c’est a dire
y = 1/x) est une hyperbole.
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4

r+4y+z+1
(z,y,2) € R® avec x + 4y + 2z + 1 # 0. Notons que I’ensemble des points de I’espace
d’équation x + 4y + z + 1 = 0 est un plan.

Ezemple 2. Soit f(x,y,z) = . Alors, f(x,y,z) est définie pour tout

Nous pouvons voir les fonctions sur R? ou sur R?* comme des fonctions sur 1’en-
semble des points du plan ou de 'espace respectivement, c’est a dire, quand c’est
possible, elles associent & un point une valeur (réelle). Donnons un exemple qui est
important historiquement pour nous. Le lecteur pourrait se demander pourquoi I’Uni-
versité de Grenoble I s’appelle Université Joseph Fourier, alors que celui-ci n’est pas
né dans le Dauphiné (il est né & Auxerre en 1768 et mort & Paris en 1830). En fait,
Fourier fut préfet de I'Isére. On lui doit (entre autres) la construction de la portion
frangaise de la route menant a Turin et le drainage des marais paludéens. Mais, Fourier
était aussi un scientifique, il est souvent considéré comme le fondateur de la physique
mathématique. Son grand traité est “Théorie analytique de la chaleur” (parution vers
1822), dans lequel il étudie la propagation de la chaleur. Pour cela, il introduit les
bases de ce que l'on appelle maintenant 'analyse de Fourier. A quoi s’intéressait
Fourier 7 Prenez une plaque (trés mince) que l'on assimile & un plan. Chauffez cette
plaque en un point. Comment se diffuse la chaleur 7 C’est a dire quelles est la quantité
de chaleur (notée f(z,y,t)) au point M de coordonnées (x,y) au temps t (le temps
t = 0 correspondant & I'instant ot nous chauffons la plaque). Le but de Fourier était
de trouver expérimentalement 1’équation satisfaite par la quantité de chaleur f, puis
de la résoudre mathématiquement. Il a considéré le cas d’autres solides et a tenté d’en
présenter une approche uniforme en développant des outils mathématiques adaptés
(comme ce que nous appelons maintenant les séries de Fourier). Nous donnerons plus
tard un autre exemple de situations considérées par Fourier.

Jean-Baptiste Fourier

Considérons une fonction f : R? — R. Pour dériver cette fonction par rapport a z,
nous considérons que y est une constante et donc que la fonction ne dépend que de
x. S’il est possible de dériver cette fonction qui ne dépend que de z, nous obetnons
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. . ) 0
ce que nous appelons la dérivée partielle de f par rapport a z, qui se note a—f La
xr

0
méme méthode permet de calculer la dérivée de f par rapport a y, qui se note B_f
Y
Ezemple 1 : Soit f(z,y) = zy + 4z + by. Cette fonction est définie pour tout (z,y)

0 0
dans R?. Alors, a—(ac, y)=y+4et a—f(x, y) = = +5. Ici, il est important de voir que
x y

la dérivée de zy par rapport & x est y.

Ezemple 2 : Soit f(z,y) = cos(zy). Cette fonction est définie pour tout (z,y) dans

R?. Alors, g—i(x, y) = ycos(xy) et %(x, y) = z cos(zy). La fonction g—i(m, y) est une

fonction de deux variables que nous pouvons dériver suivant les mémes régles :

o [0 0?
P (a—i) (z,y) = a—x‘é(x,y) = —y”sin(zy).

2
O f 0 f

De la méme fagon, nous pouvons calculer —=(z,y) et ).
G pouv ayQ( Y) axay( y)
Remarque : En faisant ces calculs, le lecteur se rend compte que
0 f 0% f
(.’17, y) =
0yox 0x 0y

Ceci n’est pas toujours vrai, c’est a dire dériver par rapport & x puis par rapport a
2

Jyox

rapport a y puis par rapport a x (c’est a dire

(z,y).

y (c’est a dire (x,y)) ne donne par forcément le méme résultat que dériver par

ax—ay(fﬁay))-

S’il existe, le laplacien de f : R?2 — R, noté Af, est donné par

0? 0?
Af(@y) = 5 5 (@) + 55 (@)

Les mémes régles dérivation s’adapte pour les fonctions de 3 variables.

Ezemple. Soit f(z,y,z) = zyz. Cette fonction est définie sur R®. De plus pour tout
(z,vy,2) dans R®, nous avons par exemple

of

a—y(m,y,z) = 2.
O°f (z,y,2) = 2
8yax Jy, - %
0*f

@(l‘, y,z) = 0.
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S’il existe, le laplacien de f : R® — R, noté Af, est donné par

2 2 2
Afa,,9) = G5 @0, + 5 5 00,9 + 5 L@ 2)

Revenons sur 'oeuvre de Fourier. Il s’est par exemple intéréssé a la propagation de
la chaleur dans les prismes. Prenons un prisme représenté par 0 < z < +oo, —7/2 <
y < m/2 et —0o < z < 400. Le probléme que considére Fourier est de déterminer
la température T' = T'(z,y, z) dans le prisme en supposant que la température T est
maintenue a la valeur 0 sur les cotés du prisme et & la valeur 1 & sa base, c’est a dire

T(x,m/2,2z) =T(x,—7/2,2) =0,YVx > 0,Vz € R,

T0,y,2)=1,Vy €] —7/2,7/2[,Vz € R.

En fait, la température ne dépend pas de z et donc T" = T'(z,y). De plus, Fourier
démontre que T doit satisfaire & I’équation

AT(z,y) = 0.

Le lecteur vérifiera que la solution est donnée par

Fourier n’a pas sorti cette formule “de son chapeau”! Il 'obtient & la suite de calculs
mettant en jeu ce que ’on appelle maintenant les séries de Fourier.

Exercice. Equation des ondes en sismologie.
L’équation des ondes est

’f 0 f

otz ox2’
ou f est une fonction dépendant de la variable “espace” (z € R pour nous) et du
temps (¢ > 0), et C est une constante.
1) Considérons une onde se déplagant a la vitesse V suivant la loi f(z,t) = (z — V)2,
A quelle condition, f est solution de ’équation des ondes?
2) Donner une condition pour que l'onde f(z,t) = g(z — V't) soit solution de I’équa-
tion des ondes.

3) Existe-t-il des ondes sinusoidales, c’est a dire décrites par une fonction de la forme
f(z,t) =sin(kz — wt)?

3. THEOREMES DE ROLLE ET DES ACCROISSEMENTS FINIS

Nous allons dans cette section démontrer deux résultats importants. Le reste du
chapitre sera consacré a des applications.

Théoréme 3 (Théoréme de Rolle). Soit f une fonction dérivable sur ]a,b], continue
sur [a, b] telle que f(a) = f(b). Alors, il existe c €]a,b| tel que f'(c) = 0.
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Remarque. Comment se souvenir que les hypothése du théoréme de Rolle sont “déri-
vable sur |a, b[, continue sur [a, b]”, et non pas “dérivable sur [a, b], continue sur |a, b[” 7
Dans les mauvaises hypothéses, la dérivabilité de f sur [a,b] implique sa continuité
sur [a, b], donc sur ]a, b], c’est & dire I’hypothése de continuité ne servirait a rien.

Il faut d’ailleurs vérifier avec soin que les hypothéses du théoréme de Rolle sont sa-
tisfaites avant de I’appliquer. Considérons f(z) = |z| sur [—1,1]. Cette fonction est
continue sur [—1,1], f(—=1) = f(1). Pourtant, il n’existe pas de ¢ €] — 1, 1] tel que
f'(¢) = 0. Nous ne pouvons pas appliquer le théoréme de Rolle a la fonction valeur
absolue sur [—1, 1], car elle n’est pas dérivable en 0, donc sur | — 1, 1].

L’interprétation graphique est la suivante. Sous les hypothéses du théoréme de
Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que le graphe de f admet au point de coordonnées (c, f(c))
une tangente horizontale.

La stratégie de preuve du théoréme de Rolle est simple. Comme f est continue sur
le segment [a, b], f est bornée et atteint ses bornes, disons en d; € [a, b] et dy € [a, b].
Si f n’est pas une fonction constante sur [a, b], nous montrerons qu’au moins un des d;
est dans l'intervalle ouvert |a, b[, puis qu’en ce point (qui correspond a un extremum
de f), la dérivée s’annule. Le cas ou f est constante est évident.

Démonstration. Cas 1 : f est constante sur [a, b]. Alors, tous les taux d’accroissement

fly) = f(z)

de la forme , ou x, y €la,b], sont nulles. Donc, en tout x €]a,b[, f est

Y
dérivable en z et f'(z) = 0. En d’autres termes, tout point de |a, b| satisfait f'(c) = 0.
Nous voyons ici qu’il n’y a pas en général unicité du c cherché.

Cas 2 : f n’est pas constante sur [a, b]. Comme [ est continue sur le segment [a, b], f
est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes (voir le théoréme 5 du chapitre IV). Ainsi,
il existe d; € [a, b] et dy €]a, b] tel que

() f(dr) < f(z) < f(d2), Va € [a,b].

Comme f n’est pas constante sur [a, b], f(d1) # f(d2) (en effet, égalité f(di) = f(d2)
implique, d’aprés (*), f(z) = f(dy) pour tout x € [a,b], c’est & dire f constante sur
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[a,b]). On en déduit que f(a) (et donc f(b)) est distinct de d; ou de ds (voir méme des
deux). En effet, supposons que f(a) = f(dy) et f(a) = f(ds). Alors, f(dy) = f(dy), ce
qui est absurde. Supposons que f(a) # f(d1) (’autre cas se traite de fagon identique)
et donc f(dy) # f(b). Donc, d; # a, d; # b. Comme d; € [a, b], nous en déduisons que
d; €]a, b[. Montrons maintenant que f’'(d;) = 0. Or, pour tout = € [a, b], f(d1) < f(z).
fz) = f(dy)
xr — d1
fi(dy) > 0. Comme f est dérivable en d; (puisque d; €]a,b[ et f est dérivable sur
la,b[), f'(d1) = fy(d1). Donc, f'(di) > 0. Le méme argument montre que f,(d;) <0,
puis que f'(d;) < 0. Done, f'(dy) =0, et ¢ = d; convient. O

Donc, si x €]d;, b], > 0. Par passage a la limite, nous en déduisons que

Cette démontration montre que si f a un maximum (respectivement un minimum)
en xg sur lintervalle I, c’est a dire f(z) < f(xq) (respectivement f(z) > f(zo)) pour
tout x € I, alors f'(z¢) = 0. Géométriquement,cela signifie que le graphe de f a
une tangente horizontale au point (o, f(xo). Notons que la réciproque est en général
fausse. Par exemple, considérons la fonction f(x) = x3. Alors, f'(0) = 0. Cependant,
f(1)=1> f(0) et f(—1) = —1 > f(0). Donc, f n’a pas d’extremum en 0.

Théoréme 4 (Théoréme des accroissements finis). Soit f une fonction dérivable sur
f(b) = f(a)

la, b[, continue sur [a,b]. Alors, il existe ¢ €]a,b| tel que f'(c) = —

f(b) — f(a)

Rappelons que le nombre est le coefficient directeur de la droite passant

a
par les points A de coordonnées (a, f(a)) et B de coordonnées (b, f(b)). Le théoréme
des accroissements finis s’interpréte donc graphiquement de la fagon suivante. Sous les
hypothéses du théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que la tangente
au graphe de f au point de coordonnées (c, f(c)) est paralélle a la droite passant par
Aet B.

Si nous supposons de plus que f(a) = f(b), le théoréme des accroissements finis
redonne le théoréme de Rolle. Le lecteur peut donc se demander pourquoi ne pas avoir
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démontré d’abord le théoréme des accroissements finis. Tout simplement, parce que
nous allons démontrer ce théoréme comme une conséquence du théoréme de Rolle!

Démonstration. Nous allons utiliser une technique classique, qui consiste & sortir
du chapeau une fonction auxilaire & laquelle nous appliquons le théoréme de Rolle.
Considérons ainsi la fonction

f(b) = f(a)

9@) = f(@) - (o — )22

La fonction g est la somme de f et d’'un polynome de degré 1 , c’est a dire P(x) =
) —

—(x — a)w. Alors

- g est dérivable sur Ja, b[, comme somme de deux fonctions dérivables sur ]a, b[.
- g est continue sur [a, b], comme somme de deux fonctions continues sur [a, b].

- 9(a) = f(a) = g(b).

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a la fonction g sur [a, b], il existe ¢ €]a, b|

Y

tel que ¢'(c) = 0. Or, un calcul élémentaire montre que ¢'(c) = f'(c) — W,
puisque P'(c) = ) = fla) f(a). D’ou, f'(c) = ng : Z:(a) O

b—a
Nous allons dans les sections suivantes donner des applications du théoréme des

accroissements finis. Nous insistons sur le fait que, dans ce qui suit, I est un intervalle
quelconque, qui peut étre R tout entier comme dans I'exemple ci-dessous.

4. INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS
Cette inégalité a été vue en terminale.

Théoréme 5 (Inégalités des accroissements finis). Soit f une fonction dérivable sur
un intervalle I. Supposons que f' est borné sur I, c’est a dire qu’il existe k > 0 tel
que | f'(z)| < k pour tout x € I. Alors, pour tout x € I, tout y € I,

f(z) = f(y)| < klz —yl.

Ezemple. Soit f(x) = sinx. Alors, f est dérivable sur R et pour tout z € R, |f'(z)| =
|cosz| < 1. Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout z € R, tout
y €R,

|sinz —siny| < |z — y|.
Démonstration. Soient z € I ety € I[.Sixz =y, alorsona |f(x)—f(y)] =0 = klz—y|.
Supposons maintenant que z < y (le raisonnement dans le cas y < x est identique,

il suffit d’échanger les roles de z et y). Alors, la fonction f est dérivable (et donc
continue) sur lintervalle [z,y]. Donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis

f(x)_f(y)_ ,C ous
PO~ p.N

appliqué a la fonction f sur [z,y], il existe ¢ €]z, y] tel que

en déduisons

[f(@) = fW)l = [ ()] -lz — y[ < klz —yl.
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Nous allons voir comment appliquer le théoréme des accroissements finis (ou plutot
'inégalité des accroissements finis) a 1’étude de suites données par une relation de

récrurrence de la forme u,1 = f(u,). Pour cela, nous allons considérer un exemple.
2+ uy,

Soit (uy,) la suite définie par ug = 3/2 et, pour tout n € N, u, 41 = . Donc, cette

n
: 2+ . .
relation est de la forme u,1 = f(u,) ot f(z) = ——. Nos pouvons voir facilement
T

(par récurrence) que la suite (u,) est bien définie, car strictement positive. Comme
la fonction f est continue sur R, si la suite (u,) converge, sa limite est solution de
f(z) = z. Un rapide calcul montrer que les solutions de cette équation sont x = —1
et x = 2. La représentation graphique de la suite donne

Nous pouvons donc conjecturer que la suite (u,) tend vers | = 2. Pour démontrer

cela, nous allons utiliser le théoréme des accroissements finis.

. . . PP 24u
Ezercice. Soit la suite u,) définie par ug = 3/2 et pour tout n € N, u, 1 = iy

n
Posons I = [3/2;2].
la) Démontrer que pour tout z € I, f(z) reste dans I.
1b) Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, € I.

8
1c) Démontrer que pour tout z € I, |f'(z)| < 9
8
2) Démontrer que pour tout n € N, |f(u,) — 2| < §\un —2|.

3

)
)
4) En déduire que (u,) converge vers 2.
5) A partir de quel rang a-t-on |u, — 2| < 107,

. 8\"
En déduire par récurrence que pour tout n € N, |u, — 2| < (§> .

L’exercice est laissé au lecteur. Notons seulement que le théoréme des accroisse-
ments finis est utilisé dans la question 3. En effet, d’aprés la question 1c) et I'inégalité
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des accroissements finis appliquée & f sur I,
8
7(2) — F(2)| < glo 2]
pour tout z € I. Comme f(2) = 2 (2 est un point fixe de f), ceci s’écrit
8
f@)~2| < dle -2 vre T

Or, d’aprés la question 1b), u, est dans I. Donc, 'inégalité précédente donne pour
T = Up,

8
|f(un) - 2| < §|un - 2|'

Ce que nous pouvons aussi écrire

8
[Unt1 — 2| < §‘“n —2|.

5. SENS DE VARIATION ET BIJECTION

Nous avons déja signalé au chapitre IV qu’une fonction & derivée positive (respecti-
vement négative) sur un intervalle est croissante (respectivement décroissante) sur cet
intervalle. Nous allons maintenant le démontrer grace au théoréme des accroissements
finis.

Théoréme 6. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors,
(i) [ est croissante sur I si et seulement si f'(x) > 0 pour tout x € 1.
(ii) f est décroissante sur I si et seulement si f'(x) < 0 pour tout x € 1.
(#ii) f est constante sur I si et seulement si f'(z) =0 pour tout z € I.

Démonstration. Démontrons tout d’abord (i). Pour cela, supposons que f est crois-
sante sur I et montrons que f'(z) > 0 pour tout x € I. Fixons z € I. Siy € I
est tel que y < z, alors, puisque f est croissante, f(y) < f(z). Donc, puisque f
est dérivable en z, fij(z) = lim fy) = Jiw)
y—=>z,y<z y—x
f'(z) = fi(xz) > 0. Réciproquement, supposons que f’(z) > 0 pour tout z € I.
Considérons z et y dans I tel que z < y. Alors, la fonction f est dérivable (et donc
continue) sur lintervalle [z,y]. Donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis

f(y)_f(x) _ ’C
e O]

Comme par hypothése f'(¢) > 0, il s’en suit que f(z) < f(y). Ceci étant vrai pour
tout x € I et y € I tels que z < y, nous en déduisons que f est croissante sur 1.

Nous laissons le soin au lecteur de modifier 'argument précédent pour démontrer (ii).
Le dernier point découle des deux précédents en remarquant qu’une fonction qui est
a la fois croissante et décroissante sur I est constante sur /. Notons que nous avons
déja vu que la dérivée d’une fonction constante sur I est nulle en tout point de [
(voir le cas 1 de la démonstration du théoréme de Rolle). O

existe et est positive ou nulle. D’o1,

appliqué a la fonction f sur [z,y], il existe ¢ €]z, y[ tel que

Il est important de noter que dans la théoréme 6, nous nous sommes placés sur
un intervalle. Le méme résultat est faux en général si I n’est pas un intervalle. Nous
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verrons & la fin de ce paragraphe un exemple de fonction dont la dérivée est nulle sur
R*, mais qui n’est pas constante sur R*.

Attention! Dans le résultat précédent, nous parlons de “fonctions croissantes” et
non de “fonctions STRICTEMENT croissantes”. En particulier, il est FAUX qu’une
fonction est strictement croissante sur un intervalle I de R si et seulement si f'(z) > 0
pour tout x € I. Pour voir cela, prenons la fonction f(x) = z®. Elle est strictement
croissante sur R. En effet, si z < y, alors f(z) = 2° < y® = f(y). Pourtant, f'(0) = 0.

Nous admettrons que le résultat suivant (que nous utiliserons par la suite) est vraie.

Théoréme 7. Soit f une fonction dérivable sur lintervalle [a,b] telle que f'(z) >0
(réciproquement f'(x) < 0) pour tout x €la,b|. Alors, f est strictement croissante
(respectivement strictement décroissante) sur [a, b).

En particulier, la dérivée peut étre nulle en a et b.

Nous allons appliquer ceci aux fonctions réciproques. Soit f(z) = tan x. Souvenons
nous que cette fonction est définie partout sauf pour les x de la forme (2k + 1)7/2.
Plagons nous sur l'intervalle | — 7/2, 7/2[. Sur cet intervalle, f est dérivable et, pour
tout z €] — w/2,7/2[, f'(z) =1+ tan?z > 0. Donc, f est strictement croissante sur
| =m/2,7/2[ et f(| —7/2,m/2]) =]limg_,_r /s f(2),lim; /o f(x)[= R. Donc, d’aprés
le théoréme 8 du chapitre IV, la fonction tan est une bijection de | —7 /2, 7/2[ dans R.
Elle admet donc une bijection réciproque, notée arctan, qui est continue et strictement
décroissante sur R. En fait, arctan : R —] — 7 /2, 7/2] est telle que, pour tout z € R,

y = arctan z si et seulement si (z =tany ET —7/2 <y < 7/2).

Nous en déduisons que arctan 0 = 0 et arctan 1 = 7/4. Notons aussi que lim arctanz
T——00

—m/2et lirf arctan z = 7/2. Ainsi, le graphe de arctan admet aux infinis des asymp-
T—r+00

totes d’équation y = —7/2 et y = 7/2.

D’aprés les propriétés générales sur les fonctions réciproques vues dans la section
4.3 du chapitre IV, nous avons

arctan(tanxz) = z, Vo €] — /2, 7/2] et tan(arctanz) = z,Vr € R.

Comme la dérivée de la fonction tan ne s’annule jamais sur | — 7/2,7/2[, nous en
déduisons, d’apres le théoréme 2, que la fonction arctan est dérivable sur R et pour
tout z € R,

tan)'(z) = ! = : = 1 -1
(arctan)(z) = Zrr—03) = Flarctans) ~ 1+ tan?(arctanz) ~ 1+ 2%

Donc, pour tout z € R,

1

tan)'(z) = )
(arctan)’(z) T2
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La fonction arctan est impaire. En effet, puisque la fonction tan est impaire, nous
avons pour tout r € R,

y = arctan(—z) <= (z =tan(—y) ET — (7/2) <y < 7/2)
<— (r=—-tany ET — (7/2) <y <7/2)
<~ (—z=tany ET — (7/2) <y < m/2)
< y = —arctan(x).
Donc, arctan(—z) = — arctan(z).

Graphes de tan et de arctan

Considérons maintenant la fonction
¢(x) = arctanx + arctan(1/z).
Cette fonction est définie et dérivable sur R*. Pour tout x € R*,
#(z) = 1 —pl+y 11
1+ 22 = 1+22 1+ 22
Nous en déduisons que ¢ est constante sur chaque intervalle | — oo, 0[ et |0, +o00| (et

non sur R* qui n’est pas un intervalle!). Or, ¢(1) = 2arctan1 = 7/2 et, puisque la
fonction arctan est impaire, ¢(—1) = —¢(1) = —7/2. Donc,

arctan x + arctan(l/z) = —7/2, Vx €] — 00, 0].
arctan z + arctan(1/z) = 7 /2, Vz €]0, +o0l.
Voir la section 10.3 pour quelques remarques historiques.
6. APPLICATION AU CALCUL APPROCHE D’UNE SOLUTION D’EQUATION f(z) =0

Nous allons appliquer les idées du paragraphe précédent pour donner une valeur
approchée de I’équation
24+ —-14=0.
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Nous commengons par nous ramener a une équation du type f(z) = z. En considérant
une suite donnée par la relation de récurrence u, 1 = f(u,), nous obtiendrons que
cette suite tend vers le point fixe de f (et donc la solution de notre équation). D’o1,
pour n assez grand, u, sera une bonne valeur approchée de cette solution. Mettons
tout ceci en place dans notre cas.

Ezercice.

1a) Montrer que I'équation 23 + z — 14 = 0 a une unique solution (notée c) sur R.
1b) Soit f(z) = (14 — z)3. Montrer que c est I'unique point fixe de f sur R.

2) On définit la suite (u,) par ug = 6 et, pour tout n € N, up 1 = f(uy)-

2a) Montrer que, pour tout n € N, —13 < u,, < 13.

2b) Démontrer que pour tout z €] — 00,13], |f'(x)| < 1/3. En déduire, grace au
théoréme des accroissements finis, que pour tout z et tout y dans [—13,13],

1
(@) = fly)l < gla —yl.
2c) Déduire des questions précédentes que pour tout n € N,
1
|un+1 - C| S g‘un - C‘a
puis par récurrence que
1
i — €] < =g —

2d) Quelles est la limite de (u,,) ? Comment obtenir une valeur approchée de ¢ a 102
prés?

Remarque. Le lecteur asticieux aura observé que le nombre ¢ est aussi point fixe de
la fonction (a priori) plus simple g(z) = z® — 14. Nous lui laissons reprendre la mé-
thode précédente pour voir que notre choix de la fonction f est plus judicieux (en
particulier, combien de termes des suites associées a f et g faut-il calculer pour avoir
une valeur approchée de ¢ a 1075 ou 1071% prés?).

7. UN BREF APERCU HISTORIQUE

L’histoire de la dérivée est longue et étroitement liée a celle de la tangente. Pendant
I’antiquité, la tangente est une droite qui ne touche la courbe qu’en un seul point. En
utilisant la cinématique, Archiméde avait construit la tangente & une spirale, tandis
qu’Appolonius avait considéré le cas des coniques. Cependant, leurs travaux poursui-
vis par Torricelli et Roberval au XVlIe sécle n’avaient débouché sur aucune méthode
générale. Au cours du XVlIle siécle, le probléme de la détermination de la tangente
a une courbe devient important du fait de ses applications : construction d’horloge
(Huygens 1673), recherche des extrema d’une fonction (Fermat 1638), vérification des
lois de la gravitation en astronomie (Kepler, Newton),.........

Décrivons maintenant les approches de Leibniz et de Newton a travers ’exemple (élé-
mentaire de nos jours) de la parabole d’équation y = 2.
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Si x varie de Az, alors y devient
y+ Ay = (z + Az)® = 2° + 2zAz + (Az)?,

c’est-a-dire Ay = 2zAx + (Ax)2

La pente de la droite passant par (z,y) et (z + Azx,y + Ay) est égale a 2z + Ax.
D’ou, quand Az s’approche de 0, cette pente s’approche de celle de la tangente. Le
probléme est dans le “devient proche de 0”.

Pour Leibniz (1684), on doit imaginer que Az et Ay deviennent “infiniment petits”.

A
Alors, (Az)? sera infiniment plus petit que Az et Ay donc négligeable, et A—y = 2.
x

Pour Newton (1671, mais publié en 1736), le terme (Az)? doit étre vu comme égal a

A
0 et donc A—y = 2z (Méthode des fluxions)
T

Ces travaux vont étre poursuivis par les Bernouilli, L’Hospital, Euler, D’ Alembert,.....
Une premiére critique des “infiniment petits” apparait en 1734 dans un article de
I’évéque Berkeley. Comme nous ’avons déja vu au chapitre 2, ils seront remis en
cause par Lagrange qui avait essayé de développer 1’analyse sur la base des séries de
Taylor que nous allons voir au chapitre suivant. On lui doit le nom “dérivée” et la

notation —.

En 1823, Cxauchy critiqua cette approche et revint aux “infiniment petits”. Il faut
attendre les travaux de Bolzano (1817) et surtout de Weierstass (1861) pour voir
apparaitre la définition de la limite avec des ¢, et donc la définition rigoureuse de la
dérivée.

Le théoréme de Rolle est di ... a Rolle (1690) et celui des accroissements finis a
Lagrange (1797). Il est clair d’aprés ce que nous avons vu précédemment que la
formulation initiale n’était pas celle que I'on vous a donné en cours!

8. QUELQUES EXERCICES SUR LA DERIVABILITE

8.1. Questions de cours. Vrai ou faux ?
(1) Toute fonction f dérivable en xq est continue en x;.
(2) Si f est dérivable a droite et & gauche en zg, alors f est dérivable en .
(3) La dérivée de f(x) = cos2z est f'(z) = —sin2z.

(4) Si f est dérivable sur ]0,2[ et si f'(1) = 0, alors f admet un maximum ou un
minimum en 1.

Retour sur les théorémes du cours

- Les énoncés suivants sont-ils corrects ? Si la réponse est non, les corriger.
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(1) Soit f une fonction dérivable sur [a, b], continue sur |a, b telle que f(a) = f(b).
Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

(2) Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. Alors, il existe un
f(b) — f(a)
b—a
- Peut-on appliquer le théoréme de Rolle a la fonction f(z) = |z| sur U'intervalle
[—1,1] ? Méme question avec f(z) = 5z* + 3 sur [0, 1].

unique ¢ €]a, b] tel que f'(c) =

- L’interprétation graphique suivante du théoréme des accroissements finis est-elle
correcte ? Si la réponse est non, la corriger.

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[. Alors, il existe ¢ €]a, b]
tel que le graphe de f admet au point C(c, f(c)) une tangente qui passe par les points

A(a, f(a)) et B(b, f(b))-

8.2. Quelques exercices.

Exercice 1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

f(z) =sin(2z +1); f(2) =4 f(2) = Va? +2; f(z) = Veosa.

3 1 1 1
fla) = T @) = s (@) =sing®, (@) = (sina)’s flo) = ;.
1+2z)? 3021 )
f(z) = (1_3;) : f(z) = tan(2z + 3); f(z) = 3e ; f(z) =In(3z° —1).

Exercice 2. Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

f(z) =sin(cosz) h(z) = cos(sinx)
g(z) =In(?) k(z) = In (in(z))

ar +b 1
) = cx+d m(z) = 1+ (tanx)?
n(z) = sin (cos(aﬂ)) o(z) =€

Exercice 3. Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

f(z) = arctan(2z + 3); f(x) = arctan(z® — 1); f(x) = arctan /z.
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Exercice 4. Calculer ' en fonction de ¢’ dans les différents cas suivants :
f(z) = g(az + )
f(@) = g(a+g(z))
f(z) = g(z + g(a))
f(@) =g(z + g(z))

Exercice 5. FEtudier la dérivabilité en 0 et, s’il existe, calculer le nombre dérivé en
0 des fonctions suivantes :

f(z) = xsin (é) et f(0)=0
g(z) = z*sin (%) et g(0) =0
h(z)=—6z>+2z+1 siz>0
h(z) = In(1 + 22) stz <0
k(z) =sinz six >0
k(z)=e*—1 siz <0

Exercice 6. Soit f la fonction définie par f(x) = 2z + /|2? — 1|. Etudier la déri-
vabilité de f en 0 et en 1.

Exercice 7. Pour les deux fonctions suivantes, déterminer le réel m pour que la
fonction f soit dérivable sur R.

flz) =22 stz > 2
flz)=m(z>—4) siz<?2

{f(x) =23 4+2°4+(m?* -2z sizx<0

flz) = —2 + =2m siz >0

Exercice 8. Soient g et h deuz fonctions définies sur R et dérivables en 0 telles que

g(0) = h(0). On pose
_J og(z) siz <O
f(x)—{ h(z) siz >0
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit dérivable en 0. (Indi-
cation : deviner la solution en raisonnant graphiquement.)

Exercice 9. Soit la fonction

2

@) = 3z —L—ax-l-b.
x4+ 1

Soit C la courbe représentative de f.

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Déterminer a et b pour que la droite d’équation y = 4x + 3 soit tangente o C au

point I de coordonées (0, 3).
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Exercice 10. Tracer la courbe C d’équation :

1 3
y = 2% — 2g?

3 2

A tout point M de C, de coordonnées (m, f(m)), on associe la droite D = (OM), en
convenant que c’est la tangente en M a C lorsque m = O. Montrer que D recoupe C
en un point dont on précisera les coordonnées.

Exercice 11. Calculer les dérivées premiéres et secondes des fonctions suivantes :

f(z) = cos(2z); f(z) =tanz?; f(z) =In(2z +1); f(z) =" 2.

f(z) = Va? — 6z +5; f(x)—2x+1' f(z) =sin(az +b) ot a,b € R

3z -2
Exercice 12. Déterminer la dérivée n-ieme des fonctions suivantes :
3 2x 1
flz) = 42"+ z; f(z) =€ flz) = .

Exercice 13. 1) Déterminer et représenter le domaine de définition des fonctions
suivantes :

T+ 4y
f(x,y):m;f(x,y)zln(f—f—‘l); flz,y,2) = Vo — 4y + 32 — 5.
1 3r—y—4 z— A4z
f(x;y)_\/l_xz\/l_y27f(x:y’z)_x+y+z+5 2x+3y—8z

2) Soit f : R? — R une fonction. Une ligne de niveau de f est une courbe d’équation
f(z,y) =k ou k € R. Déterminer les lignes de niveau des fonctions suivantes.

flz,y) = 2\/W; flz,y) = "T;Llfy;l; f(z,y) = e™.

3) Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes.

f(z,y) = 2y + bzy — 62 4+ 8y — 6; f(z,y) = cos(zy); f(z,y) = In(5zx + 8zy).

f(z,y) = Te VTV, f(z,y) = \/5x — zy?; f(z,y) = arctan (g) )

f(z,y,2) = xyz + 2°2 + 2°y; f(z,y,2) = 2e™; f(x,y,2) = sin(zy + yz + 22).

4) Calculer le laplacien des fonctions f(x,y) = 22 + 5y? —xy + 8 et g(z,y) = In(xy).
5) Déterminer les fonctions f : R2 — R (qui admettent des dérivées premiéres par-
O () = 0

—(z,y) = 0.

ay Y y
6) Montrer que la fonction u(x,y) = dxy + Tx + 8y — 4 est solution de ’équation
Af=0.

tout) telles que, pour tout (z,y) € R?,
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Exercice 14. 1) Montrer que pour tout x € [0, g] ,sinz < .

7
2) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout x € [O, 5] ,

—2?2<cosz—1<0.

3) De linégalité précédente et de la parité du cosinus, déduire que pour tout r €

53]
272V

Exercice 15. Soit une fonction f dérivable sur [0,2] telle que pour tout = € [0, 2],
f'(x) < 1/2. Faire un dessin et montrer que le coefficient directeur de la droite (M N)
passant par deuz points quelconques M et N du graphe de f est de coefficient directeur
inférieur a 1/2.

1—2?<cosz <1.

|
Exercice 16. Soit f la fonction définie sur 0,1] par f(z) = na:l si x €]0,1] et
:L‘ J——

f(1) = 1. On se propose d’étudier la dérivabilité de f en 1. A cette effet, on considére
1
la fonction g définie sur [—5, 0] par g(z) =In(l+z) —x + %xQ.
1a) Calculer g'z) et ¢"(z).
1
1b) Soit h un élément fizé de [—5,0]. FEtablir que, pour tout x de [h,0], ¢'(0) <

g'(z) < ¢'(h). En appliquant ’inégalité des accroissements finis a g sur [0, h], démon-
trer que
3

1+h
f+h) - fQ1)
h

1 1
—§W+- §1m1+hy—h§—5h?

2a) Déterminer la limite de quand h tend vers 0 par valeurs néga-

tives.
2b) Conclure.

Exercice 17. On se propose d’étudier la suite (u,) définie par, pour tout n € N*,
_1q 1 1 1
Up = +§+§+...+$.
1) Vérifier que cette suite est croissante.

2) Soit la fonction f définie par f(z) = 1/z*. Vérifier que si k est un entier naturel
non nul,

2 , 2
pour tout x € [k, k+ 1], — i < fl(z) < RS
3) A Uaide de linégalité des accroisements finis, montrer que
2 1 1 2

S QU S P —
B +12 k2= (k+1)°
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Puis, démontrer que, pour tout entier k > 2,

r_ Ny 1t 1/ 1 1
o \k2 (k+12) "k~ 2\(k—12 k2)°

4) En déduire que pour tout entier n > 2,

9 b 31

8 2(n+1)2~ "T 2 2p?
5) En déduire que la suite (u,) est convergente et donner un encadrement de sa limite
(que l’on ne cherchera pas a calculer).

Exercice 18. Un véhicule part a 14 heures et roule a une vitesse comprise entre 60
et 80 kilométres par heure jusqu’a 17 heures.

1) Donner un encadrement du nombre de kilométres parcourus.

2) Retrouver dans l’énoncé de cet exercice les hypothéses du théoréme des accroisse-
ments finis, puis retrouver le résultat du 1).

Exercice 19. Une fonction f est dérivable sur [0,2]. On sait que f(0) = —1 et
f(2) =1 et que pour tout x € [0,2],

1

En appliquant le théoréme des accroisements finis d’une part sur lintervale [0, z| et
d’autre part sur [z, 2], montrer que la courbe représentative de f est située a l'intérieur
d’un parallélogramme a définir.

Exercice 20. Soit f une fonction dérivable sur ]a,b| avec 0 < a < b. On suppose de
plus que f est continue sur [a,b] et que f(a) = f(b) = 0. Montrer qu’il existe une
tangente a la courbe représentative de f qui passe par l’origine. On pourra introduire
x
la fonction g définie par : g(x) = m
x
Exercice 21. Montrer, en utilisant le théoréme des accroissements finis, que :

1 1
V.TER:_, m <ln(x+1)—ln(:r) < 5

puLs
bn-l-l _ an-i—l
Va,b e R}, n e N, (n+1)a" < . < (n+1)0"
—a
En déduire :
1 n 1 n+1
Vn € N*, <1+—) <(1+ )
n n+1
(On pourra prendre a = 1+ n%l etb=1+ %) Remarque : la suite ainsi définie est

donc croissante, vers quoi converge-t-elle ?

Exercice 22. Soit f une fonction définie et continue sur [0,400), dérivable sur
10, +00), et telle que f' est croissante et f(0) = 0.

(1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que Vo > 0, f(x) <

zf'(x).
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(2) En déduire que la fonction g définie sur )0, +00) par g(x) = @ est croissante.
Exercice 23. Calculer, a l’aide du théoréme des accroissements finis :
lim z? (e% — eﬁ>
T——+00
Exercice 24. Soient f et g deuz fonctions définies et continues sur [0, 1], dérivables
sur |0, 1] et telles que :
f(0) =g(0) et f(1) = g(1)
On va montrer qu’il existe X € R tel que les représentations graphiques de f et de
g + A sont tangentes.
Remarque : g+ )\ est la fonction x — g(x) + A.
(1) Soit h la fonction définie par h(x) = f(x)—g(x). Montrer que 3c € [0,1] / A'(c)
0.
(2) On prend X\ = h(c). Ecrire I’équation de la tangente de f, puis de g + ), au
point d’abscisse c. Conclure.

Exercice 25. 1) Quelle est la plus grande valeur de f(x) = —z® + 2 pour x €
[0, +00[ #
-5
2) Soit la fonction f : R — R définie par f(x) = x——l-l
x

2a) Sans faire de calculs, expliquer pourquoi f est bornée sur [0,2]. Calculer ensuite
les extrema de f sur [0, 2].

2b) La fonction f est-elle bornée sur | —1,0] ¢ et sur [2,+oo[ ¢

3) Soit la fonction f : R — R définie par f(x) = (x — 1)e®. Cette fonction est-elle
bornée sur [—1,2] 2 Si oui, déterminer les extrema de f sur [—1,2].

Exercice 26. Trouver les valeurs de m pour lesquelles la fonction f,, définies sur
R\ {1,3} par

2 — mx
fm (.7)) = 2
¢ —4x +3
(i) n’admette ni mazimum, ni minimum ;
(#i) admette un mazimun et un minimum ;
(#i) admette uniquement un minimum.

Exercice 27. Voici un petit exercice qui date du début des années 1990.

Un camion toupie appartenant a une entreprise de travaux publics ravitaille en béton
un chantier en empruntant toujours le méme trajet qui mesure aller-retour 150 km.
Le priz d’un litre de gasoil est de 3,50F. Le chauffeur du camion est payé 62 F de
l’heure. La consommation ¢ du véhicule, exprimée en litres de gasoil par heure, est
une fonction de la vitesse moyenne v du camion donnée par

’1)2

=64+ —
c(v) + 100’
v étant exprimée en km par heure.
1a) Si la vitesse moyenne v du camion est de 50 km par heure, calculer le codt de

revient d’un trajet.
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1b) Plus généralement, exprimer en fonction de v le codt de revient d’un trajet.
Vérifier le résultat du 1a).
2) Etudier les variations de la fonction f définie pour x € [40,100] par

124
f(z) = 5,25z + 750

3) Trouver la vitesse moyenne v pour que le codt d’u trajet soit minimal. Quel est
alors ce cott ?

Exercice 28. 1) Parmi tous les rectangles de périmétre donné 30 c¢cm, déterminer
celut qui a la plus grande aire.

2) Une personne désirant cloturer son terrain rectangulaire de 450m? dont un coté
s’appuie sur le bord d’une riviére, ce coté ne nécessitant pas de cloture. Déterminer
les dimensions x et y du terrain pour la longueur de cléture soit minimale.

Exercice 29. 1) Pour des raisons obscures, le gardien d’un phare (point A) doit
rejoindre la le plus rapidemnt possible la maison cotiére (point B).

1l se déplace en canot a la vitesse de 4 km par heure et a pied a la vitesse de b km
par heure. Ou doit-il accoster pour que le temps de parcours soit minimal ?

On supposera que la cote est rectiligne (droite A) et la dérive due au courant nulle.

2) Une ficelle de longueur | est coupée en deur morceauz; avec l'un deuzx, on forme
un cercle, et avec 'autre un carré. A quel endroit doit-on couper la ficelle pour que
la somme des aires des domaines obtenus soit mazimale ¢ (On pourra désigner par x
le coté du carré, avec 0 < x < 1/4).

Exercice 30. On dispose d’une feuille de carton rectangulaire de 80 centimétres
de long et 50 centimetres d large, avec laquelle on veut fabriquer une boite ayant
la forme d’un parallélépidéde rectangle. Pour cela, on découpe dans la feuiile quatre
carrés égauz, aut quatre coins (voir figure), puis on plie le carton suivant les segments
[A, B], [B,C], |C, D] et [D, A]. On note x la mesure en centimétres du coté de chaque
carré découpé.
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1) Préciser pour quelles valeurs de x, la boite est réalisable.

2) Pour quelle valeur de z le volume de la boite est mazimale ? Quelles sont alors les
dimensions et le volume de la boite ?

Exercice 31. 1) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x + 1 — e*. Etudier
les variations de f et tracer sa courbe représentative C. Démontrer que la droite
d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe.

2) A chaque réel X, on associe la fonction fr(z) = A(z+1)—e®. On note Cy sa courbe
représentative.

2a) Déterminer ’ensemble des valeurs A pour lesquelles fy admet un mazimum.

2b) Soit M) le point d’ordonnée mazimale de Cy. Démontrer que M)y appartient d la
courbe d’équation y = xe®.

Exercice 32. (1) Montrer que l’on a xcosz —sinz < 0 si x €]0, 7).
sin x

(2) Etudier le sens de variation de la fonction f(x) = sur Uintervalle 10, ).

Soient a et b des nombres réels tels que 0 < a < b < w. Montrer que l’on a
a sina

- < .
b sinb
Exercice 33. Soit p un entier positif.
: o (1+z)?
(1) Montrer que la fonction f : [0, 4+00[— R définie par f(x) = S a pour
x

mazimum 2P1.
(2) Soient a et b des nombres réels positifs. Montrer que l’on a
(a+b)P <2071 (a? + bP).

Exercice 34. 1) En étudiant les variations de la fonction f(z) = 8z® — 1222 + 3,
montrer que l’équation f(x) = 0 a exactement deux solutions xy et x1 avec —1 <
29 <0, 0 < 2, < 1. Déterminer des valeurs approchées de ces solutions a 1072 prés.
2) Reprendre le méme énoncé avec l'équation 2x° + 4z% + 2z +1 =0 sur R.

1
Exercice 35. Soit la fonction f définie par f(z) = my On note C la courbe repré-
x

sentative de f.
1) Quelle est l’ensemble de définition de f ¢ Déterminer les limites de [ aux bornes
de son ensemble de définiton. Interpréter graphiquement ces résultats.
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2) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3) Trouver une équation de la tangente T a C au point d’abscisse 1.

4) Tracer la courbe C et la tangente T.

5) Lire graphiquement le nombre de solutions de I’équation Inx — A\x = 0 suivant les
valeurs de \.

Exercice 36. Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par

_l+Inz
f(.’IZ') - (37—1)2.

On note C la courbe représentative de f.

1a) Calculer la dérivée de f.

1b) Soit g la fonction définie sur |0,4+o00| par g(z) = —x — 1 — 2z Inz. Etudier les
variations de g et en déduire le signe de g(z).

1c) Etudier les variations de f.

2) Déterminer les limites de [ auzx bornes de son ensemble de définiton. Interpréter
graphiquement ces résultats.

3) Indiquer une équation de la tangente & C au point d’intersection de C avec l'azxe
des abscisses. Tracer la courbe C.

Exercice 37. Soit f la fonction définie sur [0, 400 par f(x) = ze®.

1) Etudier la limite de f en +oo0.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Donner une équation de la tangente T a la courbe C de f au point d’abscisse 0.

4) Tracer T et C.

Exercice 38. Soit la fonction f définie par

2e* — 1

fle) = et +1°

Soit C la courbe représntative de f.
1) Etudier les limites de f en 4+00 et en —oo. Interpréter graphiquement ces solutions.
2) Etudier les variations de [ et dresser son tableau de variation.
3) Indiquer une équation de la tangente & C au point de C d’abscisse 0. Etudier la
position de C par rapport a T .
4) Tracer la courbe C.

Exercice 39. Soit Ny le nombre moyen de noyaux radioactifs présents dans un écha-
tillon la date t = 0. Le nombre moyen de noyauz présents dans cet échantillon a la
date t est

N(t) = N()Gi)\t,
ol A est la constante radioactive (positive) caractéristique du nucléide considéré et
du mode de désintégration.
1a) Pourquoi qualifie-t-on cette loi de “loi de décroissance” du nombre moyen de
noYaur.
1b) La période radioactive T (ou demi-vie) est la durée nécessaire pour qu’un échan-
tillon contenant en moyenne N noyauz n’en contienne plus que N/2. Montrer que
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T = (In2)/\.

1c) En déduire que N(t) = No2 7.

1d) Calculer N(t) pourt =T, t=2T, t = 3T.

1e) Représenter la fonction t — N(t) dans le cas du polonium 210 dont la période est
138 jours et en supposant que Ny = 1250 x 10'6.

Les physiciens nucléaires s’intéressent plutdot au nombre de désintégrations par se-
conde ; ils appelent ce nombre l'activité, le notent A(t) et savent que

A(t) = —N'(t)

L’unité d’activité est le becquerel (noté Bq).

2a) Vérifiez que A(t) = AN(t).

2b) Ezpliquer pourquoi la courbe d’équation y = In A(t) est une droite. Quelle est son
coefficient directeur ?

2¢) L’iode 121 est utlisée en médecine ; sa période est de 8,1 jours. A instant 0, on
mesure que lactivité de I’échantillon est de 2,2 x10° Bq. Calculer le nombre moyen de
noyaux présents intialement puis au bout d’un an. Interprétez ce résultat en pratique.

Exercice 40. 1) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 8(e™* — e™%%).,
1a) Démontrer que pour tout x € R,

e* -1
fla) =8
1b) Démontrer que pour tout x € R,
2—¢€"
f(z) =28 e

En déduire le signe de f'(x).

1c) Etudier les limites de f en —oo et en +00.

1d) Donner le tableau de variation de f.

le) Représenter la fonction f (Unités : abscissse= 4cm et ordonnée = 2c¢m).

2) On injecte a l'instant t = 0 une substance dans le sang d’un animal. A 'instant t (t
positif exprimé en secondes), la concentration y de la substance est y = 8(e™t —e™2).
On appelle “concentration” le rapport entre la quantite du liquide injecté et la quantité
du sang qui le contient.

2a) En utilisant les résultats du 1), donner le tableau de variation de la concentration
en fonction du temps t, t positif exprimé en secondes.

2b) Au bout de combien de temps la concentration est-elle mazimale ¢ On donnera
une valeur approchée par défaut de ce résultat en centiémes de secondes.

2¢) Calculer au bout de combien de temps la concentration “retombe” au quart de sa
valeur mazimale. Donner ce résultat avec la méme précision que dans la question 2b).
Vérifier graphiquement en utilisant la question Ie).

2d) Donner une valeur approchée de f(9). En déduire qu’a instant t > 9, la concen-
trtaion est inférieure a 103,

Exercice 41. Démontrer que f réalise une bijection de l’intervalle I sur un intervalle
J que [’on précisera.
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(i) f(x)=2®—6z+2, [ =[-1,1].
(ii) f(x) =v1—z, I =[-2,0].

L r=p.7

(i) f(a) = =5

Exercice 42. Soit f la fonction définie sur R par :
e2et? st x<-—1
fl@)=< 22+3 si —1<z<0
22 +2x+3 si >0

(1) Tracer son graphe.
(2) Montrer que f est continue et strictement croissante.

(3) Donner les formules définissant sa fonction réciproque g et tracer le graphe
de f et de g.

(4) Etudier la dérivabilité de f et de g.
Exercice 43. On pose f(z) = arctanz + arctan 2z pour x réel.
(1) Etudier la fonction f et en tracer la représentation graphique.

(2) Montrer que [ est une bijection de R sur un intervalle que [’on précisera.
On notera g son application réciproque. Sans aucune €étude de g, tracer sa
représentation graphique dans le méme repére que f.

Exercice 44. Montrer :
arctan1 + arctan2 4+ arctan3 =7
Ce genre de formule permet de calculer les décimales de w, voir la section 10.3.

Exercice 45. Démontrer que :
1
V1+a?

Exercice 46. Soit la suite (u,) définie par ug = 1/2 et pour tout entier n,

cos (arctan ) =

Upp1 = iun(l — Up).

5
1) Soit f la fonction définie par f(x) = —x(1 — z). Dressez le tableau de variation

de f. Tracez la courbe représentative de f. Représentez graphiquement les premiers
termes de la suite (uy).

15
2) Soit I = [5, g] . Démontrer que pour tout x € I, f(x) € I.

3) En déduire que pour tout n € N, u,, € I.
4) Démontrer que pour tout x € I, |f'(z)| < 5/8.
5) Démontrer que pour tout n € N,

3
un+1_gg Up — |-

5

oo | Ut

]
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Puis, en déduire que pour tout n € N,

3 L (5)"
Untt =51 =99 \8) -

6) La suite (u,) converge-t-elle ¢

1
Exercice 47. 1) Soit la fonction f(x) = 3 sinx. Vérifier que 0 est point fize de f.

2) Soit la suite (uy) définie par ug = 1 et pour tout n € N, up1 = f(un). Trouver
un intervalle I contenant 0 et 1 tel que f(I) C I. En déduire que pour tout n € N,
u, € 1.

3) Montrer que pour tout x € I, |f'(x)| < 1/2. En déduire grice au théoréme des
accroissements finis que pour tout n € N, |f(u,) — f(0)] < 1/2|u, — 0|, puis que
[Unt1]| < 1/2|uy| et que |u,| < (1/2)". Conclure.

Exercice 48. Soit la fonction f définie par f(x) = |xIlnz| si x #0 et f(0) =0.

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

2) Soit la suite (u,) définie par ug # 1 strictement positif et pour tout n € N, u, 1 =
f(uy). Essayer d’étudier graphiquement la convergence de la suite (u,) (suivant les
valeurs ug) ). Pour quelles valeurs de ug, la suite est-elle constante ¢

1
3) On choisit ug € ]0, — [
e

1
3a) Démontrer que pour tout n € N, u, € }0, — [
e

3b) Démontrer que la suite (u,) est strictement croisante.
3c¢) Conclure.

1 1
4) On choisit maintenant uy € ] -1 [ Prouver que u; € }O, - [ En déduire que (uy,)
e e

est croissante & partir du rang 1.

4a) Pour ug > e, montrer que la suite (u,) est croissante.
4b) Prouver que si x > e, alors f'(x) > 2.

4c) En déduire que pour tout n € N,

Unt1 — € > 2(up, — €)
PULS que

Up, — e > 2"(ug — e).
4d) Quelle est, dans ce cas, la limite de (uy) ?

Exercice 49. Soit g la fonction définie sur ]0,4+o00| par g(z) =2z —2+1/2Inz.

1a) Etudier les limites de g en 0 et + oc.

1b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

1c) Montrer que l’équation g(z) = 0 a une solution | et une seule dans ’intervalle
[1,2].

2) Soit f définie sur I =[1,2] par f(x) =2—1/2Inz.

2a) Vérifier que | est l'unique solution de l’équation f(x) =z (sur I).

2b) Etudier les variations de f et montrer que, pour tout x € I, f(x) € I.

2¢) Montrer que pour tout x € I, |f'(x)] < 1/2.
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3) Soit (uy,) la suite définie par ug =1 et pour tout n € N, u,1 = f(uy).
3a) Montrer que pour tout entier naturel n, u, € I.
3b) Montrer que pour tout entier naturel n,

[Uny1 — 1] < 1/2|up, — 1,

puis en déduire que
lun — 1] < (1/2)™.

3c) En déduire que (uy,) converge vers .
3d) Trouver le plus petit entier naturel n tel que u, soit une valeur approchée de l
102 pres. En déduire un encadrement de | ¢ 1072 prés.

1

Exercice 50. Soit la fonction f définie sur ]0,4o00| par f(x) = e .
1a) Etudier les limites de f en 0 et +oo.

1b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
1c) Tracer la courbe représentative C de f. Tracer la droite D d’équation y = .
Graphiquement, donner un encadrement d’amplitude 1 de [’abscisse | du point d’in-
tersection de C et de D.

2) Soit g la fonction définie sur |0, 400 par g(z) = f(z) — x.

2a) Ftudier les variations de g.

2b) En déduire que I’équation f(x) = x admet une unique solution l. Etablir que

5/4 <1< 3/2.

2¢) Prouver que pour tout x dans I = [5/4,3/2], f(x) appartient aussi dans I.

2d) Démontrer que pour tout x € I, |f'(x)| < 1/2.

3) Soit (uy,) la suite définie par ug = 5/4 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f(un).
3a) Vérifier que pour tout n € N, u, est dans I.

3b) Démontrer que, pour tout n € N,

Uns1 — U < 1/2|up — 1],
puis en déduire
lup, — 1) < (1/2)"2.

3c) En déduire que (u,,) converge vers .
8d) Trouver un entier p tel que u, soit une valeur approchée del a 1073 pres. Calculer
alors cette valeur approchée.

Exercice 51. On considére ’équation
(E) z=sinz+0,25.

1) En étudiant la fonction F définie par F(z) = x — sinx — 0,25, montrer que (E)
admet une solution unique xo sur R, appartenant a lintervalle [1,1;1, 3].

2) Soit maintenant la fonction f définie par f(x) = sinz + 0,25.

2a) Montrer que f([1,1;1,3]) C [1,1;1,3].

2b) Montrer que pour tout x € [1,1;1,3],

0< fl(z) <1/2.
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2¢) En déduire que xq est la limite de la suite définie par ug = 1,1 et pour tout entier

n, Upy1 = f(uy).
2d) Montrer que la suite (u,) est croissante et en déduire que pour tout n € N,

Un<$0<un+m.

Donner une valeur approchée par défaut de xy a 10=% pres.

Exercice 52. Des biologistes estiment que [’évolution d’une population animale qui
s’installe dans un milieu nouveau obéit a la loi suivante :

R-1

B

ot u, est Ueffectif de la population a linstant n, E est Ueffectif d’équilibre de la
population dans les conditions écologiques données, R est une constante qui dépend
de la population et des conditions écologiques du milieu.

Supposons que pour une espéce donnée et pour un milieu donné, on ait E = 50 et
R =1,5. Etudions l’évolution de cette population lorsque Ueffectif initial est ug = 5.
1) Soit f la fonction définie par f(x) = 1,5x—0,01z%. Dresser le tableau de variation
de f. Démontrer que pour tout x € I = [40,50] f(x) est aussi dans I. Démontrer que
pour tout x € I, |f'(x)| <0,7.

2) Démontrer que

2a) Pour tout n > 8, u, € I ;

2b) Pour tout n > 8, |uny1 — 50| < 0,7|u, — 50|.

2¢) La suite (u,) converge vers 50.

Un4+1 = Ru, —

Nous allons dans le prochain exercice voir d’autres méthodes d’approximation de
solutions d’équations.

Exercice 53. Le but de cet exercice est de déterminer une valeur approchée de la
solution de I’équation

(E) 2° -3z —4=0.
Soit f la fonction définie par f(x) = x> — 3z — 4.

Partie A (Ezistence d’une solution)

1) Prouver que l’équation f(x) = 0 admet dans R une unique solution o« et que
2 <a<3.

2) Représenter le graphe G de f. Placer sur l'aze des x le nombre «, et sur G les
points A d’abscisse 2 et B d’abscisse 3. Unités conseillées : 20 ecm sur Ox et 1 cm sur
Oy.

Partie B (Méthode de la sécante)

1) Découverte d’un algorithme.
On choisit ug = 2 comme premiere approximation de .
1a) Tracer la sécante (AB). Cette droite (AB) coupe ’aze 0x en un point d’abscisse
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uy. Contréler sur le graphique 'inégalité uy < u; < a.

1b) Soit Ay le point de G d’abscisse uy. La sécante (A1B) coupe 0z en un point
d’abscisse uy. Quelle nouvelle inégalité obtient-on ?

1¢) Comment obtenir une approximation ug de o encore meilleure ?

2) Approxzimations successives de .

2a) Soit ¢ € [2,a[ et soit M le point de G d’abscisse c. La droite BM coupe 0z en
un point d’abscisse d. A laide de ’équation de (BM), exprimer d en fonction de ¢
et de f(c).

2b) Exprimer uy en fonction de ugy et de f(ug). Exprimer uy en fonction de uy et de
f(u1). Généraliser. Calculer le 15-iéme terme de la suite ainsi obtenue.

2¢) Une méthode de résolution d’équations du 3e degré publié par Uitalien Girolamo
Cardano en 1545 permet de prouver que le nombre

(2+V3)5 +(2—3)3

est solution de (E). Controler ’encadrment de o obtenue en 2b).
Partie C (Méthode des tangentes)

Nous allons maintenant décrire une méthode due ¢ Newton (1671) dans laquelle
on remplace les sécantes par les tangentes.

1) Découverte d’un algorithme.

On choisit vg = 3 comme premiére approximation de .

1a) Tracer la tangente Ty 4 G au point B d’abscisse vo = 3. La droite Ty coupe 0x en
un point d’abscisse vi. Contréler sur le graphique 'inégalité a < v < vyq.

1b) Tracer la tangente & G au point By d’abscisse vi. La tangente Ty coupe 0x en un
point d’abscisse vy. Quelle nouvelle inégalité obtient-on ¢

1¢c) Comment obtenir une approximation vs de o encore meilleure ¢

2) Approzimations succesives de .

2a) Soit ¢ € [2,a[ et soit M le point de G d’abscisse c. La tangente T 4 G au point M
coupe 0x en un point d’abscisse d. A l'aide de I’équation de T, exprimer d en fonction
de ¢, f(c) et de f'(c).

2b) Ezprimer vy en fonction de vy, f(vo) et de f'(vo). Exprimer vy en fonction de v,
f(v1) et de f'(v1). Généraliser. Calculer le 4-iéme terme de la suite ainsi obtenue et
vérifier que ce nombre est une approximation de o a 1078 pres.

CONCLUSION : Comparer les deux méthodes.

9. COMPLEMENTS : DERIVEES SUCCESSIVES

Nous avons déja défini les dérivées successives d’une fonction. Nous allons dans
cette section donner une régle (formule de Leibniz) donnant (fg)™ en fonctions des
dérivées d’ordres inférieures. Avant de I’énoncer, faisons quelques rappels de dénom-
brement.
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Soit n € N. Supposons qu’il y ait n boules numérotées dans une urne. Nous fixons
un entier naturel p compris entre 0 et n. Nous tirons au hasard une poignée de p
boules. Combien y-a-t’il de tirages possibles 7 Ce nombre est

& n!

On =
Rappelons que n! = n.(n—1)......3.2.1, c’est a dire n! est le produit de tous les entiers
naturels entre 1 et n. Par exemple, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. Par convention, 0! = 1
et donc C° = 1. Notons que C¥ = C"*. Avant d’expliquer comment calculer les
CF & Taide du triangle de Pascal, donnons une interprétation (qui peut servir de
définition) des CP. Pour cela, considérons un ensemble & n éléments (par exemple,
E = {1,2,..,n — 1,n}). Quel est le nombre de parties de F contenant exactement
p éléments 7 Ce nombre est C?. En effet, construire un ensemble a p éléments de E
revient a tirer une poignée de p éléments parmi n et nous nous retrouvons alors dans
notre situation du tirage de boules dans une urne.
Les C? sont liés par la formule de récurrence (appelée formule de Pascal) suivante :

CP=CP 1 +CP_,.

Donnons deux démonstrations de ce résultat.

Démonstration 1. Calculons C?~} + C?_, a T’aide de la définition et en remarquant
que (n—p)l=mn-p).(n—p—1)letpl=p.(p—1)!:

(n—1)! (n—1)!
(n=p)lp—1!  (n—p-1)p!
p.(n =1+ (n—-p)(n—-1)

(n —p)'p!
(p+(n—p)).(n-1)!
(n —p)'p!
_ n.(n —1)! _ n! _ v
(n—p)p!  (n—plpt "

Démonstration 2. C? est le nombre de parties a p éléments dans E = {1,2,...,n—1,n}.
Donc,

-1
05_1 + 02—1 =

Cl=a+p

ou « est le nombre de parties de p éléments dans F contenant I’élément 1 et 5
est le nombre de parties de p éléments dans E ne contenant pas 1’élément 1.
Or, pour obtenir les parties de p éléments contenant 1’élément 1, il faut tirer p — 1
éléments parmi n — 1 (qui sont 2, 3, .., n — 1, n), c’est a dire compter tous les en-
sembles contenant p — 1 éléments choisis parmi n — 1 éléments donc a = C’fz’j. De
méme, pour obtenir les parties de p éléments ne contenant pas I’élément 1, il faut
tirer p éléments parmi n — 1 (qui sont 2, 3, .., n — 1, n), c’est a dire compter tous les
ensembles contenant p éléments choisis parmi n — 1 éléments donc § = C?_,. Nous
en déduisons C? = a+ 8 =CP"; +CP_|.
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La formule de Pascal va nous permettre de construire le triangle de Pascal.

Si nous prenons la ligne n = 4, les nombres donnés sont successivement CY, C},
C2, C3, C}. Nous avons déja vu que C9 = Cf = 1. Les autres nombres s’obtiennent
a partir de la ligne précédente en appliquant la formule de Pascal. Par exemple,
C; = Cy + C3, c’est a dire C} s’obtient comme la somme de celui qui est au dessus
de lui (c’est a dire 3) et du voisin de gauche de celui-ci (c’est a dire 1). Donc, C} = 6.

Théoréme 8 (Formule de Liebniz). Soient f et g deuz fonctions n fois dérivables
sur I. Alors, le produit fg est n fois dérivable sur I et

(F9)® =) CrfnPg®.
k=0

Explicitons la conclusion :
(fg)(n) - Cgf(")g(o)+C,1lf("_1)g(l)—i-....—i—Cgf(”_k)g(k)+ """ +Cﬁ_1f(1)g("_1)—|—C,7ff(0)g(").

Ainsi, nous sommons tous les termes de la forme C¥ f(»=%) g() pour tout & compris
entre 0 et n. Notons que nous passons d’un terme au suivant en dérivant f une fois
de moins et g une fois de plus, de sorte que la somme des ordres de dérivation est
toujours égal a n.

Exemple. Reprenons les fonctions f et g des exemples 1 et 2 donnés a la fin de la
section 1 (c’est a dire f(x) = e et g(x) = z3). Supposons que nous souhaitons
calculer (fg)®. La formule de Leibniz donne

(fg)® =@ g L LB gM) 1 02 5@ g2 4 03 M) 4 0k O ),
D’oil, d’aprés le triangle de Pascal (en gras, les C¥ donnés par le triangle de Pascal),
(fg)W = 1fW g0 1 476 (1) L 662 4 411> 4 1O g1
Ainsi, en utilisant les calculs faits précédemment, nous obtenons pour z € R,
(fg)P(z) = e®(a® + 1222 + 36z + 24).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence en utilisant la formule de Pascal.
Afin de bien comprendre la formule de Leibniz, nous allons la vérifier non seulement
pour n = 0, mais aussi pour n = 1 et n = 2. En gras apparaissent les nombres de la
ligne du triangle de Pascal correspondante.

Pour n = 0, (fg)™ = fg par convention, soit

(f9)@ = fg =154,
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Pour n = 1, la formule de dérivation d’un produit donne (fg)™(fg)" = f'g + f¢,
soit

(Fg) D = 170 g0 4 10 g0
Pour n = 2, il nous faut dériver (fg)’. Or, d’aprés la régle sur la dérivation d’un
produit,

(f9)® = ((f9)) = (flg+rd)
= (f'9)' +(fg')
= 9+ 19+ 19+ g
— f”g+2flgl+fg”.
Nous avons donc
(f9)@ = 1f@ g0 4 27M 1) 4 170y

Supposons que la dérivée n-iéme, pour un certain n € N, de fg soit donné par
(fo) =) Crfrhg®.
k=0

Nous voulons maintenant estimer (fg)™*!) et pour cela, nous allons dériver (fg)
grace a la formule de récurrence. Ce calcul est similaire au passage den =1an =2

(f9)" ) = ((f9)™) = (chf(nk)gw))
k=0

n

= Yo(Chr gy

k=0

— Z Cz(f(n—k—l—l)g(k) + f(n—k)gk—H)
k=0

— Z Crkl:f(nflﬁ-l)g(k) + Z Crlif(nfk)g(lﬁ—l).
k=0 k=0

n

Nous devons maintenant regrouper les termes.

Terme en f"tDg(® :ily en a un seul qui vient de la premiére somme pour k = 0 et
qui sort avec le coefficient C9, c’est & dire 1. Donc, le coefficient de f+1)g(®) dans la
somme est C0 =1=C2,,.

Terme en f™ g1 :ily en a un qui vient de la premiére somme pour k = 1 et qui sort
avec un coefficient C} et un qui vient de la seconde somme pour k£ = 0 et qui sort avec
un coefficient C2. Donc, le coefficient de f™g(1) dans la somme est C} +C% = C}
(d’apreés la formule de Pascal).

Terme en f+1=P)g(®) - il y en a un qui vient de la premiére somme pour k = p et
qui sort avec un coefficient C? et un qui vient de la seconde somme pour £ =p—1 et
qui sort avec un coefficient C?~!. Donc, le coefficient de f("+'~P)g() dans la somme
est C? + CP 1 = C? | (d’apres la formule de Pascal).
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Terme en ¢+ :il y en a un seul qui vient de la deuxiéme somme pour k = n
et qui sort avec le coefficient C7, c’est & dire 1. Donc, le coefficient de f(®¢(*+1) dans

n_1_—_ (ntl
la somme est C} =1 = C};.

Nous en déduisons (fg)" 1) = ZZI& CP. fnt1=P)g®) Doy, la formule de Leibniz
est vraie pour tout n € N. O

Exercice 54. Déterminer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes (on pourra étre
amené a utiliser la formule de Leibniz) :

1 1 ar +b
fle) = z 9(w) = 72 W) = cr+d
i(r) = 32" j(x) = cos(2z) k(z) = xe”
I(z) = sin(z)e* m(z) = (2° + 22 — 7)e” n(x) = x21— :

Pour le dernier exemple, on pourra remarquer que :
1 1 1
2—1 2\z—-1 x+1

10. COMPLEMENTS : FONCTIONS arcsin ET arccos

Nous allons reprendre ce que nous avons fait pour la fonction tan dans le cas de
deux autres fonctions trigonométriques, a savoir les fonctions sinus et cosinus.

10.1. Fonction arcsin. Notons, pour commencer, que la fonction sin n’est pas une
bijection de R dans R. Il faut d’abord restreindre ’ensemble d’arrivée et considérer
pour celui-ci [—1,1], puisque {sinz,z € R} = [—1,1]. De plus, il faut restreindre
I’ensemble de départ, car 0 a une infinité d’antécédents dans R.

Notons f(z) = sinx. Alors, pour tout € R, f'(z) = cosz. Donc, f est strictement
croissante sur [—7/2,7/2].
Remarque. La fonction sin est strictement croissante sur beaucoup d’autres intervalles
de R. Le choix que nous avons fait est celui qui est fait usuellement.

Comme f est aussi continue sur [—7/2,7/2], f est une bijection de [—n/2,7/2]
dans f([—7/2,7/2]) = [f(—=7/2), f(n/2)] = [-1,1]. Elle admet donc une bijection
réciproque, notée arcsin, qui est continue et strictement croissante sur [—1,1]. En
fait, arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] est telle que, pour tout z € [—1,1],

y = arcsinz si et seulement si (z =siny ET — (7/2) <y <7/2).

Nous en déduisons le tableau de valeurs suivant.

arcsinz | 0 |v2/2(1/2|v3/2| 1 | -1
x 0| n/4 |7/6| ©/3 |7/2|—7/2




MATHS 110C (V) 39

La fonction arcsin est impaire. En effet, puisque la fonction sin est impaire, nous
avons pour tout x € [—1,1],

y = arcsin(—z) <= (z =sin(—y) ET — (7/2) <y <7/2)
< (z=—-siny ET — (7/2) <y <7/2)
< (—z=siny ET —(7/2) <y <7w/2)
<= y = —arcsin(z).
Donc, arcsin(—z) = — arcsin(x).
La fonction arcsin n’est pas dérivable en = = sint (t € [-7n/2,7/2]) si f'(t) =
cost = 0, c’est a dire si t = —7/2 et t = 7/2. Donc, la fonction arcsin n’est pas
dérivable en z = sin(—7/2) = —1 et = sin(n/2) = 1. De plus, toujours d’aprés le

théoréme 2, pour tout z €] — 1,1],

(arcsin)'(x) = ! = !

f'(fY(x)  cos(arcsinz)’

Nous allons maintenant montrer que, pour tout x €] — 1, 1|,
(x) cos(arcsinz) = V1 — 22

Commencgons par rappeller (méme si seulement la premiére nous sera utile ici) que,
d’aprés les propriétés générales des applications réciproques vues dans la section 4.3
du chapitre IV,

arcsin(sinz) = z,Vx € [-7/2,7/2],

sin(arcsinz) = z, Vo € [—1,1].

Attention ici aux ensembles sur lesquels les propriétés sont vraies!
Démontrons maintenant (*). Comme cos? u+sin® v = 1, en appliquant cette formule
a u = arcsinz et en utilisant ce qui précéde, il vient

cos®(arcsin x) + sin®(arcsin z) = cos?(arcsin x) + 2% = 1.

Nous en déduisons que cos?(arcsinx) = 1—z2. Or, siz €]—1, 1|, arcsinx €]—7/2,7/2],
donc cos(arcsinz) > 0. Donc, cos(arcsinz) = v/1 — 2. Ainsi, pour tout z €] — 1,1],
arcsin est dérivable et

1
V1—12

(arcsin)’(z) =
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Graphes de sin et de arcsin

10.2. Fonction arccos. Notons f(z) = cosz. Alors, pour tout z € R, f'(z) = —sinz.
Donc, f est strictement décroissante sur [0, 7].

Remarque. La fonction cos est strictement décroissante sur beaucoup d’autres inter-
valles de R. Le choix que nous avons fait est celui qui est fait usuellement.

Comme f est aussi continue sur [0, 7], f est une bijection de [0, 7] dans f([0,7]) =
[f(7), f(0)] = [-1,1]. Elle admet donc une bijection réciproque, notée arccos, qui est
continue et strictement décroissante sur [—1,1]|. En fait, arccos : [-1,1] — [0, 7] est
telle que, pour tout z € [—1,1],

y = arccos z si et seulement si (zx =cosy ET 0 <y <m).

Nous en déduisons le tableau de valeurs suivant.

arccosz | 0 |[v2/2]1/2|V3/2|1| -1
x 7/2| w/4 |7/3| w/6 |0 7
La fonction arccos n’est pas dérivable en x = cost (¢t € [0,7]) si f'(t) = —sint = 0,

c’est a dire sit = 0 et t = 7. Donc, la fonction arccos n’est pas dérivable en z =

cos(m) = —1 et z = cos(0) = 1. De plus, toujours d’aprés le théoréme 2, pour tout

x €] —1,1],

1 1

B F1(f(x) B ~ sin(arccos z)’

Nous allons maintenant montrer que, pour tout x €] — 1, 1],
(x) sin(arccos z) = v1 — 2.

Commencgons par rappeler (méme si seulement la premiére nous sera utile ici) que,
d’apreés les propriétés générales des applications réciproques vues dans la section 4.3
du chapitre IV,

(arccos)'(x)

arccos(cosx) = x,Vz € [0, 7],
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cos(arccosz) =z, Vo € [—1,1].

Démontrons maintenant (*). Comme cos® u+sin®u = 1, en appliquant cette formule
a u = arccos x et en utilisant ce qui précéde, il vient

cos?(arccos x) + sin?(arccos ) = x% + sin®(arccosz) = 1.

Nous en déduisons que sin®(arccosz) = 1 — 22. Or, si x €] — 1, 1], arccosz €]0, |,
donc sin(arccosz) > 0. Donc, sin(arccosz) = v/1 — z2. Ainsi, pour tout z €| — 1,1],

arccos est dérivable et
1

i

(arccos)'(z) = —

Graphes de cos et de arccos

Montrons que pour tout z € [—1, 1],
. T
arcsinx + arccosxr = 5"

Pour cela, posons, pour tout = € [—1,1], ¢(x) = arcsin z 4 arccos z. D’aprés ce qui
précéde, ¢ est dérivable sur | — 1,1[ et, pour tout z €] — 1, 1],

o 1
Vi—22 V1-—22

Donc, ¢ est constante sur | — 1, 1[. Or, ¢(0) = arcsin 0 + arccos 0 = 0+ 7/2 = 7/2.
Donc, pour tout z €] — 1, 1], ¢(x) = w/2. De plus, ¢(—1) = ¢(1) = 7/2. Donc, pour
tout x € [—1,1], ¢(x) = /2, c’est & dire arcsin z + arccosz = /2.

¢'(x)

10.3. Remarques historiques. Les fonctions réciproques des fonctions trigonomé-
triques ont été étudiées trés tot. Par exemple, John Machin (publié en 1706) utilisait
la formule

™ A arct 1 ¢ 1
— = 4 arctan — — arctan —
4 5 239
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pour déterminer les 100 premiéres décimales de 7 (et sans calculatrice!). Bien plus
tard, en 1973, Guilloud et Bouyer obtiennent un million de décimales sur ’ordinateur
CDC 7600 a I’aide des formules suivantes dues & Gauss et & Stérmer :

T_ 12 arctan <i> + 8 arctan <i> — Harctan (—1 )
4 18 57 239 )’
T 1 1 1
1 = 6 arctan (g) + 2 arctan (E) + arctan (@> .

En 2002, Kanada a calculé 1 241 100 000 000 décimales de 7 grace & deux formules
semblables & celle de Machin ci-dessus (et d’un bon ordinateur, ainsi qu'un bon
algorithhme). Le concours continue ...

10.4. Quelques exercices.

Exercice 55. Faire I’étude compléte et tracer le graphe de la fonction définie par

f(z) = arcsin <1 _2}_22) .

Exercice 56. Montrer :

. (4 _ 9aret 1
arcsin 5= arctan | 5

Exercice 57. Comparer les fonctions

f(z) = arcsin V1 — 22 et g(x) = arccos x

Exercice 58. Simplifier :
1
f(z) = arccos 4/ y

g(x) = arctan(cotan2x)

Exercice 59. Résoudre ’équation :

arccos r = arcsinx



