COURS DE MAITRISE
ESPACES FONCTIONNELS ET OPERATEURS
CHAPITRE II : OPERATEURS
VERSION PRELIMINAIRE

1. SPECTRE

1.1. Opérateurs dans les espaces de Banach. On fixe dans toute cette section
un espace de Banach E sur K = R ou C. Nous souhaitons étudier ’algebre de Banach
des applications linéaires continues de E dans lui-méme, que 1’on notera £(E). On
désignera par I 'application identité sur E, et on notera ||.|| aussi bien la norme
sur E et sur L(F). On rappelle que si T € L(F), alors ||T|| = sup{||T(z)||;z €
E et ||z|| < 1}.

Commencons par quelques rappels sur les éléments inversibles de £(E). On dit que
T € L(F) est inversible s’il existe S € L(E) tel que T'S = ST = I. L’opérateur S est
alors 'inverse de T. Si T € L(FE) est inversible, il est bijectif et son inverse est son
application réciproque 7!, Réciproquement, si T € L(E) est bijectif, alors T~ est
continue (ceci découle du théoréme de I’application ouverte) et donc 7" est inversible.
Précisons ceci . Soient X et Y deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire,
continu et surjectif de X dans Y. Le théoreme de I'application ouverte dit qu’alors
il existe C' > 0 telle que T(Bx(0,1)) D By (0,C) (ou Bx(0,1) = {z € X, ||z|| < 1}
et By(0,C) ={y € Y;|ly|| < C}). Ainsi, si ||[Tz|| < C, alors ||z|| < 1. On en déduit
que, si T est inversible, ||[T(y)|| < CY|y|| pour tout y € Y. En effet, si y = 0,
cette estimation est évidente. Si y # 0, alors on applique ce qui précede a y' = %

On rappelle enfin que ’ensemble Z des éléments inversibles de L(E) est un ouvert
de L(E). Pour voir cela, on pourra montrer que si Ty € Z et si T € L(FE) vérifie
T —To|| <|ITy M|, alors T € T et

T = (I-T;'T" Ty =Y Ty (I - TTy ')
n=0 n=0

Ceci montre que T — T~ ! est continue dans £(F). En effet,

+o0
177" =15 < YOI = T3 "7 M| Tl
n=1

=1y
< T
T I=1, 7]
L IT=T|
< Iz

1= IT =TI 751
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Nous allons maintenant donner la terminologie qui nous sera utile dans toute cette

section. Fixons donc T' € L(E). On appelle valeur spectrale de T tout élément A € K
tel que AI — T ne soit pas inversible. Le spectre de T' (que lon notera o(7T)) est
I’ensemble des valeurs spectrales de T'. Un élément dans K qui n’est pas valeur spec-
trale de T est appelée valeur résolvante, et I’ensemble des valeurs résolvantes de T’
(que l'on notera p(7T)) s’appelle I’ensemble résolvant de 7. On a bien évidemment
p(T) =K\ o(T).
On dit que A € K est valeur propre de 7" si AXI — T n’est pas injectif (c’est a dire
Ker(AM — T) # 0). 11 est clair que toute valeur propre est valeur spectrale, mais
la réciproque est en général fausse (sauf si F est de dimension finie par exemple)!
On note vp(T) I'ensemble des valeurs propres de T et si A € vt(T), alors 'espace
Ker(AI — T) est I’espace propre associé a A.

Ezemple. Soient E 1’espace des fonctions continues sur [0, 1]. On définit T € L(F) par
T(f): R — R o, pour tout z € [0,1], T(f)(x) = [ f(¢)ft. Montrer que vp(T) = 0,
o(T) = 0.

Proposition 1. Soit T € L(E). Alors, la limite lim,_, o ||T"||% eziste et
lim,, 4 o0 HT”H% = inf, e T"H%. On note r(T) cette valeur commune. De plus, le
spectre o(T') est compact dans K et pour tout A € o(T), |A| < r(T).

Notons que la premiére partie de la proposition implique r(7') < ||T|| puis que,
d’aprés la deuxiéme partie, pour toute valeur spectrale A de T', |A| < ||T|].

Démonstration. 1. On note m = inf, - T”||%. Fixons € > 0 et soit n, > 0 tel que

|\T”E||i < m + ¢. Considérons n € N avec n > n, et faisons la division euclidienne
de n par n, :
n = p(n)ne + ¢(n) avec 0 < ¢(n) < n..

On a alors
1T < [ [T [P [T |2,
1
Puisque lim M =0et lim IM = —, on en déduit
n—+oc N n—+oc N Ne

limsupHT"H% <m+e.

n—-+o0o

1
T2,

Ce qui montre que lim,,_, HT”||% = inf,, o

2. On a vu que l'ensemble Z des éléments inversibles de £(F) st un ouvert. Comme
lapplication A — A — T est continue, on en déduit que p(7) est un ouvert (puisque
image réciproque d’un ouvert par une application continue) et donc o(7) est fermé.

3. Soit A € K tel que |[A] > r(T) et soit r €]r(T), |A|[. Alors, il existe ny € N*
+o00

tel que pour tout n > ng, ||7"|| < r". La série Z)\_”_IT” est donc normalement

n=0
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convergente et on a

+o0 +o0
A =T)> AT =) A ' T"(A = T) = 1.
n=0 n=0
Donc, A € p(T). Ce qui finit la preuve de la proposition.
]

SiT e L(E) et si A€ p(T), on note R(\,T) = (M —T)~" (appelée résolvante de
7).

Proposition 2. Soit T € L(E). Alors, pour tout A\, p € p(T), on a l’équation
résolvante suivante.
De plus, Uapplication A — R(\,T) (de Uouvert p(T) de K dans L(E)) est dérivable

et pour tout A € p(T),
d
— R\, T)=—(R(\,T))>
SROLT) = —(ROT)
Démonstration. L’équation résolvante résulte du calcul élémentaire suivant.

RAT) = R(p, T) = RANT)(wI =T)— (M —T))R(p, T)
= (L=ANRANT)R(p,T)

On en déduit que si A € p(T) et si h € K* tel que A+ h € p(T), alors

1
(1) 7 (RA+h,T)— R\T)) =—R\T)RA+ h,T).
Or, comme I'application S — S~! est continue dans £(F), il en de méme de A —
R(A,T). On conclue alors aisément en passant a la limite dans (1). O

Si E est de dimension finie et si K = C, le théoreme de D’Alembert implique que
le spectre de T' € L(F) n’est pas vide. On va voir que ceci reste vrai en dimension
quelconque.

Proposition 3. Soit T € L(F). Si K= C, alors le spectre de T n’est pas vide et de
plus,
r(T) = max{|\[; A € o(T)}.

Le réel r(T) s’appelle le rayon spectrale de 7. On avait déja vu que, dans le
cas général, pour tout A € o(T), |A| < r(T). Pour une démonstration du résultat
précédent, voir [HL].

ATTENTION! MEME SIK = C, T PEUT NE PAS AVOIR DE VALEURS PROPRES!
Voir ’exemple précédent.

Terminons par un résultat sur I'image du spectre par un polynéme.
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Théoréme 4 (Image spectrale). Si T € L(FE) et si P € K[X], alors P(o(T)) C
o(P(T)), avec égalité si K = C.

Démonstration. Soit A € K. On peut alors écrire P — P(A) = (X — A)Q» avec
@, € K[X]. Donc,

P(T) = PN = (T = M)QA(T) = Qxa(T)(T = AI).
Supposons que P()\) ¢ o(P(T)) et soit S = (P(T) — P(\)I)~'. Alors,
(T = T)QA(T)S = SQ:(T)(AT = T) = 1.
Donc, M — T est inversible et A ¢ o(T’). On a ainsi montré
A€eo(T)= P\ € o(P(T)).

Considérons maintenant le cas K = C. Supposons que P € C[X] soit de degré
supérieur ou égal a 1 (sinon le résultat est évident). Soit p € o(P(T)). Alors, P —
est scindé, c’est a dire on peut 1’écrire

P—p=CX—-X\)-.(X=\)
avec C' # 0 et tous les \; dans C. Alors,
P(T)—pul =C(T — MI)...(T — \.I)

Comme P(T')— pl n’est pas inversible, 'un des facteurs 7' — A;I ne I’est pas non plus.
Mais, alors, pour cette valeur i, A; € o(7T') et comme P()\;) = p, p € P(o(T)). O

1.2. Opérateurs dans les espaces d’Hilbert. On va préciser quelque peu ce que
I’on a vu dans la section précédente, dans le cas ou E est un espace d’Hilbert sur
K = C (le cas ou K = R se traite de la méme fagon et nous laissons le soin au
lecteur de le faire). On notera < .,. > le produit scalaire de E. Soit T" € L(E).
On rappelle que son adjoint 7* est 'unique opérateur dans L(E) tel que, pour tout
r € F, < Tx,y >=< z,T*y >. On commence par rappeller quelques propriétés
élémentaires de 1’adjoint. Pour cela, notons A+ l'orthogonal de A C E.

Proposition 5. Soit T € L(E). Alors,
(1) |IT]| = |IT™]].
(i) |[TT|| = |[T*T)| = ||TP.
(iii) KerT = (ImT*)*.
(iv) ImT = (KerT*)*
(v) T est inversible si et seulement si T* l’est, et dans ce cas, (T*)" ' = (T1)*.

Démonstration. (i) La construction de 7 implique que ||T*|| < ||T||. En effet, pour
y € FE, on définit la forme linéaire ¢, par ¢,(xr) =< z,y > pour tout z € E.
Considérons la forme linéaire ¢, o T : ¢ =< T'z,y >. Alors, d’apres le théoreme de
représentation de Riesz, il existe un unique élément de E, noté 7™y, tel que ¢, 0T =
Prey (Cest a dire < Tz, y >=< x,T*y > pour tout z € E) et ||[T*y|| = ||¢py o T||. On
définit alors I'application de £ dans F T™ : y — T*y. Nous laissons le soin au lecteur
de vérifier que T* € L(E) et que ||T*|| < ||T||. De plus, pour tout z € E,

|T(@)|[P =< Tw,Te >=< 2, T"Tx >< ||||||T"||||T=].
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Dong, ||Tz|| < ||z|[||T*|], puis ||T|| < ||T*||. Pour conclure, on aurait pu aussi montrer

que T** ="1T.

(ii) D’apres (i), il est clair que ||[TT*|| < ||T||||T*|| < ||T||*>. De plus, pour tout = € F,
|IT(2)|? =< Tx, Tz >=< z, T*Tx >< ||z|*||T*T||.

Dong, ||T||* < ||T*T||. D’ot, ||T||* = ||T*T|| et en appliquant ce résultat & T*, on

obtient ||T||> = ||TT*|.

(iii) Si z € E, z € KerT si et seulement si < Tz,y >=< z,T*y >= 0 pour tout

y € E. D’ou, le résultat.

(iv) Découle de ce précéde en utilisant que F' = F++ et T* =T.

(v) Est evident (utiliser (ST)* = T*S*). O

On déduit du résultat précédent (et du fait que si F' C E est fermé, E = F @ F4)
le

Corollaire 6. Si T € L(E), alors
o(T*) ={\ A € a(T)}.
Si X € p(T), alors X € p(T*) et RO\, T*) = (R(\, T))*.
On rappelle qu’un opérateur 7" est dit hermitien si T = T™.

Proposition 7. Si T € L(E) est hermitien, r(T) = ||T||.

En particulier, ceci implique que si T € L(E), alors ||T|| = /r(TT*) = \/r(T*T)
(d’apres le (ii) de la proposition 5).

Démonstration. Ainsi, si T est hermitien, ||T||*> = ||T?|| (proposition 5 (ii)). D’ou,
par récurrence, ||T%"|| = ||T||*". On conclue alors aisément. O

Proposition 8. Soit T € L(E) un opérateur hermitien. Alors,
(i) Les valeurs propres de T sont réelles.
(ii) Pour tout A € C, Im(A\I —T) = (Ker(A —T))*.
(#i) Les espaces propres de T associées a des valeurs propres distinctes sont or-
thogonauz

Démonstration. Soit A € C une valeur propre de T et soit £ € E un vecteur propre
associé. Alors,

MN[z||? =< Az, 2 >=< Tz, 7 > .

Comme T est hermitien, < Tz, z >€ R (puisque < Tz, z >=< z,Tx >= < Tx,z >),
donc A € R. La partie (ii) est une conséquence immédiate de la proposition 5 (iv).
Enfin, si A et i sont deux valeurs propres distinctes de 7" et si z et y sont des vecteurs
propres de A et u respectivement,

A<zy>=<Trx,y>=<zx,Ty>=p<z,y>.

Donc, puisque A # u,< z,y >= 0. Ce qui prouve (iii). O
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On peut montrer que le spectre de T" est aussi inclus dans R. En fait, si on pose

m =inf{< Tz,z >;2 € E et ||z|| =1},

M =sup{< Tz,z >;x € E et ||z| =1},

Alors, o(T) C [m, M] (et de plus, m, M € o(T)). On en verra une démonstration
plus loin (dans le cas ot K = R). On en déduit le résultat important suivant : Un
opérateur hermitien 7" sur E est positif si et seulement si son spectre o(7T’) est contenu
dans R*. En effet, pour un opérateur hermitien 7, ||T'|| = max(|m/,|M|) et il est po-
sitif si . > 0. On rappelle que 'opérateur hermitien 71" est positif si, pour tout = € E,
< Tz,z >€ R*. Pour plus de détails, voir [HL].

2. OPERATEURS COMPACTS

2.1. Définitions et propriétés générales. Soient E et F' deux espaces vectoriels
normés sur K = R (Le cas K = C est laissé au lecteur). On note L(E, F') 'espace des
applications linéaires continues de E dans F. On désignera par ||.|| a la fois la norme
dans E, dans F et dans L(E, F).

On dit que T € L(E, F) est un opérateur compact si 'image de la boule unité

fermée (notée Bg) de E par T est une partie relativement compact de F. On note
IC(E, F) I'ensemble des opérateurs compacts de E dans F et K(E) = K(E, E).

Un opérateur T € L(E, F) est de rang fini si dimIm(7") < oco. Tout opérateur de
rang fini est compact. En effet, I'image de la boule unité fermée de E par 71" est une

partie bornée de Im(7") qui est de dimension finie, et donc est relativement compact
dans Im(T") (et donc dans F).

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que K(E, F') est un sous-espace vectoriel
de L(E,F) et que K(E) est un idéal bilatére de 1'algebre L£(FE). Le dernier point
découle du fait général suivant. Soient R € L(F, F) un opérateur compact, E; et Fy
deux espaces vectoriels, T € L(E1, E) et S € L(F, Fy). Alors, SRT est un opérateur

compact de E; dans F} (Indication : montrer que SRT(Bg,) C ||T||S(R(Bg)))-

Nous supposons a partir de maintenant que E et I’ sont deux espaces de Banach.
Théoréme 9. L’espace vectoriel IKK(E, F) est un fermé de L(E, F).

Avant de démontrer ce résultat, donnons en une application immédiate (qui est
utile pour demontrer qu’un opérateur est compact. Voir par exemple, le cas des
opérateurs a noyau dans [HL]).

Corollaire 10. Soit (T,,) une suite d’opérateurs de rang fini de E dans F et soit
T € L(E,F) tel que hrf | T —T,|| = 0. Alors, T € K(E, F).
n—r—+00
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Démonstration. Soient (T,,) € K(E,F) et T € L(E, F) tels que ]iIf ||T —T,||=0.
n—-+0oo

Pour montrer que T'(Bp) est relativement compact, comme F est complet, il suffit de
montrer que pour tout ¢ > 0, T(Bg) peut étre recouvert par un nombre fini de boules
B(fi,¢) dans F (c’est a dire que T'(Bg) est précompact). Pour cela, considérons n € N

€ — :
tel que ||T — T,|| < 3" Or, comme T, (Bg) est relativement compact dans ’espace

complet F, il existe une famille finie (f;) dans F telle que 7, (Bg) C U;B (fi, %)
D’o1, T(EE) cU;B (fz, 8). U

On termine cette revue des propriétés élémentaires des opérateurs compacts par
le théoreme de Schauder, qui dit que I’adjoint d’un opérateur compact est compact.
Avant de I’énoncer, faisons quelques rappels. Supposons tout d’abord que E est un
espace d’Hilbert. Pour tout y € E, posons ¢,(z) =< z,y > ou < .,. > désigne le
produit scalaire sur E. Alors, le théoreme de représentation de Riesz dit que I'appli-
cation y — ¢, est une isométrie (bijective) entre E et son dual E', que I’on peut ainsi
identifier. Nous avons vu dans la section 1 que si T € L(F), alors son adjoint T* est
donné par ¢, o T' = ¢7+, pour tout y € E. En utilisant I'identification entre E et
E', c’est & dire en identifiant tout forme linéraire ¢ de E’ & I’élément y de E tel que
¢ = ¢y, on peut voir 'adjoint 7* comme un élément de L(E') vérifiant T*¢ = ¢poT
pour tout ¢ € E'. Par analogie, on définit I’adjoint de T' € L(E, F') comme ’applica-
tion T* € L(F', E') definie par T*(¢) = ¢ o T pour tout ¢ € F'. Rappelons que si M
est un sous-espace vectoriel de ’espace de Banach E, alors

M+ ={¢p€ E;¢(z) =0,V € M}.
De méme, si N est un sous-espace vectoriel de F’,
Nt ={r € E;¢(z) =0, V¢ € N}.
Alors, si T € L(E), KerT = (ImT*)*. En effet,
reKerT <= Vo€ FE ¢(Tz)=0
— VoeE (T"¢)(z) =0
< g€ (ImT*)"*.
De plus, si M est un sous-espace vectoriel de E, alors M = M=+, En effet, II est
clair que M C M~++. Comme M-+ est fermé, on en déduit M C M++. Supposons
que M G M+ Alors, il existe 2o € M avec o ¢ M. Alors, d’aprés le théoreme
de Hahn-Banach géométrique (voir [Bre]), il existe un hyperplan fermé qui sépare
strictement les espaces convexes disjoints non vides {zo} (qui est en plus compact)
et M (qui est fermé) : il existe ¢ € E' et a € R tel que, pour tout x € M, (x) f(z) <
a < f(zg). Comme M est un espace vectoriel, f(z) = 0 (pour voir cela, prendre A
assez grand et calculer ¢(\z)). Donc, ¢ € M*. D’otl, ¢(z) = 0, ce qui contredit (*),

et donc M = M*L. On en déduit que (ImT*) = (KerT)*. Nous laissons au lecteur

le soin de vérifier les détails de ces preuves (par exemple, que M~ est fermé et que
E+ ={0}).

Théoreme 11. Si T € K(E, F), alors T* € K(F', E').
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Démonstration. Soit (v,) une suite de Bp/. Montrons que 1’on peut en extraire une
sous-suite (vy(n)) telle que (7%(v,)) converge. Pour cela, on va utiliser le théoreme
d’Ascoli que I'on rappelle.

Théoréme 12 (Théoreme d’Ascoli). Soit K un espace métrique compact et soit ‘H
un sous-espace borné de C(K). On suppose que H est uniformément equicontinue :

Ve > 0,36 > 0 tel que d(z,y) < 6 = |f(x) — f(y)| <e&,Vf € H.
Alors, M est relativement compact dans C(K).

Considérons maintenant le compact K = T(By) et la famille dans C'(K) donnée

par
H={d;n=12..}
ou, pour tout n € N, ¢,(z) = v,(x) pour tout z € K. Alors, on peut appliquer le
théoréme d’Ascoli & H (pour voir cela, utiliser le fait que (v,) est une suite de B)
et donc il existe une sous-suite (@,,,) qui converge dans C(K) vers ¢ € C'(K). On en
déduit
lim sSup ‘/Ua(n) (Tu) - ¢(Tu)| =0,

n—4+oo uEEE
puis
lim sup |[vom)(Tu) — v, (Tu)| = 0.
n——+00 UEFE
Dot lim ||T™(vek)) — T*(vo(j))||er = 0, et par conséquent, (T™(vy(n))) converge
k,j—+o00

dans E'. O
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si 7% € IC(E'), alors T € K(E).

2.1.1. Alternative de Fredholm. Soit E un espace vectoriel normé. On va s’intéresser
dans cette section a la résolution de 1’équation v — Tu = f ou f est donnée.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 13 (Lemme de Riesz). Soit F un sous-espace fermé de E (différent de E ).
Alors, pour tout € > 0, il eriste u € E tel que ||lu]| =1 et d(u, F) > 1—¢.

Démonstration. Comme F' # FE, il existe v € E avec v ¢ F. Comme F est fermé,
d(v, F) > 0. Soit vy € F tel que
d(v, F)

1—¢

d(v, F) < [l —vo]| <

Alors, on peut vérifier aisément que u = convient. En effet, il est clair que

||U—Uo||
llu|| = 1. De plus, si x € F (et donc vy + ||[v — vg||x € F), on a
o — || = || -2 — ‘ _lv=vo— I —wllall _ d@,F)
|[v = vol| llv — vy e

Théoréeme 14. Soit T un opérateur compact de E dans E.
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(i) Le sous-espace Ker(I —T) est de dimension finie.

(ii) Le sous-espace Im(I —T) est fermé, et plus précisément Im(I —T) = (Ker(I —
7o)

(iii) Ker(I —T) = {0} <= Im(I - T) = E.

(iv) dim Ker (I —T)= dim Im (I —T%).

Remarquons que la propriété (iii) est évidente si T est un endomorphisme d’un
espace vectoriel fini. Dans le cas ou T est compact, (iii) donne une propriété remar-
quable de I — T, semblable au cas de la dimension finie.

Le théoreme dit donc que

- ou bien Ker(I —T') = {0}. Alors, pour tout f € F, I’équation u —Tu = f admet
une unique solution d’apres (iii).

- ou bien Ker(I — T) # {0}. Dans ce cas, I’équation homogene v — T'u admet n
solution linéairement indépendantes (d’apres (i), ici n = dim(Ker(/ — 7)) et,
pour f € E, I’équation u — Tu = f admet une solution si et seulement si f est
orthogonal a ces n vecteurs (d’apres (ii)). En d’autres termes, I’équation u—Tu =
f admet une solution si et seulement si f vérife n conditions d’orthogonalité (c’est
a dire, si (e;) est une base de Ker(I —T') et si note (e]) la base duale associée, f
doit vérifier ef(f) = 0 pour tout i = 1,..,n).

Démonstration. (1) L’idée est d’utiliser le théoréeme de Riesz qui dit que tout espace
vectoriel normé est de dimension finie si et seulement sa boule unité fermée est com-
pacte. Soit E; = Ker(I — T) et soit € Bp,. Alors, ||T(x)|| = ||z|| < 1. Donc,
x € T(Bg). Donc, By, C T(Bg) et donc est compact. D’oti, E; est de dimension
finie.

(ii) Notons tout d’abord que la deuxiéme partie de (ii) découle de la premiere partie
et de la proposition 5 adapté, comme on a vu précédemment, au cas des espaces de
Banach.

Montrons la premieére partie et pour cela, considérons y € Im(I — T') Soit (z,) une
suite de E telle que nl_l}llloo(a?n —T(z,)) = y. On souhaite montrer que y € Im(I —T).

Cas 1. La suite (x,) est bornée. Alors, puisque 7" est compact, la suite (7(z,) est

contenu dans un compact, donc elle admet une sous-suite convergente (que I’on note

aussi (T'(z,))). Notons z la limite de (T'(z,)). Alors, lirjp Tn, =y + 2, puis, puisque
n——+00

T est continu, z =T(y + 2). Donc, y = (y+ 2) = T(y + 2) € Im(I —T).

Cas 2. La suite (z,,) n’est pas bornée. On pose, pour tout n € N, d,, = d(z,,, Ker(I —
T)). Alors, il existe z, € Ker(I —T) tel que d,, = ||z, — z,||. Ceci vient du fait que
B(zy, ||za||)NKer(I—T) est un compact non vide (puisqu’il contient 0) de Ker(I—T)
qui est de dimension finie (d’apres (i)).

Si la suite (d,) est bornée, posons y, = =, — z, pour tout n € N. Alors, (y,) est
bornée et lim (I —T)(y,) = lim (I —T)(x,) =y. On est donc ramené au premier
cas. n—+00 n—+00

Supposons maintenant que (d,) n’est pas bornée. Donc, quitte a extraire une sous-
suite, (d,) tend vers +00. On va montrer que ceci est impossible, ce qui terminera
la preuve. Pour cela, posons a, = d,'(z, — 2,) pour tout n € N. Alors, (a,) est
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bornée (par 1) et donc, puisque T est compact, on peut supposer, quitte & extraire
une sous-suite, que (7'(a,)) converge vers u € E. On en déduit

u = u+ lim (d;'y)

n—+00
= lim T(a,)+ lim d,'((I —T)(zn — 2))
n——+oo n—+o0o
= lim a,.
n—+oo

D’ot, puisque T est continu, T'(u) = u, c’est & dire u € Ker(I — T'). Or, pour n assez
grand, ||a, —u|| <1 (puisque lirll a, = u), donc
n—-+0oo

|| — 2n — dpul| < d.

Ce qui contredit la définiton de d,, (car z, —d,u € Ker(I —T')). Donc, (d,) est bornée.
(iii) Supposons Ker(I —T) = () et montrons, par I'absurde, que Im(I —7T) = E. Pour
cela, supposons que F; = Im(I —T) # E. Posons, pour tout n € N*, E,, = Im(I -T)"
(et Ey = E). Nous allons montrer par récurrence que, pour tout n € N, (a) E,, est
fermé, (b) E, D E,41, et (¢) E, # E, 1. On appliquera ensuite le lemme de Riesz.

Par hypothese, cette propriété est vraie pour n = 0. Supposons la vraie pour n et
montrons la pour n + 1. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que (b) est vrai.
Pour prouver (c), il suffit de voir que, puisque E,, # E, 1 et que, par hypothese, I —T
est injectif, on a E,1 = (T — I)(E,) # (T — I)(Ept1) = Epio. Pour démontrer (a),
on va utiliser (ii). En effet, T(E,) C E,, donc T induit un opérateur, noté T,,, sur
E,.Devplus, E, 1 = (T,+1,)(Ey,) (ou I, est I'identité de E,,). Pour conclure, d’apres
(ii), il nous suffit de montrer que 7T,, est un opérateur compact de E,. Or, T,,(Bg,)

est inclus dans T'(Bg) N E, qui est compact (car E, est fermé). Donc, T,,(Bg,) est
relativement compact. Ce qui termine la preuve de (a), (b) et (c).

i i . 1.
On applique maintenant le lemme de Riesz (avec € = 5) a chaque F,. Donc pour

1
tout n € N, il existe u,, € E, tel que ||u,|| =1 et d(up, Epy1) > 3° Or,

T(up) — T(um) = —(tn — T(up)) + (U — T(tm)) + (Un — tU)-

De plus,sin > m, E,,1 C E, C E;,11 C E,, et done —(u, —T (up)) + (e — T (t)) —
Up € Eptr. On en déduit ||T(uy,) — T (um)|| > 3" On a donc construit une suite (uy)

dans la boule unité de E telle que toute suite extraite de (7'(u,)) n’est pas de Cauchy.
Ceci contredit le fait que T(Bg) est relativement compact.

Montrons maintenant la réciproque et supposons que Im(/—7") = E. Alors, Ker(/—
T*) = (Im(I — T))* = {0}. Alors, en appliquant ce qui précéde a T*, on obtient
Im(I — T*) = E. D'ott, Ker(I — T) = Im(I — T*)* = {0}.

(iv) Voir [Bre]. O
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2.2. Propriétés spectrales des opérateurs compacts. On va préciser dans le cas
des opérateurs compacts ce que 'on a vu dans la section 1. L’espace F est toujours
supposé étre de Banach. On suppose en outre qu’il est de dimension infinie.
Théoréme 15. Soit T € K(E). Alors, (a) 0 € o(T) et (b) o(T)\ {0} = vp(T)\{0}.
(c) De plus, on a l'une des situations suivantes.

(1) o(T) ={0};

(ii) o(T) \ {0} est fini;

(i11) o(T) \ {0} est une suite qui tend vers 0.
Démonstration. (a) Supposons que 0 ¢ o(T). Alors, T' est une bijection, et d’apres la
remarque avant le théoréeme 9, I = T o T~! est compact. Donc, la boule unité fermée
de F est compact. D’ou, d’apres le théoreme de Riesz, E est de dimension finie. Ce
qui contredit notre hypothese sur E. Donc, 0 € o(T).
(b) Soit a € o(T), a # 0. Supposons que a ¢ vp(T). Alors, Ker(T — aI) = {0}.
Donc, d’apres I'alternative de Fredholm, E = Im(T — al). Donc, a € p(T). Ce qui
est absurde, donc a € vp(T).
(c) Pour cette démonstration, on aura besoin du résultat suivant.

Lemme 16. Soit (a,) une suite de réels (tous distincts) telle que lilll a, = a et,
n—+00

pour tout n € N, a, € o(T) \ {0}. Alors, a = 0 (c’est a dire, tous les points de
o(T) \ {0} sont isolés).

Démonstration. Soit a, € o(T)\ {0}. Alors, d’apres (b), a, € vp(T). D’ou, pour tout
n € N, on peut choisir un e, € E\ {0} tel que (T'—a,I)(e,) = 0. On note E,, I'espace
vectoriel engendré par la famille (eq, ....e,). On va montrer par récurrence que, pour
tout n € N, les eq, ....e, sont indépendants et donc F, ; E, 1. Supposons donc que
les ey, ....e, sont indépendants et que e, = Y., a;e; pour des ; € R. Alors,

n n
T(e,) = g o;ae; = E QiU 41E;-
i1 i=1

D’ot, pour tout ¢ =1, ...,n, a;(a; — a,+1) = 0. Comme les (a;) sont distincts, il vient
«; = 0 pour tout ¢ =1, ..,n. Ce qui est absurde. Donc, pour tout n € N, les eq, ....e,
sont indépendants et E, C E, .

=z
En appliquant le lemme de Riesz, on peut construire une suite (u,) telle que, pour tout

n €N u, € Ep, ||lus|| =1, et d(uy, Ep_1) > 3" Considérons maintenant 2 < m < n.

Alors, E,, 1 C B,y C Eyy C Ey et (T — ayl)E, C Ey 1,(T — anl)Ey C Ep.
D’o1,

T(u, T(upy, T(u, — apty, T(Um — QU
o [ Bl _ ||t ) _ e
an a/m a'n am
Z d(una Enfl)
1
> -
- 2
Or, comme T est compact, (T(u,)) admet une sous-suite convergente. Ainsi, si
lim a, = a # 0, le passage a la limite dans (*) donnerait une contradiction. O

n—-+o0o
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Montrons maintenant (c). Pour tout n € N*, I'ensemble o(T) N {a € R, |a| > 1}
est vide ou fini. En effet, §'il était infini, puisque o(7") est compact, il y aurait un
point d’accumulation, ce qui contredirait le lemme précédent. Lorsque o(T') contient
une infinité de points (distincts), on peut alors les ranger en une suite qui tends vers
0. ]

2.3. Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. Dans
toute cette section, F est un espace de Hilbert. On note < .,. > le produit scalaire

associé.On rappelle que T € L(FE) est autoadjoint si et seulement si T = T*. Pour
T € L(FE), on pose

m(T) = inf{< Tu,u >;u € E, ||lu|| = 1} et M(T) =sup{< Tu,u >;u € E, ||u|| = 1}.
Proposition 17. Soit T € L(E) un opérateur autoadjoint.

(i) o(T) C [m(T), M(T)], m(T) € o(T), M(T) € o(T).
(ii) Si o(T) = {0}, alors T = 0.

Démonstration. (i) Soit A < M (T) et montrons que A € p(7T'). Or, pour tout u € F, on
a < Tu,u >< M||u||?. D’oti, pour tout u € E, < Mu—T,u >> (A—M)||u||? = a||u|?
avec o > 0. Donc, la forme § définie par S(u,v) = (Au — T'(u), v) pour u, v € E, est
coercive. On conclue que Al — T est bijectif en utilisant le théoréme de Lax-Milgram
et le théoreme de représentation de Riesz.

Théoréme 18 (Théoreme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert et soit a(u,v)
une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors, pour tout ¢ € H', il existe un unique
u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = ¢(v).

Montrons que M € o(T). Pour cela, posons pour tout u, v € E, B(u,v) =
(Mu — T(u),v). Alors, 5 est une forme bilinéaire, symétrique, positive. En appli-
quant I’inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme 3, on obtient, pour tout u, v € E,

| < Mu—T(u),v>| << Mu—T(u),u >2< My — T(v),v >7
Ce qui implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € F,
(%) [Mu —T(u)| < C < Mu —T(u),u>? .
Soit (u,) une suite de E telle que, pour tout n € N, [|u,|| = 1 et n1_1>11100 < T(uy), U, >=
M. Alors, d’apres (*), n1—1>IJPoo |Mu, —T(u,)| = 0. Ce qui implique que M € o(T), car
sinon M I—T est inversible et alors n]_l)llloo Up = nl_i)rfoo((MI—T)_l(Mun—T(un))) =0,

ce qui contredit que ||u,|| =1 = 0 pour tout n € N. Les propriétés sur m s’obtiennent
en remplacant T" par —T.

(ii) Pour tout u, v € E,
2<Tu,v>=<Tuw+v),u+v>—-<Tu,u>—<Tv,v>.

Or, d’apres (i), < T(u+v),u +v >=< Tu,u >=< Twv,v >= 0. Donc, pour tout u,
veFE, <Tu,v>=0.Dou, T =0. O
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On sait qu’en dimension finie, tout endomorphisme autoadjoint est diagonalisable.
Le résultat suivant dit que ceci reste le cas en dimension infinie pour les opérateurs
compacts !

Théoreme 19. On suppose que E est séparable. Soit T un opérateur autoadjoint
compact. Alors, H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Démonstration. Posons A\g = 0 et considérons (A,),>1 la suite des valeurs propres
distinctes de T' (excepté 0). Cette suite “existe” d’apres le théoreéme 15. On pose
Ey = Ker(T — M\I) pour tout k& € N. Remarquons que, d’aprés 'alternative de
Fredholm, les Ej, k # 0 sont de dimension finie (et non nulle).

Montrons que E est somme hilbertienne des (E,),>0. On a déja vu que les (E,) sont
deux a deux orthogonaux. Considérons I'espace vectoriel F' engendré par les (E,,).
Alors, T(F) C F,dou T(Ft) C Ft (carsiu e Fr v e F, < Tu,v >=< u,Tv >=
0). Comme F* est fermé, il en résulte que 'opérateur Ty = Tpe (restriction de T" &
F1) est autoadjoint compact. Supposons qu’il existe A € o(Tp)\{0}. Alors, A € vp(Tp)
et donc il existe v € F'* non nul tel que Tyu = Au. Alors, A est une des valeurs propres
A\, de T et u € E, N F+. Ceci implique u = 0, ce qui est absurde. Donc, o(Ty) = {0}
et, d’aprés la proposition 17 (i), 7o = 0. On en déduit que F+ C KerT C F et donc
F+ ={0}. D’ou, F est dense dans E (puisque E = F + F1).

En choisissant une base hilbertienne B,, dans chaque E,, (ce qui est possible car tout
espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne), la base hilbertienne de E
cherchée est obtenue comme réunion des bases hilbertiennes B,,. O

Ce théoreme implique que tout opérateur autoadjoint 7" dans un espace de Hilbert
séparable E est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini. En effet, tout v € E s’écrit
sous la forme u = ) up ol1, pour tout n € N, u, € E,. Ainsi, T'(u) = Y, . Anln-
D’ot, si on définit, pour k # 0 Popérateur T}, par Ty(u) = Z?:l Ajuj, les Ty, sont de
rang fini (car les Ej sont de dimension finie) et ||T; —T'|| = sup,>41 |An| = 0 quand
k — +oo. En fait, ce résultat subsiste dans tout espace de Hilbert et pour tout
opérateur compact (non nécessairement compact). Voir [Bre].
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