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1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Sauf mention du contraire, les espaces vectoriels considérés sont sur le corps K qui est
un sous-corps de C.

Exercice 1
On considere dans le R-espace vectoriel F(R,R) des fonctions de R dans R les sous-
ensembles suivants :

By ={f e FRR); f(1) = 2f(0)};
Ey ={f € F(R,R); f(0) =1};
Es={f e FRR);Vz € R f(1 —z) = f(z)};
Ey={f € F(R,R);Vz € R (f(2))* = f(2)}.
1) Dire si ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de F(R, R).
2) Si f € Ej3, donner une propriété géométrique du graphe de f.
3) Montrer que les éléments de E, qui sont continues sur R sont des fonctions constantes.
L’ensemble E, contient-il des fonctions non constantes ?

Exercice 2
1) Montrer que X?® — 5 est irréductible dans Q[X]. On note o = 53 et on pose
A= {a+ba+ca? (a,bc) € Q}.

2) Soit P un polynéme non nul de Q[X] de degré inférieur ou égal & 2. Montrer qu’il
existe U, V € Q[X] tels que (X — 5)U + PV =1 et degV < 2. Calculer P(a)V ().
3) Montrer que (1, a, ) est une base du Q-espace vectoriel A.



4) Montrer que A est un sous-corps de R.

Exercice 3

1) Soient F un espace vectoriel et F', G deux sous-espaces vectoriels de F tels que FUG =
E. Montrer que FF = F ou G = FE.

2) Soient E un espace vectoriel, I un ensemble non vide, (F;);cr une famille de sous-
espaces vectoriels de F. On suppose que

V(i,5) € I?, 3k € I tel que F; U F; C Fy.

Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de F.

il
Exercice 4
Soit E le R-espace vectoriel des applications de R dans R.
1) On note F; (respectivement F») I’ensemble des fonctions paires (respectivement im-
paires). Montrer que F; et F5 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.
2) Soient N € N* et ag, ..., axy € R deux a deux distincts. On note F' = {f € E;Vi €
{0, ..., N}, f(a;) = 0} et G I'ensemble des applications polynomiales de R dans R de degré
< N. Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Exercice 5
Montrer que les familles suivantes sont libres (pour les lois usuelles).
1
1) fa:]0,1[= R, a €]0, 1[, définie par f,(z) = . :
—ax
1
2) f.:R—=>R a€]0, , défini () = —7F—.
) f. a € [0, 400, définie par f,(z) S
3) fa: R = R, a € R, définie par f(z) =
Exercice 6
Soient E un espace vectoriel et zq, ..... , T, des éléments de E. Pour tout ¢ = 1,..,n, on

note F; 'espace vectoriel engendré par x;. Montrer que (x1, .., z,) est libre si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiés :

(i) Vi=1,.,n, z; #0.

(ii) La somme E; + ... + E, est directe.

Exercice 7

Soient E un espace vectoriel et Fi,.....F,, Gi,....., G, des sous-espaces vectoriels de F.
On suppose que les Fi,...,F,, sont en somme directe et que pour tout : = 1,..,n, G; C F;.
Montrer que les G,...., G,, sont en somme directe.

Exercice 8

Soient E un espace vectoriel et Fi,....,F,, des sous-espaces vectoriels de F.

a) Montrer que si les Fi,....., F,, sont en somme directe et que si, pour tout i = 1,..,n, L;

est une famille libre dans F;, alors U L; est une famille libre de F.
i=1
b) Montrer que si F + ... + F,, = E et que si, pour tout i = 1,..,n, G; est une famille

génératrice de Fj, alors U G; est une famille génératrice de E.
i=1
b) Montrer que si les Fi,...., F,, sont en somme directe de somme E et que si, pour tout

n
1=1,..,n, B; est une base de Fj;, alors UBi est une base de E.

=1
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Exercice 9

1) Montrer que l'application f : R[X] — R[X] définie, pour tout P € R[X], par
f(P) =P — XP' est linéaire et déterminer Ker(f) et Im(f).

2) Soit E l’espace vectoriel des polynomes de K[X] de degré < n. Montrer que ’applica-
tion f : E — E définie, pour tout P € R[X], par f(P) = P — P’ est un automorphisme
de E et déterminer f.

3) Soit E l’ensemble des applications de R dans R qui sont 27-périodiques et de classe
C* sur R.

3a) Montrer que F est un R-espace vectoriel (pour les lois usuelles) et que, pour tout
feE, fleE.

3b) Soit ¢ : E — E définie par ¢(f) = f' pour tout f € E. Montrer que ¢ est linéaire et
déterminer Ker(¢) et Im(¢).

4) Soient E et F deux espaces vectoriels (sur K) et soit f € L(F,FE). On définit
¢: ExF — E x F par ¢(z,y) = (v + g(y),y) pour tout z € E, tout y € F. Montrer
que ¢ est un automorphisme de E x F.

Exercice 10
Soit E un espace vectoriel (non réduit a 0).

1) Soit f € L(F). On suppose qu’il existe un unique g € L(E) tel que fog = Idg.
Montrer que f € GL(E).

2) Soit f € L(E) nilpotent d’ordre p (c’est & dire fP = 0 mais fP~! # 0). Montrer que la
famille (Idg, f, ..., fP!) est libre.

3) Soient f, g € L(F) tels que fog = gof. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont stables par g.

Exercice 11
Soit E un espace vectoriel.

1) Soient p et ¢ deux projecteurs de E.

la) Montrer que si p # 0, ¢ # 0, p # g, alors (p, q) est libre dans L(F).

1b) Montrer que si po ¢ = q o p et Ker(p) = Ker(q), alors p = gq.

1c) On suppose que K = R ou C. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si
poqg=gqop=0.

2) Soient f, g € L(E). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

(i) fog=getgof=Ff.
(i) f, g sont des projecteurs et Im(f) = Im(g).
3) Soit p un projecteur de E. On pose ¢ = Idg — p,

L={f€L(E);Fue L(E),f=uop},
M={ge L(E);Tve L(E),g=voq}.
Montrer que L et M sont des sous-espaces de L(E) supplémentaires dans L(E).

Exercice 12
On admet que tout sous-espace vectoriel admet au moins un supplémentaire. Seul le cas



de la dimension finie est au programme de CAPES.

1) Soient E et F deux espaces vectoriels, u € L(E, F'), et E' un supplémentaire de Ker(u)
dans E. Montrer que u définit un isomorphisme de E’ sur Imu.

2) Soient E un espace vectoriel et F', G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que
les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe f € L(E) tel que Im(f) = F et Ker(f) =G.

(ii) II existe un supplémentaire H de G dans E tel que H soit isomorphe & F.

2. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Sauf mention du contraire, les espaces vectoriels considérés sont sur le corps K qui est
un sous-corps de C.

Exercice 1
On considere les vecteurs suivants de C? :

w = 1—14,4,1+44), us=(-1,1,3), ug = (1 —4,i,3).

a) Montrer que (uy, us,u3) est une base de C>.
b) Calculer les coordonnées du vecteur (1 + 4,2,7) dans cette base.

Exercice 2
Parmi les sous-ensembles suivants de R*, préciser lesquels sont des sous-espaces vectoriels
et lorsque c’est le cas, en donner une base.

{(z,y,2,t) eRYz —y+ 22+t =1}
{(z,y,2,t) ERY;x+t=0¢et 22 +y— 2 =0}
Exercice 3
Soit F' le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs (0,—1,1,1), (2,1,—1,1)

et (1,1,—1,0). Soit G le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs (1,3,0,1),
(2,4,-2,2) et (=1,—2,1,—1). Les sous-espaces F' et G de R* sont-ils supplémentaires ?

Exercice 4

Soit F' le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (2,3, —1) et (1, —1,—2).
Soit G le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (3, 7,0) et (5,0, —7). Mon-
trer que 'on a F' = GG. Trouver une équation de F.

Exercice 5
Soit a un nombre réel. Quel est la dimension du sous-espace vectoriel de R?® engendré par
les vecteurs (a +2,a,a —2), (1,a,—1) et (a,—a,1)?

Exercice 6
On considere les vecteurs suivants de R* :
U = (—3, 1, 0, 2), U = (—5, 2, 1, 2), Uz = (1, 1,4, —6), Uy = (—1, 0, —1, 2)

a) Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par u; et uy est égal au sous-espace
vectoriel engendré par us et uy.
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b) Montrer que les vecteurs u; et us sont linéairement indépendants. Compléter ces vec-
teurs pour former une base de R*.

Exercice 7

Soit F le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (1,0,1,—1,0), (2,1,2,1,1)
et (3,1,2,0,1). Soit G le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (1,1,3, —1,1),
(2,—1,—4,4,—1), (0,1,2,0,1) et (1, -2, —3,—1,—2).

a) Trouver une base de F puis de G.

b) Déterminer une base de F' + G et donner une équation de F' + G.

c¢) Trouver des équations de F' et de G.

d) Déterminer une base de FF N G.

Exercice 8
On considere les vecteurs suivants de R® :

u = (1,2,0,1,1), up = (0,1,1,1,1), ug = (1,4,1,2,1).

a) Montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants.

b) Soit v = (a, b, ¢,d, e) un vecteur de R*. A quelles conditions v est-il un élément du
sous-espace vectoriel F' engendré par u,, us, us dans R® ?

¢) Trouver un supplémentaire de F' dans R®.

Exercice 9

a) Soit F le R-espace vectoriel des suites & termes réels et soit a € R*. On consideére F
I’ensembles des suites de E telles que u,11 = au, pour tout n € N. Montrer que F' est
un sous-espace vectoriel de £ dont on déterminera la dimension.

b) Soit E le C-espace vectoriel des suites a termes complexes et soient a, b € C. On
considere F' 'ensembles des suites de E telles que 4,19 = au,4+1 + bu, pour tout n € N.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E' dont on déterminera la dimension.

c) Adapter a) et b) au cas des fonctions vérifiant des équations différentielles.

Exercice 10
1) Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel de 1’espace des applica-
tions f :] —1,1[— R engendré par les (f;)i=1,2,34 définis, pour tout z €] — 1, 1] par

1—z 1+2x

filz) = 152 fo(z) = 12 f3(z) , fa(z)

1 z
RV V1T -2
2) Pour tout a € R, on considére f, : R — R definie, pour tout z € R, par f,(z) =

cos(z + a). Soit a, b, ¢ dans R. Déterminer le rang de (f,, f», fc) dans 'espace vectoriel
des applications de R dans R.

Exercice 11

1) Soient E un espace vectoriel de dimension finie, soit F' un sous-espace vectoriel non
trivial (F' # {0} et F' # E) de E. Montrer que F' admet au moins deux supplémentaires
différents de E.

2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G des sous-espaces vectoriels
de E de méme dimension. Montrer que F' et G ont un supplémentaire commun dans E.



3) Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ', G deux sous-espaces vectoriels de
E. Montrer que deux quelconques des trois propriétés suivantes impliquent la troisieme.

(1) FNG ={0} (2) F+G =E (3) dimF + dimG = dimE.

4) Soient E, F' deux espaces vectoriels. Montrer que si E X F' est de dimension finie, F
et F' sont de dimension finie.

Exercice 12

Soient les vecteurs u(1,1), v = (2,—1) et w = (1,4) de R2.

a) Montrer que (u,v) est une base de R2.

b) Pour quelles valeurs du nombre réel a existe-t-til une application linéaire f de R?* dans
R? telle que £(u) = (2,1), f(v) = (1,~1) et f(w) = (5,a)?

Exercice 13
a) Trouver une infinité d’isomorphismes f de R? dans R? tels que f(1,1) = (1,2).
b) Trouver toutes les formes linéaires f sur R® telles que f(1,—2,1) = 1.

Exercice 14
Soient n € N*| E,, 'espace vectoriel des polynomes réels de degré < n. Montrer que pour
tout Q € F,, il existe un unique P € F,, tel que

ngp()(§>-

Exercice 15
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f € £(F). Montrer que

dim(Ker(f?) < 2dim(Ker(f)).

Exercice 16

1) Soient E un espace vectoriel de dimension finie, A € K, f € £(F). Calculer rg(Af) en
fonction de rg(f).

2) Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f,g € L(E) tels que f + g = Idg et
rg(f) + rg(g) < dimE. Montrer que f et g sont des projecteurs.

3) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(£). Montrer que p est un
projecteur si et seulement si la somme des rangs de f et de Idg — f est n.

4) Soient F, F' deux espaces vectoriels de dimension finie, f,g € L(F, F). Montrer que
les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) rg(f +9) =rg(f) +rg(9);

(ii) Im(f) N Im(g) = {0} et Ker(f) N Ker(g) = E.
Exercice 17

1) Soit H un sous-espace d'un espace vectoriel E de dimension finie. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

(ii) Il existe @ non nul tel que £ = H & Ka.
Si 'une de ces propriétes est vérifiée, on dit que H est un hyperplan de E. Quelle est la
dimension d’un hyperplan ?
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2) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une famille F = (¢4, ..., ¢,,) de formes
linéaires sur E est dite positivement liée si, pour tout x € E, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) ¢i(xz) > 0 pour 1 <i<n;

(ii) ¢i(z) =0 pour 1 <i<n.
Soit F = (¢4, ..., #) une famille de formes linéaires sur FE.
a) Prouver que si F est positivement liée, elle est liée.
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) F est positivement liée.

(i) 1l existe oy, ...., o, € RT* vérifiant a1 + ... + a¢p, = 0.

3) Soient Iy, Iy, I3 : R® — R les formes linéaires définies, pour tout (z,y,z) € R?, par
lhi(z,y,2) = ¢+ y+ 3z, lb(z,y,2) = bz — y + 2, l3(x,y,2) = x —y — 2. Montrer que
(I1,19,13)) est une base de I'espace duale (R?)*, puis trouver la base (ui,us, us3) de R
dont la base duale est (I1, [, l3).

4) Soit E ’espace vectoriel des polynomes réels de degré < 2n et soient ay, ..., a, des réels
distincts. On considére, pour tout i = 1, ..n, les formes linéaires définies par \;(P) = P(a;)
et u;(P) = P'(a;) pour tout P € E. Montrer que (Ay, ..., Ap, {41, -.-, fi) €st une base de
E* et trouver sa base duale.

Exercice 18

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(F). Montrer que dans les cas
suivants, f est une homothétie.

a) f laisse stable toute droite de E.

b) dimFE > 2 et f laisse stable tout sous-espace de E de dimension p avec 1 < p < dimFE.
c) f laisse stable tout hyperplan de E.

Exercice 19

Pour une partie A C E, on définit A+ = {p € E*|;Vz € A, p(z) = 0}, c’est un
sous-espace-vectoriel de E*. On définit également pour A’ C E*, A" = {zx € E| Vp €
A", p(xz) = 0}, c’est un sous-espace vectoriel de E. Soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E, M et N deux sous-espaces vectoriels de E*, montrer les propriétés sui-
vantes :

3. MATRICES, SYSTEME LINEAIRES, DETERMINANTS

Soit K un sous-corps de C. On note M,, ,(K) I’ensemble des matrices a coefficients dans
K qui ont n lignes et p colonnes.

Exercice 1

1) Résoudre 1’équation

2 (-1 0
woaxe ()



d’inconnue X € M, (K).

111 ... 1
011 ... 1

2) Soient A= |0 0 1 ... 1| e M,(K) et ke N. Calculer A
000 ... 1
-9 7 3

3) Soit A= | —13 10 4 |. Montrer que A% = 0. On dit alors que A est nilpotente.
4 -3 -1
Exercice 2

Soit, S,,(K) (respectivement A, (K)) I’ensemble des matrices symétriques (respective-
ment antisymétriques) d’ordre n a coefficients dans K.
1) Montrer que S,(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
M, (K). Donner une base de S, (K) et de A, (K).
2) Soient A et B dans S, (K). Montrer que AB € S,,(K) si et seulement si AB = BA.

Exercice 3 Pour n € N*, on note F, le C-espace vectoriel des polynomes de degré
inférieure ou égale a n. Soit f € L(Es, Ey) définie par f(P) = P' — P" pour P € Ej.

1) Déterminer la matrice A de f dans les matrices canoniques de E3 et Fj.

2) Soit S € C[X] tel que S # 0 et de degré 3. Démontrer que (S, S’, 5", S®)) est une base
de FE5 et (S,5’,S") une base de E,. Ecrire la matrice de f dans ces deux bases.

Exercice 4

chxz shz
shx chzx

z,y € R Az +vy) = A(x)A(y). Montrer que, pour tout x € R A(z) est inversible et
calculer son inverse.

1) Pour tout nombre réel z, on note A(z) = . Montrer que, pour tout

2—1 1 1
2) Montrer que la matrice A = i 1 14| est inversible et calculer A1,
3—1 1 2
(0111
. 1 011 . . -1
3) Montrer que la matrice A = 110 1]¢t inversible et calculer A™".
\l1 1 10
( 1 1 0 0 ... 0)
o1 1 0 ... 0
0o . - .. Lo
4) Montrer que la matrice A = | . . . S € M, (K) est inversible et
T |
\0 .. oo o 01

calculer A1.

Exercice 5



Soient S € My (K), E = {M € M,(K); MS = 0}, F = {I, + M; M € E}.
1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M, (K).
2a) Montrer que F est stable pour la multiplication.
2b) Etablir que, pour tout A € GL,(K), A~! € F.

Exercice 6
1 =2 — 1
1) Soit la matrice A= |7 1 1 | € M;4(C). Déterminer le rang de A, puis de
1 2 37 3
tA.
1 0 a a
2)SoitA=[a 1 0 a] € M;4(C). Etudier suivant la valeur de a € C le rang de A.
0 ala
3) Soit ¢ € L(R®,R*) dont la matrice dans les bases canoniques de R? et R* est
1 2 3
2 4 6
A= -1 4 1
2 -8 =2

Quel est le rang de ¢ ? Déterminer une base de Im¢ et de Kerg.

4) En utilisant des matrice carrées extraites, calculer le rang de la matrice A =

21 4 -3
4 0 6 1

Exercice 7

Soit A € M, ,(K). On note C4,..., C, les colonnes de A. Soient E et F' deux espaces
vectoriels sur K et soit f € L(E, F) tels que la matrice de f dans des bases de E et F
est A. Montrer que

rg(A) = n <= f surjective <= (C4,...,C,) engendre M, ;(K);

rg(A) = p <= f injective <= (C}, ..., Cp) est libre ;

Exercice 8
1) Montrer que I'application Tr : A — trA est une forme linéaire de M, (K).

2) Trouver toutes les applications linéaires f : M,,(K) — M, (K) telles que, pour tout
A, B € My(K), f(AB) = f(BA).

3a) Montrer que si deux matrices A et B de M, (K) sont semblables (c’est & dire qu’il
existe P € GI,(K) tel que B = P~'AP), alors elles ont méme trace.
3b) Soit u € L(F) ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que ’on
peut définir la trace de u comme étant la trace de la matrice de u dans n’importe laquelle
des bases de E.

Exercice 9
Soient A, B € M, ,(K). On dit que A est équivalente & B s'il existe (P, Q) € GI,(K) x



Gl,(K) tel que B =Q 'AP.

1) Montrer que ceci définit une relation d’équivalence dans M, ,(K).

2) Montrer que si A € M,, ,(K) est de rang r, alors A est équivalente & la matrice J = (a;;)
avec aj; = 1s11 <7 <reta;; =0 sinon.

3) Montrer que, si A, B € M, ,(K), alors

A est équivalente a B <= rgA = rgB.

En déduire que, pour tout A € M, ,(K), rg(*A) = rg(A4).
4) Montrer que pour tout A € M,(C), il existe des matrices B, C € GI,(C) telles que
A=B+C.

Exercice 10

1) Soit (e, e, e3) la base canonique de R? et soit f : R® — R3 I’application linéaire définie
par f(z,y,2) = (—z+y+ 2, —2x + y + 2, —6x + 2y + z) pour tous z, y, z € R. On note
A la matrice de f dans la base (eq, eq, €3).

la) Ecrire la matrice A.

1b) On considere les vecteurs v; = (1,0,2), vo = (1,1,2) et v3 = (2,1, 5) de R*. Montrer
que (vi, vy, v3)) est une base de R® et calculer la matrice de f dans cette base.

0 00O 0100
0 010 0000
1 — — - ?
2) Les matrices A 000 1 et B 000 1 sont-elles semblables
0 000 0000
Exercice 11
1) Résoudre dans R? le systeme
z+2y—2z = 1
2 +3y—2z = 4
3x+y—2z = 2
2) Résoudre dans R* le systéme
TH+y—z+1t = 2
2t =2y +2—-3t = 1
—r+y+z2—-2t = -2

3) Discuter et résoudre, suivant a € R, le systéme dans R*

2r+y—32 = a
3x+2y+z = a+3
Tc+4y —5z = 2a+5

4) Donner une condition nécessaire et suffisante sur m € C pour que les trois plans
vectoriels de C* d’équation

r—2y+z=mz, ,3x—y—2z2=my, 3r —2y —z=mz

contiennent une méme droite vectorielle.
Exercice 12

1) Montrer que, pour tout A = (a;;) € My(C), |det(A)] <[5, (ITi, lai)) -



2) Soit n € N*. On suppose qu’il existe A et B dans GI,(R) telles que AB + BA = 0.
Montrer que n est pair. Donner un exemple de matrices A et B dans le cas n = 2.

3) On note S1,(K) = {A € M, (K);det(A) = 1}.

3a) Vérifier que Si,(K) est un sous-groupe de G1,(K) pour la multiplication, appelé
groupe spécial linéaire.

3b) Montrer que, pour A € G1,(C), il existe « € C, B € S1,(C), A = aB.

Exercice 13

Soient n, p € N*, A € M, (K). Montrer que AP = I, si et seulement si (com(A))? = I,
ol com(A) désigne la comatrice de A.

Exercice 14
Calculer les déterminants suivants.

z+1 -2 2 0
1) a zT—a—1 a 0
-2 2 r—3 zv—1
—1 1 -1 z-1
1 1 1
2)la b c|oua,betcdans K. En déduire le nombre de solution du systéme
a> b

T+y+z = d
ar +by+cz = d*+3

a*z + V’yctz = d
Calculer ces solutions.
1 1 1 1
. 1 -1 1 -1 . . .
3) detA ou A = 1 i -1 —il La matrice A est-elle inversible ?
1 -2 -1 2
1oz 22 ... 20!
4) [ : | ou (z1,...,2,) € K" (Déterminant de Vandermonde).
1z, z2 ... 2!
a; QG ... ... Qp
a; ap (45}
5)
a2
ay a; ap
1
6) detA ou A = < 3 ) avec, pour tout 4, j € {1,..,n}, a;, b; € K et a; +b; # 0
i T 05/ i

(Déterminant de Cauchy).

Exercice 15
Soient A, B, C et D dans M, (K) avec C et D commutent, et D inversible. Montrer alors



que

B
e D‘ = det(AD — BO).

Exercice 16

1) Calculer det(f) ou f est 'endomorphisme de M, (R) défini par f(X) = *X pour tout
X € M,(R).

2) Soient n € N*, E' un K-espace vectoriel de dimension n, V3, ..,V,, des vecteurs de F,
f € L(E), B une base de E. Montrer que

> detg(Vi, ooy f(V5), oo, Vi) = tr(f)det(V4, ....., Vo).
j=1

3) Soit A = (a;;) € M,(R) telle que, pour tout ¢, j € {1,...,n}
(i) ai; € Z;
(ii) ¢ # j = a;; pair.
(iii) a;; impair.
Montrer que det(A) # 0.

Complément : Espaces de matrices

Dans la suite, n € IN* et IK = IR ou C et on note M, (IK) I’espace des matrices a coeffi-
cients dans K et GL,(IK) 'ensemble des matrices inversibles de M, (IK).

1) Montrer que GL,(IK) est ouvert et dense dans M, (IK).

2) On note SL,(K) = {A € M, (IK);detA = 1}. Déterminer ’adhérence, I'intérieur et la
frontiere de SL, (IK).

3) On note E l'ensemble des matrices diagonalisables de M, (IK) et F' ’ensemble des
matrices de M, (KK) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes. Si IK = C, montrer
que F = E = M,(0). Ce résultat subsiste-t-il si IK = IR?

4) Soient E = M5(IR) muni du produit scalaire canonique et 75 (IR) le sous-espace
vectoriel des matrices triangulaires supérieures. Calculer la projection orthogonale d’une
matrice A sur F.

5) Montrer que I’ensemble des matrices de M, (IR) diagonalisable dans M, (IR) est connexe
par arcs.

6) Montrer que P'application det de M, (IK) dans IK qui & A € M, (IK) associe detA est
continue.

4. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES
Soit K un sous-corps de C. Tous les espaces vectoriels considérés sont (sauf mention

du contraire) sur K.

Exercice 1
Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que fog = go f. Montrer



que tout sous-espace propre pour f est stable par g, et que Kerf et Im f sont stables par g.
Exercice 2

1) Déterminer valeurs propres, vecteurs propres, noyau, image de ’endomorphisme f de
R[X] défini par f(P) = X(P(X)— P(X — 1)) pour tout P € R[X].

2) Soit E le C-espace vectoriel des suites complexes convergentes et f ’endomorphisme
de E, qui & toute suite (x,) associe la suite (y,) définie par y, = x,,1 pour tout n € N.
Déterminer les valeurs et les vecteurs propres de f.

3) Soit E le R-espace vectoriel des fonction continues f : [—m, 7] — R. Pour tout f € F,
u(f) : [=m, 7] = R définie par u(f)(z) = [* cos(z —t)f(t)dt et v(f) : [-m, 7] = R

définie par v(f)(z) = [" cos(z —t) f(t)dt. Montrer que u et v sont des enmorphismes de
E, dont on déterminera valeurs propres et vecteurs propres.

Exercice 3
On note P(f) et P(A) le polynome caractéristique d’un endomorphisme f et d’une ma-

trice carrée A.

1) Soient E un espace vectoriel, f un endomorphisme de E et F un sous-espace de E
stable par f. On note f’ 'endomorphisme induit par f sur F'. Montrer que P(f) = P(f").

w50

Exprimer P(M) en fonction de P(A).

2) Soit A € M,(K) et soit

3) Montrer que pour tout A € M, (K), P(A) = P(*A). En déduire que A et ‘A ont méme
spectre.

Exercice 4

1) Montrer que

2 0 1
A= 1 1 1
-2 0 -1
est diagonalisable, puis diagonaliser A.
2) Méme question avec (pour a € R)
0 -1 1
A=|—-a—-1 a a+1
—a a a+1

3) Soient a € K et f I’endomorphisme de K,[X] (espace vectoriel des polynomes de
K[X] de degré < n) défini par f(P) = (X — a)(P' — P'(a)) — 2(P — P(a)) pour tout
P € K, [X]. Déterminer valeurs propres, vecteurs propres, noyau et image de f ; f est-elle
diagonalisable ?



Exercice 5

Soient a, b € C. Soit A = (a;;) € M,(C) définie pour tout 7, j € {1,...n}, par a,; = 0,
ai,j:asij>ietai,j=bsii>j.

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

2) Donner une CNS sur (n,a,b) pour que A soit diagonalisable.

Exercice 6
Trouver toutes les matrices B € M3(R) telles que B> = A et trB = 0 avec
2 3 1
A=1-1 -2 -1
1 3 2
Exercice 7
011 010
Les matrices A = [1 0 0] € Ms(R) et A= |1 0 1] € M;3(R) sont-elles sem-
210 1 20
blables ?
Exercice 8

Trouver tous les sous-espaces de R? stables par ’endomorphisme f de R*® dont la matrice
dans la base canonique est

1 0 2
A=12 1 0
0 2 1
Exercice 9
0 -8 6
1) Soit A= | -1 —8 7 |.Montrer que A est inversible et calculer, pour tout k& € N,
-1 —14 11
Ak

2) Soient a €] — 1,1[, A = <i Cf) . Trouver une matrice B € My(R) telle que e? = A.

3) Soient (uy), (v,), (wy,) les suites réelles définies par
Uy = O,UO = 22,11)0 =22
et pour tout n € N,

1

Up+1 = Z(Qun + v, + wn)a
1

Unp+1 = g(un + v, + wn)a

1
Upy1 = Z(u" + U + 2wy).

Calculer u,,, v, et w,, puis étudier la convergence de ces suites.

4) Soit (uy) la suite réelle définie par
ug = l;u; = 1Luy =1,
Vn € N, u, 3 = 45u, — 39Uy, 1 + 11U, 9.
Calculer u,, pour tout n € N.



5) exo sur les systemes d’equa diff?
Exercice 10
1) Etablir que tout endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

2) Soient A, B € M,(K) telles que AB soit diagonalisable. Montrer que si A ou B est
inversible, alors BA est diagonalisable.

3) Soit A € M, (R). Montrer que ’on peut décomposer A en la somme de deux matrices
diagonales.

4) Soient A € M, (K), M € M, (K) diagonalisable. Montrer que s’il existe k € N* tel que
M*A =0, alors MA = 0.

Exercice 11
Trigonaliser les matrices suivantes

5 —17 25 -2 2 -1 2 01
A=(2 -9 16|,B=|-11 -1],c=[1 10
1 -5 9 -1 2 -2 -1 1 3

Exercice 12

1) Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles. Soit f I’endomorphisme de E considéré
dans ’exercice 2 2). Montrer que le seul polynéme annulateur de f est le polynéme nul.

2) Soeint A € M3(R) telle que A2 + A = 0 (et A # 0). Montrer que A est équivalente &

0 0 O
la matrice B= |0 0 1
0 -1 0

3) Soit f: M,(R) — M, (R) définie par f(A) =" A. Montrer que f est linéaire; f est-il
diagonalisable ?

Exercice 13

1) Soit A € M, (C). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est nilpotente;

(ii) Le spectre de A est {0}.

(iii) Py = (—1)"X™;

(iv) A" =0.
2) Soient un C-espace vectoriel et f € L(F). Montrer que pour tout k£ = 0, .., n, il existe
un sous-espace vectoriel de E stable par f.

Exercice 14

la) Soit E 'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C). Montrer que E est dense
dans M, (C).

1b) Soit A € E. Montrer que P(A) = 0.

1c) En déduire une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton dans la cas de M,,(C).



2) Soient A € M, (C) et P € C[X]. Montrer
P(A) € GL,(C) <= pged(P, xa) = 1.

3) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE). Montrer que x; est
irréductible dans K[X] si et seulement si {0} et E sont les seuls sous-espaces vectoriels
de E stables par f.

Exercice 15
1) Soit E un espace vectoriel (de dimension finie ou non). Soient f € L(E) et des

polynomes Pi,...., Py des polynomes premiers entre eux. Montrer que les sous-espaces
vectoriels Ker(P;(f)),...,Ker(Py(f)) sont en somme directe et que

D Ker(P(f) = Ker (IL,P) )

3 =5 3 =5
- . 2 =3 -2 =2 Lo N
2) En utilisant 1), montrer que la matrice A = 0 0 1 —1]|¢est équivalente a une
0 0 5 -1

matrice diagonale par blocs.

Attention! les notions de polynomes minimales et de réduction de Jordan ne
font pas partie du programme de CAPES

Exercice 16 (Polyn6me minimal)

1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(F). 1a) Montrer qu’il existe
un unique polynome unitaire, note 7y, tel que

{P € KIX]; P(f) = 0} = m, K[X].

Le polynéme 7 est appelé “polyndéme minimal” de f.

1b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si 7 est scindé simple sur K.
1c) Montrer que 7 et x; ont les mémes diviseurs irréductibles dans K[X].

1d) Montrer que f est trigonalisable si et seulement si 7; est scindé sur K.

0
2) Soit A = } € M,(R) Calculer x4, les valerus propres et vecteurs
0

_o O
_— O O =
O = = O

propres de A et m4.

3) Soit f un endomorphisme d’un espace de dimension finie E. Montrer que f est
nilpotente si et seulement s’il existe r € N* tel que mp = X".

Exercice 17 (Décomposition de Dunford)

1) Soit A € M, (K) tel que x4 soit scindé sur K. Montrer qu’il existe un couple unique
(D,N) € M,(K)? tel que
(i) A=D+ N,

(ii) D est diagonalisable;
(iii) N est nilpotente;



(iv) ND = DN.
Le couple (D, N) s’appelle la décomposition de Dunford de A.

2) Soit A € M,(C). On appelle rayon spectrale de A (que I’on note p(A)) le réel p(A) =
max |A| ol le max est pris sur toutes les valeurs propres de A. Montrer que

lim A? =0 <<= p(4) < 1.

p—>—+o0

3) Comment calculer 'exponentielle d’une matrice A € M, (C) en utilisant la décomposition
de Dunford.

4) Soit A= D + N la décomposition de Dunford de la matrice A € M, (C).

4a) Quelles est la décomposition de Mumford de A*? de A~! (si on suppose que A est
inversible) ? de e4 ?

4b) Résoudre I'équation e* = I,, d’inconnue X € M, (C). Montrer que A est diagonali-
sable si et seulement si e est diagonalisable.

Exercice 18 (Réduction de Jordan)

1) Rappeller ce qu’est la réduite de Jordan d’une matrice A € M, (K).

-1 1 1 0
. 0 -1 0 1 L. . . .
2) Soit A = 1 9 1 -1]°¢€ M, (R). Vérifier que A est nilpotente. Déterminer sa
0 -1 0 1

réduite de Jordan J et une matrice inversible P telle que A = PJP™L.

-1 -2 -3 -3 -3
o 1 1 0 0
3)SoitA= 0 0 1 1 1 |e€MR).
1 1 1 2 3
-1 -1 -1 -1 =2
3a) Montrer que x4 est scindé sur R. Déterminer la réduite de Jordan J de A et une
matrice inversible P telle que A = PJP~.
3b) Montrer que A est inversible et calculer A* pour tout k € Z.
3c) Calculer e”.

-2 -3 -4 -9 72 52
4) Montrer que les matrices A= | -1 0 0 |etB=| 1 -5 —4] sont sem-
2 2 3 -3 20 15

blables dans Mj3(R).

5. ESPACES EUCLIDIENS, ESPACES HERMITIENS

Dans cette feuille, tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie.
Dans un espace euclidien E, on notera < .,. > le produit scalaire et ||.|| la norme eucli-
dienne.

Exercice 1
Dans tout I’exercice, R* est muni du produit scalaire usuel.



1) Soit H le sous-espace de R* d’équation x +y + 2z +t = 0 et soit p la projection ortho-
gonale de R* sur H.

1a) Pour tout u € R*, calculer ||u — p(u)||.

1b) Quelle est la matrice de p dans la matrice canonique de R* ?

2) Soit H le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs u; = (1,1,0,1),
us = (—2,0,1,1) et ug = (0,1,0,1).

2a) Montrer que H est un hyperplan de R*. Trouver une équation de H.

2b) Trouver un vecteur unitaire orthogonal a H.

2¢) Notons sy la symétrie orthogonale de R* par rapport a H. Quelle est la matrice de
sy dans la base canonique de R* ?

3) Soit P le plan de R* d’équations x — 4y + 2z + 3t = 0 et 2z — y + z + t = 0. Trouver
les équations du plan orthogonal a P.

4) Quelle est la matrice (dans la base canonique de R*) de la projection orthogonale de
R? sur le plan engendré par (0,1,1,1) et (1,0,1,0)?

5) Soient les vecteurs u; = (1,-3,0,2), us = (3,-3,—-2,1), ug3 = (1,0,1,0) et uy =
(0,0,0,1)

5a) Montrer que (uy,us, us, us) forme une base de R*, puis orthonormaliser cette base.
5b) Quelle est la matrice (dans la base canonique de R*) de la projection orthogonale sur
le plan P de R* d’équations x — 3y +2t =0et 3z — 3y —2z+t=07?

Exercice 2
Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension supérieure ou égale a 2 et z, y € E.
1) Montrer que si ||z|| = ||y||, alors il existe un hyperplan H de F tel que y = sg(z) (ou

s est la symétrie orthogonale par rapport a H).
2) Montrer que si < x,y >= ||y||?, alors il existe un hyperplan H de E tel que y = pg ()
(ou py est la projection orthogonale sur H).

Exercice 3

1) On munit M, (R) du prodmt scalaire < A, B >= Tr(*A.B) Pour tout A € M,(R), on
consideére ¢4 : M,(R) — M,(R) définie par ¢,(X) =! A.X.A pour tout X € M, (R)
Montrer que ¢4 € L(M,(R)), puis calculer 'adjoint de ¢ 4.
2) Soient E un espace euclidien, f € L(F) tel que fo f*= f*o f (ou f* est 'adjoint de
f), F un sous-espace vectoriel de E et g ’endomorphisme de F' induit par f. On munit
F' du produit scalaire induit par celui de E. Montrer que go g* = g* o g.

Exercice 4

1) Soit A € M,,(R). Montrer que deux des propriétés suivantes entrainent la troisieme.

(i) ‘A= A4;
(i) tAA = A;
(i) A2 = A.

Exercice 5



Dans tout I’exercice, I’espace euclidien orienté R" est (sauf mention du contraire) équipé
du produit scalaire usuel.

1) Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

1 -1 -1 -1
1 -1 1
1 1 -1

-1 1 1

A=
2

—_ = =

la) Montrer que f est une isométrie.
1b) Soit H I'hyperplan de R* déquation x + y + 2z + 3t = 0. Montrer que f(H) est un
hyperplan de R*, puis trouver une équation de f(H).

2) Soit f 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique de R? est

L[4 1
A=-[1 4 1
3\1 1 4

2a) Trouver une base orthonormée de R® formée de vecteurs propres de f

2b) Montrer que pour tout vecteur non nul u € R®, on a < f(u),u >> 0.

2¢) Soit N : R® — R définie par N(u) = /< u, f(u) > pour tout u € R®. Montrer que
N est une norme et que pour tout u € R®, on a ||u|| < N(u) < v2||ull.

3) Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est

L[ 1 -4
A=>|-4 4 -7
1 8 4

Montrer que f est une rotation de R* dont on déterminera ’axe et I’angle.
4) Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique (ey, es, €3, €4)
est

0 0 -3 —4

1{0 0 —-4 3
A_S 3 4 0 0
4 -3 0 0

4a) Montrer que f est une isométrie.

4b) Montrer que (e, f(e1), €2, f(e2)) est une base orthonormée de R*. Quelle est la ma-
trice de f dans cette base?

4c) Trouver les équations d’un plan P de R* stable par f.

4d) L’isométrie a-t-elle un vectuer propre ?

5) On note P le plan de R* d’équations z = 0 et y + 2z +¢ = 0. Soit f ’endomorphisme
de R* dont la matrice dans la base canonique est

-1 -1 -1
1 -1 1
1 1 -1

-1 1 1

A= -
2

—_
—_ = =

ba) Montrer que f est une isométrie.
5b) Trouver une base orthonormée (ey, ey, €3,e4) de R* telle que ey, e, € P.
5¢) Montrer que le plan P est stable par f.



5d) Quelle est la matrice de f dans la base (e1, €9, €3,€4) 7
5e) Calculer le polynome caractéristique de f.

6) Soient E un espace euclidien de dimension finie n > 2 et (ey, .., €,) une base ortho-
normée de E. Soit u = uje; + ....... + une, un vecteur non nul de F et soit f I’endomor-
phisme de E dont la matrice dans la base (ey, ...e,) est A = (u;u;).

6a) Montrer que f est un endomorphisme symétrique de rang 1.

6b) Déterminer valeurs propres et espaces propres de f.

6¢) A quelle condition sur u, f est-il une projection orthogonale ?

7) Soit f ’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique de R? est

(2 -2 -1
A=-[-1 -2 2
3\o 1 2

7a) Montrer que f est une isométrie.

7b) Montrer que f a une unique valeur propre que 'on calculera.

7c) Trouver une base orthonormée (e1, g, €3) de R? telle que e; est vecteur propre de f.
7d) Quelle est la matrice de f dans la base (e, eg,€3) 7

7e) Montrer qu’il existe une unique rotation r et une unique symétrie orthogonale s par
rapport a un plan telles que f =r os = sor. On précisera I’axe et 'angle de r.

8) Soit f ’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R® est

1 -2 6 =3
A=-16 3 2
-3 2 6

Préciser la nature de f.
Exercice 6

On note dans tout l'exercice O, (R) le groupe des matrices orthogonales de M, (R) et
O(E) le groupe des endomorphismes orthogonaux de E.

1) Soit A € M,(R). On note C4,.., C, les colonnes de A. Montrer que A € O,(R) si et
seulement si Y - C; 'C; = I,,.

2
2) Soit C' € M, 1(R). On pose S = I,, — e C(tC’.C) (matrice de Householder). Vérifier

que S est la matrice (dans la base canoniqﬁe) de la reflexion par rapport a 'hyperplan
orthogonal a C.

3) Soit A € O,(R). Montrer que < n et étudier le cas d’égalité.

>
1<i,j<n
4) Soit E un espace euclidien et soit f € O(E). Montrer que Ker(f — i4) et Im(f — iq4)
sont supplémentaire orthogonaux dans F.
5) Soit E un espace euclidien et soit f € O(FE). Montrer que f est diagonalisable si et

seulement si f est une symétrie orthogonale.

Exercice 7



2 V6 0
1) Soit A=|[+6 1 0]. Trouver une matrice P € O(3) telle que la matrice P~'AP
0 0 1
est diagonale.

2) Soit A € M,(R). Montrer que si A+ A est nilpotente, alors A est antisymétrique.
3) Soit A € M,(R). Montrer qu’il existe X € M, 1(R) tel que ' X. X =net'X.A.X = TrA.

4) Soit S € S,(R). On pose A = S + iI,. Montrer que A est inversible.

5) Soit A € S,,(R). Montrer que la plus grande valeur propre de A est
tX.AX
sup —_.
XeMui(R),x20 ' X.X

Exercice 8

1) Soit ¢ : R®* — R I’application définie par q(x,y, z) = y? — 322 + 2zy — 422 + yz pour
tout (z,v,z) € R3.

la) Montrer que ¢ est une forme quadratique.

1b) Expliciter la forme bilinéaire symétrique associée a g.

1c) Quelle est la matrice de ¢ dans la base canonique de R®.

1d) Montrer que pour toute base (ey, es,€3) de R? telle que e; = (1,0, 0), la matrice de g
dans la base (eq, ey, e3) n’est pas diagonale.

2) Soit a € R et soit ¢ : R* — R I'application définie par ¢(z,y, z,t) = az?® + 2azy + y* +
4zt — at? pour tout (z,y, z,t) € R:.

2a) Montrer que ¢ est un forme quadratique.

2b) Pour quelles valeurs de a, g est-elle dégénérée ?

2¢) On suppose que ¢ est dégénérée. Trouver une base du noyau de q.

3) Décomposer les formes quadratiques suivantes sous la forme de combinaison linéraire
de formes linéaires qui sont linéairement indépndantes, puis en déduire rang, noyau et
signature.

3a) q(x,y,2) = 222 — 3y? + 22 + 4zy — 622 + Sy=.

3b) q(z,y,z) = zy + 2x2 — 3y=.

3c) q(x,y, 2, t) = 2% + y* + 22 — 2t? — 22y + 232 — 22t — 2yz — dayt (a € R).

3d) q(z,y, 2,t) = zy + xz + xt — yz + yt + 22t.

4) Soit ¢ : R* — R I'application définie par q(x, vy, z,t) = zy + 2x2 + 23t + yz + 4yt + 22t
pour tout (z,v,2,t) € R*.

4a) Quelle est la matrice de ¢ dans la base canonique de R*?

4b) Trouver une base de R* orthogonale pour ¢. Ecrire la matrice de ¢ dans cette base.

5)Soient ¢; : R? — R et g» : R — R les formes quadratiques définies par q;(z,y) =
3x% + 2zy + y? et qo(x,y) = 72 + 62y + 23> pour tout (z,y) € R%. Trouver toutes les
bases de R? orthonormées pour ¢; et orthogonales pour g,.

6) Soit ¢ : R® — R la forme quadratique telle que g(z,y,2) = 2% + 11y* + 62® — 62y +
2xz — 2y=z.

6a) Montrer que la forme bilinéaire symétrique associée & ¢ est un produit scalaire.

6b) On munit R® de ce produit scalaire. Soit p la projection orthogonale de R?® sur le



plan d’équation z +y — z = 0. Quelle est la matrice de p dans la base canonique de R? ?

7) Soit ¢ : R* — R la forme quadratique telle que q(z,v, z) = 2% + 3y? — dzy + 222 + 2y=.
Trouver tous les plans vectoriels de R? sur lesquels la restriction de ¢ est définie-positive.

8) Soit E' le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a 2. Soit ¢ : E — R la forme quadratique définie par ¢(P) = b*> —dacsi P = aX?+bX +c.
8a) Quelle est la matrice de g dans la base (1, X, X?) de E?

8b) Trouver une base de E orthogonale pour q.

8¢c) Soit r € R et soit F' le sous-espace vectoriel de E formé des polynémes s’annulant en
r. Trouver une base de H+.

Exercice 10

1) Soit E un R-espace vectoriel et ¢ : E — R une forme quadratique définie positive. Soit
A la matrice de ¢ dans une base de E. Montrer que detA > 0.

2) Soit E' un R-espace vectoriel. Soit ¢ : E — R une forme quadratique non dégénérée et
soit 3 la forme bilinéaire symétrique associée. Montrer que pour tout | € E* (E* est le
dual de FE), il existe un unique a € F tel que {(u) = f(a,u) pour tout u € E.

3) Soit E un R-espace vectoriel et soit ¢ : E — R une forme quadratique. Soient F' et G
des sous-espaces vectoriels de F.
3a) Montrer que F' C F* si et seulement si ¢(x) = 0 pour tout = € F.
3b) Supposons que ¢(x) = 0 pour tout = € F et tout z € G.
(i) Montrer que pour tout vecteur y € F + (F+ N G), on a ¢(y) = 0.
(ii) Soient U un suplémentaire de F'N G dans F' et V un supplémentaire de F'N G dans
G. Montrer que ’'on a
FfnG=(FNnG)e UtNV).



Exercice 10

Dans tout cet exercice, E est un espace hermitien. On note H(FE) I'espace des endo-
morphismes hermitiens de E.

1) Soit f € L(E) et soit F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que pour tout
r € F,||f(x)|| = ||z|| et pour tout z € FL, f(x) = 0. Montrer que Ker(f) = F*.

2) Soit f € H(FE) et soit x € E. Montrer que
<z, f(z) >*<< 7, f3(x) > ||=||%

3) Soit p € L(F) tel que pop = p. Montrer que p = p* si et seulement si pour tout
(z,y) € Ker(p) x Im(p), < z,y >=0.

Exercice 11

On note U, 'ensemble des matrices unitaires de M, (C).

i 1 ;
1) Soit n € N\ {0,1}. On pose w = e’v" et A = (Tw(kl)ol)) . Montrer que

n 1<j,k<n
AeU,.
2) Montrer que pour tout A € H,, e € U,.

3) Déterminer Hy N Us.

4) On pose J = (_OI” é” . Soit G = {M € My, (R);* M.JM = J}.
4a) Montrer que pour tout M € G, detM € {-1,1}.
4b) Montrer que G est un sous-groupe de Glg, (R).

4c) Montrer que
A B

G N 09y (R) = {(—B A) ;A+1iB € Un}.
4d) Pour M € G N Oy, (R), calculer det(M).

Exercice 11

Soient H; et Hy des matrices hermitiennes positives telles que H; = H,. Montrer que
si Hi et Hy sont semblables, elles sont nulles.



